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DESCRIPTION DU DEFAUT DE COMPACITE
DE L’INJECTION DE SOBOLEV

PATRICK GERARD

RESUME. On montre que toute suite bornée dun espace de Sobolev
hilbertien homogeéne s’écrit, & une sous-suite prés, comme la somme
presque orthogonale d’une suite tendant vers zéro dans 1’espace de Le-
besgue correspondant par 'injection de Sobolev, et d’une superposition
de suites de translatées—dilatées de profils fixes. On retrouve ainsi les
différentes versions du principe de concentration—compacité.

1. INTRODUCTION

Soient d un entier positif, S(RY) 'espace de Schwartz sur R% et Sp(R9) le
sous-espace de S(R?) dont les fonctions ont une transformée de Fourier nulle
pres de Porigine.

Pour tout réel s € |0, 4], on désigne par H*(RY la complétion de Sy(RY)

pour la norme
: e 96\
Il = ([ 16 10©F 5oa)

ott A® = (=A)z. Compte tenu de I'inégalité de Sobolev sur Sp(R?),

=, (1.1)

N | —

1
lullr < ClIA%u][ L2, o

Iespace H*(R%) s’identifie au sous-espace de L?(R%) dont les fonctions ont
une transformée de Fourier du type

o B(E)
ag) = g

ol v € L*(R%. On étend alors opérateur A® & H*(R%) en posant v = A®u,
et Dinégalité de Sobolev (1.1) reste vraie pour tout u € H°(R%).

On notera que les normes L? et H* sont invariantes par les translations
Ty et les dilatations d;, définies par

(1.2)

1 x
ru(z) =u(z —y), yeRY; Spu(a) = Wu(ﬁ), h>0. (1.3)

Ces invariances induisent des défauts de compacité pour l'injection de H*
dans L? :si u est un élément non nul de H*, pour toute suite (y,,) de points
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214 PATRICK GERARD

de R? tendant vers l'infini, pour toute suite (h,) de réels positifs tendant
vers 0 ou vers 400, les suites (1, u) et (0, u) convergent faiblement vers 0
dans H* et ont une norme non nulle indépendante de n, donc ne sont pas
relativement compactes dans LP.

L’objet de ce travail est d’étudier dans quelle mesure ces invariances sont
les seules responsables du défaut de compacité de l'injection de Sobolev
H*(RY) < LP(RY). Afin d’énoncer le résultat principal, nous introduisons
un peu de vocabulaire. On appellera échelle toute suite h = (h,,),en de réels
positifs et ceeur (de concentration) toute suite x = (2,,),en de points de R<.
Etant donnés deux échelles h, h et deux cceurs x, x, on dira que les couples
(h,x) et (h, %) sont orthogonaux si

log (2_:)

Le but de cet article est de démontrer le résultat suivant.

— 400 ou (h =h et [7n = &l > —I-oo) . (1.4)

n—00 hn n—00

THEOREME 1.1. Pour toute suite bornée (uy)nen de H*(R?), il existe une
sous-suite (u!)nen de (u,)nen, une suite (hW));>, d’échelles, une suite
(xU)) 51 de caurs et une suite ()51 de H*(R?) tels que les couples
(h(j),xv)) soient deuz & deur orthogonauz et, pour tout entier { > 1,

! — Pl (0 i (0
) =3 () () #0800

J=1

(1.5)

J4
1A% U172 = Y A |[72 + 1A% F )72 + (1), n— co. (1.6)

i=1

REMARQUES 1.2.

a) Une conséquence des propriétés (1.5) et (1.6) est — quitte a extraire de
nouveau une sous-suite — ’existence d’une suite (¢,,) d’entiers tendant vers
I'infini telle que

n d (4)

1 \% T — Xy
I f— [— .
un(x)_z;(h(j)) s ( e ) ra@) el — 0, (17)
Jj= n n
A2 = ST IA 2 + A+ 0(1), m—oo.  (L8)
J=1

Cette formulation présente 'avantage de faire apparaitre clairement un
“modele” du défaut de compacité de la suite (u!)) dans LP. Néanmoins,
les propriétés (1.5) et (1.6) sont plus précises, et en pratique plus commodes
a utiliser.

b) Soient h, h deux échelles et x, % deux cceurs tels que les couples (h,x) et
(h, %) soient orthogonaux. Alors, si f € L*(R%), g € L*(R?) avec Lyl=1,
1 < a,b < oo, on vérifie aisément que

/Rd h;a (- ;x) ﬁ%/bg(x ;x) de — 0. (1.9)
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SUR LE DEFAUT DE COMPACITE DE L'INJECTION DE SOBOLEV 215
En utilisant I'inégalité élémentaire

p

1
= laglP| < Ce> el o (1.10)
i=1 i#k

14
>
i=1

on en déduit que, dans les conditions du théoreme 1.1,
o0
Nur 70— > 11515, - (1.11)
Par ailleurs, I'inégalité (1.6) entraine

lim sup [[Auf, |72 > D [[A* 0] [72. (1.12)

On retrouve ainsi que la meilleure constante de Sobolev I = inf {||A*9|| e,
|[#||z» = 1} est atteinte, ainsi que la structure des suites minimisantes (voir
P.-L. Lions [12]).

¢) En utilisant (1.9) et (1.10), on montre de méme la généralisation sui-
vante de (1.11),

o0

ple) [y (@) Pde =Y (W)™ | p(e)
J. /.

i=1

)
(222

n — 00, (1.13)

dz + o(1),

pour toute fonction ¢ € L*(R%). Supposons alors que (u,,) vérifie, en plus
des hypotheses du théoreme,

lim sup/ |, (2)|Pde —— 0. (1.14)
n—co |z|>R R—o00
Alors, en utilisant (1.13) avec () = 1,5 g, on constate que les suites h(J)

et x(7) sont nécessairement bornées (si?p; # 01), donc, quitte a extraire une
sous-suite et a modifier 11, la propriété (1.5) devient

! — Pob (£)
d@ =@+ 3 (o) e () + i), (1.15)
]:2 n n
avec lim sup ||r§f)||Lp —— 0 et, pour tout j > 2, S CL RN 0, P CANNN
{—00

n—oo n—o0o n—o0o
(W) ¢ R? Des lors, en appliquant (1.13) avec des fonctions continues &
support compact, on obtient

Jul, ()P =) [[l18, 0(x — 2;) (1.16)
j=1
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216 PATRICK GERARD

au sens de la convergence faible des mesures. Par ailleurs, les informations
(£)

sur (ry ) fournies par la démonstration du théoreme 1.1 (remarques 3.5 et
4.4) permettent de raffiner (1.6) sous la forme

J4
A%l ()P = A0 () = Y (I ][726(x — 2j). (1.17)

i=1

A partir de (1.16) et (1.17), on retrouve donc le “deuxidme lemme de concen-
tration-compacité” de P.-L. Lions [12]. De plus, on peut également montrer
que toute mesure semi-classique associée a la suite (A®u’)) et & échelle h()
est du type

dg

mj(z,§) =6d(z —2;) @ |€|25 |QLJ(€)|2 (27)4

—I—;L]'(w,f), (1'18)

ol p; est une mesure semi-classique associées a (A® m(f)), (> j,etahV),
On retrouve donc aussi le critere de “concentration-compacité microlocale”
mis en évidence dans [5,6].

d) Signalons que la démonstration du théoréme 1.1 que nous allons donner
utilise fortement le théoreme de Plancherel, donc ne s’adapte pas de facon
évidente & une injection de Sobolev du type W4 —s LP, % = % -2 1<
q<oo,0<8<§avecq7£2.T

e) Enfin, mentionnons que le théoréme 1.1 était déja connu dans le cas
d’une suite critique pour la fonctionnelle

I(u) :/Q |Vu|®dz

sur le domaine {u € Hg(Q), |Ju|[z» = 1}, Q étant un ouvert borné régulier
de R? (voir M. Struwe [17]). De plus, pour un probléme elliptique différent,
H. Brezis et J.-M. Coron [3] ont mené une étude similaire ol apparaissaient
déja clairement des propriétés de presque orthogonalité du type (1.4), (1.6)
en précisant les “méthodes d’éclatement” de Wente [18] et Sacks-Uhlenbeck
[16]. Néanmoins, dans ces références, la décomposition est plus facile a obte-
nir, car ’énergie des différents profils est minorée, donc seul un nombre fini
de profils intervient, et le reste tend vers 0 en norme énergie. Ce n’est bien
slir pas le cas en général dans le théoreme 1.1.

Indiquons maintenant le plan de cet article. Les deux prochains paragra-
phes sont consacrés a la détermination h'/) : au paragraphe 2, on montre en
fait un résultat général sur la structure des suites bornées de L? et sur les
échelles qui leur sont associées. Les deux ingrédients de démonstration sont,
d’une part, un lemme de type “concentration-compacité” proche de celui
de P.-L. Lions [11], et une méthode d’exhaustion récemment introduite par
G. Métivier et S. Schochet [14,15] dans un contexte différent. Au paragra-
phe 3, on applique ce résultat a la suite (A®u,) et on montre, a ’aide d’une

T Nous avons récemment appris qu’un tel travail avait été réalisé par S. Jaffard, a ’aide
de la décomposition en ondelettes.
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SUR LE DEFAUT DE COMPACITE DE L'INJECTION DE SOBOLEV 217

inégalité de Sobolev raffinée, qu’une suite bornée (r,,) de H* qui “ne posséde
aucune échelle” (en un sens précisé a la section 2) converge nécessairement
vers 0 dans LP. Signalons que ce fait avait déja été observé dans [5,6]. La
démonstration du théoreme est achevée au paragraphe 4, ou 'on utilise
a nouveau la méthode de Métivier-Schochet pour déterminer les coeurs de
concentration x\/) et les profils associés ;.

Pour terminer cette introduction, signalons qu’une variante du théoreme
1.1 est utilisée dans un travail en collaboration avec H. Bahouri [1,2] pour
décrire les solutions de 1’équation des ondes non linéaires avec exposant
critique dans I'approximation haute fréquence, et démontrer certaines bornes
a Priori.

NOTATIONS UTILISEES

La normalisation adoptée ici pour la transformation de Fourier est
fe) = [ e pa e
R

Si a est une fonction sur R¢ on note a(D) le multiplicateur de Fourier de
symbole a, défini par

e

a(D)f (&) = a(&) f(€).

Enfin, on utilisera les décompositions dyadiques de 'identité,

I = Z Ak, Ak = @(Q_kD)

k=—c0

ol p € C§°(R?\ {0}) est choisie telle que
L= ) »@7%), ¥E#0.
k=—0c0
La norme L? est alors équivalente &
1
o0 2
(3 i)

k=—c0

tandis que 'on pose, pour toute fonction f € L?,

1f 1B = sup [|Akf]]= -
kEZ

On notera qu’un changement de fonction ¢ change la norme || || ci-dessus
en une norme équivalente.
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218 PATRICK GERARD

2. ECHELLES ASSOCIEES A UNE SUITE BORNEE DE L?
Dans toute la suite, on appelle échelle toute suite h = (h,),en de nombres
réels strictement positifs.

DEFINITION 2.1. Soit f = (f,,)nen une suite bornée de L?(R9), et soit h une
échelle.
1) On dit que f est h-oscillante si

lim sup (/
n—roo hnl€l<

2) On dit que f est étrangere a h si, pour tout réel @ > 0, pour tout réel
b > a,

|fn<5>|2ds) 0. @)

R—+4o0

|fn<s>|2d5+/

% hn|€|>R

n—00

/ ()P de — 0. (2.2)
a<h,|E|<b

Lorsque h est une suite tendant vers 0, la propriété de h—oscillation offre
un cadre naturel pour I'approximation semi-classique (voir [5], P. Gérard
et E. Leichtnam [7], P.-L. Lions et T. Paul [13], P. Gérard, P. Markowich,
N. Mauser et F. Poupaud [8]). On prendra garde au fait que la définition
donnée ici differe légerement de celle qui est donnée dans [8]. De plus, ici,
on autorise a h d’autres comportements, afin de prendre en compte, par
exemple, le comportement de f,(z) & I'infini en z € R%

REMARQUES 2.2.

a) Etant donnée une échelle h, les suites f qui sont a la fois h-oscillantes
et étrangeres & h sont exactement celles qui tendent vers 0 pour la norme
L(RY).

b) Soit h une échelle, soient f une suite h-oscillante et g une suite étrangere
a h. Alors la formule de Plancherel et I'inégalité de Cauchy-Schwarz entrai-
nent aisément

g fu(2) gn(z)de — 0.

n—00

On en déduit l'identité de presque orthogonalité

15+ gallle = [1fall72 + llgalliz + 0(1), 7 — oo,

¢) Supposons donnée, pour tout n € N, une fonction o, € L*=(R%), de
sorte que la suite (||o,||r) soit bornée. Alors, si f est h-oscillante (resp.
étrangere a h) la suite (0,(D) f,)nen l'est aussi.

d) Soit h une échelle tendant vers 0 et m une fonction bornée sur R,
uniformément continue. Alors si f est h-oscillante (resp. étrangere & h) la
suite (m f,)nen Pest aussi. En effet, d’une part, dans la définition 2.1, on
peut remplacer les conditions (2.1) et (2.2) par

i s 10,0 il + | 1= o(B2) 1| o0 ey
e ) 8 = =T B
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SUR LE DEFAUT DE COMPACITE DE L'INJECTION DE SOBOLEV 219

ot 1 € C§°(R?) est égale & 1 au voisinage de 0. D’autre part, si Vel le
lemme de Schur entraine

i 6h Dy < [ 16 (b= a

ol wy, est le module de continuité de m. Des lors,

||l ¥ (hn D)) | oy o —— 0
donc (2.1)" ou (2.2)' est vérifiée par (m f,) deés qu’elle I'est par (f,). En
particulier, dans les conditions de la remarque 2.2 b) ci-dessus, on a

| @)+ gulo)Pds = [ ma)lfofo) o
+ /Rd m(z)|gn(z)*dz +o(1), n— occ.

ExXEMPLE 2.3. 1l existe des suites f étrangeres a toute échelle, qui néanmoins
ne tendent pas vers 0 en norme L2. Par exemple, soit ¢ € C§°(RY) telle que
Jga ¥ () dx # 0. On pose, pour tout n > 2,

ne

Cogmy 72

IN[-%

fule) = ~Ay)7T ((na)), = eRY,

de sorte que

~ 1 d = g
()= ———— (1 H=Thp(2).
Ful&) = gy L+ D TH0(2)
Par la formule de Plancherel, on obtient donc
1 /ull72
(2m)~* i

=T | aeE PG ae— et [ vt

Par ailleurs, on a, pour tout échelle h, pour tous b > a > 0,

: C d¢
24 _—
/aﬁhn|f|§b O < oo /asmlglsz) (1+[¢[2)er

< ¢ Log (é) — 0.

Logn a/ n—oo

EXEMPLE 2.4. Notons enfin que la particularité d’étre étrangere a toute
échelle se mesure & 'aide de la norme dans I'espace de Besov B = B%OO
introduit a la fin du paragraphe 1. En effet,

lim sup || fu||g = lim sup sup ||Ax fr|lz2
€7

n—00 n—00 k

= sup  lim sup |2y, fll
(kn)eZN n—oo
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220 PATRICK GERARD

et par ailleurs

) 1/2 ) 1/2
( / |f(€)|2d€) N ( / |f(€)|2d€)
aL2-k|¢|<p a<2—k|¢|<b (2 3)

pour 0 < a < & < 8 < b convenables.

On en déduit aisément que ||f,||z tend vers 0 si et seulement si f est
étrangere a toute échelle.

La proposition suivante exprime un résultat de décomposition d’une suite
arbitraire f par rapport a une échelle donnée h.

PROPOSITION 2.5. Soient h une échelle, f une suite bornée de L*(RY). Il
existe une application ¢ : N — N strictement croissante et une suite (g,)
bornée dans L*(RY) telles que :

(i) (gn) soit (hy(n))-oscillante,

(ii) (fo(n) — gn) s0it étrangere a (hy(y)).

Démonstration. Pour tout entier n, pour tout réel R > 1, on pose
Low = | GRS (2.4
F<hal€|<R

Notons que, pour tout n, L, est une fonction croissante de R, et que

sup L,(R) < 4oo. D’apres le lemme de Helly, il existe une application
n,R

@1 : N = N strictement croissante telle que L, ,)(R) — L(R) pour tout
R > 1.

La fonction L étant croissante et bornée, posons

= lim L(R). (2.5)

On construit alors par récurrence une application ¢, : N — N strictement
croissante telle que, pour tout » > 1,

Posons alors ¢ = ¢ 0 ¢3. On a

an(n) (n) — /. (2.6)

n—00

On définit alors ¢, € L? par la formule

gn(f) = 1%§h¢(n)|§|§n fnp(n) (5) . (27)

Alors (g,,) est une suite bornée de L?, et pour tous b > a > 0 et n assez
grand,
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SUR LE DEFAUT DE COMPACITE DE L'INJECTION DE SOBOLEV 221

ce qui assure la propriété (ii). Par ailleurs, pour n > R > 1,

/hwn)lag n(©)[*d€ + /

by lE|2R
quantité qui tend vers 0 quand R tend vers 400, ce qui assure que (g,) est
(R y(n))-oscillante. 0

Gn(€)]7d¢ (2.9)

L
R

= Ly(n)(n) = Loy (R) — (= L(R),

n—00

REMARQUES 2.6.

a) Etant données f' = (fo(n)) et h' = (hy(r)), une suite g = (g,) telle que
(i), (i), si elle existe, est caractérisée modulo une suite L* tendant vers 0
en norme. C’est une conséquence de la remarque 2.2. a). On appellera alors
g une composante h'-oscillante de la suite f'. La proposition se paraphrase
donc en disant que, a extraction pres de sous-suites, toute suite bornée de
L? admet une composante oscillante selon une échelle donnée.

b) La démonstration ci-dessus montre que la composante h'-oscillante g
de f’ peut étre prise de la forme g, = 0, (D) f!, avec 02 = 0,,.

¢) Si f est étrangere a une échelle h et admet une composante oscil-
lante g selon une échelle l~17 alors g est étrangere & h. En effet, pour tous
b>a > 0,posons 0,() = ly<p, |¢|<p- Alors la remarque 2.2. ¢) entraine que
la suite (0,,(D)gn) est h-oscillante tandis que (0,(D)(fn — gn)) est étran-
gere & h. Il en résulte que (o,(D)gy,) est une composante h-oscillante de
(6,(D) f). Or ||o,(D) fullr2 tend vers 0. La remarque 2.6 a) entraine donc
que ||6,(D)gn||L2 tend vers 0, et ceci pour tous b > @ > 0. La suite g est
donc étrangere a h.

La notion suivante permet de comparer en général deux telles échelles h

et h.
DEFINITION 2.7. Deux échelles h et h sont dites orthogonales (on note h L

h) si )
hy,
Par exemple, il est facile de vérifier que si f est h-oscillante, alors f est

étrangere a toute échelle orthogonale & h. Le lemme suivant fournit une
réciproque partielle de ce fait :

— 400.

n—00

LEMME 2.8. Soit g une suite h-oscillante telle que ||g,||r2 ait une limite

inférieure > 0. On suppose que g est étrangere a une échelle h. Alors h et
h sont orthogonales.

Démonstration. Si h et h n’étaient pas orthogonales, il existerait des sous-
suites (hy(n)), (he(n)) telles que

hy(n
SO RNG €]0, +o0[.

@(n) m—>0o0

Pour tous b > a > 0, on aurait alors, pour n assez grand,

/ Gy (€)1 dE < / (Gt ()] de
a<hy (n) [€]<0

AL <Ry ) [€]<200
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222 PATRICK GERARD

qui tend vers 0 puisque g est étrangere a h. Il en résulte que (gy(n)) est
étrangere & (hy(p)) ; comme elle est aussi (hy(n))-oscillante, on en déduit,
par la remarque 2.2. a), que

||gnp(n)||L2 3 0,

ce qui est contraire a I’hypothese. O
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 2.9. Soit £ une suite bornée de L*. Il existe alors une sous-suite
£ de £, une suite (h1)) ;51 d’échelles et une suite (g9 ;51 de suites bornées
de L?, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) sij#k, hU) L h* ;

(ii) pour tout j, gl est h)-oscillante ;
(iii) pour tout entier £ > 1, pour tout x € R%, on a

¢
file) =g (@) + (@),
j=1

ot ) est étrangére a h9) pour tout j € {1,...,0} et

lim sup ||r{?||g — 0.
{— 00

n—00

Démonstration. Elle est inspirée de la méthode d’exhaustion introduite par
Métivier et Schochet dans [14].
Pour toute suite bornée f de L?, on pose

5(£) = lim sup |[£2]|. (2.10)

n—00

Par ailleurs, si u = (u,) est une suite et ¢ : N — N une application stricte-
ment croissante, on note u, la suite (uy(y))-

Premiére étape. On montre que, pour tout suite bornée f de L?, il existe une
application ¢ : N — N strictement croissante et une échelle h telles que f,
admette une composante h-oscillante g vérifiant

o(f
lgallze — ¢ > 20 (2.11)

En effet, si §(f) = 0, il suffit de prendre pour ¢ identité, h quelconque et
g = 0. Sinon, il existe une suite extraite f’ de f et une suite (k,) d’éléments

de Z telles que

5(F
A, follr2 — Cr > % (2.12)

Posons alors h,, = 27%». Par la proposition 2.5, quitte & extraire une sous-
suite de f’ et de h, on peut supposer que f’ a une composante h-oscillante,
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SUR LE DEFAUT DE COMPACITE DE L'INJECTION DE SOBOLEV 223

que nous noterons g. On peut de plus supposer que ||g,||z2 a une limite.
Comme (f! — g,,) est étrangere a h, on a, compte tenu de I'inégalité (2.3),
lim  ||gallze > lim  [|Ag, fll|z2 > @7 (2.13)
n—co n—co 2
ce qui est Iinégalité (2.11) annoncée.
Deuziéme étape. On montre par récurrence la propriété suivante : il existe
des applications strictement croissantes ¢; : N— N, 7 > 1, des échelles h()
et des suites gl/) vérifiant :
(i) pour tout j, gt/ est h(/)-oscillante ;
(ii) pour tout ¢ > 2, les échelles h(9), h(f[”, hg[_%)ow, . .,hfplg)o,.,ow sont
deux a deux orthogonales ;
(iii) pour tout n, on a

-1
faplo...oapg(n) = g(]) 0...0 n +g7(f) —I_r?(f) (214)
©j+10...0p¢(n)
j=1
ott v est étrangere 3 h(9, h&f[”,...,hgg)o,,w et, pour tout j €
{17"'7£}7
: 1 .
19512 — Cj = 55(1'(] Y) (2.15)

avec la notation r(©) = f.

Observons tout d’abord que la construction de 1, h, g) est fournie
par la premiere étape.

Supposons maintenant construits les ¢;, h() | gl) jusqu’au rang ¢, et
appliquons le résultat de la premiere étape 2 la suite r(¥). Soient alors @ 1 :
N — N strictement croissante et h(“*1) une échelle telles que rffzﬂ ait une
composante h(“*1_oscillante g(*t!) vérifiant

1
||g7(f-l—1)||L2 Eg Cﬁ-l-l > 55(1'([)) . (2‘16)
Posons rg;)“(n) = g\ 4 Y Compte tenu de la remarque 2.6 c), gttt

O ple-y nl),

P41 PpowYp41y O
r(c+1) est étrangere & h(+1Y) par construction. On a donc la propriété (iii)
au rang ¢ + 1. Il reste a vérifier la propriété (i) au rang ¢ + 1. Le seul

(£)

point non trivial est que h(“*1) est orthogonale & hy,,,, .. .,hfplz)omow“. Or

et (1) sont étrangeres 3 h Par ailleurs,

ceci est une conséquence du lemme 2.8 et de (2.16) si 6(r(?) > 0. Dans
le cas ot §(r(¥) = 0, il suffit de prendre h{*1) arbitraire orthogonale &

£ 1
hgpz)+17 ARE) hgpz)omowur

Troisieme étape. On pratique une extraction diagonale en posant

F, = faplo...oapn(n)

ngj) = gfpé)+1o...own(n) sion > j; ngj) =0sin<y
H7(zj) = hEP]j)+10...OWn(n) sin > J; Hnj) =lsin<y.
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Alors GU) est H()-oscillante, les échelles H(Y) sont deux & deux orthogonales
et, pour tout £, on a, pour tout n > /£,

MN
MN

Gl (2.17)

Gl
Lpl-i—lo OLPn
J=1 J=1

avec R étrangere 3 HO, HEY . HW  et, pour tout 5 € {1,...,(}

|Gl ||L2—>c > = 5(< Dy > Z§RU-Y), (2.18)

DN | =

Appliquons alors a (2.17) I'identité de presque orthogonalité fournie par la
remarque 2.2 b). Il vient, compte tenu de (2.18),

1FallZ2 > 5 25 >+ RO 72 +o(1) (2.19)

ce qui entraine que la série de terme général (S(R(j))2 converge ; en particulier
§(RW) tend vers 0. Ceci achéve la démonstration du théoreme 2.9. a

REMARQUE 2.10. On notera que les g/} fournis par le théoréme 2.9 sont
des composantes h(/)-oscillantes de f’. Compte tenu de la remarque 2.6 b),
on peut donc prendre gt/ de la forme

g = e (D) 1L, (220)

3. UN RAFFINEMENT DE L’INEGALITE DE SOBOLEV

Dans ce paragraphe, nous utilisons I'inégalité suivante.

ProprosIiTION 3.1. Soit s € ]0, % [, et soit p donné par

1 s
-—=———. 3.1
2 =574 (3.1)
1l existe une constante C' telle que, pour tout u € HS(Rd),
s 2 s 1—-2
[ul[r < ClIAul|F2 [|Au][5 7 (3.2)

Puisque || f||z < K || f]|L2, I'inégalité (3.2) est une amélioration de I'inéga-
lité de Sobolev.

Il existe plusieurs méthodes pour établir I'inégalité (3.2). La premiere
consiste & utiliser le cas particulier suivant d’une inégalité due a Y. Meyer,
F. Oru et l'auteur [9] :

ullzo < ClIAI lull 20 (3.3)

, 00
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/

oll ’espace de Besov B .l est caractérisé par la condition

_kd
[ul] yasp = sup27» [|Agul[pe= < +o0. (3.4)
o0, 00 keZ

Il est ensuite aisé de remarquer, & ’aide de I'inégalité de Young, que
lull oo < ClIA"]|5- (3.5)

Notons qu’une autre démonstration de (3.3), n’utilisant pas la caractérisa-
tion de LP en tant qu’espace de Triebel, peut étre obtenue en suivant la
démarche de J.-Y. Chemin et C.J. Xu [4] pour I'obtention des inégalités de
Sobolev. C’est d’ailleurs cette méthode qui est suivie dans [2] pour obtenir
le cas particulier d =3, s =1, p =6 de (3.1).

Une autre démonstration de (3.2), qui m’a été suggérée indépendamment
par H. Brezis et L. Tartar, consiste a utiliser la théorie des espaces de Lorentz
(voir par exemple Hunt [10]). L’injection de Sobolev est alors précisée sous
la forme

H® s P2 (3.6)

et 'inégalité de convexité sur le second exposant fournit
[lullzo < CIA%][Z |ull 52 (3.7)
Il reste alors a remarquer que
lulls < ClIA®ul |5 (3.9)

ce que 'on peut par exemple déduire de la méthode de J.-Y. Chemin et
C.J. Xu [4].

Une conséquence de I'inégalité (3.2) est évidemment le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.2. Dans les conditions de la proposition 3.1, soit (u,) une
suite bornée de H*(RY) telle que ||A*u,||p tende vers 0. Alors ||u,||1» tend
vers 0.

REMARQUE 3.3. Le corollaire 3.2 a été en fait déja obtenu et utilisé dans
[5,6], & partir d’une inégalité différente (cf. le lemme A.7 de [5]), mais la
démonstration est moins directe.

En combinant le théoreme 2.9 avec le corollaire 3.2, on obtient
PROPOSITION 3.4. Soit u = (u,),en une suite bornée de H*(R%), s € ]0,4].
1l existe alors une sous-suite u' de u, une suite (h1));5, d’échelles et une
suite (v));51 de suites bornées de H*(R?), vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(i) sij #k, ht) 1L h(® ;

(ii) pour tout j, la suite (A® vgj))neN est hl)-oscillante ;
(iii) pour tout entier { > 1, pour tout x € R%, on a

:Zv 2) 4+ pO @), limsup [|p]|Ls —>0 (3.9)

=1 n—00
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[ .
A% ul 172 = D A0 |[T2 + A7 + 0(1), n—o0. (3.10)
=1

Démonstration. On applique le théoreme 2.9 a la suite f définie par f, =
A?u,,. Compte tenu de la remarque 2.10, on a
o) = 0 (D) = A el

ot o) = gl (D) ul,. Les propriétés (i) et (ii) sont alors les propriétés (i) et
(ii) du théoréme 2.9. Par ailleurs, pour tout £ > 1, la fonction

A =, = Yol

J=1

vérifie Aspﬁf) = r%), ot rl¥) est donnée par la propriété (iii) du théoreme 2.9.
L’identité (3.10) est donc 'identité de presque orthogonalité fournie par la
remarque 2.2 b). On en déduit en particulier que

lim sup lim sup |[A®p|[12 < +o0.

=0 n—oo

Puisque lim sup ||A5,0%)||B tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini, le corol-
n—00

laire 3.2 entraine (3.9). a

REMARQUE 3.5. Compte tenu du théoreme 2.9 et de la démonstration ci-
dessus, la suite (Aspﬁf))neN est étrangere & h) pour 1 < j < (. En parti-
culier, si les h(9) sont bornées, on peut, quitte & modifier la sous-suite u’,
supposer qu’elles tendent vers 0 sauf peut-étre h"). Alors la remarque 2.2 d)

montre que, au sens de la convergence faible des mesures,

J4
A%l ()P =Y 100D (@) + A% ()P 4 o(1), = oo

i=1

D’autre part, si h(/) tend vers 0, on vérifie aisément que les mesures semi-

classiques de (A°ul) et (A® vgj)) relatives & h(9) coincident.

4. DETERMINATION DES CEURS
ET DES PROFILS DE CONCENTRATION

Dans ce qui suit, on désigne par 1 I’échelle dont tous les termes sont égaux
al.
PROPOSITION 4.1. Soit w = (w,),en une suite bornée de H* telle que la

suite (A®w,) nen soit 1-oscillante. Il existe une sous-suite w' de w, une suite
(x(9) 451 de ceeurs et une suite (P(9)),51 de H*(RY) telles que

(i) sia# B, |2l = 2| — +oo ;

n—00

ESAIM: Cocv, MAI 1998, VoL. 3, 213-233



SUR LE DEFAUT DE COMPACITE DE L'INJECTION DE SOBOLEV 227

ii) pour tout entier A > 1, pour tout x € R%, on a
p » D ’

A
wi () =Y ¢ (e —2l?)+ R (2),  lim sup [[REY]|, — 0,
A—co

n—00
a=1

(4.1)

A
1A% w172 = Y A7+ IA R +o(1), n— o0, (4.2)
a=1

Démonstration. Pour toute suite w vérifiant les hypotheses de la proposition,
désignons par P(w) 'ensemble des 1> € H*(R?) qui sont limites faibles de
translatées d’une sous-suite de w, c’est-a-dire tels qu’il existe une sous-suite
(We(n))nen de W et une suite (z,) de points de R? vérifiant, pour toute
fonction y € So(RY),

/Rd Wy (T + 2,) X (2) do —— P(x) x(z)de. (4.3)

n—oo Jieed

On note alors

y(w) = sup {[|A*||2, ¢ € P(w)}. (4.4)

Premiére étape. On applique la méthode d’exhaustion de G. Métivier et
S. Schochet [14,15] avec v comme fonction d’erreur. En fait, apres transfor-
mation de Fourier, la démonstration ci-apres n’est autre que celle de [14,15]
associée a la phase vectorielle £ — £. Si v(w) > 0, soit ¢ € P(w) tel que
||A%|| 2 > v(w)/2, et solent w,, et x comme dans la formule (4.3). Alors
la suite R définie par

R.(z)= W (n) () — Y(z — x,) (4.5)

est bornée dans H*, (A®°R,)nen est 1-oscillante, et, pour tout x € Sp(R?),

/ R, (x4 z,) x(z)de — 0. (4.6)
Rd n—00
Il en résulte que

1A wel7e = A2 + 1A Rull12 +0(1), 7 — co. (4.7)

Plus généralement, supposons que, pour un entier 4 > 1, il existe une
sous-suite w’ de w, des éléments 1(?), 1 < a < A, de H®, des suites x(*),
1 < a < A, de points de RY, tels que

siaw#f, |20 -2 — 400 (4.8)

n—00

avec, pour tout B < A,
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7(R(B_1)) < 2||A5¢(B)||L27 (4.10)
et, pour tout x € Sp(RY),

[ EP@ @) —0, 1<a<B @
R

n—00

Supposons de plus que 'y(R(A)) > 0. Alors le raisonnement ci-dessus appliqué
4 RM) permet de définir A1) € H*, o : N = N et x4 tels que

1
1AS @A > —o(RI) (1.12)

[ B e @ de — [ @) de, e SoRe).
R

n—oco Jpd

(4.13)
Puisque (4T n’est pas nulle, la comparaison de (4.13) avec (4.11) pour
B = A entraine, pour 1 < a < A,

‘ngH) — x ‘ — 400, (4.14)

n—00

et donc
Wl (@) = S (@ = D)) 4 A (o = gl 4 R (0 (1.15)

ott RMAHY vérifie, pour tout y € So(RY),

Rd n—o00
avec ysf) = ggf:z;) sia< A,y (A-I-l) _ xﬁ{““).

En combinant une récurrence et un argument d’extraction diagonale com-
me dans la démonstration du théoreme 2.9, on construit ainsi une sous-suite
w' de w et des suites (@), x(®) de profils et de cceurs telles que 1’on ait
(4.8), (4.9), (4.10), (4.11) pour tout entier B. Alors les propriétés (4.8), (4.9)

t (4.11) entrainent

A w7 = ZIIAS Nie + 1A R |72 +o(1), (4.17)

donc la série de terme général ||[A®¢)(2)||2, est convergente. Compte tenu de
(4.10), on en déduit que
v(RM) 5 0. (4.18)
A—+o00
Deuziéme étape. Compte tenu de (4.17), (4.18), la proposition 4.1 sera dé-
montrée si nous prouvons ’estimation

2
lim sup ||w,||r» < C'lim sup ||A5wn||£2'y(w)1_% (4.19)

n—00
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pour toute suite w bornée dans H* telle que (A®w,) ey soit 1-oscillante.

Supposons dans un premier temps qu’il existe a > 0 et b > a tels que w,
soit supportée dans la couronne K, ; = {E cR% a <€ < b}. Alors w est
bornée dans L? et dans L°°, avec

1 S
lwallzz < —{IA% wall, (4.20)

- 1
lwnl|L~ < (Kap)® [[wnllr. (4.21)

Nous allons donner une majoration plus précise de lim sup ||w,||p~ en utili-
sant (w). Pour cela, soit p € So(R?) telle que p(€) = 1 pour tout & € K, .
Alors w, = p * w,, donc, pour tout y € R,

walo) = [ p(=a) e ) de. (4.22)
Par ailleurs,
lim sup ||w,||p= = sup lim sup |w,(z,)], (4.23)
n—oo n—00

ot x décrit toutes les suites de R En appliquant (4.22) avec y = z,,, on
obtient

lim sup [|wy,||p~ < sup {‘/ NRUNS P(W)} (4.24)
n—00
< C'(a,b)y

Compte tenu de (4.20), I'inégalité de Holder et (4.24) donnent finalement
I’estimation (4.19) souhaitée, avec une constante C' qui dépend de a et b.

On notera que, si I'on applique la construction de la premiere étape sous
I’hypothese w, = 0 hors de K, 3, les restes R vérifieront la méme pro-
priété de localisation spectrale. On a donc, a ce stade, démontré la propo-
sition 4.1 sous ’hypothese supplémentaire que w, est supportée dans une
couronne. On a alors

: re (o) 1P
s et = 3 1901 (4.2
compte tenu de la remarque 1.2 b), (i) et (4.1), tandis que (4.2) entraine

i sup [|A° Wl > S IIAT . (4.26)

a=1

En appliquant I'inégalité de Sobolev & chaque ©(®), on en déduit
2 1-2
lim |Jw!,||r» < Clim sup [|A*w]||?, sup [[A*0(]| 27 (4.27)
n—o0o n—o00 o
2
< C'lim sup ||A5w;||£27(w')1_%
n—00
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ce qui entraine 'estimation (4.19), cette fois avec une constante indépendan-
te de a, b.

Si maintenant la suite (A*w,),en est seulement 1-oscillante, on obtient
I’estimation (4.19) par un simple argument d’approximation. La proposi-
tion 4.1 est donc completement démontrée. O

REMARQUE 4.2. La démonstration ci-dessus fournit quelques propriétés sup-
plémentaires de la suite R(). Précisément on a, pour tout y € So(RY),

/R%A)(w +al)x(2)de — 0, 1<a<A
n—oo
et
y(RW) — 0.

Démonstration du théoréeme 1.1. )
Soit u = (u,) une suite bornée de H?. La proposition 3.4 fournit alors
une sous-suite u’ de u, des échelles h(9) et des suites v(¥) bornées dans

(4)

Hs7 vérifiant en particulier que, pour tout j, la suite (A%v;"), ey est h0)-
oscillante. Posons alors, pour tout j,

wd (z) = (BD)F o) (B 2) | (4.28)

Alors la suite w(?) est bornée dans H*, et la suite (A® w;]))neN est 1—oscil-
lante. On peut donc lui appliquer la proposition 4.1, ce qui fournit une sous-
suite w'(), une suite (x(j’a))azl de cceurs de concentration et une suite
(1)) 51 de profils € H*(RY).

Quitte & pratiquer une extraction diagonale et & modifier la sous-suite u’
on peut supposer que w'¥) = wli) pour tout j. On a alors, pour tout ¢,

v () + plI (2), (4.29)

MN

J=1

ol (Aspﬁf))neN est étrangere 3 tous les h/) 1 < j < £, et, pour tout j, pour
tout A,

A d d
P optie) (e} 4 (L) gl (L
z::( 5)" (hg’) i )+(hnf')) B (hnj))’ (4.30)
ot la suite (A® R%’A))neN est 1-oscillante et
1A% 0172 = [IA° w7 = ZHAS W[+ |IA° RYA (72 + 0(1),
a=1

n— 00. (4.31)

Si on choisit, pour tout j, un entier A; > 1, on en déduit

ul (x XK:(ZU% )+7z<“h A (), (4.32)

j=1 a=1
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ou l'on a posé

o= () ().
LU A @
R%AMMAU@):pgmxy+z;(aﬁ) RgAH(E?)' (4.34)

Il vient alors, quand n tend vers l'infini,

l
ATl 13 =3 AT 132 + 1A o0 |13 + o(1) (4.35)
j=1
¢ A;
=2 (Z [1A° 6 + ||ASRWJ'>||2LQ) + 1A% o] 22 + o(1)
j=1 =1

¢ A;
=> (Z ||Aw<f’°*>||iz) F AP REAA0|12, 4 o(1),
j=1 Ya=1

ou la derniére identité provient de (4.34) et de 'identité de presque orthogo-
nalité de la remarque 2.2. b). Compte tenu des identités (4.32), (4.33) et
(4.35), il suffit, pour démontrer le théoréme, de vérifier que

lim sup [|RAL4d|| ——0 (4.36)
n—oo

n
n—00

quand inf{l,j + A;, 1 < j < {} tend vers +oo. En effet, il suffira alors de
considérer une énumération r des couples (7, a) vérifiant

r(j @) <r(k, B)

sij+a< k4 p.
Passons & la démonstration de (4.36). Pour tout £ > 0, soit {y tel que,
pour £ > (g,

lim sup |[p{?||L» < % (4.37)

n—00

Pour tout ¢ > (g, soit By tel que, pour tout A > By, pour tout j € {1,...,(},

£

lim sup [|RYY||, < —. (4.38)
On écrit alors (4.34) sous la forme
R%[,Al,...,Az) :pgf) _I_ Z Rglj,A]‘\/Bz) _I_S7(7‘[,A1,...,A4)7 (439)
1<
BUAM$)::CJ_)%RUA)CﬁL) (4.40)
" Ry n R/ :
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57(1[,A1,...,A4) _ Z Z U7(1j,oz) ] (441)

1<<t A <a<By
AG<B, =

Compte tenu de (4.37) et de (4.38),
: 2e .
hfln—folip HR%[,Al,...,Az)HLp S ? _I_hfln—folip HS}f’Ah.“’AZ)HLP . (442)

Par ailleurs, la formule (4.33), les propriétés (i) des propositions 3.4 et 4.1
et la remarque 1.2 b) entrainent, quand n tend vers l'infini,

[|sieAr A = % > UL, 4 o(1), (4.43)
SIS Aj<agBy

Or la formule (4.35) permet d’affirmer que

> A3, < o, (4.44)

(4,2

donc, par I'inégalité de Sobolev,

D e, < oo, (4.45)

(4,2

Des lors, (4.42) devient

3 =

. 2e -
lim sup HR%,Al,...,Az)HLP < 5 + Z ||¢(]7 )||Z£p <e (4.46)
n—00 .
a>A(;:CI)§]'SZ

siinf{j+ A;,1 < j <} > {4 assez grand.
Le théoreme 1.1 est ainsi completement démontré. O

REMARQUE 4.3. Supposons que (u,) vérifie de plus

n—co R—4

lim sup/ |y (2)|Pde —— 0, (4.47)
7| >R

et vérifions les assertions annoncées dans la remarque 1.2 ¢). Remarquons
que le reste rl défini par (1.15) s’exprime par une formule du type (4.34),
ol les suites R(%45) sont 1-oscillantes et vérifient les propriétés citées a la
remarque 4.2. En utilisant cette remarque et la remarque 3.5, on obtient

aisément (1.17) et (1.18).

L’auteur remercie M.J. Esteban et H. Brezis de lui avoir indiqué les
références [17] et [3].

ESAIM: Cocv, MAI 1998, VoL. 3, 213-233



SUR LE DEFAUT DE COMPACITE DE L'INJECTION DE SOBOLEV 233

BIBLIOGRAPHIE

[1] H. Bahouri, P. Gérard : Concentration effects in critical nonlinear wave equations
and scattering theory, in Geometrical Optics and Related Topics, F. Colombini and
N. Lerner editors, Progress in Nonlinear Differential Equations and their Applica-
tions, Birkh&user, a paraitre.

[2] H. Bahouri, P. Gérard : High frequency approximation of solutions to critical non-
linear wave equations, prépublication Orsay, 97-34, 1997.

[3] H. Brezis, J.-M. Coron : Convergence of solutions of H—systems or how to blow
bubbles, Arch. Rational Mech. Anal., 89, (1985), 21-56.

[4] J.-Y. Chemin, C.J. Xu : Inclusions de Sobolev en calcul de Weyl-Hérmander et
champs de vecteurs sous-elliptiques, Ann. Scient. Ec. Norm. Sup., 30, (1997), 719—
751.

[5] P. Gérard : Oscillations and concentration effects in semilinear dispersive wave equa-
tions, J. of Funct. Anal., 141, (1996), 60-98.

[6] P. Gérard : A microlocal version of concentration-compactness, in Partial Differential
Equations and Mathematical Physics, Lars Hormander and A. Melin editors, Progress
in Nonlinear Differential Equations and their Applications, 21, Birkhauser, 1996.

[7] P. Gérard, E. Leichtnam : Ergodic properties of eigenfunctions for the Dirichlet prob-
lem, Duke Math. J., 71, (1993), 559-607.

[8] P. Gérard, P. Markowich, N. Mauser, F. Poupaud : Homogenization limits and Wigner
transforms, Comm. Pure and Applied Math. L., (1997), 323-379.

[9] P. Gérard, Y. Meyer, F. Oru : Inégalités de Sobolev précisées, Séminaire Equations
aux Dérivées Partielles 1996-1997, Ecole Polytechnique, et article en préparation.

[10] R. A. Hunt : On L(p, q) spaces, L’Enseignement Mathématique, 12, (1966), 249-275.

[11] P.-L. Lions : The concentration-compactness principle in the calculus of variations.
The locally compact case, part I, Ann. THP 1, (1984), 109-145.

[12] P.-L. Lions : The concentration-compactness principle in the calculus of variations.
The limit case, part I, Rev. Mat. Iberoamericana 1, (1985), 145-201.

[13] P.-L. Lions, T. Paul : Sur les mesures de Wigner, Revista Mat. Iberoamericana, 9,
(1993), 553-618.

[14] G. Métivier, S. Schochet : Interactions trilinéaires résonantes, Séminaire Equations
aux Dérivées Partielles 1995-1996, exposé n°® VI, Ecole Polytechnique, Palaiseau.

[15] G. Métivier, S. Schochet : Trilinear resonant interactions of semilinear hyperbolic
waves, Prépublication 96-31, Institut de Recherche Mathématique de Rennes,
Novembre 1996, et Duke Math. J., & paraitre.

[16] J. Sacks, K. Uhlenbeck : The existence of minimal immersions of 2-spheres, Annals
of Math., 113, (1981), 1-24.

[17] M. Struwe : A global compactness result for boundary value problems involving
limiting nonlinearities, Math. Z., 187, (1984), 511-517.

[18] H. Wente : Large solutions to the volume constrained Plateau problem, Arch. Ratio-
nal Mech. Anal., 75, (1980), 59-77.

ESAIM: Cocv, MAI 1998, VoL. 3, 213-233




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.00000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.00000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.00000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /FRA <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


