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DESCRIPTION DU D�EFAUT DE COMPACIT�E

DE L�INJECTION DE SOBOLEV

PATRICK G�ERARD

R�esum�e� On montre que toute suite born�ee d�un espace de Sobolev
hilbertien homog�ene s��ecrit� �a une sous�suite pr�es� comme la somme

presque orthogonale d�une suite tendant vers z�ero dans l�espace de Le�
besgue correspondant par l�injection de Sobolev� et d�une superposition

de suites de translat�ees�dilat�ees de pro�ls �xes	 On retrouve ainsi les

di
�erentes versions du principe de concentration�compacit�e	

�� Introduction

Soient d un entier positif� S�Rd� l�espace de Schwartz sur Rd� et S��R
d� le

sous�espace de S�Rd� dont les fonctions ont une transform�ee de Fourier nulle
pr�es de l�origine	
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l�espace �Hs�Rd� s�identi�e au sous�espace de Lp�Rd� dont les fonctions ont
une transform�ee de Fourier du type

�u��� 

�v���

j�js
� �����

o�u v � L��Rd�	 On �etend alors l�op�erateur �s �a �Hs�Rd� en posant v 
 �su�
et l�in�egalit�e de Sobolev ��	�� reste vraie pour tout u � �Hs�Rd�	

On notera que les normes Lp et �Hs sont invariantes par les translations
�y et les dilatations �h d�e�nies par

�yu�x� 
 u�x� y�� y � Rd � �hu�x� 

�

hd�p
u
�x
h

�
� h � 
 � �����

Ces invariances induisent des d�efauts de compacit�e pour l�injection de �Hs

dans Lp � si u est un �el�ement non nul de �Hs� pour toute suite �yn� de points
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��� PATRICK G�ERARD

de Rd tendant vers l�in�ni� pour toute suite �hn� de r�eels positifs tendant
vers 
 ou vers ��� les suites ��ynu� et ��hnu� convergent faiblement vers 


dans �Hs et ont une norme non nulle ind�ependante de n� donc ne sont pas
relativement compactes dans Lp	

L�objet de ce travail est d��etudier dans quelle mesure ces invariances sont
les seules responsables du d�efaut de compacit�e de l�injection de Sobolev
�Hs�Rd� 	� Lp�Rd�	 A�n d��enoncer le r�esultat principal� nous introduisons
un peu de vocabulaire	 On appellera �echelle toute suite h 
 �hn�n�N de r�eels
positifs et c�ur �de concentration� toute suite x 
 �xn�n�N de points de Rd	
Etant donn�es deux �echelles h� �h et deux c�urs x� �x� on dira que les couples
�h�x� et ��h� �x� sont orthogonaux si��� log ��hn

hn

���� ����
n��

�� ou

�
h 
 �h et

jxn � �xnj

hn
����
n��

��

�
� �����

Le but de cet article est de d�emontrer le r�esultat suivant	

Th�eor�eme ���� Pour toute suite born�ee �un�n�N de �Hs�Rd�� il existe une
sous�suite �u�n�n�N de �un�n�N � une suite �h�j��j�� d��echelles� une suite

�x�j��j�� de c�urs et une suite �
j�j�� de �Hs�Rd� tels que les couples
�h�j��x�j�� soient deux �a deux orthogonaux et� pour tout entier � � ��
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Remarques ����

a� Une cons�equence des propri�et�es ��	�� et ��	�� est � quitte �a extraire de
nouveau une sous�suite � l�existence d�une suite ��n� d�entiers tendant vers
l�in�ni telle que
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Cette formulation pr�esente l�avantage de faire appara��tre clairement un
 mod�ele! du d�efaut de compacit�e de la suite �u�n� dans Lp	 N�eanmoins�
les propri�et�es ��	�� et ��	�� sont plus pr�ecises� et en pratique plus commodes
�a utiliser	

b� Soient h� �h deux �echelles et x� �x deux c�urs tels que les couples �h�x� et
��h� �x� soient orthogonaux	 Alors� si f � La�Rd�� g � Lb�Rd� avec �

a �
�
b 
 ��
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En utilisant l�in�egalit�e �el�ementaire������
���� �X
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on en d�eduit que� dans les conditions du th�eor�eme �	��
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Par ailleurs� l�in�egalit�e ��	�� entra��ne
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On retrouve ainsi que la meilleure constante de Sobolev I 
 inf
�
jj�s
jjL� �

jj
jjLp 
 �
	
est atteinte� ainsi que la structure des suites minimisantes �voir

P	�L	 Lions #��$�	
c� En utilisant ��	"� et ��	�
�� on montre de m�eme la g�en�eralisation sui�

vante de ��	����
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pour toute fonction � � L��Rd�	 Supposons alors que �un� v�eri�e� en plus
des hypoth�eses du th�eor�eme�

lim sup
n��

Z
jxj�R

jun�x�j
pdx ����

R��

 � ������

Alors� en utilisant ��	��� avec ��x� 
 �jxj�R� on constate que les suites h�j�

et x�j� sont n�ecessairement born�ees �si 
j 	
 
 %�� donc� quitte �a extraire une
sous�suite et �a modi�er 
�� la propri�et�e ��	�� devient
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x�j� � Rd	 D�es lors� en appliquant ��	��� avec des fonctions continues �a
support compact� on obtient
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au sens de la convergence faible des mesures	 Par ailleurs� les informations

sur �r
���
n � fournies par la d�emonstration du th�eor�eme �	� �remarques �	� et

�	�� permettent de ra&ner ��	�� sous la forme

j�su�n�x�j
� � j�sr���n �x�j� �

�X
j��

jj�s
jjj
�
L� ��x� xj� � ������

�A partir de ��	��� et ��	���� on retrouve donc le  deuxi�eme lemme de concen�
tration�compacit�e! de P	�L	 Lions #��$	 De plus� on peut �egalement montrer
que toute mesure semi�classique associ�ee �a la suite ��su�n� et �a l��echelle h�j�

est du type

mj�x� �� 
 ��x� xj�
 j�j
�s j �
j���j

� d�

����d
� �j�x� �� � ������

o�u �j est une mesure semi�classique associ�ees �a ��sr
���
n �� � � j� et �a h�j�	

On retrouve donc aussi le crit�ere de  concentration�compacit�e microlocale!
mis en �evidence dans #���$	

d� Signalons que la d�emonstration du th�eor�eme �	� que nous allons donner
utilise fortement le th�eor�eme de Plancherel� donc ne s�adapte pas de fa'con
�evidente �a une injection de Sobolev du type �W s�q 	� Lp� �

p

 �

q
� s

d
� � �

q ��� 
 � s � d
q avec q 	
 �	y

e� En�n� mentionnons que le th�eor�eme �	� �etait d�ej�a connu dans le cas
d�une suite critique pour la fonctionnelle

I�u� 


Z
�

jruj�dx

sur le domaine
�
u � H�

� �(�� jjujjLp 
 �
	
� ( �etant un ouvert born�e r�egulier

de Rd �voir M	 Struwe #��$�	 De plus� pour un probl�eme elliptique di)�erent�
H	 Brezis et J	�M	 Coron #�$ ont men�e une �etude similaire o�u apparaissaient
d�ej�a clairement des propri�et�es de presque orthogonalit�e du type ��	��� ��	��
en pr�ecisant les  m�ethodes d��eclatement! de Wente #��$ et Sacks�Uhlenbeck
#��$	 N�eanmoins� dans ces r�ef�erences� la d�ecomposition est plus facile �a obte�
nir� car l��energie des di)�erents pro�ls est minor�ee� donc seul un nombre �ni
de pro�ls intervient� et le reste tend vers 
 en norme �energie	 Ce n�est bien
s�ur pas le cas en g�en�eral dans le th�eor�eme �	�	

Indiquons maintenant le plan de cet article	 Les deux prochains paragra�
phes sont consacr�es �a la d�etermination h�j� � au paragraphe �� on montre en
fait un r�esultat g�en�eral sur la structure des suites born�ees de L� et sur les
�echelles qui leur sont associ�ees	 Les deux ingr�edients de d�emonstration sont�
d�une part� un lemme de type  concentration�compacit�e! proche de celui
de P	�L	 Lions #��$� et une m�ethode d�exhaustion r�ecemment introduite par
G	 M�etivier et S	 Schochet #�����$ dans un contexte di)�erent	 Au paragra�
phe �� on applique ce r�esultat �a la suite ��sun� et on montre� �a l�aide d�une

y Nous avons r�ecemment appris qu�un tel travail avait �et�e r�ealis�e par S	 Ja
ard� �a l�aide

de la d�ecomposition en ondelettes	
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SUR LE D�EFAUT DE COMPACIT�E DE L�INJECTION DE SOBOLEV ���

in�egalit�e de Sobolev ra&n�ee� qu�une suite born�ee �rn� de �Hs qui  ne poss�ede
aucune �echelle! �en un sens pr�ecis�e �a la section �� converge n�ecessairement
vers 
 dans Lp	 Signalons que ce fait avait d�ej�a �et�e observ�e dans #���$	 La
d�emonstration du th�eor�eme est achev�ee au paragraphe �� o�u l�on utilise
�a nouveau la m�ethode de M�etivier�Schochet pour d�eterminer les c�urs de
concentration x�j� et les pro�ls associ�es 
j 	

Pour terminer cette introduction� signalons qu�une variante du th�eor�eme
�	� est utilis�ee dans un travail en collaboration avec H	 Bahouri #���$ pour
d�ecrire les solutions de l��equation des ondes non lin�eaires avec exposant
critique dans l�approximation haute fr�equence� et d�emontrer certaines bornes
a priori	

Notations utilis�ees

La normalisation adopt�ee ici pour la transformation de Fourier est

�f��� 


Z
Rd

e�ix�� f�x�d� �

Si a est une fonction sur Rd� on note a�D� le multiplicateur de Fourier de
symbole a� d�e�ni par da�D�f ��� 
 a��� �f��� �

En�n� on utilisera les d�ecompositions dyadiques de l�identit�e�

I 
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 ����kD�

o�u � � C�
� �Rd n f
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La norme L� est alors �equivalente �a



�X

k���

jj�kf jj
�
L�

� �
�

tandis que l�on pose� pour toute fonction f � L��

jjf jjB 
 sup
k�Z

jj�kf jjL� �

On notera qu�un changement de fonction � change la norme jj jjB ci�dessus
en une norme �equivalente	
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�� �Echelles associ�ees �a une suite born�ee de L�

Dans toute la suite� on appelle �echelle toute suite h 
 �hn�n�N de nombres
r�eels strictement positifs	

D�efinition ���� Soit f 
 �fn�n�N une suite born�ee de L��Rd�� et soit h une
�echelle	
�� On dit que f est h�oscillante si

lim sup
n��

�Z
hnj�j	

�
R

j �fn���j
�d� �

Z
hnj�j�R

j �fn���j
�d�

�
�����
R���


 � �����

�� On dit que f est �etrang�ere �a h si� pour tout r�eel a � 
� pour tout r�eel
b � a� Z

a	hnj�j	b

j �fn���j
�d� ����

n��

 � �����

Lorsque h est une suite tendant vers 
� la propri�et�e de h�oscillation o)re
un cadre naturel pour l�approximation semi�classique �voir #�$� P	 G�erard
et E	 Leichtnam #�$� P	�L	 Lions et T	 Paul #��$� P	 G�erard� P	 Markowich�
N	 Mauser et F	 Poupaud #�$�	 On prendra garde au fait que la d�e�nition
donn�ee ici di)�ere l�eg�erement de celle qui est donn�ee dans #�$	 De plus� ici�
on autorise �a h d�autres comportements� a�n de prendre en compte� par
exemple� le comportement de fn�x� �a l�in�ni en x � Rd	

Remarques ����

a� �Etant donn�ee une �echelle h� les suites f qui sont �a la fois h�oscillantes
et �etrang�eres �a h sont exactement celles qui tendent vers 
 pour la norme
L��Rd�	

b� Soit h une �echelle� soient f une suite h�oscillante et g une suite �etrang�ere
�a h	 Alors la formule de Plancherel et l�in�egalit�e de Cauchy�Schwarz entra���
nent ais�ement Z

Rd

fn�x�gn�x�dx ����
n��


 �

On en d�eduit l�identit�e de presque orthogonalit�e

jjfn � gnjj
�
L� 
 jjfnjj

�
L� � jjgnjj

�
L� � o��� � n�� �

c� Supposons donn�ee� pour tout n � N� une fonction �n � L��Rd�� de
sorte que la suite �jj�njjL�� soit born�ee	 Alors� si f est h�oscillante �resp	
�etrang�ere �a h� la suite ��n�D�fn�n�N l�est aussi	

d� Soit h une �echelle tendant vers 
 et m une fonction born�ee sur Rd�
uniform�ement continue	 Alors si f est h�oscillante �resp	 �etrang�ere �a h� la
suite �mfn�n�N l�est aussi	 En e)et� d�une part� dans la d�e�nition �	�� on
peut remplacer les conditions ��	�� et ��	�� par

lim sup
n��

jj
�RhnD�fnjjL� �

��������fn � 

�hnD

R
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o�u 
 � C�
� �Rd� est �egale �a � au voisinage de 
	 D�autre part� si �
 � L�� le

lemme de Schur entra��ne����#m�
�hD�$
����
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Z
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o�u �m est le module de continuit�e de m	 D�es lors�����#m�
�hnD�$
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donc ������ ou ������ est v�eri��ee par �mfn� d�es qu�elle l�est par �fn�	 En
particulier� dans les conditions de la remarque �	� b� ci�dessus� on aZ
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�dx 
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Z
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Exemple ���� Il existe des suites f �etrang�eres �a toute �echelle� qui n�eanmoins
ne tendent pas vers 
 en norme L�	 Par exemple� soit 
 � C�

� �Rd� telle queR
Rd

�x�dx 	
 
	 On pose� pour tout n � ��
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de sorte que
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Par la formule de Plancherel� on obtient donc
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Par ailleurs� on a� pour tout �echelle h� pour tous b � a � 
�Z

a	hnj�j	b

j �fn���j
�d� �
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Z
a	hnj�j	b
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�� � j�j��d��
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Exemple ���� Notons en�n que la particularit�e d��etre �etrang�ere �a toute
�echelle se mesure �a l�aide de la norme dans l�espace de Besov B 
 �B�

���

introduit �a la �n du paragraphe �	 En e)et�

lim sup
n��

jjfnjjB 
 lim sup
n��

sup
k�Z

jj�k fnjjL�


 sup
�kn��ZN

lim sup
n��

jj�kn fnjjL�
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et par ailleurs

�Z
�	��kj�j	�

j �f���j�d�

����

� jj�kf jjL� �

�Z
a	��kj�j	b

j �f���j�d�

����

�����
pour 
 � a � 
 � � � b convenables	

On en d�eduit ais�ement que jjfnjjB tend vers 
 si et seulement si f est
�etrang�ere �a toute �echelle	

La proposition suivante exprime un r�esultat de d�ecomposition d�une suite
arbitraire f par rapport �a une �echelle donn�ee h	

Proposition ��	� Soient h une �echelle� f une suite born�ee de L��Rd�� Il
existe une application � � N � N strictement croissante et une suite �gn�
born�ee dans L��Rd� telles que �
	i
 �gn� soit �h	�n���oscillante�
	ii
 �f	�n� � gn� soit �etrang�ere �a �h	�n���

D�emonstration� Pour tout entier n� pour tout r�eel R � �� on pose

Ln�R� 


Z
�
R	hnj�j	R

j �fn���j
�d� � �����

Notons que� pour tout n� Ln est une fonction croissante de R� et que
sup
n�R

Ln�R� � ��	 D�apr�es le lemme de Helly� il existe une application

�� � N � N strictement croissante telle que L	��n��R� � L�R� pour tout
R � �	

La fonction L �etant croissante et born�ee� posons

� 
 lim
R���

L�R� � �����

On construit alors par r�ecurrence une application �� � N � N strictement
croissante telle que� pour tout n � ��

L�n� �
�

n
� L	��	��n���n� � L�n��

�

n
�

Posons alors � 
 �� � ��	 On a

L	�n��n� ����
n��

� � �����

On d�e�nit alors gn � L� par la formule

�gn��� 
 � �
n	h��n� j�j	n

�f	�n���� � �����

Alors �gn� est une suite born�ee de L�� et pour tous b � a � 
 et n assez
grand�

�gn��� 
 �f	�n���� � a � h	�n�j�j � b � �����
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ce qui assure la propri�et�e �ii�	 Par ailleurs� pour n � R � ��Z
h��n�j�j	

�
R

j�gn���j
�d� �

Z
h��n�j�j�R

j�gn���j
�d� ���"�


 L	�n��n�� L	�n��R� ����
n��

�� L�R� �

quantit�e qui tend vers 
 quand R tend vers ��� ce qui assure que �gn� est
�h	�n���oscillante	 tu

Remarques ��
�

a� �Etant donn�ees f � 
 �f	�n�� et h
� 
 �h	�n��� une suite g 
 �gn� telle que

�i�� �ii�� si elle existe� est caract�eris�ee modulo une suite L� tendant vers 

en norme	 C�est une cons�equence de la remarque �	�	 a�	 On appellera alors
g une composante h��oscillante de la suite f �	 La proposition se paraphrase
donc en disant que� �a extraction pr�es de sous�suites� toute suite born�ee de
L� admet une composante oscillante selon une �echelle donn�ee	

b� La d�emonstration ci�dessus montre que la composante h��oscillante g
de f � peut �etre prise de la forme gn 
 �n�D�f �n� avec �

�
n 
 �n	

c� Si f est �etrang�ere �a une �echelle h et admet une composante oscil�

lante g selon une �echelle eh� alors g est �etrang�ere �a h	 En e)et� pour tous
b � a � 
� posons �n��� 
 �a	hnj�j	b	 Alors la remarque �	�	 c� entra��ne que

la suite ��n�D�gn� est eh�oscillante tandis que ��n�D��fn � gn�� est �etran�

g�ere �a eh	 Il en r�esulte que ��n�D�gn� est une composante eh�oscillante de
��n�D�fn�	 Or jj�n�D�fnjjL� tend vers 
	 La remarque �	� a� entra��ne donc
que jj�n�D�gnjjL� tend vers 
� et ceci pour tous b � a � 
	 La suite g est
donc �etrang�ere �a h	

La notion suivante permet de comparer en g�en�eral deux telles �echelles h
et eh	
D�efinition ���� Deux �echelles h et eh sont dites orthogonales �on note h 
eh� si ���� log ��hnhn

����� ����n��
�� �

Par exemple� il est facile de v�eri�er que si f est h�oscillante� alors f est
�etrang�ere �a toute �echelle orthogonale �a h	 Le lemme suivant fournit une
r�eciproque partielle de ce fait �

Lemme ���� Soit g une suite h�oscillante telle que jjgnjjL� ait une limite

inf�erieure � 
� On suppose que g est �etrang�ere �a une �echelle eh� Alors h eteh sont orthogonales�

D�emonstration� Si h et eh n��etaient pas orthogonales� il existerait des sous�
suites �h	�n��� ��h	�n�� telles que

�h	�n�
h	�n�

����
n��

� �$
���# �

Pour tous b � a � 
� on aurait alors� pour n assez grand�Z
a	h��n� j�j	b

���g	�n�������d� � Z
�a
� 	

	h��n�j�j	�
b

���g	�n�������d�
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qui tend vers 
 puisque g est �etrang�ere �a eh	 Il en r�esulte que �g	�n�� est
�etrang�ere �a �h	�n�� � comme elle est aussi �h	�n���oscillante� on en d�eduit�
par la remarque �	�	 a�� que

jjg	�n�jjL� ����
n��


 �

ce qui est contraire �a l�hypoth�ese	 tu

Nous pouvons maintenant �enoncer le r�esultat principal de ce paragraphe	

Th�eor�eme ��
� Soit f une suite born�ee de L�� Il existe alors une sous�suite
f � de f � une suite �h�j��j�� d��echelles et une suite �g�j��j�� de suites born�ees
de L�� v�eri�ant les propri�et�es suivantes �
	i
 si j 	
 k� h�j� 
 h�k� �
	ii
 pour tout j� g�j� est h�j��oscillante �
	iii
 pour tout entier � � �� pour tout x � Rd� on a

f �n�x� 

�X

j��

g�j�n �x� � r���n �x� �

o�u r��� est �etrang�ere �a h�j� pour tout j � f�� � � � � �g et

lim sup
n��

jjr���n jjB ����
���


 �

D�emonstration� Elle est inspir�ee de la m�ethode d�exhaustion introduite par
M�etivier et Schochet dans #��$	

Pour toute suite born�ee f de L�� on pose

��f� 
 lim sup
n��

jjfnjjB � ����
�

Par ailleurs� si u 
 �un� est une suite et � � N� N une application stricte�
ment croissante� on note u	 la suite �u	�n��	

Premi�ere �etape	 On montre que� pour tout suite born�ee f de L�� il existe une
application � � N� N strictement croissante et une �echelle h telles que f	
admette une composante h�oscillante g v�eri�ant

jjgnjjL� ����
n��

C �
��f�

�
� ������

En e)et� si ��f� 
 
� il su&t de prendre pour � l�identit�e� h quelconque et
g 
 
	 Sinon� il existe une suite extraite f � de f et une suite �kn� d��el�ements
de Ztelles que

jj�knf
�
njjL� ����

n��
C� �

��f�

�
� ������

Posons alors hn 
 ��kn 	 Par la proposition �	�� quitte �a extraire une sous�
suite de f � et de h� on peut supposer que f � a une composante h�oscillante�
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que nous noterons g	 On peut de plus supposer que jjgnjjL� a une limite	
Comme �f �n � gn� est �etrang�ere �a h� on a� compte tenu de l�in�egalit�e ��	���

lim
n��

jjgnjjL� � lim
n��

jj�knf
�
njjL� �

��f�

�
� ������

ce qui est l�in�egalit�e ��	��� annonc�ee	

Deuxi�eme �etape	 On montre par r�ecurrence la propri�et�e suivante � il existe
des applications strictement croissantes �j � N� N� j � �� des �echelles h�j�

et des suites g�j� v�eri�ant �
�i� pour tout j� g�j� est h�j��oscillante �

�ii� pour tout � � �� les �echelles h���� h
�����
	� � h

�����
	���
	�� � � � �h

���
	�
���
	� sont

deux �a deux orthogonales �
�iii� pour tout n� on a

f	�
���
	��n� 

���X
j��

g
�j�
	j��
���
	��n�

� g���n � r���n ������

o�u r��� est �etrang�ere �a h���� h
�����
	� � � � � �h

���
	�
���	� et� pour tout j �

f�� � � � � �g�

jjg�j�n jjL� ����
n��

Cj �
�

�
��r�j���� ������

avec la notation r��� 
 f 	
Observons tout d�abord que la construction de ��� h

���� g��� est fournie
par la premi�ere �etape	

Supposons maintenant construits les �j � h
�j�� g�j� jusqu�au rang �� et

appliquons le r�esultat de la premi�ere �etape �a la suite r���	 Soient alors ���� �

N� N strictement croissante et h����� une �echelle telles que r
���
	��� ait une

composante h������oscillante g����� v�eri�ant

jjg�����n jjL� ����
n��

C��� �
�

�
��r���� � ������

Posons r
���
	����n�


 g
�����
n �r

�����
n 	 Compte tenu de la remarque �	� c�� g�����

et r����� sont �etrang�eres �a h���	��� � h
�����
	�
	��� � � � � �h

���
	�
���
	���

	 Par ailleurs�

r����� est �etrang�ere �a h����� par construction	 On a donc la propri�et�e �iii�
au rang � � �	 Il reste �a v�eri�er la propri�et�e �ii� au rang � � �	 Le seul

point non trivial est que h����� est orthogonale �a h
���
	��� � � � � �h

���
	�
���
	��� 	 Or

ceci est une cons�equence du lemme �	� et de ��	��� si ��r���� � 
	 Dans
le cas o�u ��r���� 
 
� il su&t de prendre h����� arbitraire orthogonale �a

h
���
	��� � � � � �h

���
	�
���
	��� 	

Troisi�eme �etape	 On pratique une extraction diagonale en posant�

�

�
Fn 
 f	�
���
	n�n�

G�j�
n 
 g

�j�
	j��
���
	n�n�

si n � j � G�j�
n 
 
 si n � j

H�j�
n 
 h

�j�
	j��
���
	n�n�

si n � j � H�j�
n 
 � si n � j �
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AlorsG�j� estH�j��oscillante� les �echellesH�j� sont deux �a deux orthogonales
et� pour tout �� on a� pour tout n � ��

Fn 

�X

j��

G�j�
n � r

���
	���
���
	n�n�



�X

j��

G�j�
n � R���

n ������

avec R��� �etrang�ere �a H���� H����� � � � � �H���� et� pour tout j � f�� � � � � �g

jjG�j�
n jjL� ����

n��
Cj �

�

�
��r�j���� �

�

�
��R�j���� � ������

Appliquons alors �a ��	��� l�identit�e de presque orthogonalit�e fournie par la
remarque �	� b�	 Il vient� compte tenu de ��	����

jjFnjj
�
L� �

�

�

�X
j��

��R�j����� � jjR���
n jj�L� � o��� ����"�

ce qui entra��ne que la s�erie de terme g�en�eral ��R�j��� converge � en particulier
��R���� tend vers 
	 Ceci ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme �	"	 tu

Remarque ����� On notera que les g�j� fournis par le th�eor�eme �	" sont
des composantes h�j��oscillantes de f �	 Compte tenu de la remarque �	� b��
on peut donc prendre g�j� de la forme

g�j�n 
 ��j�n �D�f �n � ����
�

avec ��
�j�
n �� 
 �

�j�
n 	

�� Un raffinement de l�in�egalit�e de Sobolev

Dans ce paragraphe� nous utilisons l�in�egalit�e suivante	

Proposition ���� Soit s �
�

� d�

�
� et soit p donn�e par

�

p



�

�
�
s

d
� �����

Il existe une constante C telle que� pour tout u � �Hs�Rd��

jjujjLp � C jj�sujj
�
p

L� jj�
sujj

�� �
p

B � �����

Puisque jjf jjB � K jjf jjL�� l�in�egalit�e ��	�� est une am�elioration de l�in�ega�
lit�e de Sobolev	

Il existe plusieurs m�ethodes pour �etablir l�in�egalit�e ��	��	 La premi�ere
consiste �a utiliser le cas particulier suivant d�une in�egalit�e due �a Y	 Meyer�
F	 Oru et l�auteur #"$ �

jjujjLp � C jj�sujj
��p
L� jjujj

����p


B
�d�p
���

�����
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o�u l�espace de Besov �B
�d�p
��� est caract�eris�e par la condition

jjujj 
B�d�p���
�
 sup

k�Z
��

kd
p jj�kujjL� � �� � �����

Il est ensuite ais�e de remarquer� �a l�aide de l�in�egalit�e de Young� que

jjujj 
B�d�p���
� C jj�sujjB � �����

Notons qu�une autre d�emonstration de ��	��� n�utilisant pas la caract�erisa�
tion de Lp en tant qu�espace de Triebel� peut �etre obtenue en suivant la
d�emarche de J	�Y	 Chemin et C	J	 Xu #�$ pour l�obtention des in�egalit�es de
Sobolev	 C�est d�ailleurs cette m�ethode qui est suivie dans #�$ pour obtenir
le cas particulier d 
 �� s 
 �� p 
 � de ��	��	

Une autre d�emonstration de ��	��� qui m�a �et�e sugg�er�ee ind�ependamment
par H	 Brezis et L	 Tartar� consiste �a utiliser la th�eorie des espaces de Lorentz
�voir par exemple Hunt #�
$�	 L�injection de Sobolev est alors pr�ecis�ee sous
la forme

�Hs 	� Lp�� �����

et l�in�egalit�e de convexit�e sur le second exposant fournit

jjujjLp � C jj�sujj
��p
L� jjujj

����p
Lp�� � �����

Il reste alors �a remarquer que

jjujjLp�� � C jj�sujjB �����

ce que l�on peut par exemple d�eduire de la m�ethode de J	�Y	 Chemin et
C	J	 Xu #�$	

Une cons�equence de l�in�egalit�e ��	�� est �evidemment le r�esultat suivant �

Corollaire ���� Dans les conditions de la proposition 
��� soit �un� une
suite born�ee de �Hs�Rd� telle que jj�sunjjB tende vers 
� Alors jjunjjLp tend
vers 
�

Remarque ���� Le corollaire �	� a �et�e en fait d�ej�a obtenu et utilis�e dans
#���$� �a partir d�une in�egalit�e di)�erente �cf	 le lemme A	� de #�$�� mais la
d�emonstration est moins directe	

En combinant le th�eor�eme �	" avec le corollaire �	�� on obtient

Proposition ���� Soit u 
 �un�n�N une suite born�ee de �Hs�Rd�� s �
�

� d�

�
�

Il existe alors une sous�suite u� de u� une suite �h�j��j�� d��echelles et une

suite �v�j��j�� de suites born�ees de �Hs�Rd�� v�eri�ant les propri�et�es sui�
vantes �
	i
 si j 	
 k� h�j� 
 h�k� �

	ii
 pour tout j� la suite ��s v
�j�
n �n�N est h�j��oscillante �

	iii
 pour tout entier � � �� pour tout x � Rd� on a

u�n�x� 

�X

j��

v�j�n �x� � ����n �x� � lim sup
n��

jj����n jjLp ����
���


 � ���"�
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jj�su�njj
�
L� 


�X
j��

jj�sv�j�n jj�L� � jj�s����n jj�L� � o��� � n�� � ����
�

D�emonstration� On applique le th�eor�eme �	" �a la suite f d�e�nie par fn 

�sun	 Compte tenu de la remarque �	�
� on a

g�j�n 
 ��j�n �D�f �n 
 �sv�j�n �

o�u v
�j�
n 
 �

�j�
n �D�u�n	 Les propri�et�es �i� et �ii� sont alors les propri�et�es �i� et

�ii� du th�eor�eme �	"	 Par ailleurs� pour tout � � �� la fonction

����n 
 u�n �

�X
j��

v�j�n

v�eri�e �s�
���
n 
 r

���
n � o�u r��� est donn�ee par la propri�et�e �iii� du th�eor�eme �	"	

L�identit�e ��	�
� est donc l�identit�e de presque orthogonalit�e fournie par la
remarque �	� b�	 On en d�eduit en particulier que

lim sup
���

lim sup
n��

jj�s����n jjL� � �� �

Puisque lim sup
n��

jj�s�
���
n jjB tend vers 
 quand � tend vers l�in�ni� le corol�

laire �	� entra��ne ��	"�	 tu

Remarque ��	� Compte tenu du th�eor�eme �	" et de la d�emonstration ci�

dessus� la suite ��s�
���
n �n�N est �etrang�ere �a h�j� pour � � j � �	 En parti�

culier� si les h�j� sont born�ees� on peut� quitte �a modi�er la sous�suite u��
supposer qu�elles tendent vers 
 sauf peut��etre h���	 Alors la remarque �	� d�
montre que� au sens de la convergence faible des mesures�

j�su�n�x�j
� 


�X
j��

j�sv�j�n �x�j� � j�s����n �x�j� � o��� � n�� �

D�autre part� si h�j� tend vers 
� on v�eri�e ais�ement que les mesures semi�

classiques de ��su�n� et ��
sv

�j�
n � relatives �a h�j� co*�ncident	

�� D�etermination des c	urs

et des profils de concentration

Dans ce qui suit� on d�esigne par � l��echelle dont tous les termes sont �egaux
�a �	

Proposition ���� Soit w 
 �wn�n�N une suite born�ee de �Hs telle que la
suite ��swn�n�N soit ��oscillante� Il existe une sous�suite w� de w� une suite
�x������� de c�urs et une suite �
������� de �Hs�Rd� telles que

	i
 si 
 	
 �� jx���n � x
���
n j ����

n��
�� �
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	ii
 pour tout entier A � �� pour tout x � Rd� on a

w�n�x� 

AX

���


����x� x���n � � R�A�
n �x� � lim sup

n��
jjR�A�

n jjLp ����
A��


 �

�����

jj�sw�njj
�
L� 


AX
���

jj�s
���jj�L� � jj�sR�A�
n jj�L� � o��� � n�� � �����

D�emonstration� Pour toute suitew v�eri�ant les hypoth�eses de la proposition�
d�esignons par P�w� l�ensemble des 
 � �Hs�Rd� qui sont limites faibles de
translat�ees d�une sous�suite de w� c�est��a�dire tels qu�il existe une sous�suite
�w	�n��n�N de w et une suite �xn� de points de Rd v�eri�ant� pour toute

fonction � � S��R
d��Z

Rd

w	�n��x� xn���x�dx ����
n��

Z
Rd


�x���x�dx� �����

On note alors
��w� 
 sup

�
jj�s
jjL� � 
 � P�w�

	
� �����

Premi�ere �etape	 On applique la m�ethode d�exhaustion de G	 M�etivier et
S	 Schochet #�����$ avec � comme fonction d�erreur	 En fait� apr�es transfor�
mation de Fourier� la d�emonstration ci�apr�es n�est autre que celle de #�����$
associ�ee �a la phase vectorielle � �� �	 Si ��w� � 
� soit 
 � P�w� tel que
jj�s
jjL� � ��w���� et soient w	 et x comme dans la formule ��	��	 Alors
la suite R d�e�nie par

Rn�x� 
 w	�n��x�� 
�x� xn� �����

est born�ee dans �Hs� ��sRn�n�N est ��oscillante� et� pour tout � � S��R
d��Z

Rd

Rn�x� xn���x�dx ����
n��


 � �����

Il en r�esulte que

jj�sw	�n�jj
�
L� 
 jj�s
jj�L� � jj�sRnjj

�
L� � o��� � n�� � �����

Plus g�en�eralement� supposons que� pour un entier A � �� il existe une
sous�suite w� de w� des �el�ements 
���� � � 
 � A� de �Hs� des suites x����
� � 
 � A� de points de Rd� tels que

si 
 	
 � � jx���n � x���n j ����
n��

�� �����

avec� pour tout B � A�

w�n�x� 

BX

���


����x� x���n � �R�B�
n �x� � ���"�
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��R�B���� � � jj�s
�B�jjL� � ����
�

et� pour tout � � S��R
d��Z

Rd

R�B�
n �x� x���n ���x�dx ����

n��

 � � � 
 � B� ������

Supposons de plus que ��R�A�� � 
	 Alors le raisonnement ci�dessus appliqu�e
�a R�A� permet de d�e�nir 
�A��� � �Hs� � � N� N et x�A��� tels que

jj�s
�A���jjL� �
�

�
��R�A�� ������Z

Rd

R
�A�
	�n��x� x�A���n ���x�dx ����

n��

Z
Rd


�A����x���x�dx� � � S��R
d� �

������
Puisque 
�A��� n�est pas nulle� la comparaison de ��	��� avec ��	��� pour
B 
 A entra��ne� pour � � 
 � A���x�A���n � x

���
	�n�

�� ����
n��

�� � ������

et donc

w�	�n��x� 

AX

���


����x� x
���
	�n�

� � 
�A����x� x�A���n � �R�A���
n �x� � ������

o�u R�A��� v�eri�e� pour tout � � S��R
d��Z

Rd

R�A���
n �x� y���n ���x�dx����

n��

 � � � 
 � A� � � ������

avec y
���
n 
 x

���
	�n� si 
 � A� y

�A���
n 
 x

�A���
n 	

En combinant une r�ecurrence et un argument d�extraction diagonale com�
me dans la d�emonstration du th�eor�eme �	"� on construit ainsi une sous�suite
w� de w et des suites 
���� x��� de pro�ls et de c�urs telles que l�on ait
��	��� ��	"�� ��	�
�� ��	��� pour tout entier B	 Alors les propri�et�es ��	��� ��	"�
et ��	��� entra��nent

jj�sw�njj
�
L� 


BX
���

jj�s
���jj�L� � jj�sR�B�
n jj�L� � o��� � ������

donc la s�erie de terme g�en�eral jj�s
���jj�L� est convergente	 Compte tenu de
��	�
�� on en d�eduit que

��R�A�� ����
A���


 � ������

Deuxi�eme �etape	 Compte tenu de ��	���� ��	���� la proposition �	� sera d�e�
montr�ee si nous prouvons l�estimation

lim sup
n��

jjwnjjLp � C lim sup jj�swnjj
�
p

L� ��w���
�
p ����"�

ESAIM� Cocv� Mai ����� Vol� �� 	��
	��



SUR LE D�EFAUT DE COMPACIT�E DE L�INJECTION DE SOBOLEV ��


pour toute suite w born�ee dans �Hs telle que ��swn�n�N soit ��oscillante	
Supposons dans un premier temps qu�il existe a � 
 et b � a tels que �wn

soit support�ee dans la couronne Ka�b 

�
� � Rd� a � j�j � b

	
	 Alors w est

born�ee dans L� et dans L�� avec

jjwnjjL� �
�

as
jj�swnjj � ����
�

jjwnjjL� � jj �wnjjL� � vol�Ka�b�
�
� jjwnjjL� � ������

Nous allons donner une majoration plus pr�ecise de lim sup jjwnjjL� en utili�
sant ��w�	 Pour cela� soit � � S��R

d� telle que ����� 
 � pour tout � � Ka�b	
Alors wn 
 � � wn� donc� pour tout y � R

d�

wn�y� 


Z
Rd

���x�wn�x� y�dx� ������

Par ailleurs�
lim sup
n��

jjwnjjL� 
 sup
x

lim sup
n��

jwn�xn�j � ������

o�u x d�ecrit toutes les suites de Rd	 En appliquant ��	��� avec y 
 xn� on
obtient

lim sup
n��

jjwnjjL� � sup

���� Z
Rd

���x�
�x�dx
���� 
 � P�w�

o
������

� C �a� b���w� �

Compte tenu de ��	�
�� l�in�egalit�e de H*older et ��	��� donnent �nalement
l�estimation ��	�"� souhait�ee� avec une constante C qui d�epend de a et b	

On notera que� si l�on applique la construction de la premi�ere �etape sous
l�hypoth�ese �wn 
 
 hors de Ka�b� les restes R�A� v�eri�eront la m�eme pro�
pri�et�e de localisation spectrale	 On a donc� �a ce stade� d�emontr�e la propo�
sition �	� sous l�hypoth�ese suppl�ementaire que �wn est support�ee dans une
couronne	 On a alors

lim
n��

jjw�njj
p
Lp 


�X
���

jj
���jjpLp ������

compte tenu de la remarque �	� b�� �i� et ��	��� tandis que ��	�� entra��ne

lim sup
n��

jj�sw�njj
�
L� �

�X
���

jj�s
���jj�L� � ������

En appliquant l�in�egalit�e de Sobolev �a chaque 
���� on en d�eduit

lim
n��

jjw�njjLp � C lim sup
n��

jj�sw�njj
�
p

L� sup
�
jj�s
���jj

�� �
p

L� ������

� C lim sup
n��

jj�sw�njj
�
p

L� ��w
����

�
p
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ce qui entra��ne l�estimation ��	�"�� cette fois avec une constante ind�ependan�
te de a� b	

Si maintenant la suite ��swn�n�N est seulement ��oscillante� on obtient
l�estimation ��	�"� par un simple argument d�approximation	 La proposi�
tion �	� est donc compl�etement d�emontr�ee	 tu

Remarque ���� La d�emonstration ci�dessus fournit quelques propri�et�es sup�
pl�ementaires de la suite R�A�	 Pr�ecis�ement on a� pour tout � � S��R

d��Z
R�A�
n �x� x���n ���x�dx ����

n��

 � � � 
 � A

et
��R�A�� ����

A��

 �

D�emonstration du th�eor�eme ����
Soit u 
 �un� une suite born�ee de �Hs	 La proposition �	� fournit alors

une sous�suite u� de u� des �echelles h�j� et des suites v�j� born�ees dans
�Hs� v�eri�ant en particulier que� pour tout j� la suite ��sv

�j�
n �n�N est h�j��

oscillante	 Posons alors� pour tout j�

w�j�
n �x� 
 �h�j�n �

d
p v�j�n �h�j�n x� � ������

Alors la suite w�j� est born�ee dans �Hs� et la suite ��sw
�j�
n �n�N est ��oscil�

lante	 On peut donc lui appliquer la proposition �	�� ce qui fournit une sous�
suite w��j�� une suite �x�j������� de c�urs de concentration et une suite

�
�j������� de pro�ls � �Hs�Rd�	
Quitte �a pratiquer une extraction diagonale et �a modi�er la sous�suite u�

on peut supposer que w��j� 
 w�j� pour tout j	 On a alors� pour tout ��

u�n�x� 

�X

j��

v�j�n �x� � ����n �x� � ����"�

o�u ��s�
���
n �n�N est �etrang�ere �a tous les h�j�� � � j � �� et� pour tout j� pour

tout A�

v�j�n �x� 

AX

���

� �

h
�j�
n

�d
p


�j���
� x

h
�j�
n

�x�j���n

�
�
� �

h
�j�
n

� d
p

R�j�A�
n

� x

h
�j�
n

�
� ����
�

o�u la suite ��sR
�j�A�
n �n�N est ��oscillante et

jj�sv�j�n jj�L� 
 jj�sw�j�
n jj�L� 


AX
���

jj�s
�j���jj�L� � jj�sR�j�A�
n jj�L� � o��� �

n�� � ������

Si on choisit� pour tout j� un entier Aj � �� on en d�eduit

u�n�x� 

�X

j��

� AjX
���

U �j���
n �x�

�
�R���A������A��

n �x� � ������
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o�u l�on a pos�e

U �j���
n �x� 


� �

h
�j�
n

�d
p


�j���
� x

h
�j�
n

� x�j���n

�
� ������

R���A������A��
n �x� 
 ����n �x� �

�X
j��

� �

h
�j�
n

� d
p

R�j�Aj�
n

� x

h
�j�
n

�
� ������

Il vient alors� quand n tend vers l�in�ni�

jj�su�njj
�
L� 


�X
j��

jj�sv�j�n jj�L� � jj�s����n jj�L� � o��� ������



�X

j��

� AjX
���

jj�s
�j���jj�L� � jj�sR�j�Aj�
n jj�L�

�
� jj�s����n jj�L� � o���



�X

j��

� AjX
���

jj�s
�j���jj�L�

�
� jj�sR���A������A��

n jj�L� � o��� �

o�u la derni�ere identit�e provient de ��	��� et de l�identit�e de presque orthogo�
nalit�e de la remarque �	�	 b�	 Compte tenu des identit�es ��	���� ��	��� et
��	���� il su&t� pour d�emontrer le th�eor�eme� de v�eri�er que

lim sup
n��

����R���A������A��
n

����
Lp
����
n��


 ������

quand inff�� j � Aj � � � j � �g tend vers ��	 En e)et� il su&ra alors de
consid�erer une �enum�eration r des couples �j� 
� v�eri�ant

r�j� 
� � r�k� ��

si j � 
 � k � �	
Passons �a la d�emonstration de ��	���	 Pour tout � � 
� soit �� tel que�

pour � � ���

lim sup
n��

jj����n jjLp �
�

�
� ������

Pour tout � � ��� soit B� tel que� pour tout A � B�� pour tout j � f�� � � � � �g�

lim sup
n��

jjR�j�A�
n jjLp �

�

��
� ������

On �ecrit alors ��	��� sous la forme

R���A������A��
n 
 ����n �

X
�	j	�

�R�j�Aj�B��
n � S���A������A��

n � ����"�

�R�j�A�
n �x� 


� �

h
�j�
n

� d
p

R�j�A�
n

� x

h
�j�
n

�
� ����
�
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S���A������A��
n 


X
��j��
Aj�B�

X
Aj��	B�

U �j���
n � ������

Compte tenu de ��	��� et de ��	����

lim sup
n��

����R���A������A��
n

����
Lp
�

��

�
� lim sup

n��

����S���A������A��
n

����
Lp
� ������

Par ailleurs� la formule ��	���� les propri�et�es �i� des propositions �	� et �	�
et la remarque �	� b� entra��nent� quand n tend vers l�in�ni�

����S���A������A��
n

����p
Lp



X
��j��
Aj�B�

X
Aj��	B�

jj
�j���jjpLp � o��� � ������

Or la formule ��	��� permet d�a&rmer queX
�j���

jj�s
�j���jj�L� �� � ������

donc� par l�in�egalit�e de Sobolev�X
�j���

jj
j��jjpLp �� � ������

D�es lors� ��	��� devient

lim sup
n��

����R���A������A��
n

����
Lp
�

��

�
�

�B� X
�j���

�	Aj� ��j��

jj
�j���jjpLp

�CA
�
p

� � ������

si inffj � Aj � � � j � �g � �� assez grand	
Le th�eor�eme �	� est ainsi compl�etement d�emontr�e	 tu

Remarque ���� Supposons que �un� v�eri�e de plus

lim sup
n��

Z
jxj�R

jun�x�j
pdx �����

R���

 � ������

et v�eri�ons les assertions annonc�ees dans la remarque �	� c�	 Remarquons

que le reste r���n d�e�ni par ��	��� s�exprime par une formule du type ��	����
o�u les suites R�j�Aj � sont ��oscillantes et v�eri�ent les propri�et�es cit�ees �a la
remarque �	�	 En utilisant cette remarque et la remarque �	�� on obtient
ais�ement ��	��� et ��	���	

L�auteur remercie M�J� Esteban et H� Brezis de lui avoir indiqu�e les
r�ef�erences ���� et �
��
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