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Abstract. In the first part of the paper we study finite Galois coverings of rigid annuli: we show
that, up to finite extension of the ground field, an étale covering of an annulus can be extended to a
finite covering of the closed disk, branched at a finite number of points. The proof has recourse to the
cohomology of the profinite fundamental group of these spaces.

These results are then applied to the problem of lifting to a complete discrete valuation ring a
finite Galois covering of curves over the residue field; cuspidal singularities have to be introduced
when the original covering is wildly ramified.
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Introduction

Soit R un anneau de valuation discrète, complet, de corps résiduel k de car-
actéristique positive p, algébriquement clos. La valuation définit une topologie
totalement discontinue sur le corps des fractions K de R. Néanmoins, grâce à la
géométrie rigide de Tate [21 ], on peut parler d’une géométrie analytique globale
sur le corps K.

Dans ce travail, nous étudions des revêtements finis galoisiens de courbes ana-
lytiques rigides. Nous considérons le problème suivant:

PROBLÈME 1. Etant donné un revêtement fini, étale, galoisien de la couronne
C = {x E K : Ixl = l}, est-il possible de le prolonger en un revêtement fini
galoisien, éventuellement ramifié, du disque D = {x E K : Ixl 11 ? Peut-on
trouver un tel revêtement ramifié seulement à l’origine ?

Lorsque le degré du revêtement est premier à la caractéristique résiduelle p, la
situation ne présente pas de nouveautés par rapport au cas classique (sur le corps
des complexes); par contre, en travaillant avec des revêtements de degré multiple
de p, on rencontre des phénomènes de ramification sauvage, et on est confronté à
des situations complètement différentes suivant la caractéristique de K.

Nous nous sommes interessés seulement aux revêtements géométriques, c’ est à
dire géométriquement irréductibles. Notre résultat est alors le suivant:
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THÉORÈME 1. Pour tout revêtement étale fini galoisien géométrique de la cou-
ronne C, il existe une extension finie L/K, telle que ce revêtement se prolonge en
un revêtement fini, galoisien, de même groupe, du disque D x K L, ramifié en un
nombre fini de points rationnels sur L. 

-

Il est intéressant de remarquer que la complexité du groupe G n’intervient que
par les groupes d’inertie.

Nous appliquons le résultat de prolongement ci-dessus à une question classique
relative aux relèvements de revêtements galoisiens de courbes:

PROBLÈME 2 (cf. Oort [ 11 ] ). Soit X une R-courbe propre et lisse, Xk sa fibre
spéciale et soit

un revêtement génériquement étale, galoisien de courbes lisses sur k. Peut-on
trouver un revêtement galoisien de R-courbes lisses

dont la spécialisation est Pk ?

Remarque. Si Xk est une courbe lisse sur k, par Grothendieck [6], exp. III,
6.10, on peut trouver une R-courbe formelle et lisse X de fibre spéciale Xk. Cette
courbe formelle X n’est pas unique. Si de plus Xk est une courbe propre et lisse sur
k, par le principe GAGA formel (cf. Grothendieck [5], exp. 182, Thm. 4), on peut
trouver une R-courbe propre et lisse X se réduisant sur Xk. En particulier donc on
veut savoir si, une fois choisi un relèvement X de Xk, il est possible de relever un
revêtement galoisien de Xk en un un revêtement galoisien de X.

La réponse à cette question dépend de la ramification de pk. Dans le cas
d’un revêtement étale, Grothendieck ([6], 1.8.4) a montré que le problème admet
une solution unique. Un résultat analogue peut être établit pour des revêtements
modérés: tout revêtement fini galoisien modéré de Xk se relève en un revêtement
galoisien de X de manière unique une fois relèvé le lieu de la ramification.

Pour des revêtements sauvagement ramifiés la réponse au problème de départ
peut être négative. C’est le cas, par exemple, si R est un anneau d’inégale car-
actéristique, pour le quotient d’une courbe par son groupe total des automor-
phismes,

lorsque ce groupe a plus de 84(g(Yk) - 1) éléments (de telles courbes existent en
caractéristique positive, cf. Roquette [15]).
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Parfois il est possible de relever le revêtement Yk - Xk seulement sur une
extension ramifiée de R, ce qui conduit à formuler une variante du probleme (weak
lifting problem, dans la terminologie de Oort [ 11 ]): dans cette direction Oort,
Sekiguchi et Suwa [16] ont montré que tout revêtement cyclique de degré p peut
être relevé sur l’anneau W (k) [Ç] , où W (k) est l’anneau des vecteurs de Witt de k
et ( une racine primitive p-ième de l’unité.

Le contrexemple ci-dessus montre toutefois que l’on ne peut pas espérer un
relèvement pour tout revêtement sauvage en inégale caractéristique, même sur un
anneau plus ramifié.

Par contre, nous montrons ici que l’on peut relever ’topologiquement’ tout
revêtement galoisien dans le sens suivant:

THÉORÈME 2. Soit X une courbe propre et lisse sur R, et soit

un revêtement fini génériquement étale, galoisien de groupe G de courbes propres et
lisses sur k. Il existe alors une extension finie R’ / R et un revêtementgénériquement
étale, galoisien de groupe G -

vérifiant les conditions suivantes:

( 1 ) Y’ est une R’-courbe propre normale.
(2) Il existe un G-morphisme v

qui est un isomorphisme en dehors du diviseur de la ramification sauvage de
Pk.

(3) La fibre spéciale Y£ est réduite, unibranche et v est sa normalisation; en
particulier Y£ est homéomorphe à Yk.

Le plan du travail est le suivant. L’outil principal pour l’étude des revêtements
(d’espaces rigides où de schémas) est le groupe fondamental (algébrique) introduit
dans Grothendieck [6].

Si X = Sp A est un affinoïde d’algèbre de Tate A, 7r1 (X) désigne le groupe
profini 7r1 (Spec A); nous introduisons aussi un groupe fondamental 7r1,alg(D -
0) qui classe les revêtement finis du disque D étales en dehors de 0. Il s’agit
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de groupes profinis, et nous aurons en fait à travailler avec leur pro-p-quotients
maximaux. Le premier paragraphe est donc consacré à des compléments sur les
groupes profinis et les pro-p-groupes; nous y démontrons des résultats (Lemmes
1.9 et 1.10) qui permettent de relever une action d’un groupe fini d’ordre premier
à p sur la cohomologie d’un pro-p-groupe libre en une action sur le groupe même;
ils seront essentiels pour le prolongement de revêtements par des groupes qui ont
des quotients premiers à p.

Si on néglige l’arithmétique du corps K en travaillant avec des revêtements géo-
métriques, les pro-p-quotients fondamentaux qui interviennent alors sont des pro-p-
groupes libres, et les résultats qui nous intéressent se déduisent de leur cohomologie
à coefficients dans Z/pZ. On est donc ramené à l’étude des revêtements cycliques
de degré p, une situation que l’on sait traiter aisément grâce à la théorie de Kummer
ou d’Artin-Schreier.

Nous commençons par prolonger le revêtement donné de la couronne C au
dessus d’une couronne d’épaisseur non nul C(r) - {x E K : r , Ixl  1}
(Proposition 2.4); pour r assez proche de 1, le groupe de Galois du revêtement
obtenu sur la couronne Ixl = r est résoluble, extension d’un groupe cyclique
d’ordre premier à p par un p-groupe. Le résultat découle alors d’une étude détaillée
de la flèche naturelle u: 7r 1 (C) -t 7r 1 ,alg (Pk - S), où Px est la droite projective
et S un esemble fini de points de PK - C.

La démonstration du Théorème 2 est locale au voisinage des points de ramifi-
cation. Si x est un point de Xk ramifié dans Yk, du point de vue de la géométrie
rigide les points de XK qui se spécialisent en x est un disque ouvert, et on est
essentiellement ramenés à prolonger un revêtement de groupe G donné sur le bord
du disque en un revêtement ramifié à l’intérieur.

On obtient alors une courbe rigide propre Yk revêtement galoisien de groupe
G de X K x K’, et on applique le principe GAGA rigide pour conclure que cette
courbe est en fait fibre générique d’une R’-courbe; le fait que la fibre spéciale de
cette courbe soit unibranche découle assez simplement de la construction.

1. Compléments sur les pro-p-groupes

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats connus sur les groupes
profinis et leur cohomologie; nous renvoyons à Serre [ 18] pour les démonstrations.

Un groupe profini est un groupe topologique limite projective de groupes finis
(munis de la topologie discrète): c’est donc un groupe topologique compact totale-
ment discontinu; une base de voisinages de l’unité est formée par les sous-groupes
ouverts distingués. Les groupes profinis, munis des homomorphismes continus,
forment une catégorie où les produits infinis et les limites projectives existent.
Pour un nombre premier p fixé, on appelle pro-p-groupe un groupe profini, limite
projective de p-groupes finis.

Dans la théorie des groupes profinis, un rôle particulièrement important est joué
par les groupes libres; soit I un ensemble d’indices et A(I) le groupe abstrait libre
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engendré par des éléments {Xi }iEI, muni de la topologie discrète: le groupe profini
libre engendré par les {Xi}iEI est le completé profini de A (I), i.e.

où les U varient parmi les sous-groupes distingués de A(I) tels que 1) A(I)/U
est un groupe fini, et 2) U contient presque tous les xi. Le pro-p-groupe libre
engendré par les {XdiEI est défini comme la limite L(P)(I) = lim A(I)/U, où les
U varient parmi les sous-groupes distingués de A(I) vérifiants les conditions (1)
et (2) ci-dessus et encore (3) A (I) / U est un p-groupe.

L’appellation de groupe libre est justifiée par la proprieté suivante, immédiate
à partir des définitions: si G est un groupe profini (resp. un pro-p-groupe) les mor-
phismes de L(I) (resp. L(P) (I)) dans G correspondent bijectivement aux familles
d’éléments (gi)I de G qui tendent vers zéro suivant le filtre des complémentaires
des parties finies de G.

Une propriété remarquable des groupes profinis est l’existence de sections
continues: si f : G1 --&#x3E; G2 est un morphisme surjectif de groupes profinis, il existe
une application continue s : G2 - G1 telle que f o s soit l’identité sur G2 (cf.
Serre [18], Prop. 1, p. 1-2). Cela déjà suffit à prouver la

PROPOSITION 1.1 Un groupe profini libre L (resp. un pro-p-groupe libre L(P) )
a la propriété de relèvement pour les suites exactes de groupes profinis (resp. les
suites exactes de pro-p-groupes)

i. e. pour tout homomorphisme 0: L --+ Q il existe un homomorphisme 0’: L - E
tel que 0 = 7r o 0’. En particulier tout endomorphisme Q d’un quotient LIS de L
se relève à un endomorphisme de L.

La cohomologie d’un groupe profini G à coefficients dans un G-module discret
A (i.e. un groupe abélien fini muni de la topologie discrète et d’une action continue
de G) est définie à l’aide de co-chaines continues de la façon usuelle (cf. Serre [ 18],
Chap. l, Sect. 2); rappelons que, en particulier, Ho(G, A) = AG, le sous-groupe
des éléments de A invariants sous l’action de G et que, si A est muni d’action

triviale, H1 (G, A) = Homcont (G, A).
La cohomologie des groupes profinis est reliée à la théorie analogue pour les

groupes finis par la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2 (Serre [18], Prop. 8, p. 1-9). Si (Gi)¡ est un système projec-
tif de groupes profinis et (Ai)¡ un système inductif de Gi-modules discrets (les
morphismes Ai --+ Aj étant compatibles avec les Gj --+ Gi), alors, pour tout
q &#x3E; 0: .
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Si p est un nombre premier fixé, on appelle p-dimension cohomologique d’un
groupe profini G, le plus petit entier n tel que Hn+ 1 (G, A) = 0 pour tout G-
module discret simple annulé par p; en fait on peut se limiter au cas A = Z/pZ
muni d’action triviale (Serre [ 18], Prop. 20, p. 1-32):

Bien entendu, on a G = {1} si et seulement si cdpG = 0 pour tout nombre
premier p; de plus, on a la caractérisation suivante:

PROPOSITION 1.3 (Serre [ 18], Prop. 16, p. 1-23). Soit G un groupe profini, p un
nombre premier. Alors cdpG  1 si et seulement si G a la propriété de relèvement
pour les suites exactes de groupes profinis

où le noyau N est un pro-p-groupe.
Le sous-groupe de Frattini G* d’un pro-p-groupe G est défini comme le sous-

groupe fermé de G intersection des noyaux de tous les morphismes x : G --&#x3E; Z / pZ.
L’ application g H og, où

établit un isomorphisme entre le groupe compact G/G* et le dual du groupe discret
Hl (G, Z /pZ) (dualité de Pontrjagin).

PROPOSITION 1.4 (Serre [18], Prop. 23 p. 1-35). Une condition nécéssaire et
suffisante pour qu’un morphisme

entre pro-p-groupes soit surjectif, est que le morphisme induit

soit surjectif, ou, dualement, que l’homomorphisme

soit injectif.

Puisque les images homomorphes d’un pro-p-groupe libre L(P) (I) sont deter-
minées par les images d’un système de générateurs, on voit bien que
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PROPOSITION 1.5 (Serre [ 18], Prop. 24 p. 1-36). Soit G un pro-p-groupe, I un
ensemble et

un homomorphisme. Alors:

( 1 ) Il existe un morphisme f : L(P) (I ) - G tel que Sp = H1 ( f ).
(2) Si Sp est injectif, f est surjectif .
(3) Si p est bijectif et si cdpG  1, f est un isomorphisme.

COROLLAIRE 1.6 Tout pro-p-groupe est quotient d’un pro-p-groupe libre. Pour
qu’un pro-p-groupe soit libre, il faut et suffit que cdpG  1.

COROLLAIRE 1.7 Si L est un pro-p-groupe libre, tout automorphisme de L/L*
se relève en un automorphisme de L.

Il suffit pour cela d’appliquer le critère précédent au relèvement donné par la
Proposition 1.

Nous dirons qu’un sous-groupe F d’un pro-p-groupe libre L est un facteur direct
de L si l’inclusion naturelle i : F - L admet un scindage, i.e. un homomorphisme
s : L - ,F tel que s o i = 1 F . Si N est le noyau d’un tel scindage s, l’application
F * N -+ L induit un isomorphisme en cohomologie et est donc un isomorphisme,
car elle est surjective et, L étant libre, elle admet un scindage surjectif: on en déduit
que F est nécessairement un sous-groupe distingué de L, libre, car la dimension
cohomologique d’un sous-groupe fermé est majorée par la dimension du groupe.
De même, le sous-groupe N défini ci-dessus est un facteur direct libre de L: nous
dirons qu’il est un supplémentaire de F: remarquons que ce sous-groupe, comme
le scindage s qui le définit, n’est pas unique.

PROPOSITION 1.8 Soit F un pro-p-groupe, f : F --+ L un morphisme de F dans
un pro-p-groupe libre tel que Hl ( f ) soit surjectif. alors f fait de F un facteur
direct de L.

Preuve. Soit H = f (F) l’image de F, i : H --+ L l’inclusion naturelle. H est un

sous-groupe fermé du groupe libre L (ces groupes sont compacts); il est donc libre.
Puisque l’application composée Hl (L, 7, /pZ) --+ Hl (H, Z /pZ) --&#x3E; Hl (F, Z/pZ)
est surjective, le deuxième homomorphisme est surjectif, mais il est aussi injectif,
car F - H est surjectif (Proposition 1.4).

On a alors que H1(i) : H1(L,Z/pZ) -7 H1(H,Z/pZ) est un homomor-
phisme surjectif de Z /pZ-espaces vectoriels, qui admet donc un scindage q :
H1 (H, Z /pZ) - H1 (L, Z /pZ) ; par dualité de Pontrjagin et par la Proposition 1.5,
il existe un homomorphisme surjectif g : L - H tel que H1 (g) = -y. On voit bien
alors que l’ homomorphisme i * j : H * ker 9 -7 L (j étant l’inclusion naturelle) est
un isomorphisme, car il l’ est en cohomologie (Corollaire 1.7).
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D’autre part, ) est aussi un homomor-
phisme surjectif de Z/pZ-espaces vectoriels; par la Proposition 1.5, le scindage

endomorphisme du pro-p-groupe libre H qui induit l’identité en cohomologie: on
en déduit que f o S 1 H est un isomorphisme. En particulier slH est aussi injectif, et
donc f établit un isomorphisme entre F et le facteur direct H.

Nous terminons ce paragraphe par deux lemmes sur les pro-p-groupes munis
d’une action d’un groupe fini d’ordre premier à p.

LEMME 1.9 Soit L un pro-p-groupe libre, r un groupe fini d’ordre premier à p.
Alors une action de T sur L/L* se relève en une action sur L.

Preuve. Soit 6 l’ensemble des couples (S, cps) formés d’un sous-groupe fermé
distingué S de L et d’une action Vs : T -&#x3E; Aut(L/S) de r sur LIS. On peut
ordonner 6 par la relation suivante: on dit que 1

(2) Les actions ps et Vst commutent avec le quotient.

est un majorant de la chaine (l’action de r surs -,

un élément maximal N de 6 ; on va montrer que

Par la propriété de relèvement des pro-p-groupes libres (Proposition 1), tout
élément cr de r peut se relever en un automorphisme à de L: en choisissant un
relèvement pour tout cr E r on peut former le sous-groupe r 1, a priori infini, de
Aut(L) engendré par tous ces 6-; nous conviendrons de prendre î = 1.

Si N =1- {l}, il existe un sous-groupe ouvert distingué U, qu’on peut supposer
stable sous l’action de r 1, tel que N Z U. On va montrer qu’il est possible de
relever l’action de r sur le quotient L/ U n N, ce qui contredit la maximalité de N.

Puisque U est ouvert, N / N n U est un p-groupe fini et donc r agit sur L / N nu
via un quotient fini convenable r2. Par abus de notation on continuera à appeler â-
l’image de il par la projection r 1 r2-

Considérons le quotient 7r : F2 2013 r; par définition, les éléments de ker 7r laissent
stable N / N n U et agissent trivialement sur L/N et donc ker 7r stabilise la suite
normale à un cran

Or, tout groupe fini d’ordre premier à p qui stabilise une suite normale de pro-p-
groupes est trivial: c’est un résultat classique pour les automorphismes de p-groupes
finis (cf. Gorenstein [4], Corollaire 5.3.3) qu’on peut étendre aux pro-p-groupes
par passage à la limite. On a alors que ker 7r est un p-groupe et on en déduit que la

suite exacte de groupes finis
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est scindée, car l’ordre du noyau est premier à l’ordre du qoutient. On peut donc
munir L /N n U d’une action de r, de sorte que N fl U appartienne à 6, ce qui
contredit la maximalité de N.

LEMME 1.10
action de IF sur L /L*, il existe un automorphisme a de L, induisant l’identité en
cohomologie, tel que Q(u) = a o cp( a) o a-1, pour tout a E f.

Preuve. La démonstration est une variante de la précédente. On note 03A6 = (r)
et 03A8 = 0 (Ir) les deux sous-groupes de Aut(L) images de r; si S est un sous-groupe
distingué de L stable par 03A6 et 03C8, on note lf s (resp. ws) l’action de ces groupes
sur le quotient L/S. Soit 3 l’ensemble des couples (S, as) formés d’un sous-
groupe fermé distingué S de L, stable par O(Ir) et 0(r), et d’un automorphisme
as e Aut(L/S) tel que W s = asq03A6sas 1. On peut ordonner 21 par la relation
suivante: on dit que (

(2) as, se réduit sur as.

On peut appliquer le lemme de Zom à 2[ pour trouver un élément maximal
(N, aN ) de 3; on va montrer que N = f 11.

On relève aN en un endomorphisme â de L qui est un automorphisme car il
induit l’identité en cohomologie (Corollaire 1.7).

Si N i- {l}, il existe un sous-groupe ouvert distingué U de L tel que N Z U;
on peut supposer que U soit stable simultanèment sous l’action de 03A6, 03C8V et âpâ-1 .

Notons G le sous-groupe de Aut(L/N n U) formé des automorphismes qui
stabilisent N/N n U. On dispose alors d’une suite exacte

où rN est la réduction mod. N/N n U et H est le sous-groupe de G formé des
automorphismes de L/N n U qui induisent l’identité sur L/N; H est donc un
p-groupe fini.

Notons (de façon assez abusive) F le sous-groupe 03C8N - aNq03A6Na«N’ de
Aut(L/N), et soit G1 - rN1(f) le sous-groupe de G des automorphismes qui
se réduisent sur un élément de r, extension du groupe fini F d’ordre premier à p
par le p-groupe H:

1 -+ H -+ G1 1 TN) f -+ 1,1 --+ H --&#x3E; G, r --+ 1,

03C8 NnU et â03A6Nnuâ- 1 définissent deux scindages de cette suite exacte, et sont donc
conjugués par un élément /3 e H.
Comme {3 induit l’identité mod. N n U, (3&#x26; se réduit sur aN, et on a bien que

L/N n U muni de l’automorphisme aNnU - (3&#x26; définit un élément de 21, ce qui
contredit la maximalité de (N, aN ) .
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COROLLAIRE 1.11 Soit L un pro-p-groupe libre, F un facteur direct de L et soit
0: r -&#x3E; Aut(L) une action d’un groupe fini d’ordre premier à p. Supposons que
F soit stable sous cette action. Alors F admet un supplémentaire stable.

Preuve. Considerons le groupe de cohomologie Hl (L, Z /pZ): il s’agit d’un
Z /pZ-espace vectoriel, muni d’une action de r qui stabilise le facteur direct
H1(F,ZjpZ). Puisque r est cyclique d’ordre premier à p, on peut trouver un
supplémentaire
tion de T.

Soit E un supplémentaire de F relèvant Hl (E, Z /pZ). Par le Lemme 1, on peut
relever l’action de r à E. A présent, on dispose de deux action de r sur L: d’une
part, l’action 4J: r --t Aut(L) donnée au départ et de l’autre une action définie à
partir de la décomposition 0: r &#x3E; Aut(F) * Aut(E) qui coïncide avec 0 sur le
premier facteur et est le relèvement de l’action en cohomologie sur le deuxième.
Par le lemme précédent, il existe un automorphisme a de L, induisant l’identité en
cohomologie, tel que 03C8(r) = ao(r) a- 1: il est maintenant facile de vérifier sur le
diagramme

commutatif pour tout cr E r, que M := a (E) est un supplémentaire de F (l’homo-
morphisme F * M - L donne l’identité en cohomologie), stable sous l’action du
groupe 0 (Ir).

2. Prolongement de revêtements galoisiens de couronnes rigides

Soit K un corps complet pour une valuation discrète v, R l’anneau de la valuation,
7r une uniformisante de R, k le corps résiduel, qu’on supposera algèbriquement
clos de caractéristique p &#x3E; 0.

Une algèbre de Tate est une K-algèbre topologiquement de type fini, i.e. isomor-
phe, comme K-algèbre topologique, à un quotient d’une algèbre de séries formelles
restreintes K {Xl,... , Xn} (rappelons qu’une série formelle F = El alXI est
dite restreinte lorsque a, - 0 quand ] I] ---&#x3E; oo). Nous renvoyons à l’article original
de Tate [21 ] pour une discussion des propriétés de ces algèbres.

EXEMPLES 2.1 (a) L’algèbre K{X} des séries convergentes sur le disque unité

des séries convergentes sur la couronne
d’épaisseur nulle ( ’bord’ de D.
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(c) L’ algèbre , des séries convergentes sur la couronne

Si A est une algèbre de Tate et fo,..., f n est un ensemble d’éléments de A
engendrant l’ideal unité, on peut former le quotient B = A{Y1,..., Yn}/(f1 -
foy1, - - - , f n - foYn); l’inclusion A - B donne lieu à une application Sp B --+
Sp A entre les spectres maximaux de ces algèbres de Tate qui envoie Sp B sur la

corps K(x) = A/mx est une extension finie du corps complet K, et donc il existe
une unique extension à K(x) de la valuation de K).

Les parties U de Sp A du type decrit ci-dessus sont dites ouverts standards
de Sp A. On définit une topologie de Grothendieck sur Sp A où les ouverts sont
les parties de Sp A possèdant un recouvrement fini par des ouverts standards. Un
recouvrement ouvert de Sp A est dit admissible s’il admet un raffinement fini par
des ouverts standards.

On peut munir l’espace topologique X = Sp A d’un faisceau d’anneau Ox tel
que pour tout ouvert standard U = Sp B de X, f(U, Ox) = B (cf. Tate [21 ], 8.2).

L’espace annelé X = Sp A, muni de le topologie de Grothendieck et du faisceau
Ox introduits ci-dessus, est dit espace analytique rigide affinoïde; on appelle
revêtement étale de l’affinoïde Sp A un morphisme f : Sp B - Sp A défini par
une A-algèbre finie étale (au sens algébrique) B et on dira de plus que f est un
revêtement étale galoisien si A est l’algèbre BG des invariants de B sous l’action
d’un groupe fini G opérant librement.

On appelle disque rigide standard (resp. couronne standard) l’espace rigide
affinoïde de l’Exemple 2.1.(a) (resp. 2.1.(b)); on les note D et C respectivement.

Dans la suite, on aura besoin d’introduire des structures entières sur les espaces
rigides, et donc de faire le lien entre géométrie rigide et géométrie formelle.

Si X = Spf ,A. est un schéma formel affine noethérien, spectre formel d’une
R-algèbre noethérienne complète pour la topologie 7r-adique, par Grothendieck
and Dieudonné 0, 7.5.3, A est une R-algèbre topologiquement de type fini, i.e.
A est isomorphe, comme R-algèbre topologique, à un quotient de l’algèbre des
series formelles restreintes R{T1, ... , T, 1 par un idéal 1 (nécessairement de type
fini, puisque R{T} est noethérienne). Au schéma formel X on peut alors associer
l’espace rigide affinoïde XK = Sp (,A OR K), spectre maximal de l’algèbre de
Tate K(T1 , ... , T,111 0 K.

Inversement, si X = Sp A est un K-espace rigide affinoïde, un modèle entier
pour X est un R-schéma formel affine X = Spf A, spectre d’une R-algèbre telle
queA0RK = A.

La comparaison entre différents modèles entiers fait intervenir des schémas
formels qui ne sont plus affines. On dit qu’un faisceau cohérent d’idéaux 1 est
admissible s’il contient une puissance de l’uniformisante 7r, et on appelle éclatement
admissible de 3l le long de 1 le morphisme 3l’ - 3l, où X’ est le schéma formel
completé 7r-adique de l’éclatement de 3l en 1. Deux modèles entiers 3l et X’ d’un
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même espace rigide X (affinoïde ou pas) diffèrent par une suite d’éclatements
admissibles, dans le sens qu’il existe un troisième modèle X" qui domine les
précédents par des éclatements admissibles.

DÉFINITION 2.2 Si X est un espace rigide affinoïde connexe d’algèbre de Tate
A, cv un point géométrique fixé de Spec A, on définit le groupe fondamental profini
de X par la formule

(où le Tri d’un schéma est pris au sens de Grothendieck [6]).
Si X est normal et S’ est un ensemble fini de points fermés de X, w e S, nous

notons 7r1,alg(X - S, w) le groupe fondamental du schéma affine Spec (A) - S.

Une telle définition est justifiée par le fait qu’un revêtement fini étale rigide de
X correspond à une A-algèbre finie étale et donc à un revêtement étale du schéma
Spec (A).

On a donc une équivalence de catégories entre les revêtements finis étales Y
de X et les ensembles finis munis d’action de 7r 1 (X, w) établie par le foncteur
y I---t Homx(w, Y).

Si X est un espace rigide affinoïde, on dira qu’un revêtement étale Y/X est
un revêtement géométrique de X si Y est géométriquement connexe, i.e. s’il reste
connexe après toute extension finie du corps K.

DÉFINITION 2.3 Si X est un espace rigide affinoïde, on définit le groupe fonda-
mental géométrique de X comme le noyau du morphisme canonique 7r1 (X, w) -
Gal (K, K) :

où K une clôture séparable fixée de K dans le corps de w.

Cette définition ne dépend évidemment pas du choix de W et de K. Ce groupe,
qui n’est pas un groupe fondamental d’un espace rigide, puisque on ne dispose
pas d’une géométrie rigide sur K (ce corps n’étant pas complet), peut toutefois
être interpreté comme groupe des revêtements géométriques de X dans le sens
suivant: puisque Gal(K / K) est la limite projective des groupes Gal(L/K), où L
varie parmi les extensions finies galoisiennes de K contenues dans K, on déduit
de la suite ( 1 ) que

les termes de droite indiquant les groupes fondamentaux des schémas d’anneau
A 0K L.
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Soit C’ --+ C un revêtement géométrique fini, étale, galoisien de groupe G de la
couronne C. Nous voulons étudier la possibilité de le prolonger en un revêtement
fini galoisien éventuellement ramifié, du disque D (Problème 1 ).

Si X est une courbe affinoïde et JE un modèle entier de X, un point rationnel
xx E X (K) définit un point entier x E X( R): cela permet de définir une applica-
tion de réduction de X vers la fibre spéciale Xk de X. Supposons que X admette
un modèle entier lisse au voisinage x : une coordonée locale f sur X nulle en x,
définit un morphisme étale de X vers le disque formel standard 0 = Spf RITI,
modèle entier de D, qui envoit x sur 0 et établit un isomorphisme entre l’ensemble
des points de X qui se réduisent suivant x et le disque ouvert {t e D : 1 t 1  1}.

PROPOSITION 2.4 Soit X une courbe affinoïdes lisse sur K, x 1, ... , Xs E X (K)
des points rationnels, U l’ouvert de X complémentaire d’une réunion finie de

dessus. Aprés une extension finie L /K du corps de base, tout revêtementfini étale de
U se prolonge en un revêtement fini ramifié de X. Si de plus le revêtement de U est
galoisien, on peut trouver un rationnel 0  r  1 tel que prolongement est encore
étale et galoisien de même groupe en restriction à l’ouvert U(r), complémentaire

Preuve. On peut supposer que le revêtement en question est galoisien de groupe
G. Par recollement, on peut se ramener au cas s = 1. Quitte à remplacer X par un
ouvert, on peut supposer que U est un domaine de Laurent, U = X ( 1 / f ) = {x e
X : 1 f (x) 1 &#x3E;, 1}, f étant la coordonnée locale en x = Xl; U est alors un ouvert

Supposons, pour commencer, que le revêtement U’ /U soit monogène. Notons
-.-. r.... 1 n"’" 1 ...... - . -- - -,- , -, -,-, "- . ....."..... BIII .......

monogène de groupe G de U; on peut approcher le polynôme 4&#x3E;(Z) E B[Z], qu’on
supposera unitaire, par un polynôme unitaire F(Z) E C[ Z] du même degré. Toute
racine de F(Z) (dans une clôture algèbrique du corps des fractions de B) est proche
d’une racine de O(Z) et donc F est un polynôme séparable. Si de plus on choisit
F suffisamment proche de 0 pour que la racine a de F qui approche a vérifie
l’inégalité

le lemme de Krasner (cf. par exemple S. Lang, Algebraic Number Theory, Graduate
Texts in Mathematics 110, Springer, Heidelberg, 1986, Chap. II, Sect. 2, Prop.3)
montre que B [a] - B [a], ce qui permet de prolonger le revêtement donné en un
revêtement fini de X. Ce revêtement est étale en dehors d’un nombre fini de points:
en particulier on peut trouver un disque A (r) de, rayon 0  r  1 et un revêtement
étale U’(r) de U(r) = X - f -10(r) qui prolonge U’.

Il est possible que l’épaisseur de cette couronne ne soit pas entière, i.e. que
r &#x3E; 17rl, et donc que la couronne semi-ouverte r  lx l  1 ne contienne pas de
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points rationnels sur K ; il est alors nécessaire d’introduire une extension finie L
du corps de base, pour rendre r  I1rLI.

Le germe de prolongement est unique: de façon précise, si le revêtement U’ de
U possède une section e, cette section se prolonge au dessus de U(r) pour r suff-
isament grand (cf. Raynaud [14], Lemme 3.4.3); en appliquant cette remarque au
revêtement IlAut(U’(r)/U(r)) U’(r) de U(r), on voit bien que si U’/U est galoisien,
quitte à augmenter r on peut supposer que le revêtement prolongé U’ (r) /U(r) est
galoisien de même groupe.

On a supposé que le revêtement était monogène: cette hypothèse n’est pas
restrictive, car le fait que K soit infini implique que localement (pour la topologie
de Zariski sur Spec B) toute B-algèbre finie étale est monogène (cf. Raynaud [12],
Prop. 11 p. 34). Soit encore B’ l’algèbre du revêtement U’/U et fixons un point
u e U : il existe alors un voisinage de Zariski V de u et un élément cx E B’

Posons W = U - Usi= i Aj, W est un ouvert admissible de U. On peut prolonger
le revêtement B [a] 1 w par les méthodes ci-dessus: en le recollant au revêtement
initial au dessus de l’ouvert admissible W on trouve le prolongement cherché.

COROLLAIRE 2.5 Gardons les notations de 2.4, et supposons V --&#x3E; U galoisien
de groupe G: alors, pour r assez proche de 1, et quitte à étendre ultérieurement
le corps de base, la restriction du revêtement prolongé au dessus des couronnes
semi-ouverte r   1 ti ]  1 est decomposée en une somme de revêtements galoisiens
de groupe de Galois résoluble, extension d’un groupe cyclique d’ordre premier à
p par un p-groupe.

Preuve. Nous reprenons ici les arguments de Raynaud [14], 3.4. L’espace

départ, admet un modèle formel affine U(r) = Spf A{Z}/Zf - 7r’ dont la fibre
spéciale est formée de la fibre spéciale Xk de X et d’une droite affine coupant
transversalement Xk au point x, spécialisation de x (on a supposé que Xk est
lisse en x), sur lequel se spécialisent aussi les points de la couronne rigide ouverte
0  v (x)  r. Choisissons comme modèle entier pour U’ (r) la normalisation
11’ ( r) de U’ (r) . On peut alors établir une bijection entre les composantes connexes
de U’ (r) au dessus de la couronne ouverte et les points de la fibre spéciale de
11’(r) au dessus de x, et entre les groupes de décomposition de ces composantes
et ceux des point correspondants (loc. cit., Proposition 3.4.6). Pour r suffisament
proche de 1, le sous-schéma réduit X[ de la fibre spéciale de 11’ (r) au dessus de
Xk est normal aux points qui sont au dessus de i (loc. cit., Lemme 3.4.2); notons
YI, - - - , yd ces points. Appliquons à présent le théorème de reduction semi-stable
au schéma formel 11’ (r): après extension finie de R, on peut trouver un modèle
semi-stable 11" (r). Notons encore yi , ... , yd les points de la transformée stricte de
X’ k au dessus de x (les groupes de décomposition en ces points dans 11" (r) et dans
11’(r) sont les mêmes).
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Si f/i est le point générique de la composante irréductible de X[ passant par y2
et Dru ,Ini désignent respectivement les sous-groupes de décomposition et d’inertie
en f/i, le groupe Dq; /Iq, opère fidèlement sur la composante irréductible de Xk
passant par y2: si Jyi C Dq; /Iq; est le sous-groupe d’inertie en y2, le sous-groupe
de décomposition Dyi C G en Yi est alors extension de JYi par l’fJi. Puisque k
est algébriquement clos, le premier est un groupe d’inertie d’un corps local, et
on peut appliquer les théorèmes classiques (par exemple Serre [19], Corollaire
4.2.4) pour montrer que ce groupe est résoluble, extension d’un groupe cyclique
d’ordre premier à la caractéristique résiduelle p par un p-groupe. Quitte à étendre
ultérieurement le corps L, de façon à éliminer l’inertie provenant de la base, il en
est de même pour Iq, .

Remarque 2.6 Dans le cas X = D, U = C la proposition 1 permet de prolonger
un revêtement galoisien de C en un revêtement ramifié du disque D (pour l’instant
non galoisien), c’est à dire un revêtement ramifié algébrique de l’anneau de D.

Soit S l’ensemble fini des points de ramification: si K est de caractéristique
nulle, Lütkebohmert a montré que tout revêtement rigide de D - ,S’ se prolonge en
un revêtement algébrique ramifié de D (cf. Lütkebohmert [ 10], Corollary 2.9). Par
contre, un tel énoncé est faux en égale caractéristique (cf. loc. cit., Example 2.10).

Dans la suite nous éviterons cet écueil en travaillant systématiquement avec des
revêtements finis ramifiés d’affinoïdes.

On peut plonger la couronne C et le disque D dans la droite projective Pk.
Les proposition suivantes sont immédiates à partir des théories de Kummer et
d’Artin-Schreier.

PROPOSITION 2.7(a) Tout revêtement cyclique de degré premier à p de la
couronne C se prolonge en un revêtement fini galoisien de la droite projective
Pk ramifié en {O, oo}.

PROPOSITION 2.7(b) Si K est de caractéristique 0 et contient les racines p-ièmes
de l’unité, tout revêtement galoisien de degré p de C se prolonge en un revêtement
fini galoisien de Pk ramifié en un un nombre fini de points.

PRPOSITION 2.7(c) Si K est de caractéristique p, tout revêtement galoisien de
degré p de la couronne C se prolonge en un revêtement fini galoisien de Px ramifié
en {O, oo}.

Preuve. Soit (n, p) - 1 et donnons nous un revêtement cyclique de degré n
de la couronne C. Par la théorie de Kummer, ce revêtement est monogène, donné
par une équation Tn - a(X) = 0, a(X ) une unité de {X, X -1 (comme k est
algébriquement clos, R contient les racines n-ièmes de l’unité). On peut approximer
a par un polynôme de Laurent a(X) e K[X,X-1] qui est encore une unité sur
C. Si 7r est l’uniformisante de R, on peut écrire a(x) = 7rN xMu(1 + b(x)) avec
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admet une racine n-ième, car (n, p) = 1, et la théorie
de Kummer permet de remplacer l’équation de départ pour trouver un revêtement
galoisien (le groupe Z /nZ agissant par multiplication par une racine de l’unité) de
PK ramifié seulement en (0, oo}.

Si K est de caractéristique nulle, on peut encore appliquer la théorie de Kummer
pour étudier un revêtement cyclique de degré p de C et utiliser le même argument
d’approximation; on est toutefois forcés d’admettre de la ramification au dessus de
l’ensemble fini {a(X) = 01 (notation ci-dessus).

Enfin, si charK = p, par la théorie d’Artin-Schreier on peut supposer que le
revêtement en question est monogène, donné par une équation Tp - T - a(X ) = 0,
a (X) E K {X}[X-1], et le prolonger en un revêtement galoisien de Px, donné par

fini galoisien de la droite projective, ramifié au plus en {0, oo}.

Pour traiter des revêtements arbitraires de C nous allons étudier plus en détail
les groupes fondamentaux de C et de D. Pour ne pas trop alourdir la notation, nous
éviterons de mentionner le point base w de ces groupes, que nous supposerons fixé
une fois pour toutes dans C.

Comme nous venons de le voir dans les exemples ci-dessus, le cas le plus simple
se présente lorsque K est de caractéristique p.

LEMME 2.8 Supposons K de caractéristique p &#x3E; 0. Alors la flèche naturelle

induite par l’immersior

Preuve.

cohomologiqué d’un schéma affine noetherien de caractéristique p est au plus égale
à un, cf. Artin, Grothendieck et Verdier [ 1 ], III, Th. 5.1 p. 58); la théorie d’Artin-
Schreier et la Proposition 2.7.(c) montrent que tout homomorphisme continu

s’étend en un revêtement du disque épointé d’équation
puisque l’équation du revêtement correspondant à un produit d’homomorphismes

on a bien démontré que

est surjectif: il ne reste plus qu’a appliquer la Proposition 1.8.
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Du lemme précédent on déduit immédiatement le corollaire suivant:

THÉORÈME 2.9 Si K est de caractéristique p, tout revêtement galoisien de degré
une puissance de p de la couronne C se prolonge en un revêtement fini galoisien
du disque D avec même groupe, ramifié au plus en 0.

Remarque 2.10 Signalons au passage, bien que nous n’aurons pas à nous en
servir dans la suite, que, quitte à passer à une extension finie du corps K, le
Lemme 2.8 et son corollaire restent valides, sans hypothèses sur la caractéristique
de K, lorsque on remplace p par un nombre premier £ # p. Pour cela on peut
utiliser le même raisonnement en remplaçant la théorie d’Artin-Schreier par la
théorie de Kummer: tout ce dont on a besoin est un renseignement sur la dimension

cohomologique de

Dans le cas d’inégale caractéristique la Proposition 2.7.(c) montre bien qu’il
n’est pas possible, en général, d’avoir le même résultat pour des revêtements de
degré divisible par la caractéristique résiduelle; de plus les groupes fondamentaux
sont, en général, de p-dimension cohomologique au moins 2, si le corps K n’est
pas algébriquement clos.

Nous allons plonger le disque rigide D dans Px, muni de sa structure d’espace
analytique rigide (non affinoïde), définie par recollement de deux copies de D,
centrées en 0 et oo, le long de la couronne C. Pour le groupe fondamental profini
du schéma Px - {O, oo} on dispose encore d’une suite exacte du type ( 1 )

où le noyau est le groupe fondamental du schéma affine

rationnels sur une extension finie L/K, on dispose d’un morphisme de groupes
profinis

où us est l’application définie par l’immersion étant une
extension finie, le corps L est complet pour l’unique extension à L de la valuation
de K ; en particulier, C x K L est la couronne rigide standard sur le corps complet
valué L).

LEMME 2.11 Supposons K de caractéristique 0. L’application

où la limite est prise sur les ensembles finis S de points géométriques de
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Preuve. Le groupe fondamental7r1 1 (PK - S) est libre de rang s - 1 &#x3E;, 1 et peut
être engendré par s éléments o-1, ... , us, ai étant un générateur profini d’un groupe
d’inertie au dessus de ai, avec la relation ITi=l ai = 1 (cf. Grothendieck [6], Cor.

même point base w) est défini en envoyant (
Les flêches S induites par les immersions sont

évidemment compatibles avec le système projectif et donnent lieu à un homomor-
phisme en cohomologie (cf. prop. 1.2)

La théorie de Kummer et la Propositon 2.7.(b) montrent que tout revêtement
géométrique cyclique (défini sur une extension finie L/K) de degré p de C se
prolonge en un revêtement géométrique de PL - s, pour un ensemble fini S’ de
points rationnels sur L de PL - C suffisamment grand, et donc la flèche ci-dessus
est surjective. D’autre part, le pro-p-groupe est libre, car

On peut donc appliquer la Proposition 1.8, ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME 2.12 Si K est de caractéristique nulle, pour tout revêtement géomé-
trique étale galoisien de degré une puissance de p de la couronne rigide, il existe
une extension finie L/K, telle que ce revêtement se prolonge en un revêtement fini,
géométrique, galoisien de même groupe, du disque D x K L étale en dehors d’un
nombre fini de points rationnels sur L.

Preuve. Il est immediat, à partir de la proposition précédente, que tout mor-

Il ne reste plus qu’à se restreidre à j 
extension finie de K sur laquelle le revêtement t9S 03C01(P) (PK - S) - G est défini.

Pour traiter le cas d’un revêtement fini d’ordre quelconque on a vu que, quitte
à faire une extension finie de K, il suffit de considérer des revêtements par des
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groupes G qui sont résolubles, produits semi-directs d’un p-groupe P par un groupe
cyclique r d’ordre premier à p (cf. Corollaire 2.5). On va d’abord prolonger au
dessus de Pl - f 0, 00 } le revêtement cyclique de groupe r, C" = C’ 1 P de C, ce
qui est possible grâce à la théorie de Kummer (cf. Proposition 2.7.(a)), et ensuite
prolonger le P-revêtement C’ de C" en appliquant le Théorème 2.9 ou le Théorème
2.10, selon la caractéristique de K: il faut s’assurer que ce deuxième prolongement
peut être construit de façon équivariante sous l’action de r, pour que le revêtement
composé soit encore galoisien.

THÉORÈME 2.13 Si K est de caractéristique nulle et C/C est un revêtement
fini étale géométrique, galoisien de groupe G = P x r, produit semi-direct d’un
p-groupe P par un groupe cyclique r d’ordre premier à p, de la couronne rigide
d’épaisseur nulle, il existe une extension finie L/K, telle que ce revêtement se
prolonge en un revêtement géométrique fini, galoisien de même groupe du disque
D X K L, privé d’un nombre fini de points rationnels sur L.

Preuve. En considérant la tour des revêtements de C:

on peut d’abord prolonger C"/C en un r-revêtement .
cf. Proposition 2.7.(a)).

Par la formule de Hurwitz, un revêtement fini étale de degré premier à p de

PK - {0, oo} est totalement ramifié en 0, oo et isomorphe à PK - {0, oo : un
revêtement étale géométrique X de degré premier à p de PK - {0, oo est donc
une courbe sur K de genre géométrique 0 qui, puisque 0 est totalement ramifié,
possède un point rationnel sur K, et qui est donc isomorphe à Px - to, oo}.

On peut alors, en appliquant le Théorème 2.9 ou le Théorème 2.12, selon la
caractéristique de K et quitte à faire une extension finie L/K, prolonger le P-
revêtement C’ de C" en un P-revêtement de X" - pk - 10, oo}, étale en dehors
d’un ensemble fini de points S" C X"(L). Toutefois, pour que le revêtement
composé

soit galoisien de groupe G, il faut prendre soin de construir ce P-revêtement
X’ --+ X" de façon équivariante sous l’action de r définie comme suit.

Notons -7r(P’Ip)(Cit) (resp. -7r(P’r)(X"» le groupe profini limite projective des1  1

groupes P x r, P variant parmi les quotients finis (p) ( C" ) (resp. -7r (p) (X " ) ) :groupes Px F, P variant parmi les quotients finis 1T 1,géom (resp. l,géom :

on dispose de suites exactes scindées 
’ ’
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et le choix d’un scindage définit une action de r sur le groupe

L’homomorphisme surjectif peut être prolongé en un mor-

trouver un supplémentaire au facteur direct
de f.

qui soit stable sous l’action

Cette deniere condition étant satisfaite grâce au corollaire 1.11, on peut construir
un prolongement r-équivariant de façon que le revêtement

une extension finie de K sur laquelle le revêtement
défini.

Preuve du Théorème 1. Par la Proposition 2.4 et son corollaire, quitte à étendre
le corps K, on peut prolonger le revêtement C’/C en un revêtement étale galoisien

décomposé en une somme de revêtements galoisiens de groupes résolubles du type
PxF.

Considérons la couronne d’épaisseur nulle. contenue

, i " , , i -

appliquer le Théorème 2.13 pour prolonger le revêtement résoluble (réductible)

On peut alors les recoller C’(r) et 0’ le long de l’ouvert admissible A en un
revêtement galoisien de groupe G de D.

COROLLAIRE 2.14 Soit X une courbe affinoide lisse sur K, U un ouvert de X,
complémentaire d’une réunion finie de disque ouverts (cf. Proposition 2.4) et soit
U’ - U un revêtement fini galoisien géométrique de U. Il existe alors une extension
finie L/K, telle que ce revêtement se prolonge en un revêtement géométrique fini,
galoisien de même groupe X’ de X X K L, ramifié en un nombre fini de points
rationnels sur L.
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3. Relèvement de revêtements galoisiens de courbes algébriques

Traditionnellement, l’étude de problèmes de relèvement a été conduit par des
techniques de déformations infinitésimales (cf. Grothendieck [6], exposés I-III);
nous poursuivons cette approche en employant le language des espaces analytiques
rigides.

On a déja introduits les espaces rigides affinoïdes et les éclatements admis-
sibles dans les schémas formels. La catégorie des espaces rigides séparés et
quasi-compacts est définie comme la localisation de la catégorie des R-schémas
formels séparés de type fini et complets pour la topologie ir-adique par rapport aux
éclatements admissibles (cf. Raynaud [13]).

Tout R-schéma formel séparé de type fini 3l définit donc de façon canonique
un espace rigide séparé quasi-compact XK qu’on appelera fibre générique de X;
inversement, tout espace rigide séparé et quasi-compact est la fibre générique de
schémas formels qu’on appelera des modèles entiers de XK. De façon analogue,
tout faisceau cohérent sur X définit un faisceau cohérent sur XK (en tensorisant
par K) et tout faisceau cohérent sur XK provient d’un faisceau sur 3l.

Les schémas formels propres correspondent aux espaces rigides propres, et en
particulier, pour tout espace analytique rigide propre, le choix d’un modèle entier
permet d’appliquer les résultats ’GAGA formel’ de EGA III; par exemple toute
courbe rigide propre est la fibre générique d’une R-courbe algèbrique propre. Ce
type de raisonnement entre dans le cadre du principe GAGA rigide.

Nous démontrerons le théorème 2 par une suite de constructions locales, suivies
de recollements. Nous commencons par nous placer dans le cas affine. Soit X une
R-courbe formelle, affine et lisse, x e 3l(R) un point de X, Xk sa réduction mod
7r. Soit Yk - Xk un revêtement fini, normal, galoisien de groupe G de la fibre
spéciale de X, étale sur Uk = Xk - {x k }. Soient yi , ... , yr les points de Yk au
dessus de Xk: fixons-en un, disons y,, et notons I = Iyl son groupe d’inertie.

L’immersion ouverte Uk 9 Xk se relève en une immersion ouverte de schémas
formels U -&#x3E; X (Grothendieck et Dieudonné [8], 2.7.1 ): on dispose d’une équiva-
lence de catégories entre les revêtements étales de Uk et de U (cf. Grothendieck [6],
I, 8 .4) . On a donc en particulier un revêtement étale de groupe G,

qui se réduit mod. 7r suivant la restriction de
Notons UK (resp. XK, VK) les espaces rigides fibres génériques des schémas

formels 11 (resp. 3l, 9J); le complémentaire de UK dans XK est formé des points
qui se spécialisent sur Xk -

Le but est de prolonger le revêtement 9J --+ 11 en un revêtement galoisien X. On
va proceder en trois étapes. Le premier pas consiste en une localisation étale au
voisinage de x pour ramener le groupe de Galois G au groupe d’inertie I.
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Rappelons que si H est uns sous-groupe de G et si Y --+ X est un revêtement
(de schémas ou d’espaces rigides) galoisien de groupe H, le revêtement induit
IndH Y de X est défini par

où r est un système de représentants des classes à gauche de G/H. Si g E G et
a E r, il existe un unique {3 E r et un unique h E H tels que ga = (3h, et on
définit l’action de G sur IndH en convenant que glYa envoie Yo sur Yo par h. Pour
plus de détails cf. Raynaud [ 14], 4.1.

PROPOSITION 3.1 Soit X une R-courbe formelle, affine et lisse, x E X(R) un
point de X. Soit Yk - Xk un revêtement fini, normal, galoisien de groupe G de la
fibre spéciale Xk de X, étale sur Uk = Xk - IXkl- Quitte à remplacer 3l par un
voisinage de x, il existe un X-schéma formel Xl vérifiant les conditions suivantes:

( 1 ) 3C’ est un X-schémaformel étale et fidèlement plat.
(2) Il existe un seul point au dessus de Xk dans la fibre spéciale Xk de X1.
(3) Le revêtement Yk1 - Spec Al, déduit par changement de base

est de la forme Yk1 = Indy Zk.
(4) Avec les notations ci-dessus, le revêtement étale ID1 2013 U1 déduit du change-

ment de base X1 X est de la forme ID1 = IndG2U.
Preuve. Soit OXk,Xk l’anneau local de Xk en Xk et °1-k,xk son henselisé. Au

dessus de Spec 01- x ’ le revêtement Yk - Xk se décompose partiellement et
dévient un revêtement induit de I à G. Considérons Spec 01- k, x k comme limite
inductive filtrante de schémas affines étales sur Xk ayant un seul point au dessus
de Xk: on voit qu’il existe un schéma Xk, affine sur Xk, ayant un seul point xk au
dessus de Xk et tel que yi = Yk XXk Xk soit de la forme Indy Zl, où Z[ - X1k
est un revêtement fini normal de groupe I. Quitte à restreindre Xk au voisinage de
Xk, on peut supposer que X[ - Xk est surjectif.

Le morphisme étale X[ - Xk se relève uniquement mod. 7rn en un morphisme
étale de Rj7rn-schémas; par passage à la limite, on obtient un morphisme étale de
R-schémas formels À : X1 3E.

Soit il 1 = ,B-1 (U) et soit Wkla restriction de Z[ au dessus de Uk. L’image
réciproque W 1 - ù de QJ - ù par À est un revêtement étale de U 1 qui est induit
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à partir de Wf en réduction mod. 7r. Donc on a 1 = IndGQUI, où Wl est le
revêtement étale de U1 de groupe I qui relève Wf.

La deuxième étape est le prologement du revêtement étale D1 - U1 en un
revêtement galoisien ramifié de X1.

PROPOSITION 3.2 Avec les notations de la proposition 3.1, il existe une extension
finie R’ / R, telle que le revêtement DU’ X R R’ ---&#x3E; U 1 X R R’ se prolonge en un
revêtement

galoisien de groupe I, normal, ramifié en un nombre fini de points.
Preuve. Quitte à remplacer 3C’ par un ouvert, on peut trouver une coordonnée

g sur X 1 qui s’annule en x 1: elle définit un morphisme étale

dans le disque formel standard D qui induit un isomorphisme entre l’ensemble des
points de X1 0 K qui ont même réduction que x1 et le disque rigide ouvert.

Soient Ux (resp. WK) les espaces rigides affinoïdes canoniquement associés
à .f.t1 (resp. Wl): l’isomorphisme donné par 9x permet d’appliquer le Corollaire
2.14 pour prolonger, après extension finie K’/K, le revêtement Wk ---+ UK en un
revêtement

galoisien de groupe I, ramifié en un nombre fini de points de .
de caractéristique p, on peut concentrer la ramification au point xk’.

Si R’ est l’anneau des entiers de K’, 3/1 est défini comme la normalisation de
Xl dans ZK.

Remarque 3.3 Si le revêtement de départ Pk : Yk - Xk est modérément ramifié
en Xk, on peut trouver un unique relèvement .31 - Xl normal et modérément
ramifié au dessus de xl sans utiliser les résultats du Section 2. Il suffit de remarquer
que, par la Proposition 3.1, on est ramenés à un revêtement par le groupe d’inertie,
qui est cyclique d’ordre premier à p: le revêtement Zl -t X[ est monogène, donné
par une équation de Kummer T n - a = 0, et il suffit de choisir un relèvement â de
a qui s’annule en xl. Ce relèvement est unique, car deux relèvement de a diffèrent
par une puissance n-ième dans le corps des fonctions rationnelles sur X1.

PROPOSITION 3.4 La fibre spéciale Z1k du schéma formel 3/1 donné par la
Proposition 3.2 est réduite, unibranche et admet Z1k (cf. Proposition 3.1. (3)) pour
normalisation.
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Preuve. 3’1 étant normal, Zi est de profondeur 1 au dessus de xl et, puisque
elle prolonge Wl Z" est réduite. De plus, par construction, W1k est isomorphe un
ouvert de Zariski de Z1k et de ZI; k on a alors une application birationelle

Puisque Z[ est normale, v est le morphisme de normalisation. v est surjectif et
équivariant sous 1: comme il y a un seul point dans Zl au dessus de xk, a fortiori il
y en a un seul dans ZÍc1, et v est un homéomorphisme 7-équivariant. En particulier
ZÍc1 est unibranche.

COROLLAIRE 3.5 Dans les notations de la Proposition 3.1, il existe une extension
finie R’/R telle que le revêtement D1 -- U1 se prolonge en un revêtement #’ 2013 1
normal, galoisien de groupe G, tel que la fibre spéciale Y1 soit reduite, unibranche
et admette un morphisme de normalisation Y1k -- Y1k  G-équivariant.

Preuve. Il suffit de poser D’1 = lndY 3’1 .
La troisième et dernière étape consiste en une descente du revêtement D’1 - Xl

par le morphisme À : Xl - X: on va l’obtenir au moyen d’un argument de descente
de Ferrand et Raynaud [3] combiné avec un passage à la limite; pour d’autres
résultats de ce type, cf. Harbater [9].

Soit X = Spf A une R-courbe formelle lisse et Xl = Spf A1 un X-schéma
formel étale et fidèlement plat. Soit x un point de X(R), et supposons que x se
relève en un unique point x 1 E Xl (R). Si f est une coordonnnée sur X qui s’annule
en x, on note X,{x} le complété 7r-adique de S-10x, S = {fn}, anneau des
fonctions du schéma formel complémentaire des points qui se spécialisent suivant
x.

Si M est un Ox-module cohérent, on peut définir les modules Ml = M © Oxi
et Mx = M 0 OX,{x}. On a alors un isomorphisme

En fait ces données déterminent M :

LEMME 3.6 Le foncteur M -- (Ml, Mx, u) établit une équivalence entre
la catégories des Ox-modules (resp. algèbres, resp. G-algèbres) cohérents et la
catégorie des triplets formés d’un Ox1-module (resp. algèbre, resp. G-algèbre)
cohérent, d’un OX,{x}-module (resp. algèbre, resp. G-algèbre) cohérent et d’un
Ox1,lx1} -isomorphisme u comme ci-dessus.

Preuve. Notons A = Ox et AI = Ox1. Donnons-nous un A{x}-module
cohérent Mx, un 41 -module cohérent NI et un isomorphisme u : NI 0 41X1} -+
Mx @A{ae} A( , j : par la Proposition 4.2 de Ferrand-Raynaud [3], on peut constru-
ire, pour tout entier n, un Aj7rn-module Nn muni d’isomorphismes Nn (&#x26;A/,n
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compatibles avec un . Le
fait que les Nn soient définis par des diagrammes cartésiens à partir des données
Mx/7rn et N1/7rn (cf. loc. cit.), permet de vérifier sans peine que ces modules et
les isomorphismes mentionnés définissent un système projectif, et on peut donc
passer à la limite pour trouver un A-module N. Enfin, puisque les Nn sont définis
par des diagrammes cartésiens, si les Mx/7rn et N1/7rn sont munis de structures
d’algèbres (resp. G-algèbres), les Nn et leur limite N le sont aussi.

COROLLAIRE 3.7 Soit X une R-courbe formelle affine lisse, x E 3l(R) et soit
Xl une R-courbe formelle affine lisse, étale et fidèlement plate sur X, ayant un
seul point x1 au dessus de x. Soit U l’ouvert de X complémentare des points qui
se spécialisent suivant x et U1 son image réciproque dans Xl. Alors, pour tout
revêtement fini (galoisien de groupe G) eu : D --+ U et pour tout revêtement fini
(galoisien) o’ D’1 ---&#x3E; Xl qui prolonge le précédent après le changement de base
Xl --+ X, il existe un unique revêtement (galoisien de groupe G)

qui induit eu en restriction à U et tel que i

Preuve du Théorème 1. Soit x1, ..., Xs le diviseur de ramification de Pk : Yk -
Xk; on choisit un relèvement x 1, ... , xs dans X (R) pour chacun de ces points et
on note E l’ensemble des points de la courbe propre et lisse X se réduisant suivant
les Xi. Soit {Xa}a un recouvrement fini affine formel du schéma formel 3l = X ,
séparé complété de X pour la topologie ir-adique: on peut le supposer suffisament
fin pour que les Xa vérifient les hypothèses de Proposition 3.1 et pour que tout Xa
contienne au plus un des xi; on peut aussi supposer que Xa n 3ce 0 E = 0 pour
OE # #.

Par les résultats de relèvement de revêtements étales, un dispose d’une famille de
revêtements finis étales, galoisiens de groupe G, des ouverts Ua = Xa - (3la n £ ) .

Fixons un indice a: si 3la contient l’un des xi, par la Proposition 3.1 et le
Corollaire 3.5, quitte à passer à une extension finie .Râ de R, on peut trouver un
R’ -schéma formel affine lisse 3ll , étale et fidèlement plat sur 3la , et un revêtement
normal, galoisien de groupe G

qui prolonge le revêtement de Ua après le changement de base; on sait aussi
(Corollaire 3.5) que la fibre spéciale de D1a est réduite et unibranche.

Le Corollaire 3.7 permet de descendre le revêtement g) en un revêtement
normal, galoisien de groupe G
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Puisque 3ll est étale et fidèlement plat sur Xa, la fibre spéciale de §Ji est encore
réduite et unibranche.

Si R’ est l’extension composée de toutes les Ri, les hypothèses permettent de
recoller les revêtements pl en un revêtement

normal fini galoisien de groupe G. La fibre spéciale Yk, est reduite et unibranche;
par le Corollaire 3.5, elle admet un morphisme de normalisation

qui est un homéomorphisme G-équivariant. En fait Y£ est lisse aux points modéré-
ment ramifiés (cf. Remarque 3.3).

La courbe formelle normale D’ étant finie sur 3l’, propre sur R’, par GAGA
formel le revêtement p’ ainsi construit s’algébrise en un revêtement galoisien

de groupe G de R’-courbes, ce qui achève la démonstration.
En combinant le Corollaire 3.7 et la Remarque 3.3 on retrouve le résultat de

relèvement pour les revêtements modérés:

COROLLAIRE 3.8 (Grothendieck). Soit X une R-courbe propre et lisse, pk :
Yk -+ Xk un revêtement fini galoisien modéré de courbes propres et lisses sur k,
et soit D un relèvement à X du diviseur de la ramification modérée de Pk. Alors
il éxiste un unique revêtement p : Y -+ X modéré, galoisien de même groupe de
R-courbes propres et lisses, étale en dehors de D.

EXEMPLE 3.9 Le quotient de la courbe Yk = PkparlegroupeG = PGL(2,Fp ) est
isomorphe à p1k. On peut relever le revêtement Yk - P1k en un revêtement galoisien
de groupe G de courbes propres normales sur l’anneau R = W(k)[(], où W(k)
est l’anneau des vecteurs de Witt de k et ( une racine primitive p-ième de l’unité.
On peut trouver un relèvement de genre arithmétique pa = 2 (p + 1 ) (p 2013 1 ) (p - 3)
et dont la fibre spéciale a p + 1 points de rebroussement, chacun desquels donne
une contribution à pa égale à

EXEMPLE 3.9 (cf. Roquette [15]). Soit Ck la courbe hyperelliptique revêtement
double de P) , normalisation de l’équation d’Artin-Schreier z2 = yp- y (on suppose

courbe de genre g  p - 1 qui ne respecte pas la borne de Hurwitz, cf. loc. cit.,
Satz 3).
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On peut relever le revêtement galoisien (

points de rebroussement, tous de
multiplicité
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