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Résumé. On prouve que la constante de Manin d’une courbe elliptique, semi-stable sur Q, de Weil
forte, ayant bonne réduction en 2, vaut 1.

Mots clefs: courbes elliptiques de Weil fortes, congruences entre formes modulaires, constante de
Manin.

1. Introduction

Soient F une courbe elliptique de Weil forte [7] sur Q et ¢ : Xo(N) — FE sa
paramétrisation modulaire. Par un théoréme de Carayol [3] N est le conducteur de
E. Soient Ez le modéle de Néron de F sur Z, Q}E /z le faisceau des différentielles
relatives de Ez sur Z et ag une différentielle de Néron c’est a dire une Z-base
de H(Ez,Qf /z)' La différentielle ¢*(ag) est un vecteur propre pour tous les
opérateurs de Hecke T}, Elle est donnée par ¢*(ag) = cgfr dg/q ol fg est une
forme primitive pour I'g(N) et cg est une constante rationnelle appelée constante
de Manin. On choisit ag tel que cg soit positive. Manin conjecture que cg vaut 1.
Soit m le plus grand carré parfait divisant N, il est facile de voir que cg € Z[lm]
Edixhoven [5] montre que cg est en fait un entier. Mazur [8] a prouvé que cg est
une unité de Z[5-]. Ce résultat a été amélioré par Raynaud qui a montré que si m
est impair alors la valuation 2-adique v, (cg) < 1 (voir Proposition 3.1).

THEOREME A. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N
et p un nombre premier ne divisant pas N. La constante de Manin cg n’est pas
divisible par p.

Pour p > 2, le Théoréme A est contenu dans les travaux de Mazur. Néanmoins,
I’information nouvelle donnée en 2 permet de déduire le corollaire suivant:

COROLLAIRE B. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur
impair N et m le plus grand carré parfait divisant N.

(i) cg est une unité de Z[#]
(i1) Si N est sans facteurs carrés et premier a 2 alors la constante de Manin cg
de E vaut 1.
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On prouve le théoreme A en calculant le degré de la paramétrisation de Weil forte de
deux maniéres différentes. La premiére est due a Zagier [13], elle compare le degré
de la paramétrisation au nombre de congruence r (le plus grand entier r tel qu’il
existe une forme modulaire parabolique g de poids 2 pour I'g(V) & coefficients dans
Z, orthogonale a fg pour le produit scalaire de Petersson et congrue a fg modulo
r). La seconde méthode est géométrique. Elle établit un deuxieme lien entre le
degré de la paramétrisation ¢ et le nombre de congruence r faisant intervenir la
constante de Manin cg. Par cette méthode on est naturellement amené a considérer
des congruences de fg relativement a 1’espace cotangent en I’origine au modéle
de Néron de la jacobienne de Xy(/N). On obtient le théoréme A en comparant ces
deux notions de congruence.

Nous avons inclus dans ce texte (Proposition 3.1) la démonstration du résultat de
Raynaud : si m est impair alors la valuation 2-adique v;(cg) < 1. Le point central
de ce résultat traite du défaut d’exactitude des modeles de Néron semi-abéliens sur
un anneau de valuation discréte complet de corps de fractions de caractéristique 0,
de corps résiduel de caractéristique p > 0 et d’indice de ramification absolu e dans
le cas limite e = p — 1. Il a été annoncé pour la premiére fois dans une lettre de M.
Raynaud aJ. E. Mestre et J. Oesterlé. M. Raynaud nous a communiqué cette lettre
et a accepté que nous la publiions en annexe a ce papier.

Notons que dans cette lettre Raynaud a prouvé la conjecture de Manin pour les
courbes elliptiques semi-stables sauf peut étre dans les deux cas suivants (voir
Corollaire A.4)

(i) E est une courbe elliptique a réduction ordinaire en 2 telle que le groupe des
points de 2-torsion E[2] soit produit d’un groupe étale par un groupe de type
multiplicatif (comme dans un relévement canonique de Serre-Tate),

(i) E a mauvaise réduction semi-stable en 2 et la valuation 2-adique du discrimi-
nant minimal de F est multiple de 2.

Dans le cas semi-stable, il reste donc a prouver la conjecture de Manin pour le
cas (ii).

2. Formes modulaires et algebre de Hecke
2.1. FORMES MODULAIRES

Soit N > 1 un entier tel que Xo(V) soit de genre non nul. On désigne par
My(N) I’espace de modules grossier des courbes elliptiques généralisées munies
d’un sous-schéma en groupes cyclique d’ordre N qui coupe toute composante
irréductible de chaque fibre géométrique. C’est une courbe projective sur Spec
Z lisse sur Spec Z[1/N] dont la fibre générique est Xo(N)q. Soient m le plus
grand carré parfait divisant N et S = Spec Z[1-]. La structure de Mo(N)s a été
étudiée par Deligne et Rapoport [4]. Soit p un diviseur premier de N qui ne divise
pas m, la fibre Mo(N)g, est formée de deux copies de My( %)Fp qui se coupent
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transversallement aux points supersinguliers. La courbe relative Mo (NV)s est donc
semi-stable sur S. On désigne par 2 le faisceau dualisant relatif de My(N)g sur
S. Pour tout p € S, le morphisme canonique :

H(My(N)s,Q) D111 Fp > HY(Mo(N)g,, Q)

est un isomorphisme.

On note S¢(2,To(N)) I’espace des formes modulaires paraboliques de poids
2 pour Ty(NV). 1l s’identifie canoniquement avec H(Xo(N)c, Q') ou Q! est le
faisceau des différentielles holomorphes sur Xo(/N)c. Soit R C C un anneau, on
désigne par Sr(2,T'o(NN)) le sous-groupe de Sc(2,['p(IV)) des formes modulaires
dont le g-développement (développement de Fourier en la pointe co) est a coeffi-
cients dans R et par B°(R) C R[[q]] le groupe de ces g-développements. Il est bien
connu que B%(Z) ®z R = B(R) (ceci découle aussi du Lemme 2.1 de ce texte).
On définit pour tout anneau R:

B%R) = B%(z) ®z R C R[[q]].
On note S, = Sz[#](Z, To(N)) et Sz = Sz(2,To(N)).

La paire formée par la courbe de Tate sur Z[-1]([g]] et son sous-groupe 4 induit
le morphisme:

i pee (-] lall) - Mo)s

qui identifie Z[1][[q]] au complété formel de My(NN)s le long de la section relative
a la pointe co. Le g-développement sur Z[IE] est le morphisme induit par 7

exp: HOOMo(N)s, ) 2 [ [l

C’est un morphisme injectif :

g-exp: H*(My(N)g,Q) — B° (Z [%D : )

Mazur [6] montre que le g-développement (1) est un isomorphisme sur Z pour N
premier. Dans le cas général, le g-développement n’est pas un isomorphisme sur
Z [lﬁ] Toutefois, il induit un isomorphisme en toute place p ne divisant pas N

g-exp: HO(MO(N)FP,Q) = BY(E,).

On note Jo(N)q la jacobienne de X(N)g et Jo(IN)g son modele de Néron sur
S. On désigne par Mo(N)! le plus grand ouvert de Mo(NN) lisse sur S (obtenu en
enlevant les points doubles en caractéristique p divisant N et ne divisant pas m).
Le plongement canonique Xo(N)g — Jo(IN)g qui envoie oo sur 0 se prolonge en
un morphisme My(N)! — Jo(N)s. Ce dernier induit un isomorphisme

H®(Jo(N)s,9/5) = H(Mo(N),Q) = H(Mo(N)s,Q)
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oll Q}, /s est le faisceau des différentielles de Jo(N)g sur S.

2.2. ALGEBRE DE HECKE

L’algebre de Hecke T est la sous-algébre de 1’algebre des endomorphismes de
Jo(NN)q engendrée par les opérateurs de Hecke T}, pour p premier ne divisant pas
N et les opérateurs d’ Atkin U; pour ! premier divisant N (que I’on note aussi 77).
Soit p un nombre premier, I’opérateur T}, est I'endomorphisme de Jo (V)¢ associé
a la correspondance de Xy(N) définie du point de vue modulaire par:

(E,A) — Y (E/B,(A+ B)/B)
B

ou E est une courbe elliptique, A un sous-groupe d’ordre N et B parcourt les
sous-groupes d’ordre p de E qui coupent trivialement A. Soit d un diviseur de NV
tel que d et % sont premiers entre eux, I’involution d’ Atkin W est I’involution de
Xo(IV) définie du point de vue modulaire par:

(E,A) — (E/A1, (A + Eq) /A1)

ou E est une courbe elliptique, A un sous-groupe d’ordre N, Ey est le sous-groupe
des points de d-torsion de E et A; 'unique sous-groupe d’ordre d de A.
Quand N est premier, Ribet [10] et Mazur [6] ont montré que T coincide avec
I’algébre des endomorphismes de Jo(N)q.

L algebre T est libre sur Z de rang gle genre de Xo(N). Elle agit sur S¢ (2, To(N))
HO(Xo(N)c, Q') = H(Jo(N)c, 2'). Cette action est donnée pour toute forme f
de g-développement f (2) = 51 @n(f)q" = Y1 ang” par:

T;f = Zapnqn +p z ang™
n n

Urf =) amg"
n

@

Pour tout entier n = p* et k > 2, on pose T}, = TpTpe-1 — pTpk—2 si p ne divise
pas N et T, = (Tp)* sinon et pour n = []; p{* on pose T, = [J; T,i.Onala

relation a1 (T f) = an(f).
L’algebre de Hecke T préserve Sz(2,To(IV)) et agit par suite sur B(R) pour
tout anneau R. Elle agit aussi sur H%(Jo(N)s, QIJ/S) = HOY(My(N)s, Q). Cette

action coincide avec I'action de T sur BY(Z[1]) via le g-développement.

LEMME 2.1. L’accouplement

TXSZ—)Z,

(t, f) = a1(¢*f)
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est parfait.
Preuve. On a sur C ’accouplement parfait

Tc X 5¢(2,To(N)) = C,

(t, f) = a1 (" f),

ol Tec = T ®z C. 1l induit donc un isomorphisme
Sc(2,To(N)) =% Home(T¢,C) .

1l s’agit de voir que le morphisme induit sur Z
Sz -2 Homy(T, Z)

est un isomorphisme. L’injectivité est assurée par I’injectivité sur C. Soit ¢ une
forme Z-linéaire sur T. L’isomorphisme sur C implique 1’existence d’une forme
modulaire f € Sc(2,T0(N)) telle que 1(t) = a1 (t* f). La forme f est en fait dans
Sz car le coefficient a,, de son g-développement a I'infini est 1(77,) qui est dans
Z. Ceci implique la surjectivité du morphisme a; et termine la preuve du lemme.

Une forme f de Sc(2, ['o(V)) est dite primitive si elle est nouvelle (orthogonale
al’espace des formes anciennes pour le produit scalaire de Petersson), forme propre
pour tous les opérateurs de Hecke et normalisée par a1 (f) = 1 o a; est le premier
coefficient de son g-développement. On lui associe alors le caractere x ; de T défini
par t*f = xf(t)f pourtoutt € T.

3. Congruence entre formes modulaires et constante de Manin

On reprend les notations de I’introduction ou E est une courbe elliptique de Weil
forte de conducteur N et ¢: X(N) — E sa paramétrisation modulaire. Soient m
le plus grand carré parfait divisant N et S = Spec Z[la] Le morphisme ¢ induit
deux morphismes sur Q :

©1: E - J()(N)Q
(72 J()(N)Q — E.

On désigne par A le noyau du morphisme ¢,. Comme E est de Weil forte, le
schéma en groupes A est connexe. C’est une variété abélienne. Soit AV la variété
duale de A. On note Ag (resp. AY) les modeles de Néron de A (resp. de AV) sur S.
On rappelle que Jy(N)s désigne le modele de Néron de Jo(N)g sur S et Eg celui
de E sur S. Par la propriété universelle des modeles de Néron les morphismes ¢4
et ; se prolongent en

Es 25 Jo(N)s — AY,
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2
As — J()(N)S — FEg.

Soient ¢} et 5 les morphismes:

HO(Jo(N)s, 9,1]/3) 2L H'(Es, Q}E/S)
H(Es, QY 5) = H(Jo(N)s, QY 5)

induits par ¢; et ;.

PROPOSITION 3.1 (Mazur-Raynaud). Soient E une courbe elliptique de Weil
forte de conducteur N et m le plus grand carré parfait divisant N. Si m est impair
alors la valuation 2-adique vy(cg) < 1.

Preuve. Considérons la suite exacte de variétés abéliennes 1 — Aq —
Jo(N)g — Eg — 1etlasuite Az, — Jo(N)z, = Ez, des Zp-modeles de Néron
correspondante. Comme Jy(IV)z, est a réduction semi—abélienne, le théoreme A.1
(voir annexe) implique I’existence d’un entier 7 (= 1 ou 0) tel que la suite

0 — Lie(Az,) — Lie(Jo(N)z,) = Lie(Ez,) — (2/2Z)" — 0

est exacte. Soit H le conoyau du morphisme Lie(Az,) — Lie(Jo(IN)z,). C’est un
Z,-module libre de rang 1. On désigne par H" son dual sur Z et par 3 une base
de HV. On a alors les deux suites exactes

0— HY = H(Jp(N)z,, Q') = H(Az,, Q") =0, A3)
0 — HYE,;,, Q') = HY = (z/22)" = 0. (4)
Considérons le diagramme suivant

HY ®F, - H(Mo(N)g,, Q)
JaeXp

F [q]]

ol 7 est injectif a cause de la suite (3).

On remarque que le g-développement de 3 (classe de 3 modulo 2) est non nul.
En effet, si N est impair My (N)g, est lisse et la nullité du g-développement de 8
implique que 8 = 0 ce qui n’est pas le cas. Si NV est pair alors Mo (N ), est formée
de deux composantes irréductibles. La nullité du g-développement de 3 implique
que 3 est nulle sur la composante irréductible de la pointe co. Or 3 est propre pour
I’involution d’Atkin Wy qui échange les deux composantes irréductibles. Il s’en
suit que 3 est nulle sur Mo(IV)g, ce qui n’est pas le cas.

Sir = 0 alors ag = [ et le g-développement de 3 est donné par la classe de
ce(q + axg® + ...) modulo 2 ot ¢ + azg” + . . . est le g-développement de fg. Il
découle que v2(cg) = 0.
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Sir = 1 alors ag = 28 et cg est multiple de 2. Le g-développement de 3 est
alors donné par la classe de cg/2(q + axq® + . ..) modulo 2. Ceci implique que
n(cg) = 1.

LEMME 3.1. On désigne par W (fg) l’orthogonal a la forme primitive fg dans
Sc¢(2,To(N)) pour le produit scalaire de Petersson. On a alors la suite exacte de
T-modules:

0 = W(f5) > Sc(2,To(N)) 2> H(Ee, Q') — . (5)

Preuve. Comme ¢} # 0 et dim HO(Eg, Q') = 1 alors ¢} est surjectif. Il
reste a prouver que W (fg) est dans le noyau de ¢}. La théorie d’ Atkin—Lehner
[1] implique que W (fEg) est somme directe de classes, chaque classe est formée
de formes propres pour tous les opérateurs Tj, (p premier a N) avec les mémes
valeurs propres. Soient g une forme d’une telle classe et g = 3,5 bpg™ son
développement de Fourier a I'infini. Soit fg = 3°,5, ang" le développement de
Fourier de fg. Soit p un premier ne divisant pas IN. L’ opérateur de Hecke T, agit
sur E comme la multiplication par a,. Il s’en suit que T, (7(9)) = ap¥i(9)-
Or T, (#7(9)) = ¢i(Tp(g)) = bpwi(g). Comme les classes de fg et de g sont
différentes, il existe au moins un p tel que a,, # by, on déduit que ¢7(g) = 0. Ceci
termine la preuve du lemme.

On considére I’analogue de la suite exacte (5) sur Z[L]:

0 L — HY(Mp(N)s, Q) 25 T -0, (6)
ot I est I'image de HO(Jo(N)s, Q}]/S) = HO(My(N)s, Q) dans H(E¢, Q') et
Ly = W(fg) N H(My(N)s, Q).

On a alors une injection canonique de I dans H°(Eg, QL / ) dont le conoyau sera
noté D.

0— I — H%Es,Qp/5) = D — 0.

En fait on a la proposition suivante qui montre que D est trivial mais ce résultat basé
sur le Théoreme A.1 de Raynaud n’est pas indispensable (et ne sera pas utilisé)
pour la preuve du Théoréme A.

PROPOSITION 3.2. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N,

et m le plus grand carré parfait divisant N. On a la suite exacte de 7 [—1—] -modules

libres m
0= W(fg) N H(Jo(N)s, Q}5) = HO(Jo(N)s, 2} /5)

2y HO(Es,Q5) = 0
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Preuve. Le seul point non évident est la surjectivité de }. Soit p € S un nombre
premier différent de 2. Comme E est de Weil forte, ¢ est une immersion fermée
sur Q. Le modéle de Néron Jy( V)7 est a réduction semi-abélienne, par un théoréme
de Raynaud ([2] théoréme 4 page 187) le morphisme qui étend ¢; aux modeles de
Néron sur Z, est aussi une immersion fermée. D’ ol la surjectivité de @] sur Z),
pour p # 2.

Si 2 ne divise pas m, le théoréme précédent ne s’applique plus sur Z,. On utilise
alors le Théoréme A.1 qui implique en particulier que la suite des algebres de Lie

0 — Lie(Ez,) — Lie(Jo(IV)z,) — Lie(4Y,)

est exacte. Ceci montre que le conoyau de Lie(Ez,) —Lie(Jo(N)z,) est sans
torsion donc libre. On en déduit la surjectivité de la fleche duale c’est a dire de ¢}
sur Zj. Ceci termine la preuve de la Proposition 3.2.

La suite exacte (6) sera comparée a une autre suite exacte obtenue en remplagant
HO(My(N)s, Q) par Sy, = z[l](z’ I'o(N)). On a alors le diagramme suivant:

oF

0 - Ly Ho(My(N)s, Q) v I -0

0 L, Sm ‘PT (Sm) 0

ol }(Sp,) est 'image de S, par ¢} dans HY(Ec, Q) et Ly = W(fg) N Sp.

Le conoyau de la fleche naturelle I — ¢7}(Sy,) seranoté C.

On appelle nombre de congruence et on note r I’entier positif défini par ’une
des propriétés équivalentes suivantes:

(@) r =#(Sz(2,To(N))/(W(fE) N Sz(2,To(N)) & ZfE)).

(i1) r est le plus grand entier tel qu’il existe une forme modulaire g dans
S8z(2,To(N))N W(fEg) vérifiant fr = g mod(r) (c’est a dire que fg et g
ont méme g-développement dans BY(Z /rZ)).

PROPOSITION 3.3. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur
N, et m le plus grand carré parfait divisant N. Soitp € S = SpecZ[}n-] ety la
valution p-adique, on a:

vp(deg ) + vp(#C) = vp(r) + vp(cE) + vp(#D).

Preuve. Le degré de la paramétrisation modulaire ¢: Xo(N) — FE est

deg p = #H (Ez, Q") /Z.0}(c fE),



A PROPOS DE LA CONJECTURE DE MANIN POUR LES COURBES ELLIPTIQUES MODULAIRES 277

ou E est le modele de Néron de E sur Z. En effet ¢, o ¢ est la multiplication par
degy sur E et g3 (ag) = cg fE. On considére les suites exactes

0 1/2 || vileafs) = wi(Sm)/2 |- vilenfa) = € >0,

1] 1
0—1/2 [m pi(cefe) =+ H (ESaQE/S)/Z[ ]‘Pl(CEfE)_’D_*O
Elles montrent que

#ei(Sm)/2 || witenss)#D

= (c8)m #(0}(Sm )/z[ | eit7e)#D = (@egpIm e, ™)

ot (deg ¢)m, (resp. (ce)m) est le plus grand diviseur de deg ¢ (resp. de cg) premier
a m. Le morphisme (] établit un isomorphisme entre

snl (2] ] fr @ 12) = pism)/a ] ] et
D’autre part on a un isomorphisme
5202, To(N))/ (W (f5) N Su(2, Lo (V) 0 2f5) @2 |
= s (102 ] 12).

Il découle que #(}(Sm)/Z[ L]0} (fE)) = rm O 'y, est le plus grand diviseur
de r premier a m. On obtient la proposition en prenant la valuation p-adique dans
I’équation (7).

Remarque. En utilisant la Proposition 3.2, 1a Proposition 3.3 devient:
vp(deg(p)) + vp(#C) = vy(r) + vp(cE).

PROPOSITION 3.4. Sous les conditions et avec les notations précédentes, tout
diviseur premier de #C divise N. De plus C est trivial si N est premier.

Preuve. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. On a I’isomorphisme (voir
Section 2.1)

H(Mo(N)g,, Q) = Sm m (1) Fp.
On en déduit I’isomorphisme

I ®g1)F = @1 (Sm) By Fp.
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D’ou p ne divise pas #C. Le cas de N premier découle de I’isomorphisme
HO(My(N)z, Q) = Sz.

Pour prouver le Théor¢me A, on a besoin d’introduire quelques notations et de
rappeler un résultat de Zagier [13]. Considérons le diagramme

0—A— Jo(N)g BE—0

ot
E

I1 induit une isogénie

B: ExA— Jy(Ng
(z,y) = pi(z) —y

dont le noyau est A N ¢; (E). Ce noyau est isomorphe 2 (Z/ degpZ)? car ¢, o ¢y
est la multiplication par deg ¢ sur E.

On note End®(V) = End(V') ®z Q pour toute variété abélienne V. L’isogénie
£ induit la décomposition End®(Jo(N)q) ~End’(E)xEnd®(A). Soit e I'idempo-
tent de End®(Jy(N)g) qui est I'identité sur E et 0 sur A. C’est un élément de
T CEnd®(Jo(N)g). Le lemme suivant est dii 4 Zagier [13]:

LEMME 3.2 (Zagier). (i) Le dénominateur de e dans End (Jo(N)g) (c’est a dire
le plus petit entier positif m tel que me € End (Jo(N)q)) est deg .

(i) Le dénominateur de e dans T est r.

(i1) Ledegré de la paramétrisationdeg @ diviser. Onar = degy si N est premier.

Preuve. Le (iii) découle de (i) et ii) et de I’inclusion T CEnd(Jo(NN)q) qui est
une égalité si IV est premier [6] (cette divisibilité a ét€ annoncée dans I’autre sens
dans [13]).

On montre le premier point (i) en utilisant I’isogénie 3. le second (ii) est moins
évident. On désigne par T’ I'image de T dans End°(A) et par xg le caractére de
T associé 2 la forme primitive fg. Soit B le conoyau du morphisme T — Z & T'
somme directe du caractére x g et du morphisme naturel de T dans T’, c’est un
groupe cyclique. Ce morphisme envoie un élément ¢ de T sur le couple (et, (1—e)t).
On en déduit que le dénominateur de e dans T est #8. Le (ii) du Lemme 3.2 découle
alors du lemme suivant:

LEMME 3.3. On a l’égalité:
#B = #((Z ®T)/T) = #(S2/(f52 & S2(2, To(N)) N W (fg))) =r-
Preuve. On considere la suite exacte:
0-T—Z6T —B—-0 8)
et la suite duale:

0 — Homg(Z & T’, Z) — Homg(T, Z) — Ext}(B,Z) — 0 )
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Le Lemme 2.1 implique I’isomorphisme:

Sz 2 Homy(T, Z).
Sous cette identification, on établit I’isomorphisme

fEZ ® S2(2,To(N)) NW(fg) — Homgz(Z& T',Z).

Le Lemme 3.3 découle de la suite exacte (9) et de I'égalité #B = #Ext),(B,Z).

Preuve (du Théoreme A). Soit p un nombre premier ne divisant pas N. La
Proposition 3.3 implique que vp(deg @) + vp(#C) = vp(r) + vp(cg) + vp(#D) ou
vp est la valuation p-adique. La Proposition 3.4 implique que v, (#C) = 0. Par le
Lemme 3.2, deg ¢ divise r. D’ou

vp(r) + vp(cE) + vp(#D) = vp(deg p) < vp(r).

Ceci montre que vp(cg) = 0 et termine la preuve du théoréme. I1 découle aussi que
vp(#D) = 0 ce qui redonne pour les premiers ne divisant pas N la Proposition 3.2.

Appendice

A. Défaut d’exactitude des modéles de Néron semi-abéliens
(d’apres M. Raynaud)

Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps de fractions K de car-
actéristique 0, de corps résiduel k de caractéristique p > 0 et d’indice de ramifica-
tion absolu e.

Considérons une suite exacte de K—variétés abéliennes;

0—)AK—)BK—)CK—-)0
et les modeles de Néron sur R correspondants:
A—-B—-C.

On suppose que B est semi-abélien. Il en est donc de méme de A et C. Le
morphisme B — C est alors plat (mais pas nécessairement surjectif) et son noyau
A’ est donc égal a I’adhérence schématique de Ax dans B. Le morphisme A — B
se factorise & travers A’ etona A = A’ siet seulement si A’ est lisse, c’est a dire si
le morphisme B — C est lisse, ou encore si le morphisme Lie(B) — Lie(C) est
surjectif. C’est toujours le cas sie < p — 1 ([2] Théoreme 4 p. 187). Le théoréme
suivant traite le cas limite e = p — 1, ot on contrdle encore la situation.

THEOREME A.1 (Raynaud). Soit R un anneau de valuation discréte complet de
corps de fractions K de caractéristique 0, de corps résiduel k de caractéristique
p > Oetd’indice de ramification absolu e. Soient0 — Ag — Bg — Ck — Oune
suite exacte de K -variétés abéliennes et les modeles de Néron sur R correspondants
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A — B — C. On suppose que B est semi-abélien et que e = p — 1. Alors il existe
un entier r tel que la suite

0 — Lie(A) — Lie(B) — Lie(C) — (R/pR)" = 0

est exacte.

On donnera des énoncés plus précis et plus techniques dans le cas ou Ck est
une courbe elliptique.

Tous les schémas en groupes considérés dans la suite sont commutatifs.

Soit G un R-schéma en groupes fini et plat annulé par une puissance de p. I
existe une suite exacte de R—schémas en groupes finis et plats:

035G -GG >0

otl G¢ est connexe et G¢ est étale sur R. Le sous-schéma en groupes G€ est ouvert
et fermé, il est le plus grand sous-schéma en groupes connexe contenu dans G.

On désigne par G* le plus grand sous-schéma en groupes de G de type multi-
plicatif. G# et G s’échangent par dualité de Cartier. Comme G est d’ordre une
puissance de p, G* est connexe. On a donc la filtration en trois crans:

0CGFCGeCaQq.

On désigne par G® (b pour biconnexe) le quotient intermédiaire G¢/G*.

Siu: G — H est un morphisme entre deux R-schémas en groupes finis et
plats, u est compatible avec les filtrations précédentes. En effet, il est clair pour
des raisons topologiques que u envoie G¢ dans H°. Par dualité, on trouve que
ugw se factorise a travers H¥. Rappelons que lorsque e < p — 1, la catégorie
des R—schémas en groupes finis et plats est abélienne et le foncteur G — Gk est
pleinement fidéle ([9] Corollaire 3.3.6).

Lorsque e = p — 1, il est encore vrai que le foncteur G — Gk est pleinement
fidele a condition de se limiter:

— soit 4 la catégorie (*) des R-schémas en groupes connexes (i.e. G¢ = 0)
— soit a la catégorie (**) duale de la précédente (i.e. G* = 0).

Ceci résulte facilement de [9] par dévissage de la Proposition 3.3.2-3) et de
3.3.7.

En revanche si on accepte a la fois des groupes étales et des groupes de type
multiplicatif, on perd la pleine fidélité. En effet, R contient les racines p-¢mes de
1, et on peut envoyer Z/pZ dans y, en envoyant 1 sur une racine d’ordre p. La
fleche obtenue est alors un isomorphisme sur K sans étre un isomorphisme sur R.

11 est commode de dire qu’un K-schéma en groupes fini est de type étale (resp.
connexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe) s’il se prolonge en un R-schéma en
groupes fini et plat étale (resp. connexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe). Un
K -schéma en groupes peut donc étre a la fois de type multiplicatif et de type étale,
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mais alors il est nécessairement annulé par p car un hensélisé strict de R ne contient
pas les racines p>-¢mes de 1.

Un S-groupe p-divisible, ol S est un schéma, est un systéme inductif G =
li_rrgG(n), ou G(n) est un schéma en groupes fini et plat annulé par p”, et ou
les fleches de transition sont des monomorphismes qui s’inseérent dans des suites
exactes courtes fppf:

0— G(n) - G(n+m) - G(m) — 0.
g = pg

Nous dirons qu’un K-groupe p-divisible est de type entier (resp. étale, resp. con-
nexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe) s’il est la fibre générique d’un R-groupe
p-divisible (resp. d’un R-groupe p-divisible étale, resp. connexe, resp. multiplicatif,
resp. biconnexe).

Rappelons le résultat fondamental de J. Tate ([12] Théoreme 4): le foncteur
G — Gk des R-groupes p-divisibles dans les K -groupes p-divisibles est pleine-
ment fidele.

En particulier lorsqu’un K-groupe p-divisible a un type celui-ci est unique,
contrairement a ce qui peut se passer pour un groupe fini. Notons aussi que le type
est invariant par isogénie.

Soit A le R-modele de Néron d’un K-schéma abélien Ax. On suppose A
semi-abélien.

Soit A(n) le noyau de la multiplication par p™ dans A. C’est un schéma en
groupes quasi-fini et plat. Notons A(n)/ la partie finie de A(n). A(n)! possede
une filtration en trois crans A(n)* C A(n)® C A(n)f. On désigne par A(co) (resp.
Ak (00)) le systeme inductif formé par les A(n) (resp. Ax(n)). On définit les
systemes inductifs

A¥ =lim A(n)* A°=1limA(n)¢ A® = lim A(n)®
— — —
Alors on a une suite exacte de R-groupes p-divisibles:
0— A = A - AP 0.

Par passage a la fibre générique on obtient une filtration du K-groupe p-divisible
A K (OO) .

0C (A”)K C (AC)K C AK(OO)

LEMME A.1. Soit A un R-schéma semi-abélien. Alors le quotient A (00) /(A®)k
est de type étale. On le note A%.

Preuve. La fibre spéciale connexe Ag de A estextension d’une variété abélienne
A}, de dimension a' par un tore T} de dimension £. Soit a la dimension de Ax qui
est aussi la dimensionde Ag :a =t +a'.

On désigne par A} (o0) le k-groupe p-divisible des points de p-torsion de Aj,
et par 0 C (A})* C (A})° C Aj(o0) sa filtration canonique. Soit ' la hauteur
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de (A})#. Comme A}, estisogene a sa duale, (A},)°* est aussi de hauteur m’ et par
suite (A4} )° est de hauteur 2a’ — 2m’.
On a les suites exactes:

0 — Ty (00) — Ak (00) = A} (00) = 0,
0 — Ty (00) = (Ap)* — (A" — 0.

La hauteur de (A#), = (Ag)* est donc t + m'. Finalement A€ est de hauteur
t+m'+2a —2m'=t+2d —m' =2a— (t+m).

On désigne par Ex le dual de Cartier de ((AV)*)k ou AV est le R-modeéle
de Néron de la variété duale de Ag. C’est un quotient de type étalede A g (c0).
Comme Ak est isogéne a sa duale, Ex est de hauteur ¢ + m’. Le K-morphisme
de (A°) i dans Ek se prolonge par le théoreme de Tate (rappelé au début de cette
section) en un R-morphisme de A€ dans un R-groupe p-divisible étale, il est donc
nul. D’ott une fléche surjective de Ax(o0)/(A¢)k dans Ex. Comme ces deux
groupes p-divisibles ont la méme hauteur ¢ + m/, cette fleche est un isomorphisme.

Remarque. Si A n’a pas bonne réduction Ag (00) n’est pas de type entier.
Considérons une suite exacte de K -variétés abéliennes:

0> Ax > B =+ Cg —0
et la suite des R-modeles de Néron correspondants supposés semi-abéliens:
A—-B—=C.
On a une suite exacte de K -groupes p-divisibles:
0 = Ak (00) = Bg(o0) = Ck(o0) — 0
et une filtration de B (00) en trois crans:
0C (B")g C (B°)k C Bg()

dont les quotients successifs sont respectivement de type multiplicatif, biconnexe et
étale (Lemme A.1). Cette filtration induit sur A i (0o) une filtration par des groupes
qui ne sont pas nécessairement divisibles. C’est ce phénoméne qui va entrainer le
défaut de lissité de la flecche B — C.

LEMME A.2. Les fleches B¥ — C* et B¢ — C° sont des épimorphismes de
groupes p-divisibles (c’est a dire que les morphismes correspondant de groupes
formels sont fidelement plats).

Preuve. Les épimorphismes de groupes p-divisibles découlent du fait que C°
est un quotient plat de BP.

LEMME A 3. (i) (B®) k N Ak (00) est extension d’un groupe fini de type étale Ex
annulé par p, par (A°) k.
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(ii) (B*)k N Ak (00) est extension d’un groupe fini Fx par (A*) i, le morphisme
canonique Fg — FEg est un isomorphisme. En particulier Fi est de type
étale.

(iti) Les morphismes A* — B, A® — BY et A° — B¢ sont des immersions
fermées.

Preuve. (i) 1l existe un K-groupe p-divisible Lg et un épimorphisme:

(B)k N Ag(0)/(A)Kk = Lg = 0

tels que tout morphisme de (B€) gk N Ak (00)/(A€) k dans un K-groupe p-divisible
se factorise a travers L. Lk est de type entier car pour tout n, L (n) est la fibre
générique d’un R-schéma en groupes fini et plat [9]. On désigne par L le R-groupe
p-divisible de fibre générique Lg. Le morphisme

(B)k N Ak (00)/(A%)k — Ak (00)/(A%)K

induit un monomorphisme de K-groupes p-divisibles Lxg — Ag(00)/(A°)k et
par suite un morphisme de L dans un R-groupe p-divisible étale. La composante
connexe L€ s’envoie sur 0, elle est donc nulle. De méme le morphisme:

(B)k N Ak (00)/(A%)k = (B°)k /(A%)k

induit un monomorphisme Lx — (B€)g/(A°)k et donc un morphisme de L
dans un R-groupe p—divisible connexe. Ce morphisme est nul car L est étale.
Ceci montre que L est nul. La composante divisible de (B¢)g N A (00) est
donc (A¢) k. Le quotient fini (B€) g N A (00)/(A°)k = Exk est a la fois de type
connexe et étale (car contenu dans Ag (00)/(A¢) k). Il est donc annulé par p.

(i) On prouve de méme que les quotients (B*)g N (A°)k/(A*)k et
(B*)g N Ak (00)/(A®) g sont finis. On en déduit que la composante p-divisible
de (B*)g N Ak (00) est (A*) . Considérons le diagramme:

0

(A*)gx —— (BM)g N Ag(c0) Fx 0

0

(AC)K _ (BC)K ﬂAK(OO) - Fg — 0

Le quotient (B®) g N A (00)/(B*)k N Ak (oc0) est contenu dans (B®) k, en par-
ticulier, il n’a pas de quotient non nul de type étale. On en déduit que la fleche
canonique

(Ab)K - (BC)K n AK(OO)/(B“)K ﬂAK(OO)

est un isomorphisme. Par le lemme du serpent le morphisme naturel Ex — Fg
est aussi un isomorphisme.
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(iii) se teste sur la fibre générique puisqu’on est dans la catégorie (*).

Notons p” le rang de Fx de sorte que sur I’extension maximale non ramifiée de
K, Fg devient isomorphe a (Z /pZ)".

Rappelons qu’on a un isomorphisme canonique entre R—modules libres:

l(i_lll S*Qh(n)c/R — 8*9114/13

(s est la section unité) ou encore une identification entre leurs duaux sur R:
Lie(A°¢) = Lie(A). On a aussi la suite exacte de R—modules libres:

0 — Lie(A*) — Lie(A°) — Lie(4°%) = 0

et des suites exactes analogues pour B et C.
Preuve. (du Théoréeme A.1). Le théoréme découle des deux suites exactes

0 — Lie(A%) — Lie(B%) — Lie(C®) — 0, (10)
0 — Lie(4*) — Lie(B*) — Lie(C*) — (R/pR)" — 0. (11)

La suite exacte (10) résulte de I’assertion correspondante sur les groupes p-
divisibles:

05 A5 B s v >0 (12)

En effet A> — B est une immersion fermée et B® — C® est un épimorphisme.
D’autre part, il résulte de la preuve du Lemme A.3 que la suite 0 — (A%)x —
(B — (C®) k — 0 est exacte. D’ol la hauteur de B® (qui est aussi la hauteur
de (B®) k) est la somme des hauteurs de A® et de C®. On en déduit I’exactitude au
centre de la suite (12).

Soient H (n) le noyau du morphisme B(n)* — C(n)* et H la limite inductive
des H(n). Pour tout nn, H(n) est un schéma en groupes fini et plat sur R. On a les
suites exactes:

0O—-H—-SBtfSCtF>0
0 A* s H-SF -0

ou F est un groupe multiplicatif annulé par p par le Lemme A.3 (ii). La suite
exacte (11) découle de ces deux suites exactes et du fait que le R-module des
différentielles invariantes de p,» est R/p"R.

COROLLAIRE A.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Lie(B) — Lie(C) est surjectif.

(2) B = C est lisse.

(3) Le noyau de B* — C* est p-divisible (et est alors A*).
@) (B(1)*)k N Ak (00) = (A(1)")k.
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(5) (B(1)")k — (C(1)*)k est surjectif.
(6) AL — B$ est injectif.
(7) A%(1) — Be‘( ) est injectif.

Preuve. L’ équivalence de (1) et (2) est claire et on a vu qu’elle est équivalente
a (3). Les conditions (4) et (5) sont des reformulations de (3). La condition (6)
équivaut a (3) compte-tenu de I'isomorphisme Fx — Eg du Lemme A.3. La
condition (7) est une reformulation de (6).

COROLLAIRE A.2. Soit0 — (Ck)¥ — (Bk)" — (Ak)V — 0 la suite exacte
duale de la précédente et CV, BY et AV les R-modéles de Néron coréspondants.
Alors B — C est lisse si et seulement si BY — AV est lisse.

Preuve. La condition (5) du Corollaire A.1 devient par dualité la condition (7)
pour la suite duale.

COROLLAIRE A.3. Lie(B) — Lie(C) est surjectif dans les cas suivants:

(i) Le plus grand sous-groupe de Ag (1) non ramifié sur R est égal a (A(1)*)k.
C’est en particulier le cas si A% = 0.

(i) Le plus grand quotient de Ck (1) non ramifié sur R est C§(1). C’est en
particulier le cas si C* = (.

Les conditions (i) et (ii) s’échangent par dualité compte-tenu du fait que C* est nul
si et seulement si (CV)% = 0.

COROLLAIRE A 4. Supposons que Ck estune courbe elliptique. Alors Lie(B) —
Lie(C) est surjectif sauf peut étre si Ck (1) est non ramifié sur R. Il revient au méme
de dire que Lie(B) — Lie(C) est surjectif sauf peut étre dans les cas suivants:

(i) C est une courbe elliptique a réduction ordinaire telle que C(1) soit pro-
duit d’un groupe étale par un groupe de type multiplicatif (comme dans un
relevement canonique de Serre-Tate),

(ii) Ck a réduction torique et (sur I’hensélisé strict de R), la période q ‘a la Tate’
est une puissance p-eme

Preuve. Une courbe elliptique est auto-duale et on applique la condition (ii) du
Corollaire A.3.
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