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1. Introduction

Soient E une courbe elliptique de Weil forte [7] sur Q et p : Xo(N) - E sa
paramétrisation modulaire. Par un théorème de Carayol [3] N est le conducteur de
E. Soient Ez le modèle de Néron de E sur Z, nk/z le faisceau des différentielles
relatives de Ez sur Z et aE une différentielle de Néron c’est à dire une Z-base
de H°(Ez, nk/z). La différentielle cp*(aE) est un vecteur propre pour tous les
opérateurs de Hecke Tp. Elle est donnée par cp*(aE) = CEJE dq/q où JE est une
forme primitive pour To(N) et cE est une constante rationnelle appelée constante
de Manin. On choisit aE tel que cE soit positive. Manin conjecture que cE vaut 1.
Soit m le plus grand carré parfait divisant N, il est facile de voir que cE E Z [£] .
Edixhoven [5] montre que cE est en fait un entier. Mazur [8] a prouvé que cE est
une unité de Z [g#] . Ce résultat a été amélioré par Raynaud qui a montré que si m
est impair alors la valuation 2-adique v2 (c E ) z 1 (voir Proposition 3.1).
THÉORÈME A. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N
et p un nombre premier ne divisant pas N. La constante de Manin cE n’est pas
divisible par p.
Pour p &#x3E; 2, le Théorème A est contenu dans les travaux de Mazur. Néanmoins,
l’information nouvelle donnée en 2 permet de déduire le corollaire suivant:

COROLLAIRE B. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur
impair N et m le plus grand carré parfait divisant N.

(i) cE est une unité de Z [£].
(ii) Si N est sans facteurs carrés et premier à 2 alors la constante de Manin cE

de E vaut 1.



270

On prouve le théorème A en calculant le degré de la paramétrisation de Weil forte de
deux manières différentes. La première est due à Zagier [ 13], elle compare le degré
de la paramétrisation au nombre de congruence r (le plus grand entier r tel qu’il
existe une forme modulaire parabolique g de poids 2 pour ro (N) à coefficients dans
Z, orthogonale à f E pour le produit scalaire de Petersson et congrue à f E modulo
r). La seconde méthode est géométrique. Elle établit un deuxième lien entre le
degré de la paramétrisation p et le nombre de congruence r faisant intervenir la
constante de Manin cE . Par cette méthode on est naturellement amené à considérer
des congruences de f E relativement à l’espace cotangent en l’origine au modèle
de Néron de la jacobienne de Xo (N). On obtient le théorème A en comparant ces
deux notions de congruence.

Nous avons inclus dans ce texte (Proposition 3.1 ) la démonstration du résultat de
Raynaud : si m est impair alors la valuation 2-adique v2 (cE )  1. Le point central
de ce résultat traite du défaut d’exactitude des modèles de Néron semi-abéliens sur
un anneau de valuation discrète complet de corps de fractions de caractéristique 0,
de corps résiduel de caractéristique p &#x3E; 0 et d’indice de ramification absolu e dans

le cas limite e = p - 1. Il a été annoncé pour la première fois dans une lettre de M.
Raynaud à J. F. Mestre et J. Oesterlé. M. Raynaud nous a communiqué cette lettre
et a accepté que nous la publiions en annexe à ce papier.

Notons que dans cette lettre Raynaud a prouvé la conjecture de Manin pour les
courbes elliptiques semi-stables sauf peut être dans les deux cas suivants (voir
Corollaire A.4)

(i) E est une coui’be elliptique à réduction ordinaire en 2 telle que le groupe des
points de 2-torsion E[2] soit produit d’un groupe étale par un groupe de type
multiplicatif (comme dans un relèvement canonique de Serre-Tate),

(ii) E a mauvaise réduction semi-stable en 2 et la valuation 2-adique du discrimi-
nant minimal de E est multiple de 2.

Dans le cas semi-stable, il reste donc à prouver la conjecture de Manin pour le
cas (ii).

2. Formes modulaires et algèbre de Hecke

2.1. FORMES MODULAIRES

Soit N &#x3E;, 1 un entier tel que Xo(N) soit de genre non nul. On désigne par
Mo(N) l’espace de modules grossier des courbes elliptiques généralisées munies
d’un sous-schéma en groupes cyclique d’ordre N qui coupe toute composante
irréductible de chaque fibre géométrique. C’est une courbe projective sur Spec
Z lisse sur Spec Z[1 /N] dont la fibre générique est XO(N),Q. Soient m le plus
grand carré parfait divisant N et S = Spec Z M La structure de Mo(N)s a été
étudiée par Deligne et Rapoport [4]. Soit p un diviseur premier de N qui ne divise
pas m, la fibre Mo(N)JFp est formée de deux copies de MO(N)F, qui se coupentp
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transversallement aux points supersinguliers. La courbe relative Mo(N)S est donc
semi-stable sur S. On désigne par S2 le faisceau dualisant relatif de Mp(N)s sur
S. Pour tout p E S, le morphisme canonique :

est un isomorphisme.
On note Sc (2, To(N)) l’espace des formes modulaires paraboliques de poids

2 pour ro(N). Il s’identifie canoniquement avec HO(Xo(N)c, S21) où S21 est le
faisceau des différentielles holomorphes sur XO(N)c. Soit R C C un anneau, on
désigne par SR (2, ro(N)) le sous-groupe de Sc (2, ro(N)) des formes modulaires
dont le q-développement (développement de Fourier en la pointe oo) est à coeffi-
cients dans R et par B°(R) C R[[q]] le groupe de ces q-développements. Il est bien
connu que BO(Z) 0z R = Bo (R) (ceci découle aussi du Lemme 2.1 de ce texte).
On définit pour tout anneau R:

On note et. 

La paire formée par la courbe de Tate sur Z [-1-m} [[q]] et son sous-groupe IIN induit
le morphisme:

qui identifie Z [ -L] [ [q] au complété formel de Mo (N) s le long de la section relative
à la pointe oo. Le q-développement sur Z [-LI est le morphisme induit par T

C’est un morphisme injectif :

Mazur [6] montre que le q-développement (1) est un isomorphisme sur Z pour N
premier. Dans le cas général, le q-développement n’est pas un isomorphisme sur
Z [ -m1 1. Toutefois, il induit un isomorphisme en toute place p ne divisant pas N

On note Jo (N),Q la jacobienne de Xo(N)Q et Jo (N) s son modèle de Néron sur
S. On désigne par Mo(N)l le plus grand ouvert de Mo(N) lisse sur S (obtenu en
enlevant les points doubles en caractéristique p divisant N et ne divisant pas m).
Le plongement canonique Xo(N)Q -t Jo(N)Q qui envoie oo sur 0 se prolonge en
un morphisme Mo (N) 1 -+ Jo(N)s. Ce dernier induit un isomorphisme



272

où Ç21 est le faisceau des différentielles de JO (N)s sur S.

2.2. ALGÈBRE DE HECKE

L’algèbre de Hecke est la sous-algèbre de l’algèbre des endomorphismes de
Jo (N)Q engendrée par les opérateurs de Hecke Tp pour p premier ne divisant pas
N et les opérateurs d’Atkin Ul pour 1 premier divisant N (que l’on note aussi Tl ).
Soit p un nombre premier, l’opérateur Tp est l’endomorphisme de Jo(N)Q associé
à la correspondance de Xo (N) définie du point de vue modulaire par:

où E est une courbe elliptique, A un sous-groupe d’ordre N et B parcourt les
sous-groupes d’ordre p de E qui coupent trivialement A. Soit d un diviseur de N
tel que d et d sont premiers entre eux, l’involution d’Atkin Wd est l’involution de
Xo (N) définie du point de vue modulaire par:

où E est une courbe elliptique, A un sous-groupe d’ordre N, Ed est le sous-groupe
des points de d-torsion de E et Al l’unique sous-groupe d’ordre d de A.
Quand N est premier, Ribet [10] et Mazur [6] ont montré que 1r coïncide avec
l’algèbre des endomorphismes de Jo(N)Q.

L’algèbre 1r est libre, sur Z de rang g le genre de Xo(N) . Elle agit sur Sc (2, ro(N)) =
HO (Xo (N) c, Q 1) = HO(Jo(N)c, nt). Cette action est donnée pour toute forme f
de q-développement f (z) = En:&#x3E;-l an(f)qn = En:&#x3E;-l anqn par :

Pour tout entier n = pk et k # 2, on pose Tn = TpTpk-l - pTpk-2 si p ne divise
pas N et Tn = (Tp)k sinon et pour n = flj p?’ on pose Tn = I1i Tpai . On a la
relation a i (T§J f ) = an ( f ) .

L’algèbre de Hecke 1r préserve Sz(2, ro(N)) et agit par suite sur B°(R) pour
tout anneau R. Elle agit aussi sur H° (Jo (N) s , O}/s) = H°(Mo (N) s , S2). Cette
action coïncide avec l’action de 1r sur B° (Z [£] ) via le q-développement.
LEMME 2.1. L’accouplement
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est parfait.
Preuve. On a sur C l’accouplement parfait

où Il induit donc un isomorphisme

Il s’agit de voir que le morphisme induit sur Z

est un isomorphisme. L’injectivité est assurée par l’injectivité sur C. Soit e une
forme Z-linéaire sur 1r. L’isomorphisme sur C implique l’existence d’une forme
modulaire f E Sc (2, ro(N)) telle que e (t) = a (t* f ). La forme f est en fait dans
Sz car le coefficient an de son q-développement à l’infini est ’0 (T,,) qui est dans
Z. Ceci implique la surjectivité du morphisme al et termine la preuve du lemme.

Une forme f de Sc (2, ro (N) ) est dite primitive si elle est nouvelle (orthogonale
à l’espace des formes anciennes pour le produit scalaire de Petersson), forme propre
pour tous les opérateurs de Hecke et normalisée par at ( f ) = 1 où al est le premier
coefficient de son q-développement. On lui associe alors le caractère x f de T défini
par t* f = x f (t) f pour tout t E T.

3. Congruence entre formes modulaires et constante de Manin

On reprend les notations de l’introduction où E est une courbe elliptique de Weil
forte de conducteur N et p : Xo(N) --+ E sa paramétrisation modulaire. Soient rrc
le plus grand carré parfait divisant N et S = Spec Z [£] . Le morphisme cp induit
deux morphismes sur Q :

On désigne par A le noyau du morphisme p2. Comme E est de Weil forte, le
schéma en groupes A est connexe. C’est une variété abélienne. Soit A v la variété
duale de A. On note As (resp. As) les modèles de Néron de A (resp. de Av) sur S.
On rappelle que Jo (N) S désigne le modèle de Néron de Jo(N)Q sur S et Es celui
de E sur S. Par la propriété universelle des modèles de Néron les morphismes pi
et cp2 se prolongent en
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Soient pi et V* les morphismes:

induits par cpl et cp2.

PROPOSITION 3.1 (Mazur-Raynaud). Soient E une courbe elliptique de Weil
forte de conducteur N et rra le plus grand carré parfait divisant N. Si m est impair
alors la valuation 2-adique V2 (CE)  1.

Preuve. Considérons la suite exacte de variétés abéliennes 1 - AQ --+
Jo(N)Q -+ EQ -+ 1 et la suite AZ2 -+ JO (N) Z2 -&#x3E; EZ2 des Z2-modèles de Néron
correspondante. Comme JO (N) Z 2 est à réduction semi-abélienne, le théorème A.1
(voir annexe) implique l’existence d’un entier r (= 1 ou 0) tel que la suite

est exacte. Soit H le conoyau du morphisme Lie(Az2) -+ Lie(JO(N)z,). C’est un
Z2-module libre de rang 1. On désigne par HV son dual sur Z2 et par {3 une base
de HV. On a alors les deux suites exactes

Considérons le diagramme suivant

où i est injectif à cause de la suite (3).
On remarque que le q-développement de fl (classe de /3 modulo 2) est non nul.

En effet, si N est impair Mo (N)JF2 est lisse et la nullité du q-développement de 0
implique que /3 = 0 ce qui n’est pas le cas. Si N est pair alors Mo (N) F, est formée
de deux composantes irréductibles. La nullité du q-développement de 0 implique
que 0 est nulle sur la composante irréductible de la pointe oo. Or,8 est propre pour
l’involution d’Atkin WN qui échange les deux composantes irréductibles. Il s’en
suit que /3 est nulle sur MO (N)F2 ce qui n’est pas le cas.

Si r = 0 alors aE = j3 et le q-développement de j3 est donné par la classe de
cE(q + a2q2 + ...) modulo 2 où q + a2q 2 + ... est le q-développement de fE. Il
découle que vz(cE) = 0.
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Si r = 1 alors aE = 20 et CE est multiple de 2. Le q-développement de 6 est
alors donné par la classe de CE12(q + a2q 2 + ...) modulo 2. Ceci implique que
V2 (CE) = 1.

LEMME 3.1. On désigne par W ( fE) l’orthogonal à la forme primitive fE dans
Sc (2, ro(N)) pour le produit scalaire de Petersson. On a alors la suite exacte de
1f-modules:

Preuve. Comme pi # 0 et dimHO(Ec, nI) = 1 alors pi est surjectif. Il

reste à prouver que W ( fE) est dans le noyau de pi. La théorie d’Atkin-Lehner
[1] implique que W(fE) est somme directe de classes, chaque classe est formée
de formes propres pour tous les opérateurs Tp (p premier à N) avec les mêmes
valeurs propres. Soient g une forme d’une telle classe et g = £z&#x3E;i bnqn son
développement de Fourier à l’infini. Soit fE = Enl anqn le développement de
Fourier de fE. Soit p un premier ne divisant pas N. L’opérateur de Hecke Tp agit
sur E comme la multiplication par ap. Il s’en suit que Tp*(V*(g» = appi (g) .
Or TP (cpi (9)) _ pi (Tp (g )) = bppÍ (g). Comme les classes de fE et de g sont
différentes, il existe au moins un p tel que ap # bp, on déduit que ’Pi (g) = 0. Ceci
termine la preuve du lemme.

On considère l’analogue de la suite exacte (5) sur Z [ -L]:

où I est l’image de HO(Jo(N)s, Çll/s) = HO(Mo(N)s, S2) dans Ho(Ec, S21 ) et

On a alors une injection canonique de I dans HO(Es, S2É/s) dont le conoyau sera
noté D.

En fait on a la proposition suivante qui montre que D est trivial mais ce résultat basé
sur le Théorème A.1 de Raynaud n’est pas indispensable (et ne sera pas utilisé)
pour la preuve du Théorème A.

PROPOSITION 3.2. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N,
et m le plus grand carré parfait divisant N. On a la suite exacte de Z ["]-modules
libres
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Preuve. Le seul point non évident est la surjectivité de pi . Soit p E S un nombre
premier différent de 2. Comme E est de Weil forte, Pl est une immersion fermée
sur Q. Le modèle de Néron Jo (N) z est à réduction semi-abélienne, par un théorème
de Raynaud ([2] théorème 4 page 187) le morphisme qui étend Pl aux modèles de
Néron sur Zp est aussi une immersion fermée. D’où la surjectivité de pi sur Zp
pour p # 2.

Si 2 ne divise pas m, le théorème précédent ne s’applique plus sur Z2. On utilise
alors le Théorème A.1 qui implique en particulier que la suite des algèbres de Lie

est exacte. Ceci montre que le conoyau de Lie(Ez2) -+Lie(Jo(N)z2) est sans
torsion donc libre. On en déduit la surjectivité de la flèche duale c’est à dire de VI*
sur Z2. Ceci termine la preuve de la Proposition 3.2.

La suite exacte (6) sera comparée à une autre suite exacte obtenue en remplaçant
HO (Mo (N) S, Çi) par Sm = Sz [-L ] (2, ro(N)). On a alors le diagramme suivant:m

où p] (Sm ) est l’image de Sm par cpi dans H° (Ec , SZ1 ) et L2 = W ( fE) n Sm .
Le conoyau de la flèche naturelle l -t p] (Sm ) sera noté C.
On appelle nombre de congruence et on note r l’entier positif défini par l’une

des propriétés équivalentes suivantes:

(i) r = #(Sz(2, ro(N))/(W(fE&#x3E; n Sz(2, ro(N)) 0153 ZJE)).
(ii) r est le plus grand entier tel qu’il existe une forme modulaire g dans

Sz(2, ro(N))n W ( fE) vérifiant JE == 9 mod(r) (c’est à dire que fE et g
ont même q-développement dans B° (Z /rZ) ).

PROPOSITION 3.3. Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur
N, et m le plus grand carré parfait divisant N. Soit p e S = Spec Z [£] et vP la
valution p-adique, on a:

Preuve. Le degré de la paramétrisation modulaire cp: Xo(N) -+ E est
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où Ez est le modèle de Néron de E sur Z. En effet cp2 o pi est la multiplication par
deg p sur E et cp2 (cxE ) = cE f E . On considère les suites exactes

Elles montrent que

où (deg V),,, (resp. (c E ) m ) est le plus grand diviseur de deg cp (resp. de CE) premier
à m. Le morphisme cpi établit un isomorphisme entre

D’autre part on a un isomorphisme

Il découle que rm où rm est le plus grand diviseur
de r premier à m. On obtient la proposition en prenant la valuation p-adique dans
l’équation (7).

Remarque. En utilisant la Proposition 3.2, la Proposition 3.3 devient:

PROPOSITION 3.4. Sous les conditions et avec les notations précédentes, tout
diviseur premier de #C divise N. De plus C est trivial si N est premier.

Preuve. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. On a l’isomorphisme (voir
Section 2.1 )

On en déduit l’isomorphisme
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D’où p ne divise pas #C. Le cas de N premier découle de l’isomorphisme

Pour prouver le Théorème A, on a besoin d’introduire quelques notations et de
rappeler un résultat de Zagier [13]. Considérons le diagramme

Il induit une isogénie

dont le noyau est A n cpl (E). Ce noyau est isomorphe à (Z/ degpZ)2 car p2 o pi
est la multiplication par deg p sur E.

On note End°(V) = End(V) 0z Q pour toute variété abélienne V. L’isogénie
{3 induit la décomposition Endo ( Jo (N) Q) -End°(E) xEnd°(A). Soit e l’idempo-
tent de EndO(Jo(N)Q) qui est l’identité sur E et 0 sur A. C’est un élément de
TTQ C:Endo (Jo (N),Q). Le lemme suivant est dû à Zagier [13]:
LEMME 3.2 (Zagier). (i) Le dénominateur de e dans End (Jo (N),Q) (c’est à dire
le plus petit entier positif m tel que me E End (Jo(N)Q)) est deg cp.
(i) Le dénominateur de e dans T est r.

(ii) Le degré de la paramétrisation deg cp divise r. On a r = deg cp si N est premier.
Preuve. Le (iii) découle de (i) et ii) et de l’inclusion T cEnd(Jo(N)Q) qui est

une égalité si N est premier [6] (cette divisibilité a été annoncée dans l’autre sens
dans [13]).

On montre le premier point (i) en utilisant l’isogénie 0. le second (ii) est moins
évident. On désigne par T’ l’image de T dans End°(A) et par XE le caractère de
T associé à la forme primitive fE. Soit ,Ci le conoyau du morphisme I - Z e3 1’
somme directe du caractère XE et du morphisme naturel de I dans T’, c’est un
groupe cyclique. Ce morphisme envoie un élément t de I sur le couple (et, ( 1-e)t) .
On en déduit que le dénominateur de e dans T est #B. Le (ii) du Lemme 3.2 découle
alors du lemme suivant:

LEMME 3.3. On a l’égalité:

Preuve. On considère la suite exacte:

et la suite duale:
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Le Lemme 2.1 implique l’isomorphisme :

Sous cette identification, on établit l’isomorphisme

Le Lemme 3.3 découle de la suite exacte (9) et de l’égalité #B = #Extl, (BI Z).
Preuve (du Théorème A). Soit p un nombre premier ne divisant pas N. La

Proposition 3.3 implique que vP(deg cp) + vp (#C) = vp(r) + Vp (CE) + Vp (#D) où
vp est la valuation p-adique. La Proposition 3.4 implique que vp (#C) = 0. Par le
Lemme 3.2, deg cp divise r. D’où

Ceci montre que vP(cE) = 0 et termine la preuve du théorème. Il découle aussi que
vp (#D) = 0 ce qui redonne pour les premiers ne divisant pas N la Proposition 3.2.

Appendice

A. Défaut d’exactitude des modèles de Néron semi-abéliens

(d’après M. Raynaud)

Soit R un anneau de valuation discrète complet de corps de fractions K de car-
actéristique 0, de corps résiduel k de caractéristique p &#x3E; 0 et d’indice de ramifica-
tion absolu e.

Considérons une suite exacte de K-variétés abéliennes:

et les modèles de Néron sur R correspondants:

On suppose que B est semi-abélien. Il en est donc de même de A et C. Le

morphisme B -&#x3E; C est alors plat (mais pas nécessairement surjectif) et son noyau
A’ est donc égal à l’adhérence schématique de Ax dans B. Le morphisme A -+ B
se factorise à travers A’ et on a A = A’ si et seulement si A’ est lisse, c’est à dire si
le morphisme B - C est lisse, ou encore si le morphisme Lie(B) -+ Lie(C) est
surjectif. C’est toujours le cas si e  p - 1 ([2] Théorème 4 p. 187). Le théorème
suivant traite le cas limite e = p - 1, où on contrôle encore la situation.

THÉORÈME A.1 (Raynaud). Soit R un anneau de valuation discrète complet de
corps de fractions K de caractéristique 0, de corps résiduel k de caractéristique
p &#x3E; 0 et d’indice de ramification absolu e. Soient 0 --&#x3E; AK ---&#x3E; BK --+ CK --&#x3E; 0 une
suite exacte de K-variétés abéliennes et les modèles de Néron sur R correspondants
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A --- &#x3E; B -+ C. On suppose que B est semi-abélien et que e = p - 1. Alors il existe
un entier r tel que la suite

est exacte.

On donnera des énoncés plus précis et plus techniques dans le cas où CK est
une courbe elliptique.

Tous les schémas en groupes considérés dans la suite sont commutatifs.
Soit G un R-schéma en groupes fini et plat annulé par une puissance de p. Il

existe une suite exacte de R-schémas en groupes finis et plats:

où GI est connexe et Get est étale sur R. Le sous-schéma en groupes Gc est ouvert
et fermé, il est le plus grand sous-schéma en groupes connexe contenu dans G.

On désigne par GJ.L le plus grand sous-schéma en groupes de G de type multi-
plicatif. G’ et Get s’échangent par dualité de Cartier. Comme G est d’ordre une
puissance de p, Gl’ est connexe. On a donc la filtration en trois crans:

On désigne par Gb (b pour biconnexe) le quotient intermédiaire GC 1 GJ-L .
Si u : G - H est un morphisme entre deux R-schémas en groupes finis et

plats, u est compatible avec les filtrations précédentes. En effet, il est clair pour
des raisons topologiques que u envoie GI dans Hc. Par dualité, on trouve que
u/G, se factorise à travers Hl. Rappelons que lorsque e  p - 1, la catégorie
des R-schémas en groupes finis et plats est abélienne et le foncteur G - GK est
pleinement fidèle ([9] Corollaire 3.3.6).

Lorsque e = p - 1, il est encore vrai que le foncteur G - GK est pleinement
fidèle à condition de se limiter:

- soit à la catégorie (*) des R-schémas en groupes connexes (i.e. Get = 0)
- soit à la catégorie (**) duale de la précédente (i.e. G4 = 0).

Ceci résulte facilement de [9] par dévissage de la Proposition 3.3.2-3) et de
3.3.7.

En revanche si on accepte à la fois des groupes étales et des groupes de type
multiplicatif, on perd la pleine fidélité. En effet, R contient les racines p-èmes de
1, et on peut envoyer Z/p7, dans pp en envoyant 1 sur une racine d’ordre p. La
flèche obtenue est alors un isomorphisme sur K sans être un isomorphisme sur R.

Il est commode de dire qu’un K-schéma en groupes fini est de type étale (resp.
connexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe) s’il se prolonge en un R-schéma en
groupes fini et plat étale (resp. connexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe). Un
K-schéma en groupes peut donc être à la fois de type multiplicatif et de type étale,
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mais alors il est nécessairement annulé par p car un hensélisé strict de R ne contient

pas les racines p2-èmes de 1.
Un S-groupe p-divisible, où S est un schéma, est un système inductif G =

lim G(n), où G(n) est un schéma en groupes fini et plat annulé par pn, , et où
~ 

les flèches de transition sont des monomorphismes qui s’insèrent dans des suites
exactes courtes fppf:

Nous dirons qu’un K-groupe p-divisible est de type entier (resp. étale, resp. con-
nexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe) s’il est la fibre générique d’un R-groupe
p-divisible (resp. d’un R-groupep-divisible étale, resp. connexe, resp. multiplicatif,
resp. biconnexe).

Rappelons le résultat fondamental de J. Tate ([12] Théorème 4): le foncteur
G H GK des R-groupes p-divisibles dans les K-groupes p-divisibles est pleine-
ment fidèle.

En particulier lorsqu’un K-groupe p-divisible a un type celui-ci est unique,
contrairement à ce qui peut se passer pour un groupe fini. Notons aussi que le type
est invariant par isogénie.

Soit A le R-modèle de Néron d’un K-schéma abélien AK. On suppose A
semi-abélien.

Soit A(n) le noyau de la multiplication par pn dans A. C’est un schéma en
groupes quasi-fini et plat. Notons A(n)f la partie finie de A(n). A(n)f possède
une filtration en trois crans A(n)J.L c A(n)C c A(n)f . On désigne par A(oo) (resp.
AK(oo)) le système inductif formé par les A(n) (resp. AK(n)). On définit les
systèmes inductifs

Alors on a une suite exacte de R-groupes p-divisibles:

Par passage à la fibre générique on obtient une filtration du K-groupe p-divisible
Ax (oo):

LEMME A.1. Soit A un R-schéma semi-abélien. Alors le quotient AK (oo) / (AC)K
est de type étale. On le note AK.

Preuve. La fibre spéciale connexe A§J de A est extension d’une variété abélienne
A[ de dimension a’ par un tore Tk de dimension t. Soit a la dimension de AK qui
est aussi la dimension de Ak : a = t + a’.

On désigne par Ak ( 00) le k-groupe p-divisible des points de p-torsion de Ak
et par 0 C (Ak )1’ c (Ak ) c c Ak (oo) sa filtration canonique. Soit ml la hauteur
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de (Ak )1’ . Comme A’ est isogène à sa duale, (Ak ) et est aussi de hauteur m’ et par
suite (A, k )b est de hauteur 2a’ - 2m’.

On a les suites exactes:

La hauteur de (Af)k = (,Ak)t est donc t + m’. Finalement AC est de hauteur
t + m’+ 2a’ - 2rn’ = t + 2a’ - m’ = 2a - (t + m’).

On désigne par EK le dual de Cartier de ((AV)Jt)K où Av est le R-modèle
de Néron de la variété duale de AK. C’est un quotient de type étalede AK(OO).
Comme Ax est isogène à sa duale, EK est de hauteur t + m’. Le K-morphisme
de (AC)K dans EK se prolonge par le théorème de Tate (rappelé au début de cette
section) en un R-morphisme de AC dans un R-groupe p-divisible étale, il est donc
nul. D’où une flèche surjective de AK(oo)/(AC)K dans EK. Comme ces deux
groupes p-divisibles ont la même hauteur t + m’, cette flèche est un isomorphisme.

Remarque. Si AK n’a pas bonne réduction AK (oo) n’est pas de type entier.
Considérons une suite exacte de K-variétés abéliennes:

et la suite des R-modèles de Néron correspondants supposés semi-abéliens:

On a une suite exacte de K-groupes p-divisibles:

et une filtration de BK (oo) en trois crans:

dont les quotients successifs sont respectivement de type multiplicatif, biconnexe et
étale (Lemme A.1). Cette filtration induit sur AK(oo) une filtration par des groupes
qui ne sont pas nécessairement divisibles. C’est ce phénomène qui va entraîner le
défaut de lissité de la flèche B - C.

LEMME A.2. Les flèches B4 -&#x3E; Cil- et BC -t Cc sont des épimorphismes de
groupes p-divisibles (c’est à dire que les morphismes correspondant de groupes
formels sont fidèlement plats).

Preuve. Les épimorphismes de groupes p-divisibles découlent du fait que CO
est un quotient plat de B°.

LEMME A.3. (i) (BC)K n AK(oo) est extension d’un groupe fini de type étale EK
annulé par p, par (A’)K.
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(ii) (B’ ) K n A K (oo) est extension d’un groupe fini FK par (A) K; le morphisme
canonique FK - EK est un isomorphisme. En particulier FK est de type
étale.

(iii) Les morphismes AJL -+ Bt, Ab -t Bb et AC -+ B’ sont des immersions
fermées.
Preuve. (i) Il existe un K-groupe p-divisible LK et un épimorphisme:

tels que tout morphisme de (BC)K n AK(oo )/(AC)K dans un K-groupe p-divisible
se factorise à travers LK. LK est de type entier car pour tout n, LK (n) est la fibre
générique d’un R-schéma en groupes fini et plat [9]. On désigne par L le R-groupe
p-divisible de fibre générique LK. Le morphisme

induit un monomorphisme de K-groupes p-divisibles LK -3 A K ( 00 ) 1 (AC) K et
par suite un morphisme de L dans un R-groupe p-divisible étale. La composante
connexe Lc s’envoie sur 0, elle est donc nulle. De même le morphisme:

induit un monomorphisme LK -t (BC)K I(AC)K et donc un morphisme de L
dans un R-groupe p-divisible connexe. Ce morphisme est nul car L est étale.
Ceci montre que LK est nul. La composante divisible de (B°)K fl AK(oo) est
donc (AC) K. Le quotient fini (BC)K n AK (00) / (AC) K = EK est à la fois de type
connexe et étale (car contenu dans AK(oo)/(A°)K). Il est donc annulé par p.

(ii) On prouve de même que les quotients (BJL)K n (-4c)KI(AM)K et

(BJL)K n AK(oo)/(AC)K sont finis. On en déduit que la composante p-divisible
de (B t) Kn AK(oo) est (AJL)K. Considérons le diagramme:

Le quotient (BC)K n AK(oo)/(BJ-t)K n AK(oo) est contenu dans (Bb)K, en par-
ticulier, il n’a pas de quotient non nul de type étale. On en déduit que la flèche
canonique

est un isomorphisme. Par le lemme du serpent le morphisme naturel EK - FK
est aussi un isomorphisme.
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(iii) se teste sur la fibre générique puisqu’on est dans la catégorie (*).
Notons pl le rang de FK de sorte que sur l’extension maximale non ramifiée de

K, FK devient isomorphe à (7 , /pZ) r.
Rappelons qu’on a un isomorphisme canonique entre R-modules libres:

(s est la section unité) ou encore une identification entre leurs duaux sur R:
Lie(AI) = Lie(A). On a aussi la suite exacte de R-modules libres:

et des suites exactes analogues pour B et C.
Preuve. (du Théorème A.1 ). Le théorème découle des deux suites exactes

La suite exacte (10) résulte de l’assertion correspondante sur les groupes p-
divisibles :

En effet Ab ---&#x3E; Bb est une immersion fermée et Bb -t Cb est un épimorphisme.
D’autre part, il résulte de la preuve du Lemme A.3 que la suite 0 --+ (Ab)K -+
(B6)K -3 (Cb )K --+ 0 est exacte. D’où la hauteur de B6 (qui est aussi la hauteur
de (Bb)K) est la somme des hauteurs de Ab et de C6. On en déduit l’exactitude au
centre de la suite (12).

Soient H(n) le noyau du morphisme B(n)i’ - C(n)i’ et H la limite inductive
des H(n). Pour tout n, H(n) est un schéma en groupes fini et plat sur R. On a les
suites exactes:

où F est un groupe multiplicatif annulé par p par le Lemme A.3 (ii). La suite
exacte (11) découle de ces deux suites exactes et du fait que le R-module des
différentielles invariantes de ppn est Rlpn R.
COROLLAIRE A.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Lie(B) - Lie(C) est surjectif.
(2) B -+ C est lisse.
(3) Le noyau de Bi’ --+ C’ est p-divisible (et est alors Ai).
(4) (B(l)J.L)K n AK(OO) = (A(l)J.L)K.
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(5) (B(l)JL)K -t (C (1) l) K estsurjectif.
(6) A" --+ BK est injectif.
(7) Ael (1) -+ Bel (1) est lrijBCtif.

Preuve. L’équivalence de (1) et (2) est claire et on a vu qu’elle est équivalente
à (3). Les conditions (4) et (5) sont des reformulations de (3). La condition (6)
équivaut à (3) compte-tenu de l’isomorphisme FK -=+ EK du Lemme A.3. La
condition (7) est une reformulation de (6).

COROLLAIRE A.2. Soit 0 -+ (CK) v -t (BK) v -t (AK) v -+ 0 la suite exacte
duale de la précédente et CV, BV et Av les R-modèles de Néron coréspondants.
Alors B -+ C est lisse si et seulement si BV -t A v est lisse.

Preuve. La condition (5) du Corollaire A.1 devient par dualité la condition (7)
pour la suite duale.

COROLLAIRE A.3. Lie(B) -+ Lie(C) est surjectif dans les cas suivants:

(i) Le plus grand sous-groupe de AK ( 1 ) non ramifié sur R est égal à (A(l)JL)K.
C’est en particulier le cas si AK = 0.

(ii) Le plus grand quotient de CK ( 1 ) non ramifié sur R est CK ( I ). C’est en

particulier le cas si CJL = 0.

Les conditions (i) et (ii) s’échangent par dualité compte-tenu du fait que Ci’ est nul
si et seulement si (Cv)et = o.
COROLLAIRE A.4. Supposons que CK est une courbe elliptique. Alors Lie(B) 
Lie(C) est surjectif sauf peut être si CK ( 1 ) est non ramifié sur R. Il revient au même
de dire que Lie(B) - Lie(C) est surjectif sauf peut être dans les cas suivants:

(i) C est une courbe elliptique à réduction ordinaire telle que C(l) soit pro-
duit d’un groupe étale par un groupe de type multiplicatif (comme dans un
relèvement canonique de Serre-Tate),

(ii) CK à réduction torique et (sur l’hensélisé strict de R), la période q ’à la Tate’
est une puissance p-ème

Preuve. Une courbe elliptique est auto-duale et on applique la condition (ii) du
Corollaire A.3.
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