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Abstract. By sifting the sequence of vectors (n, n + 2) (n integer), by playing with the flexibility of
the coefficients of the Rosser—Iwaniec sieve and by inserting upperbounds (due to Deshouillers and
Iwaniec) for sums of Kloosterman sums, we improve some results concerning the set of integers n
such that n and n + 2 both have large prime factors only.

Résumé. En criblant la suite des vecteurs de la forme (n, n + 2) (n entier), en jouant sur la souplesse
des coefficients du crible de Rosser—-Iwaniec et en insérant des majorations (dues a Deshouillers et
Iwaniec) de sommes de sommes de Kloosterman, on améliore certains résultats concernant I’ensemble
des entiers n tels que » et n + 2 n’aient que des grands facteurs premiers.

Key words: Primes 11A41, Kloosterman sums 11L0S, Sieves 11N35

1. Introduction

Un probléme de crible, dans sa plus grande généralité, consiste, étant donnée une
suite finie d’entiers .A et un ensemble de nombres premiers P, a évaluer, par exces
ou par défaut, la quantité S(.A; P, z) qui est le cardinal des entiers de .A dont tous
les diviseurs premiers appartenant a P, sont supérieurs ou égaux au réel donné z.
On appellera crible a vecteurs toute méthode renseignant sur la question sui-
vante:
Etant donnés 2 un ensemble fini de vecteurs (ay, ..., a,) de Z*",

P =P X -+ X Py, le produit de r ensembles de nombres premiers P;,
z = (21,...,2r), un r-uplet de nombres réels > 2,

comment majorer ou minorer la quantité
S B,2) = {(a1,...,ar) EWpilaset pi € Pi=>pi >z (1=1,...,7)}?

Les hypotheses sur 21 concernent la quantité |2g| qui, par définition, est le
cardinal de I’ensemble

{(ar,...,a,) € U; dila; (i =1,...,7)},

(avecd = (dy,...,d,) € N*") et s’expriment sous la forme

d
|2tg| = f%x + (21, d), 1.1)
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ol X est un parametre indépendant de d et 7(%,d) un terme d’erreur dont on
espére une contribution négligeable dans les formules finales. Enfin, on demande
a la fonction w de vérifier la propriété suivante de multiplicativité

et

wldy,...,dy) =] ] w(@",...,p"),

P opYi||di

pour tout d tel que chaque d; soit sans facteur carré.
11 est toujours possible de passer d’un crible a vecteurs a un crible pour entiers
en considérant I’ensemble d’entiers, comportant d’éventuelles répétitions

B={a...ar; (a1,...,a,) € A}.

Par des formules d’inclusion-exclusion, (1.1) mene 2 une formule d’approximation
pour |B], en fonction de X, de w et des r(2, d) ou les d sont tels que le produit
d; ...d, ait les mémes facteurs premiers que d ([B-F] formule suivant Lemma 8,
par exemple). Il reste alors a utiliser I’encadrement trivial

S (B; U Pi,lrgiagrzi) <SP,2)< S (B; N Pi,lfélilgrzi) . (1.2)

1<igr 1<igr

Remarquons que (1.2) est catastrophique lorsque les ensembles P; sont vraiment
différents, la réunion ou I’intersection de ces ensembles est alors beaucoup plus
grande ou beaucoup plus petite que les P;. De méme, lorsque les ordres de grandeur
des z; sont différents, (1.2) est de pietre qualité.

Toutefois, méme si les z; sont égaux, si les P; sont les mémes et si 2 est invariant
par permutation des indices, il est parfois rentable de travailler avec un crible a
vecteurs. C’est le cas de [B—F] ou est abordé€ le probléme de la représentation d’un
entier N = 4 (mod 24), sous la forme

N :a%+a§+a§+aﬁ, (1.3)

avec tous les facteurs premiers des a; plus grands que N7avec v > 0. La constante
7 voit sa valeur passer de 1/127.01 a 1/68.86 par I’emploi d’un crible a vecteurs
plut6t qu’un crible de dimension 4 appliqué aux a; ... a4 Vérifiant (1.3). Une des
raisons est que, dans I’abord de cette question par la méthode du cercle inaugurée
par Kloosterman, on est essentiellement conduit a une majoration anachronique de
|r(2, d)| par une fonction croissante de max d;. Une autre raison est la valeur de
Ba, sieving limit en dimension 4.
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L’objet de ce travail est de présenter une autre situation ou le crible a vecteurs
présente un intérét manifeste. Nous avons préféré une situation concréte au dévelop-
pement d’une théorie, qui aurait, ipso facto, souffert d’une trop grande généralité.

Nous montrerons le

THEOREME. So0it 0 < k < 1, q un entier vérifiant 1 < q < z* et P un ensemble
quelconque de nombres premiers. 1l existe alors une fonction 6(k) tendant vers
0,2406 pour k tendant vers 0 telle que, uniformément sur P, 0 < 6 < 0(k), on ait
la minoration

{n < z; n = 1(mod q), p|n(n —2)etpe P =>p> 2’} > g H <1—g).

2<p<az p
PEP, ptq

Montrons d’abord I’intérét de ce théoréme pour ¢ = 1. Un abord direct de
cette question est d’appliquer les formules de crible en dimension 2 a I’ensemble
{n(n — 2);n < z}, le terme d’erreur étant alors trivialement controlé jusqu’aux
modules < z!~¢. En se reportant au travail de Diamond, Halberstam et Richert
(ID-H-RY]), on obtient I’exactitude du Théoréme mais pour toute valeur inférieure
de 02 gme5 = 0,2343... .

Il est bien connu qu’il est plus intéressant d’aborder par le crible linéaire toute
question se rapportant a la classique conjecture des nombres premiers jumeaux,
c’est-a-dire de cribler la suite {p + 2;p < z} au lieu de {n(n — 2);n < z}.
Maintenant, I’intrusion de la condition » = 1(mod ¢), apparemment interdit cet
abord dés que ¢ vérifie %:z:" < g < z" avec K > 0 méme tres petit. En effet, dans
le cas ol P est I’ensemble de tous les nombres premiers, on serait amen€ a cribler
I’ensemble {n — 2;n < z,n = 1(mod q),p|n = p > 2}, mais on ne connait
pas de facon précise le cardinal de cet ensemble mais seulement des minoration et
majoration obtenues par le crible. Ceci est a rapprocher de notre connaissance de la
répartition des suites liées a la suite des nombres premiers, connaissance qui n’est
actuellement satisfaisante que pour ¢ < (log z)4 (théoréme de Siegel-Walfisz).

En conclusion, par des arguments de continuité, nous voyons la supériorité de
ce Théoréme sur tous les résultats précédemment connus.

Un autre intérét de ce Théoréme est de fournir un exemple fort simple de
kloostermanie, c’est a dire d’utilisation de majorations en moyenne de sommes de
Kloosterman (voir Lemme 2), puisque, par sa structure méme, le crible a vecteurs
conduit a des formes multilinéaires bien adaptées a cet outil trés puissant de la
théorie analytique des nombres.

Rappelons que si P est ’ensemble de tous les nombres premiers, et si ¢ = 1,
les résultats sont de bien meilleure qualité. Ainsi en criblant {p + 2;p < z} eten
appliquant le théoréme de Bombieri—Vinogradov, on a directement le Théoré¢me
pour tout 6 < % ou mieux encore pour tout § < % en faisant appel au théoréme
de Bombieri, Friedlander et Iwaniec sur la répartition en moyenne des nombres
premiers dans les progressions arithmétiques. On peut méme porter cette valeur a
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8 < 0,3, en criblant 'ensemble {p;ps + 2; p1 ~ /3, py ~ 23/5} et en appliquant
un résultat sur la répartition de la convolution de deux suites ([F-G] Lemma 6, par
exemple).

Il est clair que la technique ici développée, a des applications au probléme dual,
celui de la majoration du cardinal des nombres premiers jumeaux.

La plus grande partie de ce travail a été effectuée, pendant que les auteurs
bénéficiaient d’un séjour au Mathematisches Forschungsinstitut d’Oberwolfach,
financé par le ‘Forderpreis Algebra—Zahlentheorie 1993°.

2. Traitement des termes d’erreur

Puisque nous utiliserons la théorie des sommes d’exponentielles, il est bon de partir
d’un probléme lisse.
Soit f; une fonction positive ou nulle, 2 support compact [2, 2] et de classe

C>. On pose alors f(t) = fz(t) = fi(%) et, pour aborder tout probleme lié
a la conjecture des nombres premiers jumeaux, il faut, dans un premier temps
s’intéresser pour (d1dz, q) = 1 et d; et d, sans facteur carré, a la quantité

A H= Y fm),

ny=l(mod q) ny=n|-—2
dylny dalny

pour I’écrire sous la forme (1.1).
Si(dy,dz) #1ou2,ona Ag’f?dz(f) =
Dans le cas ol (dq,dz) = 1, on a les égalités

dl,dz(f) Z f(m) = Z f(m),

m=1(mod q)
m=0(mod d;)
m=2(mod dy)

ot la somme est faite surles m = 2d1d( 42) _(dz) +d; dzdldz(q)(mod qdid;) od d( 2)
désigne I’inverse de d;(mod d;). Soit H > g%d—(dldzx)s, la formule sommatoire
de Poisson et la lissité de la fonction f entrainent 1’égalité

(q) 1 »~( h ) _2h317_h3132
Adar(f) = dld2 qd1d21<%:<Hf qdid; ¢ dy q

+ 0.0(z7%) 2.1)

valable pour tout C' et tout ¢ > 0. Le symbole e(.) désigne le caractére additif de
période 1, f est la transformée de Fourier de f,

X = zf1(0)g !,
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et on convient que, dans toute fraction Z%, 7 est I'inverse de 7(mod s).
Dans le cas ol (d;,ds) = 2 et 4 ne divise pas dy, il suffit de diviser par deux
pour écrire directement

(a) _2X 2 ( 2h > —2hd\g _ 2hdid;
A4 (1) = i, gdid; >, qdidz) “\ (&2/2 q
I<hl<H

+ O,,c(z™9), 2.2)

et une formule analogue lorsque (d;,dz) = 2 et 4 ne divise pas d;.
11 est donc naturel de poser, toujours sous la condition (d;dy, ¢) = 1,

w(dl,dz) =1si (d],dz) = 1,
w(dl, d2) =2si (d], dz) = 2, (2.3)

w(d1, dz) = 0 dans les autres cas.

Par conformité a (1.1), on voit que les formules (2.1), (2.2) et (2.3) donnent
naturellement la définition de r( A( f), (dy, d2)).

2.1. MISE EN PLACE DU CRIBLE

Soient P; et P, deux ensembles de nombres premiers, z; et 2, deux réels supérieurs
a 2. Nous nous intéressons a la minoration de la quantité

S(AD(f); (P, P2, (21,22)) = D 3 f(ma), (2.4)

ny ny
la somme étant faite sur les n; et ny vérifiant
ny = 1(mod q),ny — np = 2; piln;etp; € Pi = p; > z (i = 1ou2).

Soient A;': (¢ = 1 ou 2) quatre fonctions arithmétiques réelles, vérifiant
I’encadrement
A7 Sp*1< A (i=10u2). 2.5)
La relation précédente, ol p est la fonction de Mobius et 1 la fonction constante
égale a 1, indique que les fonctions Afb peuvent servir & construire un crible pour
entiers, crible qui n’est pas précisé pour I’instant. Si (n1, n2) est un couple d’entiers
strictement positifs, on déduit de (2.5) la minoration

(1 * 1)(n1)(p + 1)(n2) > A (n1)A7 (n2) + A7 (r1)AF (n2)

2.6
—Af (m1)AS (n2). 0
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Pour continuer cette étude, nous envisagerons deux situations suivant la nature
des coefficients A qui, toutefois seront toujours de la forme A * 1. On dira que
la fonction arithmétique f est de niveau D, si f(d) = 0 pour d > D et on note
1lloo = sup{lf(@)}:d>1}.

On dira aussi qu’une fonction arithmétique g, de niveau D est bien factorisable,
si, pour toute écriture D = D'D" (D', D” > 1), il existe des fonctions ¢’ et g” de
niveau D’ et D" vérifiant ||¢’||00, ||¢"]|lcc < 1etg =g’ % g".

2.2. PREMIERE MAJORATION DU TERME D’ERREUR

Bien que le résultat de ce paragraphe ne soit pas assez profond pour démontrer le
Théoréme, il sert d’agréable introduction a la Proposition 2, qui, elle, est cruciale.
Dans un premier temps, nous montrerons la

PROPOSITION 1. Soient Ay et A de niveau D et D, avec || M1]|co, || A2]loo < 1.1
existe alors une constante absolue C telle que, pour tout € > 0, on ait la relation

> A(d)Aa(d2)r(AD(f), (d1,d2)) = O(z'~%¢71),

dy dp
uniformément sous les conditions
qC'oDl < zl—lOE’ qC()DlD% < 5172—105.

La constante Cj quoique facile a calculer n’est guére intéressante, puisque nous
ne regardons le Théoréme que pour £ — 0. Dans le cas o ¢ = 1, la Proposition 1
permet de dépasser la valeur triviale D1 D, = z, lorsque D; est plus grand que D,
mais ne donne rien dans le cas symétrique D1 = D,, ce qui est df & I’emploi du
Lemme 1 ci-dessous. Nous faisons la convention que, dans les calculs qui suivront
la valeur de Cy peut varier d’une ligne a I’autre.

Démonstration. Nous nous restreignons au cas ol (dq,dz) = 1. D’apres (2.1),
en prenant C = 1, en découpant les intervalles de variation [1, D] et [1, D,] en
O((log z)?) sous-intervalles de la forme [A1,2A1] et [A2,2A,], la démonstration
de la Proposition 1 se rameéne a montrer I’inégalité

R(Ala A2)

_ M(d)Aa(da) ;( h 2hdiq  hdidy
= A A didy f(qd1d2>e(_ d g )

di~Ar da~day iglhIgH
(‘Iydle):(dl,dz):l

< z'e, Q.7
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pour H = (qA1A;)z~ 1+ ettout Ay < Dyet Ay < Do,
Par retour 2 la définition de f, on voit que pour un certain ¢ de (5 2], on a
I’inégalité

”” A2(d2)
R(ALA) < — D Yy, =2
Al di~0g dy~Ag d2

(d1,9)=1 | (d3,qd;)=1

2h31—q hdqd, ( ht
> e( d2 q )6 qdle) 2.8)

1<|hI<H

On éclate la somme 2 la droite de (2.8) en O(¢*) sommes o les classes de A, d;

et do(mod ¢) sont fixées. Dans chacune de ces sommes le terme e( ML5'!1) est alors

constant.
L’inégalité de Cauchy—Schwarz appliquée a chacune de ces sommes conduit a

3
zq
R(A1,Az) K E/TA— Z E Z

2 | dydy~ay 1AM |IKH d1~4}1
(dad},q)=1 (d1,dpdy)=1 1/2

h % t 2(hd'2 — h’dz)dlq
- . 2.9
ol (6 a) (452 2

Signalons que, avec davantage de soin, la puissance de g dans (2.9) peut étre
diminuée, ceci est sans importance pour la suite (voir la discussion ci-dessus con-
cernant Cp). Les termes diagonaux correspondent & hdj — h'd; = 0, leur nombre
est O(H A,z°); pour les autres termes, nous faisons appel a la classique majora-
tion des sommes courtes de Kloosterman—Ramanujan, conséquence des travaux de
Weil (voir par exemple [Ho] p. 36). On ale

LEMME 1. Soitl > 1,7 > 1et0 < a < b < r. Alors, pour tout ¢ > 0, on
a l’égalité

> e (E) = Oc((1,m)"/?r!/34e),

(s,r)=1
agsghb

Par intégration par parties on élimine le premier terme e(.) de (2.9). Puis on
découpe l'intervalle de sommation sur d; en O(AlA ) segments de longueur
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dd), et d’un éventuel intervalle incomplet. Sur chacun des intervalles complets, la
somme sur d; est une somme de Ramanujan, dont on majore la valeur absolue par
O((hdh, — h'd, d2d})z®). Pour 'intervalle incomplet, on utilise le Lemme 1, d’ou
la majoration

3 l+e
R(AI,A2)<<A1/2A {HA1A2+ZZZZ( 2 (hdy — h'dy, dydb)

h! d !
1/2
+Ay(hd) — h’dz,dzd’z)l/z)} .

Pour sommer les plus grands diviseurs communs, on pose d; = 66, et dj) = 66}
avec (62,05) = 1, on a alors les relations

Z S50 Y (hdy — h'dy, dadh)

K dy )
<Y DD (&) (W, 8) 3 §(h6} — h'6,6) < H2A%®,
h R & & s<min(A2/62, A2/6h)

d’ot la majoration

3 1+e ) 2.3
R(A],Az) Al/z {HA]AZ + H*A1+ H Az}

ce qui donne, en remplacant H par sa valeur

R(A1, Ag) < (2 2A1% + Ay + AP A} )ae.
Le cas le pire est évidemment A; = D; et Ay = D,, la démonstration de (2.7) et
de la Proposition 1 sont donc complétes.

2.3. DEUXIEME MAJORATION DU TERME D’ERREUR

Il est remarquable de constater que 1’étude de la quantité R(Aj, Ay) se préte tres
facilement a ’emploi des majorations en moyenne des sommes de Kloosterman
(voir Lemme 2), pourvu que I’un des A; soit bien factorisable. On montre la

PROPOSITION 2. Soient A de niveau D, vérifiant ||\ i||co < 1 et A2 bien fac-
torisable de niveau D,. Il existe alors deux constantes absolues c et Cy, telles que,
pour tout € > 0, on a la relation

33" Mi(d)Aa(d)r(AD(f), (dy, dp)) = O(a'~5¢71),

di da
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des qu’on a les relations
qCODl < wl—cs, quDlD% < (1:2_65,
qCOD%D% < x3—-c€, qC()D‘I‘Dg < xS—ce_

Démonstration. On part de I’inégalité (2.8) , on décompose A en Ay = A * Aj
avec A, A} de niveaux Dj, D) avec D, = D3 D}, on fixe les congruences des
variables h, d1, d}, et d} modulo ¢ pour écrire finalement

Az 1 .
R(A1,A2) K (%Tlogzx) sung (qqul)(Al, 5 AY), (2.10)

ol le supremum est pris sur les (A%, AY, go, ¢1) vérifiant les conditions
MAL= Ay 1<AL< DY
1Ay <Dy, (=1  1<a<yg

et oll on a posé

Rl (AL AL AY) =3 fad) Y fay(dy)
d

(d},dig)=1
"ean T
2(dY) (Zhdlq) ( ht )
X —_— [ € .
27g 2, \as ) \ag
h=qj(mod q)

ot la somme est faite sur les d vérifiant
( ,2/,dl) =1, ’2,E qO(mOd q)ad,2, ~ A/2/
L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne I’inégalité

R (ALALAD < MALY ST fad)fayd) Y Y

di (djdig)=1 I (s,dig)=1
ldiq It
X by se (— P ) e (quld'zs) R 2.11)
avec
bo= 3 A(dN(dg)(dgdy)

—=dq!t g

’ ¢Iilzl dz 1
= —n!
1=2(hd})! —h'dl))
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Dans cette derniere expression, les variables de sommation vérifient en outre les
conditions d4, d)' ~ A%, 1 < |h|, |V| < H,d) = d}’ = qo(mod g) et h, h' =
q1(mod ¢). Puisque on a |I| < HAY < ¢A1AA22~1%¢ on voit que la fonction

It
g(dladl2$ l,q,S) = fAl(dl)fAé(dIZ)e (ZQT%;) )

est presque lisse, c’est-a-dire, que pour tout m,n > 0, on a

am+n

S G 10,8) o A

on peut appliquer une légere généralisation du Théoréme 12 de [D-I], ol est
présenté le cas d’une fonction lisse. On a le

LEMME 2. Soient C,D,N,R,S > 1, n > O, by, , s une suite de nombres com-
plexes, g(c,d,n,r,s) une fonction a support dans [C,2C] x [D,2D]x]0, o[>,
vérifiant pour tout entier o et 3 > 0 l'inégalité

a4+
E(wag(c’ d,n,,8) Ka,8 (CDNRS)+1c=g=P,

Soit

K(C, DN R,8)= 303 33 bars 32 2 g(esdsmors)e ("g)
d

r~R s~S 1<ngN ¢
('l‘d,sc):]

1l existe alors une constante absolue cy, telle que pour tout ¢ > 0, on ait la
relation

K(C,D,N,R,S) < (CDNRS)=*+em
x{CS(RS+ N)(C + DR) + C*DS((RS + N)R)'/?

1/2
+D2NRS“}‘/2{ZZZIbnNP} .

11 est clair que cette majoration n’a d’intérét que pour 7 trés petit. La contribution
a la partie droite de (2.11) des termes diagonaux (! = 0) est trivialement

< A AL (A1AL A2 H A2 < gAIAR 172, (2.12)
Pour les termes non diagonaux, nous appliquons le Lemme 2 avec

C=A,,D=A, N=HA), R=q, § = A%
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Pour évaluer la quantité 3~; 3, |b;, 5|2, on écrit la suite d’inégalités

s \dydy'=s 2(hd'—h'dY)=I

<<Az-4;>:(zl) z( 5 1)2

s \dYd)'=s didy)'=s \2(hd)'—h'd})=I
2
<A Y ( o1
d dyt 1 \2(hd'—h'dY)=l
Enfin, la quadruple somme est égale au nombre de solutions de 1’équation
(h = h1)dy’ = (' = hy)d3,
ce nombre étant O( H2A4? + H3A!z¢). On obtient finalement la majoration

SO bl < HEAS7X(1+ HAY yae. (2.13)
1 s

On regroupe maintenant (2.11), (2.12) et (2.13) pour écrire I’inégalité

Rz307q1)(A1, 2 A7) < qA?A’;x_H—h
+A18% (ASAF(gATE + HAY) (AL + Arg)
12
+AZ.ALAP((gAF? + HAY)g)V? + AL HAY.q.0572)

2
X (HZA;{—2(1 + HA;'-I))” g, (2.14)

Puisqu’on désire montrer pourtout A < Djet Ay < Dy, I'inégalité R(Aq, Ay)
& z!'7¢, le premier terme 2 droite de (2.14), améne, grice a (2.10), la condition
suffisante

1
(2 s) oy Lsisge e
Ay NPT IRAY)

condition toujours vérifiée, dés qu’on a I’inégalité

¢©° DD}y < x'710, (2.15)
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Sous la condition (2.15), on a I’inégalité ¢Co H A'Z' ~1 < 1, qui simplifie (2.14)
en

R} (A1 A%, A7

QO q1
< {A3A/3 —1+25+A2AIZ _1+ZC€(A'A"2+AI/ZA';/ZAQ'Z

FAP DA + A}

En conclusion, grice a (2.10), on a I’inégalité recherchée, dés que, en plus de
(2.15), on a les conditions

qu max(DzD DI/ZDI/ZD"gh,D}/zDzD";/z,Dl) < p1-20ce

On fixe D} = q‘c"Dl‘lxl‘ms d’od DY = g€ D Dyz 1110 ¢t ]a démonstration
de la Proposition 2 est complete. Signalons que dans le cas DY < 1, c’est-a-dire
q“° DD, < x'71% cette Proposition est triviale.

3. Comment cribler la somme A(‘I)( f)
3.1. LE LEMME FONDAMENTAL

Dans un premier temps, nous criblerons légérement lasomme A9 )( f),parlelemme
fondamental du crible en dimension 2. Il est possible d’utiliser ici le crible vectoriel
([B-F] paragraphe 3.2), cette technique est plus longue, mais présente I’ avantage
de produire un terme d’erreur bilinéaire, autrement dit le coefficient ‘/’d, 4, du

Lemme 3 est remplacé par ¢dlz/)d2 mais, puisque les intervalles de variation de d;
et d, sont trés petits, ceci n’a aucune importance (voir Propositions 1 et 2).

Notons qu’il revient au méme de supposer que P ne contient aucun diviseur
premier de ¢. Dans tout ce paragraphe, on désignera par € un réel positif trés
petit, D et A sont supérieurs a 2 (ce seront méme des puissances positives de z),
u = D, P(u) = [1,<upep p- Pour simplifier, nous écrivons S(AD(f),P,u)
pour S(AD(£),P x P, (u, u)).

Soient [; et I deux entiers, avec tous leurs diviseurs premiers supérieurs 2 u,
vérifiant (/1/,, ¢) = 1 et d unentier sans facteur carré. Le passage du crible vectoriel
au crible de dimension 2 se fait par les deux égalités

S(All lz(f) P,u)

> S flima)(p 1) ((myma, P(u))) 3.1)

m my
Iimi=l(mod q) ljmy—lymy=2

I

et
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> > f(lymy)

my m2
lymj=1l(mod q) Iym)—lymy=2 dlmm;y

= u(d) ; > /‘(dl)“(‘b)Alldl,lgdz(f)
Pld:dzﬁplzd

— w(ll’l2)X (d) Z Z M(dl)'u(dz)w(dl,dz)

pldndzépld

+u(d) ; ;u(dl)u(dz)T(A(q)(f),(dlll,dzlz)), (3.2)
pldlldzéplzd

par le Lemme 8 de [B-F] et les formules (2.1) et (2.2).
Par la définition de w(dy,d2), on voit que le terme principal de 1’égalité
précédente s’écrit aussi

Q(d) w(ly, )
d lily ’
avec

o= JI =2 (3.3)

Pldyp>21P€P

Soit {pF 7 } les coefficients du crible de Rosser-Iwaniec, relatifs au parametre D¢, a
I’ensemble P et a la dimension 2. Puisque ces coefficients vérifient I’encadrement

RS RY7ES ST 8
on parvient, en utilisant (3.1), (3.2) et ’encadrement précédent aux inégalités

w(ly, ! £0(d
S(A§22(f),7>,u) S LI:E—Z)X 3 ‘Pd_d(_)

diP(u)
d<D¢

+ > eiud) E Z

d|P(u)
a<b¢ Pldldzﬁpld

x p(d )p(d2)r(AD(f), (dl1, dala)).
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De fagon flagrante, la définition (3.3) montre que la fonction (d) vérifie les
conditions du crible de dimension 2 et le Lemme fondamental ([Iw1] Theorem 4,
par exemple) donne I’égalité

Z pqiia) Q(d) H (1 Q(p)> (1 + 0( l/e))
zlggt;) p<u,pEP

Ainsi on a montré le

LEMME 3. Soient 1, et l; des entiers premiers avec q, dont tous les facteurs premiers
sont supérieurs a u. Il existe alors deux suites de coefficients ¢d, ds (|¢a¢1 dzl <1
tels que, uniformément sur P, 1, l et > 0, on ait | ‘encadrement

S(Al(lq,)lz(f)’P’ ’M) § H (1 _ .S_)_.(.p_)> w(ll’h)X(l + 0( 1/5))

p<u,pEP p l l

+ 3 > ¢ L r(AD(F), (diy, daba)).

dy|P(u) dy|P(u)
dy<D¢ dy<D¢

3.2. LES COEFFICIENTS D’IWANIEC

Notons A()( f) la somme

Z o f(m).

n= l(modq) p[nln2=>p>u

Pour démontrer le théoréme, il suffit de démontrer que A(9)( f) vérifie 1a relation
S(AD(f),P,2) > V(2)X,

avec V(z) = [lpep, pco(1 = %ﬂ), z = 2%%) (k tres petit). Posons P(u,z) =
[Tu<p<zpep Ps 1a quantité étudiée devient

S(AD(f),P,z) = E >

ny,n|—ny=2
"1 —l(mod 9) plniny=p3u

X f(m)(u* 1) ((n1, P(u, 2))) (% 1)((n2, P(w,2))). (34)

L’inégalité (2.6) permet de minorer S(A(®)(f), P, z), un choix naturel serait
de prendre pour fonctions A* les fonctions A* * 1, ou les fonctions A% sont les
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coefficients du crible de Rosser en dimension 1. Il nous faut toutefois choisir
des coefficients proches, mais beaucoup plus sophistiqués pour créer des formes
bilinéaires de termes d’erreur. Nous utilisons donc les poids construits par Iwaniec
dans son célebre travail ([Iw2]), ol il montre aprés des prouesses techniques, que
le crible linéaire a effectivement un terme d’erreur trés souple. Nous suivrons donc
au maximum les notations de [Iw2]. Onpose n = €°, G = { DA+ > 0}, les
lettres Dy, ..., D,,...désignent uniquement des €léments de G et lalettre p désigne
toujours un nombre premier de P. On note aussi 7 p, la fonction caractéristique des

nombres premiers (de P) de I'intervalle [ D;, D: +"[, inférieurs 2 z. Nous extrayons
des formules (17), (18) et (19) de [Iw2] le

LEMME 4. Soit n un entier vérifiant p|n et p € P = p > u. On a alors les
inégalités

(*1)((n, P(u,2))) <1=Y_> (7p, *... % mp,,,, x1)(n)

20 (I)
+ E 2:(7@1 *... %D, *1)(n) @3.5)
r21(I)
et

(p*1)((n, P(u,2))) >1— Z Z (TD, * ... % TD,,, ¥ 1)(n)

r20 (III)

+ Z Z(ﬂ‘pl *...x7p, *1)(n) (3.6)

r21(IV)
Dans ces expressions, les conditions de sommation signifient respectivement:

M) Dy >--+>Dypyret Dl...Dle%H_l < DY/ (14n) pourtout0<Ilr
) Dy > -2 Dy, et Dy ...DZIDSH_I < D pourtoutO <l gr
(M) D1 > -+ 2 Dyryq et D1...D21_1D%I < D pourtoutl <l

(IV) Dy > +++> Dy, et Dy... Dy D3, < DY) pourtour 1 <1< 7.

L’inégalité (2.6) sera appliquée avec pour choix de A;" et A'z" la fonction définie
a droite de (3.5), et pour A} et A; la fonction a droite de (3.6). Posons alors
pt = AT xp = Af xpetyp™ = AT xp = A * p. Les Lemmes 3 et 4, les
formules (2.6) et (3.4) et les propriétés de convolution conduisent 4 la minoration

S(A9(f),P, )

vt | v iR
zxv(u){ > X ( T )w(zl,zz)}

11|P(u,2) 12| P(u,2)

+E + R, 3.7

ou F et R sont des termes d’erreur dont la définition sera donnée ultérieurement.
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3.3. MAJORATION DE F

Ce terme d’erreur est engendré par le O(¢!/¢) du Lemme 3, on décompose E en

1|P(u,2)

2
E<<s‘/5XV(u)( 2. %) :

ol 1; désigne I’une ou I’autre des fonctions |¢,* |. La contributiondes [ avec 1 < 1
est facile a évaluer puisqu’on a

> 1< I (1+3) << (3.8)

1|P(u,z) ugp<z

On remarque que, lorsque ¥; > 2, [ a au moins deux diviseurs premiers dans au
moins, un intervalle [D;, D;*"[. Soient k > 1,71,...,7 > 2et L = L(r1,...,7%)
I’ensemble des / ayant exactement r; diviseurs premiers dans un certain intervalle
[Di,D;"’"[, pour tout 1 < 7 < k, (ces D; étant distincts) et au plus un diviseur
premier dans chacun des autres intervalles. On a I’inégalité

T1 Tk

(z ez = @) .0

1|P(u,z),l€L Di,..Dk€G \ Dy<p<DI*" p Digp<DlH"

L0+

ugp<z

k
< (2n)r|+--~+rk—k ( Z l) e~2 < 88(r|+--~+rk—k)'5—2(k+1)'

ugp<z

Il reste 2 sommersurles ry,..., 7, > 2 puissur k > 1 et utiliser (3.8) pour conclure
que FE vérifie

E < XV(u)(e™?2+3)2%V/e < XV(2)e 8V (3.9)
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3.4. MAJORATION DE R
Ce terme provient des termes 3 4,|p(u) 2 dy|P(u) wj: dzr(A(‘J)( f), (dil1,dalz)). 1l
dj<D¢ dy<DE !

est la somme de O(|G|?/¢) = O.(1) termes, dont nous extrayons, par exemple, le
terme typique suivant

Z Z (WDI ook 7rD2r+1)(ll)(7rD1 Kook 7rD25+1)(l2)

11|P(u,z) 12| P(u,2)

oY g 4, r(AD(f), (dily, dala)),

d1|P(u) dy|P(u)
di<D€ dy<D€
ou la famille Dy, ..., Dy, vérifie les conditions (I), et la famille Dy, ..., Dy,44
vérifie les conditions (IIT) mais avec le paramétre D remplacé par A dans I’inégalité
que vérifie Dy ... D3,. Ainsi D et A sont respectivement attachés aux fonctions
¢t et ¢~. Les conditions (I) et (III) entrainent que les fonctions Tp, * - - - * Tp,_ +
et Tp, * -+ - * Tp,,,, sont bien factorisables de niveau D et A. On choisit alors
D = g(1/2)=100ce;=Co ot A = g(3/4)=100ce;=Co ]) est utile de signaler que dans
le cas des termes d’erreur provenant du troisieéme terme de (2.6), c’est-a-dire de
A?‘A"', on n’a affaire qu’a des coefficients bien factorisables de niveau D et D.
Apres utilisation de la Proposition 2 et sommation sur les D; possibles, on a

R =0(z'"5¢71). (3.10)

3.5. LE TERME PRINCIPAL

Au vu de (3.7), (3.9) et (3.10), il suffit de montrer que le terme principal de (3,7),
noté T P, vérifie

TP > XV(2). (3.11)

Dans un premier temps, nous allons séparer les variables [/; et I, c’est-2-dire
montrer qu’on peut les supposer premiéres entre elles. En effet si ({1,03) # 1,ona
(l1,12) > u, d’ou la relation

+ —_
>y Bt oy %

11|P(u,2) 1| P(u,2) 11|P(u,z) h 1P (u,2) b

ofg(g)

§2u <A

+ —_
3 i > %+O(u"(1/2)).

11|P(u,2) h 1P (u,2)
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Il est maintenant utile de tenir compte de la symétrie du probléme qui transforme
TPen

TP:XV(u)( 3 ’/l’—’J'r) (2 3 ¢‘2- 3 1’—21)

L|P(u,z) ! L|P(u, z) 11]P(u,2)
+O(X1-9), (3.12)

Il convient de comparer les sommes 3~ | p(, ) (qb,"l‘ /1) et 31 Pu,z) (¥, /12) aux

sommes plus classiques 3,1 p(u,z) (47 /1) €t Ty p(u,z) (111, /12) 0d p* désigne la
suite des coefficients de Rosser en dimension 1, associés aux parametres D et A.
Cette évaluation est faite explicitement pages 317-320 de [Iw2], en effet, la quan-
tit¢ L* (e, D, P(z)) est exactement notre somme 3, | p(u'z)(z/),"l' /11), ce qui permet
d’énoncer le

LEMME 5 ([Iw2]). On a pour tout € > 0, l’égalité

it _i -6

> - > i = 0(e* + e %(log D) 7). (3.13)
|| P(u,2) {|P(u,z)

Le Lemme 3 de [Iw2] et 1a formule (4.1) de [Iw1] fournissent les inégalités

M (1-3)< ¥ %<1 (1-5){(E2)

ugp<z P/ P(uy) ugp<z

+0((log D)"“/3))} , (3.14)

et

2o L0 D) sowmersm). o

1|P(u,2) ugp<z 4

Pour démontrer (3.11), il suffit de regrouper (3.12), (3.13), (3.14), (3.15) et de
vérifier I’inégalité

2f (logA> _F (logD) >0,
log z log 2
pour z = z0(%) (k tres petit), ce qui est aisé puisque, pour 2 < s < 4, on a
f(s) = 2e7log(s—1)/setpour1 < s < 3 ona F(s) = 2¢7/s. Signalons que
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0, 2406 est strictement inférieur a 3/4(1 + exp0,75), qui est I’'unique racine de
I’équation en &:

3/4 1 1/2
2f log z _F ogzT _o
log z¢ log z¢
Ceci termine la démonstration du Théoréme.
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