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0. Introduction

D’Agnolo et Schapira [1] ont récemment étudié certains problemes de Cauchy
2 données ramifiées du point de vue de la théorie microlocale des faisceaux.
Plus précisément, ces auteurs ont prouvé un résultat géométrique général d’image
inverse du complexe des solutions d’'un complexe faiblement cohomologique-
ment constructible K a valeurs dans un complexe de faisceaux F’, sous certaines
hypothéses. Ils ont également montré que si Z1, ..., Z, sont p hypersurfaces com-
plexes de X = C" se coupant transversalement deux a deux le long d’'une méme
sous-variété Z de codimension 2, les sommes de fonctions ramifiées autour de cha-
cune des Z; se réalisent comme sections de RHom (K, Ox) ot K estun complexe
convenable et Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X. Leur résultat
général s’applique dans ce contexte et leur permet de résoudre le probleme de
Cauchy pour un D-module, étendant ainsi un résultat de Hamada—Leray—Wagschal
[6].

Le but de cet article est de réaliser une construction similaire, qui permette
d’étendre de maniere analogue un cas particulier d’un résultat de [12] concernant
le probléeme de Cauchy pour un opérateur a données ramifiées générales le long
de la réunion des p hypersurfaces Zi,..., Z,. Les fonctions ramifiées autour de
Z1U- - -U Z, peuvent en effet se décrire a I’aide d’un complexe RHom( K, Ox) o
K est un faisceau convenable. La difficulté nouvelle réside dans le fait que S S(K)
contient le conormal a I’intersection Z des Z; alors que dans le cas traité par
d’Agnolo et Schapira, le microsupport du complexe K correspondant est contenu
dans la réunion des fibrés conormaux aux Z; dans X . La méthode de [1] ne peut
donc s’étendre directement au cadre qui nous intéresse. Cette difficulté va nous
empécher d’obtenir un énoncé géométrique contenant le résultat de [12] dans toute
sa généralité, et va nous obliger a nous restreindre au cas particulier p = 2. Dans
ce cas, qui dans I’approche de Leichtnam est techniquement beaucoup plus simple
que le cas général, le faisceau K s’écrit comme un produit tensoriel K1 @ K3, od
K, et K, décrivent respectivement les fonctions ramifiées autour de Z; et Z,, et
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vérifient donc $5(K;) = T X, fibré conormal & Z; dans X . En particulier K;; ly
est isomorphe au faisceau L permettant de décrire les fonctions ramifiées autour
de Z sur Y. On construit alors pour tout complexe F' une fléche naturelle

RHom (K1 ® K33 F)|, — RHom(L, F|,)|, (0.1)

et le théoré¢me principal de cet article affirme que sous des hypothéses géométriques
convenables sur les microsupports SS( K1), SS(K3), SS(F), la fleche (0.1) est
un isomorphisme. On vérifie ensuite que ces hypotheses sont satisfaites lorsque
F est le complexe des solutions holomorphes d’un opérateur a caractéristiques de
multiplicité constante, dont la variété caractéristique ne rencontre 7' X que suivant
deux directions complexes distinctes.

La méthode de preuve repose, comme dans [1], sur une microlocalisation du
probléme. Afin d’exploiter la structure de produit tensoriel de K, on introduit une
microlocalisation simultanée, qui est 1’analogue dans le cadre des faisceaux de la
deuxi®éme microlocalisation simultanée de [4]. Le premier chapitre de I’article est
consacré 2 la définition de cette notion et a la preuve de résultats étendant a ce cadre
certains des théorémes de [8]. L’application au probléme de Cauchy ramifié fait
I’objet du second chapitre. On écrit pour cela le complexe RHom(K; ® K, F)
sous la forme

RHom(Ca ,R’Hom(ql_lKl ® qz‘le,qéF) 0.2)

ol Ca, est le faisceau constant sur la diagonale de X X X X X et ¢; la jieéme
projection de X X X x X sur X. On utilise alors la microlocalisation simultanée
du premier chapitre pour écrire (0.2) comme image directe d’'un complexe sur
T*(X x X x X) par la projection naturelle de ce fibré sur la base. Le point essentiel
consiste 2 remarquer que les hypotheses géométriques du probléme permettent
de remplacer, relativement a2 1'un des facteurs, ’image directe par une image
directe a support propre. On montre alors que les singularités microlocales de 1’'un
des faisceaux K; n’interviennent plus dans le probléme, ce qui permet d’obtenir
I’isomorphisme cherché par I’intermédiaire de résultats de commutation d’images
inverses et de microlocalisations simultanées. Précisons que cette idée est inspirée
de certaines techniques de majoration de singularités microlocales de solutions
d’équations semi-linéaires utilisées dans [10], [11], [5] (cf. également [13]).

NOTATIONS. Dans I’ensemble de I’article, nous utiliserons les notations sui-
vantes. Si X est une variété analytique réelle (resp. complexe) on note T* X son
fibré cotangent réel (resp. complexe) et pour Z sous-variété analytique réelle (resp.
complexe) de X, on désigne par T4X le fibré conormal 2 Z dans X et par T3 X
le complémentaire de la section nulle dans 77 X . Lorsque 7: £ — X est un fibré
vectoriel, on désigne par 7 la restriction de m au complémentaire de la section
nulle, et par E| » la restriction de E' a un sous-ensemble Z de X (i.e. le produit
fibré de E et de Z sur X). Si S est une partie d’un cotangent réel, on désigne par
Vect(S) C T*X la réunion des sous-espaces vectoriels engendrés par la fibre de
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S en tout point de X. Si A et A, sont deux parties (coniques) du cotangent 7 X
a une variété analytique réelle X, on note d’apres [8] Ay +As1a partie de T* X

définie en coordonnées locales par:
AFA = {(m,f) € T*X ; il existe des suites (z},£1), € Ay,

(:vfb,f,%)n € A, avec

2 1
oy T, T =8 6 o€

€8] = +o0, |2, — 23| [é4] — O}. 03)

On définit de méme A1+ A, en suprimant, dans (0.3), la condition |¢1| — +oo.
Si X' est une sous-variété fermée de la variété X et s: X' — X I’injection, on
définit pour A partie de T* X une partie s*(A) C T*X' (cf. [8] Sect. 6.2). Si ’on
choisit des coordonnées locales (¢, ) sur X telles que X’ = {t = 0} et si I’on
note (¢, z ; 7, &) les coordonnées duales, on a:

s*(A) = {(a:,{) € T*X ; il existe (t,, Tn ; Tn,&n)n des suites de
points de A avec
(ny6n) = (2,€) tn =0, |ta]|7a| - O}. 04)

Lorsque Z est une partie d’une variété analytique réelle X, on note Cz le faisceau
constant sur Z. Si X est une variété analytique complexe, on désigne par Ox (resp.
Dx) le faisceau des fonctions holomorphes (resp. des opérateurs différentiels a
coefficients holomorphes) sur X. Si X est une variété analytique réelle D(X)
désigne la catégorie dérivée de la catégorie des complexes (a 1’homotopie pres)
de faisceaux de C-espaces vectoriels sur X a cohomologie bornée (cf. [8]). Si
f: Y — X estune application analytique entre variétés analytiques réelles, on
note R f, (resp. R fi) le foncteur dérivé de I’image directe (resp. de I’image directe
a support propre) et f ~1 (resp. f*) le foncteur d’image inverse (resp. le dual de R fi:
cf. [8] chapitre 3). On désigne par wy, x le complexe dualisant relatif défini par
wy/x = f'Zx. Si M est une partie de X, on note RT'az() le foncteur dérivé du

L
foncteur des sections a support dans M et RHom4(-,-) (resp. - % -) le bifoncteur

dérivé du foncteur des germes de A-homomorphismes (resp. du produit tensoriel
sur A). Dans le cas A = C, on supprimera A dans la notation. Enfin, pour F objet
de D%(X), on note SS(F) C T*X le microsupport de F'.

1. Microlocalisation simultanee

Il s’agit dans cette premiere partie de développer la notion de microlocalisation
simultanée d’un complexe de faisceaux sur un produit de variétés, le long d’un
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produit de sous-variétés, en s’inspirant a la fois de la théorie géométrique de la
microlocalisation des faisceaux de [8], et de la deuxiéme microlocalisation simul-
tanée par transformation de FBI introduite dans [4]. La plupart des constructions
et des démonstrations sont calquées sur celles de [8] et permettent d’obtenir des
estimations géométriques semblables a celles de [4].

1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES DE BASE

Soient X1, ..., X, ¢ variétés C* (ou analytiques réelles) et pour k = 1,..., ¢ soit
M. une sous-variété fermée de X. Rappelons que la déformation normale de My
dans X}, est une variété de dimension dim Xy + 1, X, munie de deux applications
Pk - X — Xgetiy: Xk — R telles que pkl(X;c — M) soit isomorphe 2
(Xx — M) x (R — {0}), que t;'(R — {0}) soit isomorphe 2 X x (R — {0})
et que t~!(0) soit isomorphe a Tz, Xx. Lorsqu’on dispose sur X d’un systéme
de coordonnées locales zx = (z},z%) tel que My soit donné par =}, = 0, X}
s’identifie au produit X; X R muni des coordonnées (z}, z, tk), px étant donnée
par pr(2}, 2], tk) = (tka), zy) et iy : X — R étant la projection sur le dernier
facteur. Notons X = X1>< XXqy M = MyX---XM,, X=Xx- qu,p =
PLX X Pyt =1 XXt Onnote @ C X I'i image réciproque de (R%)? par
tet Ty X = Ta Xy X --- X Ty, Xy = t71(0) C X. On introduit les notations
suivantes:

Tan X1 X -+ X Tag, Xy s X +—1—0Q

P 0.4)

S

My % - % MQC;- X
Si S est une partie de X, on pose
Con(S) = TuX np1(S). (1.1.2)

Il résulte de la définition que dans le systtme de coordonnées locales sur
Tp, X1 X -+ - x Tag, X déduit des coordonnées précédentes sur les Xy:

C'(M)(S) = {((zllvxlll y. ,(:L‘q, q)) € Tay X1 X -+ X TMqu 5
il existe des suites
(@721, (20 2,") € S
g €ERLE=1,...,q,cf > 400 si n— +oo

" !
avec z," — z}etciz — zi}. (1.1.3)
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L’ensemble précédent est une partie g-conique de Tar, Xy X -+ X Tpr, X
(i.e. est invariante sous Il’action de (IR* )? donnée par (up,.. uq)
((e],21), ..., (x5, 7)) = (w121, 27),.. .» (ug7, z7)). On remarquera que si S
est un produit § = Sy X -+ X g, C M)(S ) n’est autre que le produit des cones
normaux de Whitney C’M,(Sl) X X Cp,(Sq)-

Le lemme suivant est analogue & la Proposition 4.1.3 de [8].

LEMME 1.1.1. Soit V' un ouvert q-conique de Tar, Xy X -+ X Tp, X,. Alors
I’ensemble des p(W N Q) o W décrit le filtre des voisinages ouverts de V dans
X coincide avec I’ensemble des ouverts U de X tels que V N C( mX-U)=

Dans les applications de la Section 2, Mj, ..., M, seront naturellement des sous-
variétés linéaires d’ouverts de R™. En particulier nous disposerons toujours de coor-
données locales zx = (z},z}) telles que {z} = 0} = Mj. Nous ne chercherons
donc pas dans cette section a formuler tous les résultats de maniére intrinséque.
Nous utiliserons le lemme suivant, valable sur des ouverts de carte:

LEMME 1.1.2. Supposons que l’on dispose sur X1, . .., X de coordonnées locales
du type précédent. Alors tout ouvert g-conique V de Ty, Xy X - - - X Tng, Xy admet
une base de voisinages ouverts W dans X tels que les fibres de la restriction de p
a W N Q soient homéomorphes a R? ou bien vides.

Définissons alors le spécialisé simultané le long de (M, ..., M,):

DEFINITION 1.1.3. Soit F € Ob(D*(X; X -+ X X;)). On appelle spécialisé
simultané de F' le long de (M, ..., M,) I’objet

vony(F) = vy, mp)(F) = s~ Rjp'F. (1.1.4)

Par définition v(pr)(F') est un objet de DY(Tp, Xy % -+ % TM ,Xq) a cohomologie
localement constante sous I’action de (R} )? sur TMlX 1 X =+ X Tp, X, On dira
que v(pr)(F) est g-conique.

Soient V' un ouvert g-conique de Ths, Xy X --- X T, X, et U un ouvert de
X1 X -+ x X, tel que C'(M)(X — U)NV = . Comme dans le cas du spécialisé
usuel, on construit une fleche naturelle RT'(U, F) — RT(V,y)(F)) et on en
déduit des isomorphismes en cohomologie ([8] Théoréme 4.2.3):

PROPOSITION 1.1.4. (i) Soit V un ouvert q-conique de Tpr, X1 X -+ + X TMqX g
au dessus d’un ouvert de carte de My X - - - X M,. On a pour tout entier k:

H*(V,van)(F)) ~ lim H*(U, F) (1.1.5)
U

ou U décrit la famille des ouverts de X| X --- X X, vérifiant C'(M)(X -U)n
V=0
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(ii) Soit Uy un ouvert de My X - - - X M, contenu dans un domaine de carte et
A un fermé q-conique de Tpg, X1 X -+ - X Tpng, Xy On a:

H 1wy (77 (o) vany(F)) = lim HE oy (U, F) (1.1.6)
z,u
ot la limite inductive est prise pour U décrivant le filtre des voisinages de Uy dans
X et Z la famille des fermés de X vérifiant C(ary(Z) N 71 (Up) C A.

Soit J une partie de {1,...,¢}. Pour tout j € J, on notera i;; I’injection de M
dans T, X, 44,; U'injection de M; dans X, 7;,; la projection de T, X; sur M
et on posera My; = X;. Sij ¢ J,ij5,1,; et 7;,; désigneront I'identité de Tpy, X;;
sur Ty, X; et on posera M ; = M;. Enfin, onnoteraiy = i1 X +++ X i74,%5 =
8g1 X " X 1Jg,TJ = TJ1 X *++ X TJ,q,(MJ) = (MJ’I,. ..yMjg). On a alors le
résultat suivant analogue au Théoréme 4.2.3 de [8]:

PROPOSITION 1.1.5. Pour toute partie J C {1,...,q} on a des isomor-
phismes:

(@) Ry, vy (F) = i'il(V(M)(F)) et 15" (var,) (F)) = i3 (v (F))

(ii) RTJ!V(M)(F) jad ’lJ(l/(M)(F)) et

RPMlx...qu(F)IM e RI‘M]X'“XMq(V(M)(F))IM'

Les premiers isomorphismes dans les assertions (i) et (ii) précédentes résultent
du caractere g-conique de v(5r)(F) (cf. [8] Proposition 3.7.5). La fleche naturelle
iz (vmp(F)) — i! (v(am)(F)) se construit comme pour la spécialisation usuelle
relativement a chaque variable dont I’indice est dans J et on prouve qu’il s’agit

d’un isomorphisme comme dans [8]. De méme pour I’assertion (ii).
Nous pouvons désormais définir le microlocalisé simultané:

DEFINITION 1.1.6. Reprenons les notations de la définition 1.1.3. On appelle
microlocalisé simultané de F' le long de (Mj,..., M,) I'objet g-conique de
DY(Typ, X1 x -+ x Ty Xq)

pony(F) = (vany(F)" (1.1.7)
ol A désigne la transformation de Fourier-Sato ([8] Sect. 3.7).

REMARQUE. Soit H = {(z}, ), tk)k=1,.,q € Qt1 = t2 = --- = t,} et notons
h 'injection de H dans €. Utilisant la fleche naturelle Id — h,A~! on obtient une
fleche

s 'Rjp™'F - s\ Rjh A 5TIF
i.e. une fleche

VM, . Mg)(F) = VM, xox My (F) (1.1.8)
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ol v x...x M, désigne la spécialisation usuelle le long de M; X --- X M,. Par
transformation de Fourier-Sato, on obtient donc un morphisme naturel:

(M. Mg)(F) = My xx M (F)- (1.1.9)

On peut rapprocher (1.1.9) du fait que lorsqu’on resteint la transformation de
FBI de deuxiéme espéce simultanée de [4] a la diagonale de I’espace des petits
parameétres, on obtient la transformation de F’BI de deuxiéme espéce usuelle de
[14], [9], [5].

Avant d’énoncer I’analogue de la Proposition 1.1.5 pour le microlocalisé simul-
tané, introduisons les notations suivantes. Si J est une partie de {1,...,q} et
j € J, notons 7; ; 'injection de M dans Tf; X, iy ; I'injection de M;; dans X;; et
7,5 la projection de T7 X; sur M;. Sij ¢ J, iy ;» 175> 7, désigneront I'identité
de Ty, X;j. On pose alors iy = é/jy X --- X i iy = i x - X i, 15 =
Ty1 X -+ X Tq. Lorsque J = {1,..., ¢}, on supprime I’indice J. On déduit de
la Proposition 1.1.5 par transformation de Fourier:

PROPOSITION 1.1.7. Pour toute partie J de {1,...,q} on a des isomor-
phismes:

6)) RW*IU(M)(F) ~ H(M)(F)lMlx...qu et
RFMIx---qu(F)|M1x---qu = ,u(M)(F)|M1><...qu
(i) Rrypny(F) =~ i yun)(F) et

Z’J_IH(MJ)(F) Qwn,x, = i'!JH(M)(F)-
jeJ

1.2. CONE NORMAL SIMULTANE ET MAJORATIONS DE MICROSUPPORTS

Nous allons prendre pour définition du c6ne normal simultané la caractérisation
donnée par le Lemme 2.1.2. de [4]. Le fait que I’objet obtenu est indépendant des
divers choix arbitraires effectués résulte de I’équivalence de cette caractérisation
et de la définition intrinseque donnée dans [4]. Considérons ¢ variétés analytiques
réelles X1,...,Xg et pour j = 1,...,q soit A; une sous-variété lagrangienne
lisse de T* X ;. Pour tout j = 1,..., g, choisissons une transformation canonique
Xj: T*X; — T*Xj telle que x;(A;) = X; section nulle de T*X;. On note
X; : T*A; — T*X; I’application induite sur les cotangents et X = X1 X -+ X
Xq: T*Ay X -+ x T*Aqg —» T*X; X -+ x T*X,. Soit § une partie conique de
T*X; X -+ x T*X, (pour I’action naturelle de R} sur cet ensemble). On a alors:

DEFINITION 1.2.1. Le cone normal simultané a S le long de (Aj,...,A,) est
I’ensemble C(a,,..a,)(§) C T*Ay X -+ x T*A, défini par
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XCiar,ng)(8) = {1, Ygs My -5 Mg) € T* Xy X -+ - X T* X,
il existe des suites

(27205 () €S

ui ERY, u' =0 si m—oooj=1,...,¢

tellesquesi  (y7",7;") = x;(2]",u;"(;") onait

yit = yin /ey = mii=1,...,q}. 1.2.1)
Considérons le cas oul A; est le fibré conormal 4 une sous-variété M; de X ;. Il existe
une identification canonique de 7Ty, X; et T*Tj{,,] X; ([8] Proposition 5.5.1)

donnée dans les coordonnées locales provenant de coordonnées z; = (z’;, z”/

%yall) sur
X; telles que M; = {z; = 0} par

(5,27, 6,&) — (&, 275 -, &). (12.2)

Cela permet d’identifier C’(T& X1,,T X,)(5) aune partie de T™(Tps, X1 X -+ - X
1 q

Tnm,X,) que I’on désignera par la méme notation. Il résulte des propriétés foncto-

rielles du microsupport:

THEOREME 1.2.2. Soit F un objet de D*(X1 x - -+ x X;). Ona:
§5(van)(F)) C Cayy x1,..13 X (55 (F))
§S(pa)(F)) C C(T;JIXI,...,T;quq)(SS(F))-

1.3. MICROLOCALISATION SIMULTANEE ET IMAGES INVERSES

Ce paragraphe est consacré a 1’obtention de résultats de comparaison entre le
microlocalisé simultané de la restriction d’un faisceau a une sous-variété et la
restriction du microlocalisé simultané. Ces résultats sont paralleles & ceux de la
Section 6.7 de [8] aussi bien dans leurs énoncés que dans leur preuve. On n’a
toutefois pas tenté d’obtenir les théorémes optimaux mais seulement ceux qui nous
seront utiles dans la Section 2.

Soient X1, ..., X, g variétés analytiques réelles et pour j = 2,..., g notons M;
une sous-variété fermée de X ;. De plus, soit Y; une sous-variété fermée de X;. On
désignera par f I’injection Y] X X3 X - -+ X Xy — X1 X --- X X,. On utilisera la
méme notation pour I'injection Y; X My X + -+ X My — X1 X My X - - X M, On
note alors:

fro T Xaly, X T"Xp X - X T*X, = T*X; X -+ x T*X,,
T Xyly, x T*Xox -+ X T*X, - T*Y) xT* Xy x - x T*X, (13.1)
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les applications naturelles déduites de f. On notera également:

M Y1 X T Xa X oo X Tg, Xq = X1 X Tip, Xa X - X Tpg X

fM’,-Z Y] X TM2X2 X e X TMqu — X] X TM2X2 X e X TMqu (1.3.2)
les injections naturelles. Il existe une fleche naturelle

Fatatixo M, ntg) (F) — Bvi iy, mp) (F71F). (1.3.3)

Pour la construire, il suffit en effet de définir une fleche

f]\_/II,TV(Xth,--.,Mq)(F) — Vn ,Mz,...,Mq)(f_lF) (1.34)
et d’utiliser la transformation de Fourier-Sato. Si ’on munit X; de coordonnées
locales z; telles que pour j > 2z; = (%, 2) avec M; donnée par a:g = 0,etsil’on
note X I’éclaté de X ; le long de M;, muni des coordonnées (%, 27, 1;), on désigne
par Qx (resp. dy ) I'ouvert de X; x Xy XX X (resp. Y7 X X2 X +ee X X'q)
donné par ¢, > 0,...,t, > 0. Si sx,jx,px (resp 8y,]y,py) dé51gnent les
applications correspondantes définies par (1.1.1),etsi f: Y7 x X5 x -+ - X X —
X1 x X2 X e+ X X est I’injection, on construit (1.3.4) en écrivant:

ot s Rix«ix'px' F = s¢' [~ Rixuix'px' F
— sy' Rjv.jy ' f7'px'F = s7' Rjv.jy'py' f'F. (13.5)

Notons mx (resp. 7y ) la projection naturelle de X1 X Tjg, X X - - - X Ty, X (resp.
Yi X T, X X -+ - X Ty Xg) sur Xy X - -+ X Xg (resp. Y X Xz X - - - X X ). Nous
désignerons par 7x et Ty les applications analogues sur les fibrés normaux. On a
alors un diagramme commutatif

R‘Iry,..fM (X, My,..,Mg)(F) R‘II’Y*"I’(YI ,Mz,...,Mq)(f_lF)

1 1 (1.3.6)

- -1
f 1Rr‘)(l><M2><~~«qu(F)|X1><M2><~~)<Mq - RPlesz...qu(f F)IY[XMZX"'XMq

les fleches verticales désignant celles de la Proposition 1.1.7(i).
Pour tout j = 2,..., g désignons par o; I’injection

;Y1 X My X oo X Mj_1 X Xj X Mjpp X-o- X Mg — X1 X+ x X;.(1.3.7)

11 s’agit alors de prouver le théoréme suivant:

THEOREME 1.3.1. Soient F un objet de DY(Xy X -+ - x X,) et Z un fermé de Y.
Supposons que
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(i) Pourtoutj =2,...,q 0 est non caractéristique pour F' au voisinage de

ZXMy;x---x M,

(ii) L’injection far r est non caractéristique pour le cone normal simultané

%*

C(Xl,TilzXz,...,Tj,qu)(SS(F)) au-dessus de Z x Ty, Xp X - X Ty X,

(i) L’intersectionde Ty X1|z X Ty, Xo X - -+ X Ty X, avec S S(F) est contenue

Y: M, Mgt q

dans Tx, X1 X Tjp, Xa X -+« X Ty X,

Alors la fleche déduite de (1.3.3)
Fatebt(x My 0) (F NzxTy, Xox-xTh Xq
= Iy, ,Mz,...,Mq)(f_lF)IZxT;szzx.-.xT;quq (1.3.8)

est un isomorphisme.

Démonstration. Munissons X de coordonnées locales z; = (1, 21) telles que
Y} soit donné par y; = 0. On notera §; = (1, (1) les coordonnées duales. Soit
f' 'injection de Qy dans Qx. La fleche (1.3.8) provient par transformation de
Fourier-Sato de (1.3.4), (1.3.5) et I’on peut décomposer ce dernier morphisme
en:

fitsx' Rix«ix'px' f = s3' f'Rix.5%'F
— 7' (wg3 ® f'Rix.px'F)
o~ s;l(w?;/_}( ® Rjv.f"'px'F)

~ sy Rjyapy' (W3 ® f'F) (1.3.9)

ol wy /X (resp. wy, x ) est la complexe dualisant de Y; x Xy X oo % X'q (resp.
Y X Xp X -+ x X,) dans X; X Xp x + -+ x X, (resp. X1 X X3 X --- X X,). Le
transformé de Fourier-Sato du dernier faisceau est K(Yi, X2, Xq)(w%‘)} ® f'F) et
sarestrictiona Z X Ty, X5 X - - X Ty X, est bien isomorphe au terme de droite

de (1.3.8) grace a I’hypothese (i) du théoréme et au Corollaire 6.4.4 de [8]. Pour
prouver le théoréme, il nous suffit de montrer que la fleche déduite de (1.3.9)

(' ™ Rixabx' F)" — (57" (0§ 3 ® [ Rixpx' F))"

est un isomorphisme au voisinage de Z X Tp, X5 X + - - X T3, X, Si H désigne le
troisi¢me terme du triangle

wy /% ® F Rix. 53" F — f'Rjx«px'F — HXS (1.3.10)

on doit donc prouver que $.5(( sy H)") ne rencontre par Z, XTyp, Xax: - -xTyy X
injecté dans la section nulle de T*(Y; X Tjy, X2 X - - - X Ty X). Compte tenu de
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I’identification (1.2.2) il faut donc voir que les hypothéses du théoréme entrainent
que 5S(sy' H) ne peut contenir de point de la forme

(217 (07 $,2I KRR ) (07 :l,‘g), O, (657 O)’ LERE] (6{1, 0)) (1311)

avec 21 € Z,z € M; j = 2,...,q. En majorant §S(sy'H) par st (SS(H)) et
en utilisant (0.4), on obtient tout d’abord:

LEMME 1.3.2. Supposons le point (1.3.11) dans SS(sy' H). Il existe alors des
suites

(1, 2000, C1) € T Xy, (2F,€7) € T*X;, tf €RLj=2,...,q
telles que l’on ait pour tout n

(97, 27), (t72"7 2"} )j=2,..05
(175 ¢1)s (€5 147,€"7 )i=2,..q) € SS(F) (13.12)
et que
(¥, 21) — (0, z1), |nf] = 400, ({ =0,
z'?, 2" €7, 6") — (0,275 €,0),17 - 05 =2,...,q

70
11 nous faut déduire de ce lemme que I’appartenance de (1.3.11) 2 §S(sy' H) est
contradictoire avec les hypotheses du théoreme. Considérons la suite (1.3.12) et
posons pour j = 2,...,q

A% =€ /12, (1.3.13)

Si [n7|(AZ + -+ + A7)~! n’est pas bomé, apres extraction d’une sous-suite de
(1.3.12) divisé dans les fibres par |n}'|, on obtient un point de SS(F') dans
Ty X1lz x Tx, Xo|m, X -+ - X T}“( Xq|m, hors de la section nulle, ce qui contredit
I’hypothese (i) du théoreme. I existe donc C > 0 avec InTl S C(AZ +---+ AY).
En particulier, le membre de droite tend vers 1’infini. Supposons qu 11 existe
Jj € {2,...,q} etune sous-suite telle que A;-‘(Eg¢jA;‘)‘1 — 0, par exemple j = 2.
Divisant dans les fibres de (1.3.12) par A3 + - - - + A7 et passant 2 la limite sur une
sous-suite convenable, on obtient qu’il existe un point de la forme

((0’ z1), (0, m;,)j=2,~-,q; (m,0), (w;" O)J'=2,---,<I)

dans SS(F) avec w'? = Oet |w3| + - - - 4 || # 0. Cela contredit I’hypothese (i)
pour o3.

Il en résulte donc qu’il existe ¢ €]0,1[ avec cAT < A} < c‘l)\’; pour j =
2,...,q. Considérons alors la suite:

(o7, 20), (52T, 2"F) j=2,.003 (M /A3, (T /A2), (€77 /4305, 677 /05 j=2,00) -
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Elle est dans S .S(F) et, apres extraction éventuelle d’une sous-suite converge vers
un point de la forme

((Oa 21)7 (O? x.l; 7=2,...,9 (7717 0)7 (OJ;, O)j=2,...,q)7

i.e. un point de T3, X1|z, X Ty, X2 X -+ - X Tjy X,. L’hypothése iii) du théoréme
implique alors 7y = 0 d’od 7' /A? — 0 pour j = 2,..., . Sil’on pose alors pour
i=2,...,qu} =t}n} |—|£'"||17 |//\”onadoncu — Opourj=2,...,q.
Déﬁnissons

@20 = (92, (@7, CF) = (nf/Infl, CF/lrkl),
(&7,8"7) = (t2"3,2"7), (€7, = (&7/u3, €3/ Inf)),

j=2,...,q.D’apres (1.3.12) le point

(g7, 21), (xn ~"n)J—2, qa5 (T 1) (f ff"?)j=2,...,q) (1.3.14)

est dans S.S(F") et, apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on a:

(7, 2 72, P) — (0, 21597, 0)
upT — & #P/uf -0
J=2,...,¢

~In " e
" — zj £ *—0

pour un certain yj vérifiant |yf| = 1. D’apres la définition du cone normal simul-
tané, le point

((07 21)7 ({;’ x./j/)j=2,...,q; (yf, 0)7 (O, O)j:l,...,q)
est dans C(T;tl X1, T3y, X2, Tig, Xa) (SS(F)). Ce point est aussi conormal a I’injection

fm,r au-dessus de Z X Ty Xp X -+ X TM X, et I’hypothese (ii) du théoréme
implique alors la contradlctlon Y= O

Nous allons maintenant prouver un second résultat du méme type. Les données
géométriques sont les suivantes: soient X1, ..., X, g variétés analytiques réelles et
pourj = 2,...,qsoient M. j C Y; C X deux sous-variétés fermées de X ;. Notons
flinjectionde X X Y3 X --- X Y, dans X1 X Xz X --- X X, ettfl’w la projection
naturelle de X X T, Xa X -+ X TM Xg sur X X TM Yy x -+ x Ty Y. Pour
toutj = 2,---, g onnotera o; 1 mjectlon

0 X1 X My XX Mj_1 XY; X Mjp1 X -+ X M,
— X1 x Xp x -+ X X,. (1.3.15)

Soit Z un fermé de X. Il s’agit de prouver le théoréme suivant:

THEOREME 1.3.3. Soit F un objetde D’ (X x - - -x X, q)- Supposons que pour tout
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J =2,...,q,0; est non caractéristique pour F' au dessus de Z X M X - -- X M.
Alors la fleche canonique

RE fanpx, My, Mo) (F) 2xT3, YaxxT3, Yy
_ q
— b(x, My, M) (fTF ® 629wy,/x,)leT;lzyzx---xT;quq (1.3.16)
est un isomorphisme.

Indiquons d’abord la construction de (1.3.16). Si ’on désigne par fj, I’injection
de X1 x Tp,Ya x -+ X T, Y,y dans Xy X T, X2 X - -+ X T, X, il suffit, par
transformation de Fourier-Sato, de construire une fleche.

P31 vxi M, M) (F) = V(Mo ) (f 7 F)- (1.3.17)
On obtient (1.3.17) en écrivant
F'3f %' Rix«px'F = sy fof Rix.p™'F
— sy Rivaiy' i px' = sy Rivady' f7'F (13.18)
ou, si I’on note pour j = 2,...,q, f’J (resP. X'j) l’éc}até de M; dan§ Y; (resp. )_(j)

etsi Qy (resp. x) est 'ouvertde X; X Yz X - -+ X Y (resp. X1 X Xp X -+ X Xj)
donnépart; > 0j = 2,...,q,les applications sx, sy, px, py sontdonnées par

Xi xTapYa X -+ X T, Xg& Xy x Vo x o x Yy X X1 x Yy x -+ - X Y,

fu Im f

X1XTM2X2X--'XTMquC-z> X]Xsz---XXq-p—X>X1XX2X---XXq

Jjy (resp. jx) est I'injection de Qy (resp. x) dans X; X Yy X -0 X f’q (resp.

X1 x Xy x -+ x Xg) et py = py o jy,Px = px o jx.
La preuve du théoréme reposera sur le lemme suivant:

LEMME 1.3.4. Sous les hypotheses du théoréme, on a:

() far est non caractéristique pour v(x, m,,..Mg)(F), au voisinage de
Z X Tam Yo X -+ - X T, Y.
(i) * f3; est propre sur Supp(p(x, M,,.,.M,)(F)), au voisinage de Z x Ty Yy X
X T Y.
-~ q .. . .
(iii) far est non caractéristique pour Rjx.px F au voisinage de Z x Ta, Y, X
co X Tig, Y.
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Démonstration. Choisissons des coordonnées locales z; sur X; avec pour j =

2,...,q z; = (2},2),2 = (y},2}) de telle manitre que M; = {a} = O} et

Y {y = 0}. Onaalors des coordonnées (z%;, 27) (resp. (2}, z7), resp. (&, =
resp. (C]’ ') sur Tpy, X; (resp Tm;Yj, resp. Ty X, resp. TM Y;). On note
alors (2 = (y,2}), 2% & = (n}, L), €F) (resp. (€5, ],f* = (n; ,C"*), "*) les
coordonnées sur T*TM X (resp. T*TM X ;). Le conormal 2 f, est la partie de
T*(X1 x Tap X2 X -+ - X Ty, Xg) & équatlons

& =0, y; =0, C; =0, éy =0, 7=2,...,q (1.3.20)

Compte-tenu de I’identification (1.2.2), il suffit pour prouver (i) de voir que

§S(1(x,,Ms,,...m,)(F)) ne rencontre pas la partie de T*(X1 X Ty, Xz X - -+ X
X,) d’équations:
§1=0, ¢¢=0, n7=0, 2;"=0, j=2,...,¢ z1€2Z (1321)
hors de 771 = 0 pour tout j = 2,...,¢. Si un point (a:l,(§; z)j=2,...q>
€1, (€ ]* €'*);=2,..4), €st dans cette intersection, il existe d’apres le théoréme 1.2.2

(el
une suite

(2, (2] 2™ =2, €15 (€6, & ™ )i=2,.00) € SS(F) (13.22)

et des suites u? € R tendant vers 0 avec:

(215 €7) = (2150)

"
(unJ ’ ]TL’_ n/ ]’{771)

— (& = (n},0),2%5 " = (0,¢;*), 2 = 0). (1.3.23)

Il nous faut voir que les hypothéses du théoré¢me impliquent alors 77; = 0 pour tout
j. On peut supposer que £J |£ | — oo. S’il existe 7 € {2,...,q} tel que, le long

d’une sous-suite |§J- |(Ez¢J|§e [)~! — 0, par exemple j = 2, il résulte de (1.3.22)
qu’il existe un élément non nul dans la fibre de SS(F) N (Tx, X1 x Ty, X7 X
Ty, X3 X -+ - X Ty, Xg) au-dessus de Z X M X - -+ X M, ce qui contredit le fait

que o, est non caractéristique. On peut donc supposer que les |§;”| sont deux 2a
deux comparables lorsque n — 0.
Supposons alors I'un des n;- # 0, par exemple j = 2. On a alors, grice a

(1.3.23), =% (li:/é]’ 0). D’autre part, quitte & extraire une sous-suite, on peut
2

IE "I
l&5n]
obtient encore 1’existence d’un élément non nul dans §.S(F) N Tx, X1 x Ty, X5 X

supposer que les —— convergent. Divisant dans les fibres (1.3.22) par IEQ"I, on
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TM3X3 X e X TM X, au dessus d’un point de Z X M X --- X M3, d’ou la
contradlctlon cherchée On a donc obtenu (i).

L’assertion (ii) se prouve de maniere analogue. Enfin, pour montrer (iii), remar-
quons que

SS(Rjxsbx' F)| 2xTary Xax-xTar, Xq
C {(21,(0,;)=2,..¢5 1, (75, &) j=2,..0)5
(21,225, g3 €1y -+, &) € S (SS(RixBR F))}-

Comme 3&(55(1{]}(*{)}1 F)) cC C(T;(an,T,t,zXz,...,T;,qu)(SS(F)) d’apres la
preuve du Théoréme 1.2.2., (iii) résulte de la preuve de (1).
Compte-tenu du Lemme 1.3.4, 1a fleche du Théoréme 1.3.3 s’écrit donc aussi

R g, My, M) (F)| 2T, Yox--xT3, Y,
- N(Xl,Mz,...,Mq)(f!F)'ZxT;lezx-'-xTK,I Y, (1.3.24)

Notons 7y la projection de Xy X T, Y2 X -+ X TM Yysur Xy X My X -+ - X M,.
Compte tenu de la Proposition 1.1.7, on a le dlagramme

g
Ry R for,m(x, My, Mg) Pz g — R"Y*l"(xl,Mz,...,Mq)(f_lF®§W19/Xj Nz xpam

(1.3.25)

g
RU X xMyx-xMg(F)l 5o gt = RFXI><sz-~~qu(f—lF®§WYJ/Xj)|ZxM”
od M" = M x -+ x M,.

Démonstration du Théoréme 1.3.3. 11 suffit de voir que sous les hypothéses du
théoréme, (1.3.18) est un isomorphisme. Notons f;, I'injection de Qy dans Qx.

D’apres I’estimation (1.2.6) de 5'.5( ﬁ}lF) et I’hypothese du théoreme, fj’u est non
caractéristique pour p X‘F au vmsmage det; =0Vj=2,...,qetzy1 € Z.De
plus, d’apres le Lemme 1.3.4 (111) fM est non caractérlsthue pour Rjx.px 1F au
voisinage de Z X Tap,Y2 X - -+ X T, Y,. On a alors:

sy far Rix«bx' F 5 s7' Rjy . fop ‘5% F = 3! Rjyupy f'F
d’ou le résultat.
Dans la Section 2, nous utiliserons non pas le Théor¢me 1.3.3 lui-méme mais

un Corollaire, analogue au Corollaire 6.7.6 de [8], et que nous allons maintenant

établir.
Soient Y1, ..., Y, g variétés analytiques réelles X, ..., X, ¢ — 1 variétés ana-
lytiques réelles contenant Y3,...,Y, comme sous-variétés fermées. On notera
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jf I’injection de_Y1 XYy x - xY, dans Y] x Xp x -+ x X, On définit
Y; =Y; xY;,X; = X; x X; pour j variant respectivement de 1 a g et de 2
a ¢. On considere alors les projections

VixXox-xXq Vix¥ypx--x¥,

X X Y

ql/ ¥ / k (1.3.26)
Y1 xXyx--xXq YIXXyxxXq Y% xYy Yix--xY,

gy (resp. ¢f )(¢ = 1,2) étant donnée sur le j™ facteur du produit par la £eme
projection. Notons

f,rt T*Y] X T’.‘X’zly2 X e X T*quyq — T*Y'l X T*Xz X +ee X T*Xq
LT X T* Xy, X - X T*Xly, = T*Yi X T*Ya X --- X T*Y,
(1.3.27)

les applications naturelles. Soit Z un fermé de Y}, que I’on considerera aussi comme
une partie de Y; grice a I'injection diagonale Y; — Yi.Pourj =2,...,¢soitV; =
T;/;YIIZ )<T"‘)(2Iy2 Xoee XT*Xj—IIYj-—l XT;}J,.X]' XT*Xj+1|yj+1 Xoeee XT*quyq.
On a alors:

COROLLAIRE 1.3.5. Soient F et G des objets de D*(Y) x Xo x -+ x X,) et
Db(Y; x - - - x Y,) respectivement. Supposons que pour j = 2,... ,q V,NSS(F)N
tf'~1(SS(G)?) est contenu dans la section nulle. Si M; (resp. N;) désigne la
diagonale de X; x X; (resp. Y; X Y}) et si 'on note

I I X T*Xgly, x - x T*Xyly, > Vi x T*Xp x -« x T* X,

N xT*Xsly, X - x T*Xgly, » Vi x T*Ya x ... x T*Y,, (1.3.28)
on a un isomorphisme

R'g197" e, ... v (RHOM(¢X ' RAIG, 6" F)) 2xT Yy x o x Ty
= /‘(Y,,Nz,...,Nq)(RHom(q;_lG, a1 f'F)) | zx1vyx-xT*Y, (1.3.29)
(en identifiant Tyy X; a T*X; et Ty Y; aT*Y; j = 2,...,q).

Le corollaire s’obtient en exprimant le membre de gauche de (1.3.29) comme
image directe d’un complexe concentré sur Y; x (X, x ¥2) x... x (X4 x Y,) puis
en appliquant le théoré¢me.
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2. Probléme de Cauchy ramifié
2.1. ENONCE DU THEOREME

Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner un résultat d’image inverse
analogue au Théoréme 2.1.1. de [1]. En appliquant ce résultat au cas des faisceaux
permettant de décrire les fonctions holomorphes ramifiées autour de la réunion de
deux hypersurfaces complexes, nous en déduirons un théoréme du type Cauchy-
Kowalewski pour les D-modules. Ce résultat, dans le cas du D-module engendré
par un opérateur, coincide avec le cas particulier du théoréme de Leichtnam [12]
concernant les solutions ramifiées autour de la réunion de deux hypersurfaces com-
plexes transversales d’un opérateur a caractéristique de multiplicité constante.

Commencgons par fixer les notations et introduire les hypothéses. Soit Y une
sous-variété analytique réelle fermée d’une variété analytique réelle X et soit Z
une sous-variété fermée de Y. Notons f I’injection de Y dans X. Donnons-nous
F, K1, K, trois objets de D*(X) et L un objet de Db(Y), tels qu’il existe des
isomorphismes 9; : L — f~1K; i = 1,2. Nous supposerons:

(i) SS(F)etVect(SS(K;)), ¢ = 1,2 ne rencontrent pas Ty X hors de la section

nulle.

(ii) SS(Ki)lz CT3X = 1,2, SS(Ki) N Vect(SS(K;)) C Tx X pouri # j,
T(SS(K1)NT*X)N w(SS(Kz) nNT*X)C Z.

(iii) SS(F)NTEX C §5(K1) U SS(K).

@v) [SS(F) -/|\— S S(K;)]|z ne rencontre ni SS(K;)® pour j # ini Ty X hors de la

(o]

section nulle (¢, € {1,2}).

(v) L est faiblement cohomologiquement constructible (au sens de [1] Sec-
tion 2.1).

(vi) Il existe un morphisme 7 : L — Cy induisant un isomorphisme RI‘{Z}(L) —
RT'(;3(Cy ) pour tout z € Z.

L
(vii) Il existe un morphisme § : L — L ® L tel que les composés

LS Lo 8L

Lirgr'er 2.1.1)

coincident avec 1’identité.
Comme f est non caractéristique pour K, K, et que I ~ f~! K, il résulte de
(ii) que SS(L)|z C TZY. En outre, grice aux isomorphismes %;, on a une fleche

L L
naturelle f “IRHom(K 1® K2, F) - RHom(LQ L, f ‘IF). En composant avec
L
la flzche induite par §, RHom(L ® L, f~'F) — RHom(L, f~'F), on obtient un
morphisme naturel

£~ RHom(K; & K», F) — RHom(L, f~'F). 2.12)
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Le principal résultat s’énonce alors:
THEOREME 2.1.1. Sous les hypothéses (i) & (vii) précédentes, la fleche

L
f~'RHom(K; ® K4, F)|z — RHom(L, f~'F)|z (2.1.3)

est un isomorphisme.

I1 suffit de prouver le théoréme au voisinage d’un point fixé 29 € Z, et on raisonnera
donc désormais au voisinage d’un tel point. Prouvons d’abord:

LEMME 2.1.2. Il existe un triangle distingué de DY (X)F — F; ® F» — Fy H
vérifiant les conditions suivantes:

(i) f est non caractéristique pour Fy, F1, F, au voisinage de Zy.
A
(i) SS(K;) 4 S§(F)lz = SS(Ki)+ SS(F)|z1 = 1,2 au voisinage de z.
o] o]
(i) SS(Fo) N T7X C TxX,S58(F))*NTzX C SS(Ki)i = 1,2,55(F) N
SS(K;) C TxX pouri,j € {1,2},t # j au voisinage de 2.
Démonstration. La démonstration du lemme repose sur I’utilisation du résultat
de D’Agnolo [2], qui étend a des ouverts coniques non nécessairement convexes
ou propres le ‘refined microlocal cut-off lemma’ de [8] (Proposition 6.1.4 et 6.1.6).
D’apres I’hypothese (ii) il existe I'; CC I’} avec T; (resp. I'}) voisinage ouvert
conique de la fibre de Vect(55(K;)) en 2o (resp. de I'; — {0}) dans T X,i = 1,2
tels que T} N SS(K;) C TxX sii # 7,1 < 4,5 < 2. D’apres [2] il existe,
pour tout W; voisinage conique de SS(F) N {z} x (I'; — {0}) des objets F; de
D%(X) et des fleches F' — F}, qui sont des isomorphismes sur {29} x I';, tels que
SS(F;) nn~1(z) C W; U {0}(r désignant la projection T*X — X): = 1,2.
On définit alors Fy comme le troisi¢me terme du triangle ' — F} @ F5 — Fy H
Si les W; sont choisis assez petits et les I'; symétriques, I’hypothese (i) entraine
que f est non caractéristique pour Fy, F1, F> etque SS(F;)*NSS(K;) C Tx X si
i # j, au voisinage de zp. Comme F' = F, au voisinage de {2} x I'; et que pour

z voisin de zg, {z} x [y D SS(K;)n7~1(z) N T*X,on a SS(K;) 4\- SS(F;) =

SS(K;) O-/{:—) S S(F) au voisinage de z.

Ona {z} x (T4 = {0})) N SS(F)NT3X C SS(K)NTrX C {z} x I;
d’apres I’hypothese (iii). Comme W; N (T X )., est base de voisinage du membre
de gauche de cette inclusion lorsque W; décrit le filtre des voisinages de S.S(F") N
{20} x (T; — {0}) on voit que si W; est assez petit, W; N (T3X),, C I';. Alors
SS(F)NTEX C SS(F)NT4X au voisinage de 2. Utilisant alors I’hypothese
(iii) et le fait que S.S(F;) et SS(K ;) ne se rencontrent pas hors de la section nulle
sii # j et si W; est assez petit, on obtient $S(F;) N T3X C SS(K;) prés de
Zo pour i = 1,2. 1l en résulte en particulier que SS(Fp) N (T5X)z C T1 U Ty
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Comme F — Fj @ F; est un isomorphisme sur {29} x (I'; U T7), il en découle
S§S(Fo) N Tz X C Tx X au voisinage de 2o.

Compte-tenu du lemme, il nous suffit pour prouver le théoréme de montrer que
les fleches

L
f'RHom(K, ® K, F;)|z — RHom(L, f~'F})|z (2.1.4)
sont des isomorphismes au voisinage de zp pour j = 0,1, 2.

La preuve du théoréme va reposer sur 1’écriture de RHom( K 615 K>, Fj) en
termes de microlocalisé simultané. Notons X, X3, X3 trois copies de X et q;-X :
X1 XXy x X3 — Xjla jiéme projection j = 1,2,3. D’autre part, soient R‘IX et
Rf la premiere et la deuxi®me projection de (X; x X3 X X3) X (X7 X X3 X X3)
sur X7 X Xy X X3. Pour 37 = 1,2,3 soit M; la diagonale de X; x X;. Alors
My X M, x M3 est une sous-variété de (X1 X X5 X X3)2 et TI’{/leszMg(Xl X
X, x X3)? s’identifie 2 T*X; x T*X, x T*X3. On notera 7% la projection de
T*(X1 X Xp X X3) sur X X X, X X3. Enfin on désignera par Ax la diagonale
de X1 X X3 X X3,

Ax = {(331,272,(33) EXi X Xox X321 =19 = 373}.

Pour j = 0, 1,2 on pose

L
HY¥ = RHom(R; ~'Cay, Rf'RHom(¢f 'K 1@ ¢F K2, X 'F})).  (2.1.5)

Pour tout j, HX est donc un objet de D°((X; X X, x X3)?). Considérons alors
RrX B(My, My, M) (H ]X ). D’apres la Proposition 1.1.7 ce dernier objet est isomorphe
a Rl u, xszM3(HJ-X)|Ml « Myx M €t on a donc d’apres (2.1.5)

L ~
RMom(K1 @ K2, Fj) SR par, wyvts) (H)lax - (2.1.6)
Prouvons d’abord:

LEMME 2.1.3. On a les inclusions suivantes:
Supp(k(ary(Ho)) C Tk, x x,x x;(X1 X X2 X X3),

Supp(p(ary(Hi)) C {(z1,22,72; £1,62,83) € T*(X1 X X2 X X3);21 = 22 = 3
(z1,&1) € SS(K1),& = 0,(z3,&3) € SS(F1), &1 et &3 colinéaires},
Supp(p(ary(Hz2)) C {(21,22,23;€1,62,83) € T*(X1 X X2 X X3);21 = 22 = 23;
&1 =0, (z2,&) € SS(K2),(z3,&) € SS(F2), &2 et &3 colinéaires}.

Démonstration. Prouvons la derniere inclusion. Soit (21, 3, z3; &1, &2, &3) un
point de Supp(u(ar)(F2))- Le point ((z1,%2,%3; 61,62, £3);(0,0,0;0,0,0)) de
T*(T*(X1 X X2 x X3)) est alors dans 55(p(ar)(F2)). Notons
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S = {(x,l’xI27$3’xlvz27m3 s & §2v£37 ,63,863) €
T*((Xl X X]) X (X2 X Xz) X (X3 X X3));
= af = o, €+ e =0
(25,6 € SS(K;) j = 1,2, (a5, &) € SS(P)}. @1.7)

D’apres le Théoréme 1.2.2, SS(,u(M)(HQX)) C C(1z, X,,T2, X2, %;)(5) o X; =
1 2 3

X; x X; j = 1,2,3. D’apres la Définition 1.2.1, il existe alors des suites de réels

strictement positifs (u},), 7 = 1,2, 3, des suites (x”" €1 ) j = 1,2,3 vérifiant

" =24 = :1:'3'n M+ + {"" = 0, des suites (x {'")n de SS(K Yi=1,2

et une suite (z'3,£'3 ), de SS(F,) telles que

1 m
’ll,;l . 6’:’; — §], u_n (IE/J - ”n) - O
J j=1,2,3. (2.1.8)

m . 1 §n
Ty =z, i +&7 —0,

Si¢'l — 0,& estnuleté’y — 0. Alors &; et &3 sont nécessairement colinéaires.
On peut donc supposer, quitte & extraire une sous-suite, qu’il existe ¢ > 0 avec
|€'T| > ¢ pour tout n.

Notons z la valeur commune a z;, z;, 3. Remarquons d’abord que si
|€31/1€'T| — 0, larelation &' + &5 + €'3 — 0 implique que SS(K ) et SS(K32)*
se rencontrent hors de la section nulle, ce qui est contradictoire avec 1’hypothese
(ii). Quitte 2 extraire des sous-suites, on peut donc supposer qu’il existe une con-
stante C > 0 avec [£'7] < C|€5] et |€'5] < C|€'3] pour tout n. Si £'3 est
bornée, £'7 et £'; également, donc & = & = & = 0. On peut donc supposer
que [¢’ §| — 0o (apres extraction éventuelle d’une sous-suite). Supposons d’abord
z € Z. Comme on peut supposer que &7, /|¢’ Z| converge vers une limite w; pour
j=1,2,3,etquel'T + &% +€5 — 0,onaw; +w + w3 =0, (z,w;) € SS(K;)
j = 1,2, (z,ws) € SS(F). Alors (z,w3) € SS(F) N T3X C SS(K>)
d’apres le lemme 2.1.2. Comme la fibre de Vect(SS(K2)) en z ne rencontre
pas S'S(K) (hypothese ii) hors de la section nulle, on a nécessairement w; = Oi.e.
|€T1/1€"5| — O.En particulier, |¢'7 | et |€'3 | sont équivalentes lorsquen — 400.

On a |[€'T| > ¢ > 0 pour tout n. La suite (§5 + €'3)/|€'7| converge,
apres extraction, vers une limite §; = —lim £'7/|¢'T|. De plus, les conditions
(1/u2) |27 —2"™| — 0de(2.1. 8)impliquent|a:"7“—a:’;n| €% =0 j=2,3,dod
puisque .7:'2’” = x’3’" et que |£'7| est équivalent a |£'3], [z'y — '3 |- |€'5]/]€7] — O.

Il en résulte que le point (z,6;) est dans S.S’(Kz) + SS(F,) et dans SS(Ky)°.

D’apres I’assertion (ii) du Lemme 2.1.2 et ’hypothese (iv) cela implique la con-
tradiction 8; = 0.
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Danslecasouz ¢ Z,’hypothese (ii) entraine que pour n assez grand /T = Oou
€'y = 0.Comme S S(K) ne rencontre pas 5.5 (F>)* hors de la section nulle d’apres
le Lemme 2.1.2, on a en fait £’ = 0 pour n assez grand et &5 + £'5 — 0. Comme
précédemment, cela entraine que & et {3 sont colinéaires, (z,£&) € SS(K3),
(z,&) € SS(F).

Le cas j = 1 s’obtient de méme. Le cas j = 0 est plus simple.

Chaque copie X; de X contient une copie Y; de Y et on note
fJ 1;]; — X; 1’1nject10n correspondante. Soient N; la dlagonale de Y; x Y;

TleNszs(Yl x Y, x ¥3)? ~ T*Y; x T*Y; x TY; — Y; x Yz x Ys
la projection. Soient Ay la diagonale de Y7 X Y, X Y3 et pour j = 1,2,3
fin: T*Xjly, — T*Xj et ViR T*leyJ — T*Y; les injections et projections cor-
respondantes. Sil’onnote ¢} : Y XY xY3 — Yj la ®Me projection j = 1,2, 3et
R}/ et R%’ la premiére et la deuxie¢me projectionde (Y; x Y2 x Y3)? surY; x Y2 x Y3,
on pose

L
HY = RHom(R} "' Cay,R{' RHom(q{ 'L®q; ' L,¢y' f7'F}) (21.9)

pourj = 0,1,2.
Construisons alors une fleche naturelle

RO x Uy X S (fir X for X f3m) ™" bty pp i) (H)

— (N NNy (H - (2.1.10)

Indiquons cette construction pour j = 2. L’application linéaire tangente a f; X
fi:Y1 x Y7 — X; X X; induit une injection de Tn,(Y1 X Y1) ~ TY; dans
Twm, (X1 x X1) ~ T X, d’oi une injection

(fir x1d): TY; x TX2 x TX3 = TX; x TX; x TX;. (2.1.11)
On en déduit une fleche naturelle

(fir x 1d)~* V(Ml,Mz,Mg)(HZX)
— Vv o) ((F1 X fi) x 1d) "V HS) (2.1.12)

en procédant comme dans (1.3.5). Par transformation de Fourier-Sato on en
déduit

Rt(fll X Id)! (flr X Id)_l /l'(Ml,Mz,Ms)(HiX)
— vy, Mo s) (((F1 X f1) X 1)V HE) © wrey yex, 1y, - (2.1.13)
Utilisons alors la fleche

(1 x f1) x T HE — ((fi x f1) x 1) B @ 0@ Vv ux,e (2114)
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Remarquons que

((fix fi) x 1d)' HY
L
= RHom[R;'(fi x 1d)~!Ca, , R} RHom(q;' L ® ¢5 ' K>, ¢ F))]

ol g; est la jieme projection définie sur Y; x X X X3, R et Ry la premidre et
la deuxieéme projection de (Y; x X, X X 3)2 sur Y7 x X, x X3, et ol on a utilisé
I’isomorphisme f~1K; ~ L. Or (f; x Id)™!Ca, = (Id X f2 X f3)1Ca, etona
donc

(f1 x fi) x 1d)'H5

_ = L _
= hoRHom(R;'Ca, , R RHom(¢7 'L & 45 ' K>, ¢ 3)) & hH,  (2.1.15)

ol h est I'injection de (Y7 X Y7) X (X2 X ¥2) X (X3 X Y3) dans (Y] x Y1) X
(X2 X X3) x (X3 x X3)et R (resp. R,) la premiere (resp. deuxiéme) projection
de (Y1 x X2 X X3) x (Y1 X Y2 x Y3) sur Y1 X X, X X3 (resp. Y; X Y3 X Y3). Par
composition de (2.1.13), (2.1.14) on a donc obtenu une fleche du terme de gauche
de (2.1.10) a valeurs dans

R(Id X 3 X 'f3)1 (Id X far X f3x) ™ (v, Mo p3) (Bx H2)

®—1
® wT'YIIT‘th’l . (2.1.16)

Or, revenant 2 la définition du microlocalisé a 1’aide du spécialisé, on constate que
ce dernier complexe n’est autre que

R(1d x 'f3 X 'f3)1 prv; Ny s) (H2) ® WLy, ey - (2.1.17)

Appliquons alors la fleche (1.3.16). En utilisant également le morphisme naturel
fj_l ® wy,/x, = f; J = 2,3, on obtient un morphisme a valeurs dans

1V Ve, N (1 X (f2 X 1d) x (f3 X 1)) Ho) @ WPy pxyyy, - (2118)
Il reste a remarquer que
(Id x (f, x 1d) x (f3 x 1d))' H,
= RHom(RY ™' Cay,RY' RHom (¢ "' L& ¢ 'L, ¢/ f'F5)) (2.1.19)

et que f étant non caractéristique pour F3, f B~ 1B Wy, X, -

Dans le cas j = 1, on construit (2.1.10) en raisonnant comme précédemment,
mais en intervertissant le role de 1 et 2.

Dans le cas 7 = 0, on construit (2.1.10) comme pour j = 2.
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D’aprés le Lemme 2.1.3, U] x 'f} x if} est propre sur le support de p(pr)(H¥)
(cf. hypothese i)). On peut donc écrire

RrY RCF{ % U x U301 (fix X for X fon) ™" oy (HJF)
~ (fi X fa x f3)7' Re) poary (HSY) (2.1.20)

en utilisant, pour commuter images directes et images inverse, le fait que
R poany(H )= p(M)(Hf()lMlxszM3. On a alors le diagramme:

R"rr‘(fllellx.fé)!(fl‘lrxf21rxf31r)—ll"(M)(HJ‘x)|Ay —_— Rﬂ'z’p,(N)(HJY)lAY
! ! (2.1.21)

L L
f_lR'Hom(K'l ®K2,FJ) R'Hom(L@L,f_le)

La premiere fleche horizontale provient de (2.1.10). La deuxi¢me fleche fori-
zontale est la fleche naturelle, utilisée dans la construction de (2.1.2). La premiére
fleche verticale provient de (2.1.6), par I’intermédiaire de (2.1.20). La deuxie¢me
fleche verticale découle, comme (2.1.6), de la Proposition 1.1.7.

Si G est un complexe de faisceaux coniques sur un cotangent 7*X et si
mT*X - Xetm:T*X = T*X — X — X sont les projections, on a un tri-
angle

RmG — R7.G — Ritu(Gljx) > (2.1.22)

d’ot en particulier RmG — R, G lorsque le support de G est contenu dans la
section nulle. Si I’on désigne par 7r]X (resp. w}/) aussi bien la projection de T X ;
sur X; (resp. T*Y; sur Y;) que I’application qui s’en déduit par produit avec
I’identité sur les facteurs d’ordre autre que j, il résulte du Lemme 2.1.3 que I’on a
les isomorphismes

Rr{\ Ry, Ry, ('f1 ' X “F)(fir X for X f3r) ™ piany(HF)
= Rri Rmy, Ry, (fi x 'fy X 'f3),
(fir X for X fam) " p(any(HJ) (2.1.23)
pourj =0ouj=2et
Rr{ R} Rm3. (] x 'fy X F)(fir X fox X f3r) ™ pian(HSY)
= Rl Rey R (‘i x 'y x 'f3),

(fir X fox X fax) ™ty (HF) (2.1.24)
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pour j = O ou 7 = 1. Compte-tenu des isomorphismes (2.1.21), on déduit donc de
(2.1.22) un diagramme commutatif

RﬂKRﬂ'%:RW;?(fl'Xfl'Xf;)!(mefz,rng,r)_l;A(M)(H]X)IAY —_— Rﬂ};Rw{Rr:}:u(N)(Hf)IAY

(2.1.25)

L L
f~'RHom (K| @ K3,F,) RHom(L @ L,f~'F,)

ol, pour j = 0 ou 2, la premiere fleche verticale est un isomorphisme. On a un
diagramme analogue pour 5 = 0 ou 1 en intervertissant dans (2.1.25) le r6le joué
par 1 et 2. Le point essentiel dans la preuve du Théoréme 2.1.1 réside dans la
proposition suivante, qui sera prouvée au paragraphe 2.2:

PROPOSITION 2.1.4. Sous les hypothéses du Théoreme 2.1.1, on a des isomor-
phismes

Rl Ry, ReY, (41 % Uy x U fix X far X for) ™ pary(H) 2
= R} R} Rrd,uny(HD )|z
pourj = 0,2 et
Rl R} Re3,('f] % 5 X ) fin X for X fan) ™ iany(HF)2
= Ref Ry Relopny(H )|

pour j = 0,1, on Z est considéré comme une partie de Ay .

2.2. PREUVE DU THEOREME 2.1.1

Nous allons d’abord prouver la Proposition 2.1.4. On montrera uniquement le
premier isomorphisme, le second étant identique apres interversion des indices 1
et 2. I s”agit d’exploiter tout d’abord le fait que R7{% B(My, Mo Ms) (H JX ) s’exprime
a partir de f x, a1, M5) (H]X) od X1 = X; X X1. On aen effet:

LEMME 2.2.1. Notons 6}/ Uinjection diagonale de Y1 dans Vi =Y xY; et
fi = fi X fi Uinjection Yy — X1 = X; X X1. On a alors le diagramme
commutatif suivant, dans lequel les fleches verticales sont des isomorphismes:

ReX RS SIS (Fim X fam X F3m) ™t ny ny 13y (HEF) |

(SIYxld)_'R‘(Idxfz’xf;)g(ldxfz,rxf3,,)"1(f| XId)_lu(xl:M2,M3)(H]X)®w58}1-1 |Z e
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R"l]!(”‘(leNzyNﬁ(HJY)lZ

! (2.2.1)

— - -1
(S]YXId) ll"(Yl,Nz,N:;)(H;()@w?}l IZ

(ou l’on a noté par abus w}e}rl y, €t w% ~!es images réciproques de ces complexes
par la projection Y1 x T*Y, X TI*Y3 — Y, et ou1d désigne U’identité sur plusieurs
espaces différents).

Démonstration. La fleche verticale de gauche dans le diagramme précédent est
isomorphe a la fleche

R(d x U3 x Y)(Id X for X far) " (f1 x 1)
(&6 x Id)—ll‘()'{l,Mz,Mg)(HjX) Qwi 'y,
— R(Id x 'f3 x *0(d X far X fax) T R(m{ x 1) 1psat, vt pa) (HY)

qui provient de la Proposition 1.1.7 (ii), compte-tenu de I'identification wy , g, =~

wf,?l'l . C’est en particulier un isomorphisme. De mé€me, la deuxieme fleche verticale
est définie par la proposition 1.1.7 (ii) et est également un isomorphisme.

La premiere fleche horizontale du diagramme provient de (2.1.10). La seconde
est construite de la maniére suivante. Tout d’abord grace 4 (1.3.3) on a une fleche

(fl X Id)_llu’(Xl,Mz,Mg)(HjX) - M(Y’],Mz,Mg)((f_l X Id)_lH]X)' (2'2'2)
Utilisant

(ix W) 'HE - (fi x 1)'H}f ®wd %, (2.2.3)
on obtient un morphisme de

1w, (i X T TUHT) = gy n)(H) © 08 % (2.2.4)
ol

_ L

H; = RHom[R;'(Id X fy X f3)(Cay , R} RHom(¢]'L & g5 K2, 4 F})]

(2.2.5)

(cf. (2.1.14), (2.1.15)) et (2.2.4) est un isomorphisme dés que (2.2.3) I’est.
La fleche (1.3.29) permet alors de définir

R(Id X tfé X tff;)'(ld X f27r X f31r)_1 l"’(}"],Mz,Mg)(I‘_IJ)

- 'u(f’n,Nz,N,)(RHom[Rg“(CAY  RY'x

L
RHom(qf "'L®q} 'L,q} ' f'F)))). (2.2.6)
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Comme au voisinage de Z, f est non caractéristique pour F; (Lemme 2.1.2),
on peut remplacer f'F; par f~!F; ® wy/x, et on obtient la deuxiéme fleche
horizontale du diagramme du Lemme 2.2.1 en composant (2.2.2), (2.2.4) et (2.2.6).
Par construction, cette deuxieéme fleche est donc compatible a la premiére, elle
méme déduite de (2.1.10).

D’apres le lemme précédent, il nous suffit pour prouver la Proposition 2.1.4, de
montrer que la deuxieéme fleche horizontale du diagramme (2.2.1) est un isomor-
phisme, sous les hypotheses (i) a (vii) du Théoréme 2.1.1. Il suffit pour cela de voir
que (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.6) sont des isomorphismes.

LEMME 2.2.2. La fléeche naturelle
3 - X
(fl X Id) llu’()—(l,Mz,Ms)(H]' )leT'szT*Xg,

r -1gX
= B, My, M) (1 X 1d) 'H; N zxT X574 %4 (2:2.7)
est un isomorphisme pour j = Qouj = 2.

Démonstration. 1l nous suffit de vérifier que les hypothéses du Théoréme 1.3.1
sont satisfaites pour le couple ]X et I’injection f; x Id. Les injections o, et o3 de
I’énoncé du théoré¢me sont ici:

0'2:}71 XX2XM3 — X1XX2XX3

03 Y] X M, X X3 — X] X Xz X X3. (2.2.8)
D’autre part SS(H ]X ) est donné par (2.1.7) si j = 2, et par I’expression analogue
obtenue en remplagant dans (2.1.7) la condition (x5, £3) € SS(F,) par (25,&3) €
SS(Fp) sij = 0.Un point

(2,22, 23,27, 2%, 25 €1,6,63, 61,62, & (229)
de cet ensemble qui est aussi conormal a o3 vérifie:

(xllagi) € T;|Xl’ (xlll?fi,) € T;IXI’

zh =24, &+¢& =0, (2.2.10)

6=0, &g =0
Si de plus ce point est au-dessus de Z x M X M3 (ob Z est toujours identifié a
une partie de la diagonale de Y1), on a en outre

ey =2{€ez, zy=2z3. (22.11)

Comme Y est non caractéristique pour K; au dessus de Z, (2.1.7) et (2.2.10)
entrainent £} = 0. D’apres (2.1.7), (2.2.10), (z%; —&) € SS(K,) et = = =7,

1+ & = 0donc (2f,¢)) € SS(K2)NTyX.Onadonc & = 0et & =0,d o
aussi £, = 0. L’hypothese i) du Théoréme 1.3.1 est donc satisfaite (le cas ol (2.2.9)
est conormal a o, se traitant de méme). D’apres (1.2.1), si un point

((3;/17 xlll)7 (‘T27 53)’ ('773’ 63) ; (w/,;’ xlll*)a (w}‘, 65)’ (ac§, 6;)) (2.2.12)
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de T*(X; x T*X, x T*X3;) est dans le cobne normal simultané
Cixiy, x0Ty, %) (SS(H)), il existe des suites

((zl"’l"”?)( 2’1,/2/11)( 3,37/3m ’
(€7, €61), (67,657, (€3, 657)), (2.2.13)

de T*(X1 x X, x X3), ug, u} de RY vérifiant les conditions suivantes:
uy -0, uy—0
w,lln — mlzln — xlén’ 6/!” + E”n + €Iln —
(2", &%) € SS(Kx), k=1,2, (25,¢ 3)655(Fj)
(x/';"’€l7l'l) N (wll,ml’; , ( lln,glln) N (zlll’wlll*

((L',Z, 'U’Z ,z) - (xk’Ek), k= 27 3)
"mo_
&r+ e = al, f—kTﬂ €, k=23 (2.2.14)
k
Si de plus le point (2.2.12) est conormal a I’injection de Y: x T*X, x T* X3 dans
X1 X T*X, x T*X3 au-dessusde Z x T*X, x T*X3,0na

23=0, &£=0, z3=0, & =0,
(z1,27) e T4 X, (2f,27) €Ty X, zi=2]¢€Z. (2.2.15)

Comme (z7,2'7) € SS(K) et que Y est non caractéristique pour K;, z'] = 0.
Puisque e+ " = 0sik=23etquel]" = —&45" — £4" d’apres (2.2.14), on
az'{" = lim(¢'% + €'3). Considérons d’abord le cas ol |§' | — o0. En particulier
|€7] ~ |€'%| et ces quantités sont dominées par —2 et om - La derniere ligne de
(2.2.14) implique alors |€7] |z"3 — 2'5| — 0. Le point (2"} ; z'{™) est donc dans
[SS(K>) + SS(F;)] N Ty X|,. D’apres le lemme 2.1.2 et I’ hypothése iv), cela

implique w” * = 0. Dans le cas o [¢'7| ne tend pas vers Iinfini, on peut supposer,
quitte 2 extraire une sous-suite, que §'3 et '3 convergent respectlvement vers £ et
{3 D’aprés (2.2.14), on a alors z/|" = =&+ 63 Comme z5 = z3 = ¢} € Z et que
(z2,€2) € SS(K) et (2, 2*) € T3 X, il résulte de I’hypothese (ii) du Théoréme
2.1.1 que (z3,&) € T3X N SS(F;) qui d’apres le Lemme 2.1.2 est contenu dans
la section nulle si j = 0 et dans la section nulle union SS(K?) si j = 2. Dans
tous les cas, on a (z7, z'") € Vect(SS(K,)) U Tk X. Utilisant I’hypothese (i), on
obtient z'{* = 0. L’hypothése (ii) du Théoréme 1.3.1 est donc satisfaite.

Considérons enfin un point de la forme (2.2.9), qui est dans 5§ (H ) et dans
Ty X1|y x Tig, X2 x Tiy, X3. On a d’abord (21, £]) € Ty X |, N SS(K) d’on
&} = 0. D’autre part on a les relations

oy =gy, L+& =0, zy=a5, H+&=0. (2.2.16)
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D’aprés (2.1.7), on a alors & = £ — & et 25 € Z. Comme (z7,&7) € Ty X,
(z4,8) € SS(K2)|, C T3X,ona(25,63) € T;X NSS(F) C SS(K2)NTHX
dans le cas j = 2 et (24,&;) € Tz X N SS(Fp) C TxX si j = 0. On a dans
tous les cas (z7,¢]) € Vect(SS(K3))|,. Comme par hypothese (z7,£)) € Ty X

on a £ = 0. Le point considéré est donc dans T’y X1 x Ty, X, X Ty, X;
donc I’hypothese (iii) du Théoreme 1.3.1 est satlsfalte Le Lemme 2.2.2 est donc

démontré. B
Remarquons maintenant que f; x Id est non caractéristique pour H ]X au-dessus

de Z x X, x X; (il suffit d’utiliser la majoration (2.1.7) de SS(H ]X ) et le fait que
f est non caractéristique pour K prés de Z). Pour prouver la Proposition 2.1.4,
il nous reste donc & voir que sous les hypothéses du Théoreme 2.1.1, la fleche
(2.2.6) est un isomorphisme au-dessus de Z x T*Y, x T™*Y; pour j = O ou 2. Or
cela résulte du Corollaire 1.3.5, dont on vérifie aisément que les hypotheses sont
satisfaites comme Y est non caractéristique pour K et F}.

Afin de simplifier les notations, nous poserons désormais

fihom(Ky, K»; Fj) = :u(Ml,szMs)(RHom(RéY—]CAx’

L
RE'RHom(¢f 1K1 ® ¢ 1 K2, 5 ' F})) (2.2.17)
(pour j = 0,1,2) et de méme, si L; et L, sont dans D*(Y)
,[Lhom(Ll, Ly; f_1 Fj)

= #(NI,N2,N3)(RH0m(R¥"1CAY,

RY'RHom(q¢¥ 'Ly ®q2 L, fUE)). (2.2.18)
Le morphisme 7 : L — Cy défini dans ’hypothese vi) induit un morphisme
jihom(Cy ,L; f~' F;) — ihom(L,L; f~' F}) (2.2.19)
pour j = 0,1, 2. Prouvons alors:
LEMME 2.2.3. Le morphisme
R}, R}, Rr3, ihom(Cy, L; £~ F)l zyy,xys
— Rr}y Ry, Rmy, ihom(L, L; f7' F)| 5 v,y (2.2.20)

est un isomorphisme (pour j = 0,1,2).
Démonstration. Nous allons nous contenter d’indiquer les idées de la preuve du

lemme. Désignons par L’ soit L, soit Cy . D’apres la Proposition 1.1.7, on a:
Rri\jihom(L', L; f~! F;) @ wy,

(61 x 1) g, ny ) (RHOm(RS ™' Cay,

RY'RHom(qY L' & ¢ 'L, Y ' f1 F,))) 2.2.21)
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oud }/ est toujours 1’injection diagonale de Y; dans Y; = Y] x Y. Par transformation
de Fourier-Sato, il nous suffit de prouver que I’on a un isomorphisme

(61 % Id)—IV(}_’l,Nz,Ns)(Rﬂom(Rg_ICAY’
RY'RHom(q¢} ~'Cy ® o 'Lgy ' fTUF))
— (& X Id)_lV(thz,Ns)(R'Hom(Rg_lCAy,

L
RY'RHom(qy 'L® ¢ ~'L,q [ ). (2.2.22)

Nous allons alors exploiter le fait que 1’on spécialise dans les expressions
précédentes le long de la variété toute entiere relativement 2 la premiére variable.
Cela permet, en raisonnant comme dans [1] Section 2.1 et formule 2.1.4, d’exprimer
la fibre de chacun des deux membres de (2.2.22) sous la forme:

RHom(" '(lirg" RT.(U,L"),G)) (2.2.23)
U

ou U décrit le filtre des voisinages ouverts d’un point y; de Z, G désigne un objet
auxilliaire indépendant de L', et od on a utilisé le foncteur ” lim" de [8] para-
graphe 1.1. L’hypothese (v) du Théoréme 2.1.1 entraine que "lim "RT(U, L) =
RT (1 L. D’apres I’hypothese (vi), le morphisme 7: L — Cy induit un isomor-
phisme RT'(, 3L — RT,;Cy . Il résulte donc de (2.2.23) appliqué pour L' = L
et L' = Cy que la fleche (2.2.22) est un isomorphisme en tout point. Cela acheve
la preuve du Lemme 2.2.3.

Nous pouvons maintenant prouver le Théoréme 2.1.1. Il nous suffit de montrer
que (2.1.4) est un isomorphisme pour 7 = 0,1,2. Nous allons traiter les cas
j=0etj = 2,lecas j = 1 s’obtenant par interversion des indices 1 et 2.
Remarquons d’abord que la fleche 7: L — Cy de ’hypothese (vi) du théoreme

L
induit 7 ® Id: L ® L — L d’ol un diagramme commutatif:

Rwrﬂhom(Cy,L;f_leﬂAY — erﬂhom(L,L;f‘le)|Ay

! ! (2.2.24)

RMom(L, f~'F)) RHom(L® L, f~'F})

ounY =¥ x 7 x 7 : T*Y) x T*Y2 x T*Y3 — Y1 X Y, X Y3, et ol les isomor-
phismes verticaux s’obtiennent comme (2.1.6), en utilisant la Proposition 1.1.7.
Considérons alors le diagramme commutatif suivant:
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RwﬁRﬂz.ng‘:R’f I Lihom(K1,K2:F,)| 2 ——-——> RrY R'f fr u'Hom(Kl,KzF )Nz

(1) (1)

—

R} RnY RrY, jihom(L,L;f ~'F})|z RrY phom(L,L;f~1Fy)|z

(%)

(2)

—

2)

R RrY R, ihom(Cy,L;f ~'F))|z —(—”)——— RrY ihom(Cy,L;f~'Fj)|z

~

L
- f_'R'Hom(Kl ®K2,Fj)|z

(1)

RHom(L@L F7IF)|z

A

- = RHom(L,f~'F,)|z=RHom(L,f~'F})|z

(2.2.25)

dans lequel f désigne le produit f; X f2 X f3 etod Z a été identifié a une partie de
la diagonale Ay de Y; X Y, X V3.

Les fleches sont définies de la maniére suivante: (a), (b) et (c) proviennent
de la fleche naturelle (2.1.22) de I’image directe a support propre vers 1’image
directe d’un complexe de faisceaux coniques. Les fleches (1) et (1') proviennent
de (2.1.10). La fleche (1”) est la flecche naturelle. Le diagramme dont (1) et (1”)
sont les fleches verticales est donc (2.1.21). Les fleches (2) et (2’) proviennent
de (2.2.19), et le diagramme déterminé par (2) et (2”) n’est autre que (2.2.24). La

L
fleche (3) provient du morphisme § : L — L ® L introduit dans I’hypothese (vii) du

781 I est I'identité, le diagramme

théoréme. Comme on suppose que L L/ (%5 L=
déterminé par (3) et (2”) commute.

D’apres la Proposition 2.1.4, (1’) est un isomorphisme (pour j = 0 ou
j = 2). D’aprés le Lemme 2.2.4, (2’) est aussi un isomorphisme. D’apres
(2.1.23) (a) est un isomorphisme (pour j = 0 ou j = 2). Enfin, remarquons

que le support de thom(Cy, L ; f~!F;) est contenu dans I’ensemble des points
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(y1, Y2, ¥35 M, M2, m3) de T*Y; X T*Y, X T*Y3 vérifiant 7; = O (en raisonnant a
partir de I’estimation du microsupport, comme dans la preuve du Lemme 2.1.3).
Il en résulte que la fleche (c) est un isomorphisme. La fleche (3) o (1)” est le
morphisme (2.1.4)

£~ RHom(K\ & K3, )|, — RHom(L, f~F})|,

et il résulte du diagramme (2.2.32) que c’est un isomorphisme (pour j = 0 ou

Jj=2).
Cela acheve la preuve du Théoréme 2.1.1.

2.3. APPLICATION AU PROBLEME DE CAUCHY

Considérons X un voisinage de 0 dans C", Y une hypersurface complexe de X,
passant par 0, f: Y < X I’injection. Soit Z une hypersurface complexe de Y,
contenant O et soient Z; et Z, deux hypersurfaces complexes de X, coupant Y
suivant Z, transversales et transversales Y.

Soit d’autre part M un D x -module cohérent a gauche. Supposons que sa variété
caractéristique Car(M ) vérifie les conditions suivantes:

T7. X C Carf(M), i=1,2

Car(M)NT3X C T3 X UTX

Zy etY (resp. Z et Y') sont non caractéristiques pour Tz, X + Car(M)
[ee]

(resp. Tz X + Car(M)) au-dessus deZ. (23.1)

Choisissons un syst¢éme de coordonnées locales z = (z2y,.. ., 2, ) au voisinage de 0
dans C" telque Z; = {#z;, = 0}i=1,2,Y = {21—2, = 0}.Onadonc Z = {2 =
7 = 0}. Pour r réel strictement positif, notons U, = {z = (21,...,2,) € C*;
|zk| < v,k =1,...,n}. Soit U! le revétement universel de U, — Z; donné par:
p1: U} = {w=(wy,...,w,) €C*;
Rew; < Logr, |wk| < r,k # 1} — U,
(wiy...,wp) = (e, wy,...,w,),
p2: U2 = {w=(w,...,w,) €C";
Rew; < Logr, |wg| < 7,k # 2} — U,

(232)

(wiy...,wy) = (w1, €2, w3,...,wy).
Notons U, le revétement universel de U, — (Z1 U Z;) donné par
q: U, = {w = (wy,...,w,) € C*;
Rew; < Logr,i=1,2,|wg| < r,k >3} - U,

(wiy...rwpn) — (¥, e, ws,...,wy). 2.3.3)
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Sig: U, — U} etgy: U, — (7,,2 sont les applications naturelles,ona ¢ = pjoqy =
p2 o ¢2. Soit alors K le faisceau

K=qq'Cx =qq¢cCx. (2.3.4)
Sil’on pose K1 = pupl"l Cx et Ky = ngpz_l(CX, ona
K1 ® Ky = pup;y' Cx @ pup; ' Cx
= pu(p7' Cx ® py' parpy ' Cx)
= puqug; ' p; Cx = K. (23.5)

On sait alors que si O est le faisceau des fonctions holomorphes sur X, le faisceau
des fonctions ramifiées autour de Z; U Z, est Rq,q~'Ox ~ RHom(K,Ox)
([3)). Plus généralement, si G est un objet de D®(X), on a aussi Rg.q™'G ~
RHom(K,G) (cf. [1], Section 3.1).

SiV, =Y nU,, onnote f/} le revétement universel de V. — Z donné par

p:V, = {w = (w1, ws3,...,wy) € 1,
Rew; < Logr, |wk| < r,k >3} -V,
(w1, w3y...,wp) = (¥, w3,...,wy). (2.3.6)
Soitalors L = pip~!Cy = pip'Cy.Onal = f7lK;i=1,2et
SS(K)) = T3 X UTYX, SS(Ky)=T3XUTyX
SS(L) = TLY UT}Y. 23.7)

La fleche canonique pip' — Id donne un morphisme 7: L — Cy. D’aprés [1]
Lemme 3.1.1, ce morphisme induit un isomorphisme RI'z(L)— RT'z(Cy).
D’autre part, écrivons

L®L=pp'Cy @pp~'Cy = pp~'pp~'Cy. (2.3.8)

La flecche naturelle Id — p'p, définit alors un morphisme pp~'Cy —
p(p'p1)p~'Cy i.e. un morphisme § : L — L ® L d’apreés (2.3.8). Prouvons:

LEMME2.3.1. Les composées L 2 ®L UL PSRN § ®L YT I coincident
avec l’identité.

Démonstration. 11 suffit de prouver la propriété annoncé dans les fibres. Si z
est un point de Z, la fibre de L en z est nulle et il n’y a rien a prouver. Soit alors
¢ € Y — Z. Un élément o de L, = (p1p'Cy ), s écrit (0¥)yep-1(z) OU 0¥ est
un nombre complexe nul sauf pour un nombre fini de y, et son image par § est
Pélément (oY), .ep-1(z) de (L Q L)z = (p1p'p1p'Cy ) donné par

oy =o' Vyepl(z),

oy =0 si y,zep_l(a:) avec z #y. 2.3.9)
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D’autre part les deux fleches 7 ® Id (resp. [d ® 7): L ® L — L associent
a la famille (o), .ep-1(z) Vérifiant af = O pour tous y, z sauf un nombre fini
la famille (Xy0f),ep-1(s) (resp. (2:0¥)yep-1(s))- La composée de 6 et de cette
derniére fleche est donc bien I’identité.

Si Ox désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur X, posons F' =
RHomp, (M,Ox) le complexe des solutions holomorphes de M. On a
SS(F) = Car(M) ([8], Section 11.3). Remarquons alors que les hypotheéses
du Théoréme 2.1.1 sont satisfaites par K, K3, L et F. L’hypotheése (i) résulte
de (2.3.1), (2.3.7) et du fait que Y, Z;, Z, se coupent transversalement le long
de Z (ce qui entraine en particulier que Y est non caractéristique pour M au
voisinage de Z d’aprés la seconde inclusion (2.3.1)). L’hypothese (ii) découle
de (2.3.7) et I’hypothese (iii) de (2.3.1). De méme iv) est impliqué par (2.3.1),
(2.3.7). Comme S S (L) est, hors de la section nulle, le conormal a une sous-variété
analytique, L est faiblement R-constructible donc faiblement cohomologique-
ment constructible ([8], Section 8.4). L’hypotheése (v) est donc satisfaite. On
a déja remarqué que RI'z(L)— RT'z(Cy) d’ol vi). Enfin (vii) découle du
Lemme 2.3.1. D’apres le Théoréme 2.1.1, on adonc un isomorphisme RHom( K ®
K3, F)|, — RHom(L, f~'F)|,. Notons My le Dy -module induit par M sur
Y. Comme Y est non caractéristique pour M (au voisinage de Z), il résulte du
théoréme de Cauchy-Kovalewski-Kashiwara f~!F ~ RHom(My, Oy) ([7]).
On note alors:

70z, x = BHom (K, @ K»,0x)

am, = RHom(L, Oy) (2.3.10)

les faisceaux des fonctions holomorphes ramifiées autour de Z; U Z; dans X et
Z dans Y respectivement. L’isomorphisme que 1’on vient d’obtenir s’écrit donc
encore:

THEOREME 2.3.2. Sous les hypothése (2.3.1), on a I'isomorphisme
RHomp (M, OF0,7,/x)| ;= RHomp, (My,O3%)|;. @311

Pour terminer, montrons que les hypotheses (2.3.1) sont vérifiées dans le cas o
M = Dx /Dx P, P étant un opérateur différentiel holomorphe a caractéristiques
de multiplicité constante, tel que Y soit non caractéristique pour P et que les
caractéristiques de P soient transversales 8 7*X |y. Supposons en outre que
T7X N Car P contient deux directions complexes distinctes. Le symbole réduit
g de P est alors un polyndme homogene de degré 2 dans les fibres de T* X, et
la réunion des bicaractéristiques de ¢ issues de T7X N Car P est formé par la
réunion des conormaux a deux hypersurfaces complexes Z; et Z,, se coupant
transversalement le long de Z et transversales a2 Y (cf. [1], Proposition 3.1.3).
Pour vérifier les hypothéses (2.3.1), il suffit de s’assurer par un calcul direct que
[Car M ;}-; T7 X]NT*X (resp. [Car M j—o T7,X]NT*X)ne rencontre pas T, X U

Ty X (resp. T7, X U Ty X).
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Le Théoreme 2.3.2 s’applique donc 8 M = Dx/DxP. En particulier,
comme RHomp, (My,(’)‘Z"‘}“Y) est concentré en degré 0, (2.3.11) entraine

R'Homp, (M, Oz, x) = 0, ce qui signifie que I’équation Pu = f peut
étre résolue dans I’espace des fonctions ramifiées autour de Z; U Z,. On retrouve
ainsi le résultat de [12] dans le cas particulier des fonctions ramifiées le long de la
réunion de deux hypersurfaces. Le Théoréme 2.1.1 ne nous permet pas par contre
de retrouver le cas général du théoréme de Leichtnam car le faisceau faiblement
cohomologiquement constructible décrivant les sections ramifiées autour de la
réunion de p hypersurfaces complexes se coupant transversalement le long d’une
hypersurface commune n’admet pas une représentation sous la forme K; ® K>
avec §S(K1) N SS(K3) C Tx X lorsque p > 2.
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