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0. Introduction

D’Agnolo et Schapira [1] ont récemment étudié certains problèmes de Cauchy
à données ramifiées du point de vue de la théorie microlocale des faisceaux.
Plus précisément, ces auteurs ont prouvé un résultat géométrique général d’image
inverse du complexe des solutions d’un complexe faiblement cohomologique-
ment constructible K à valeurs dans un complexe de faisceaux F, sous certaines
hypothèses. Ils ont également montré que si Zl , ... , Zp sont p hypersurfaces com-
plexes de X = CP se coupant transversalement deux à deux le long d’une même
sous-variété Z de codimension 2, les sommes de fonctions ramifiées autour de cha-
cune des Zj se réalisent comme sections de R1tom( K, Ox) où K est un complexe
convenable et Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X. Leur résultat
général s’applique dans ce contexte et leur permet de résoudre le problème de
Cauchy pour un D-module, étendant ainsi un résultat de Hamada-Leray-Wagschal
[6].

Le but de cet article est de réaliser une construction similaire, qui permette
d’étendre de manière analogue un cas particulier d’un résultat de [12] concernant
le problème de Cauchy pour un opérateur à données ramifiées générales le long
de la réunion des p hypersurfaces Zl , ... , Zp. Les fonctions ramifiées autour de
Zl U ··· U Zp peuvent en effet se décrire à l’aide d’un complexe RHom(K, OX) où
K est un faisceau convenable. La difficulté nouvelle réside dans le fait que SS(K)
contient le conormal à l’intersection Z des Zj alors que dans le cas traité par
d’Agnolo et Schapira, le microsupport du complexe K correspondant est contenu
dans la réunion des fibrés conormaux aux Zj dans X. La méthode de [1] ne peut
donc s’étendre directement au cadre qui nous intéresse. Cette difficulté va nous
empêcher d’obtenir un énoncé géométrique contenant le résultat de [12] dans toute
sa généralité, et va nous obliger à nous restreindre au cas particulier p = 2. Dans
ce cas, qui dans l’approche de Leichtnam est techniquement beaucoup plus simple
que le cas général, le faisceau K s’écrit comme un produit tensoriel KI 0 K2, où
KI et IÉ2 décrivent respectivement les fonctions ramifiées autour de Zl et Z2, et
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vérifient donc SS(Kj) = Tz X, fibré conormal à Zj dans X. En particulier Kj |Y
est isomorphe au faisceau L permettant de décrire les fonctions ramifiées autour
de Z sur Y. On construit alors pour tout complexe F une flèche naturelle

et le théorème principal de cet article affirme que sous des hypothèses géométriques
convenables sur les microsupports SS(K1), SS(1(2), SS(F), la flèche (0.1) est
un isomorphisme. On vérifie ensuite que ces hypothèses sont satisfaites lorsque
F est le complexe des solutions holomorphes d’un opérateur à caractéristiques de
multiplicité constante, dont la variété caractéristique ne rencontre TgX que suivant
deux directions complexes distinctes.

La méthode de preuve repose, comme dans [1], sur une microlocalisation du
problème. Afin d’exploiter la structure de produit tensoriel de 1(, on introduit une
microlocalisation simultanée, qui est l’analogue dans le cadre des faisceaux de la
deuxième microlocalisation simultanée de [4]. Le premier chapitre de l’article est
consacré à la définition de cette notion et à la preuve de résultats étendant à ce cadre
certains des théorèmes de [8]. L’application au problème de Cauchy ramifié fait
l’objet du second chapitre. On écrit pour cela le complexe RHom(K1 (g) K2, F)
sous la forme

où C0394X est le faisceau constant sur la diagonale de X x X x X et qj la jième
projection de X x X x X sur X. On utilise alors la microlocalisation simultanée
du premier chapitre pour écrire (0.2) comme image directe d’un complexe sur
T*(X  X  X) par la projection naturelle de ce fibré sur la base. Le point essentiel
consiste à remarquer que les hypothèses géométriques du problème permettent
de remplacer, relativement à l’un des facteurs, l’image directe par une image
directe à support propre. On montre alors que les singularités microlocales de l’un
des faisceaux Kj n’interviennent plus dans le problème, ce qui permet d’obtenir
l’isomorphisme cherché par l’intermédiaire de résultats de commutation d’images
inverses et de microlocalisations simultanées. Précisons que cette idée est inspirée
de certaines techniques de majoration de singularités microlocales de solutions
d’équations semi-linéaires utilisées dans [10], [11], [5] (cf. également [13]).

NOTATIONS. Dans l’ensemble de l’article, nous utiliserons les notations sui-
vantes. Si X est une variété analytique réelle (resp. complexe) on note T*X son
fibré cotangent réel (resp. complexe) et pour Z sous-variété analytique réelle (resp.
complexe) de X, on désigne par T*ZX le fibré conormal à Z dans X et par T*ZX
le complémentaire de la section nulle dans T*ZX. Lorsque 7r : E ~ X est un fibré
vectoriel, on désigne par 03C0 la restriction de 7r au complémentaire de la section
nulle, et par E|Z la restriction de E à un sous-ensemble Z de X (i.e. le produit
fibré de E et de Z sur X). Si S est une partie d’un cotangent réel, on désigne par
Vect( S ) C T*X la réunion des sous-espaces vectoriels engendrés par la fibre de
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S en tout point de X. Si Ai et A2 sont deux parties (coniques) du cotangent T*X
à une variété analytique réelle X, on note d’après [8] AI + A2 la partie de T*X

00

définie en coordonnées locales par:

On définit de même 039B1+039B2 en suprimant, dans (0.3), la condition |03BE1n| ~ +00.
Si X’ est une sous-variété fermée de la variété X et s : X’  X l’injection, on
définit pour A partie de T*X une partie s#(A) C T*X’ (cf. [8] Sect. 6.2). Si l’on
choisit des coordonnées locales (t, x) sur X telles que X’ = {t = 01 et si l’on
note (t, x ; T, e) les coordonnées duales, on a:

Lorsque Z est une partie d’une variété analytique réelle X, on note Cz le faisceau
constant sur Z. Si X est une variété analytique complexe, on désigne par Ox (resp.
DX) le faisceau des fonctions holomorphes (resp. des opérateurs différentiels à
coefficients holomorphes) sur X. Si X est une variété analytique réelle D6(X)
désigne la catégorie dérivée de la catégorie des complexes (à l’homotopie près)
de faisceaux de C-espaces vectoriels sur X à cohomologie bornée (cf. [8]). Si
f : Y - X est une application analytique entre variétés analytiques réelles, on
note R f* (resp. Rf!) le foncteur dérivé de l’image directe (resp. de l’image directe
à support propre) et f-1 (resp. f’ ) le foncteur d’image inverse (resp. le dual de Rf!:
cf. [8] chapitre 3). On désigne par wylx le complexe dualisant relatif défini par
wylx = f ! ZX. Si M est une partie de X, on note RfM(.) le foncteur dérivé du

L
foncteur des sections à support dans M et RHomA(·,·) (resp. · ~ .) le bifoncteur

A

dérivé du foncteur des germes de A-homomorphismes (resp. du produit tensoriel
sur A). Dans le cas A = C, on supprimera A dans la notation. Enfin, pour F objet
de Db(X), on note SS(F) C T*X le microsupport de F.

1. Microlocalisation simultanee

Il s’agit dans cette première partie de développer la notion de microlocalisation
simultanée d’un complexe de faisceaux sur un produit de variétés, le long d’un
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produit de sous-variétés, en s’inspirant à la fois de la théorie géométrique de la
microlocalisation des faisceaux de [8], et de la deuxième microlocalisation simul-
tanée par transformation de FBI introduite dans [4]. La plupart des constructions
et des démonstrations sont calquées sur celles de [8] et permettent d’obtenir des
estimations géométriques semblables à celles de [4].

1.1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS DE BASE

Soient X1, ... , Xq q variétés C°° (ou analytiques réelles) et pour k = 1, ... , q soit
Mk une sous-variété fermée de Xk. Rappelons que la déformation normale de Mk
dans Xk est une variété de dimension dim Xk + 1, Xk munie de deux applications
pk : Xk ~ X k et tk : Xk ~ R telles que p-1k(Xk - Mk ) soit isomorphe à
(Xk - Mk) x (R - {0}), que t-1k(R - {0}) soit isomorphe à X x (R - {0})
et que t-1(0) soit isomorphe à TMkXk. Lorsqu’on dispose sur Xk d’un système
de coordonnées locales Xk = (x’k, x"k) tel que Mk soit donné par x’k = 0, Îk
s’identifie au produit Xk  R muni des coordonnées (x’k, z g, tk), Pk étant donnée
par pk(x’k, x%, tk) = (tkx’k, x%) et tk : Xk ~ R étant la projection sur le dernier
facteur. Notons X = X1  ···  Xq, M = M1X...xMq, X = X1  ··· Xq,p =
Pi  ··· pq, t = t1 X... x tq. On note fi C X l’image réciproque de (R*+)q par
t et TMX = TMIX1 1  ··· X TMqXq = t-1(0) C X . On introduit les notations
suivantes:

Si S est une partie de X, on pose

Il résulte de la définition que dans le système de coordonnées locales sur

TM1X1  ··· X TMqXq déduit des coordonnées précédentes sur les X k :
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L’ensemble précédent est une partie q-conique de TM1X1 X - - - X TMqXq
(i.e. est invariante sous l’action de (R*+)q donnée par (u1, ... , uq).
((x’1, x"1), ... , (x"1, x"q)) = ((u1x’1, x"1),..., (uqx’q,x"q)). On remarquera que si S
est un produit S = Si X ... x Sq, (M)(S) n’est autre que le produit des cônes
normaux de Whitney CM1(S1) x ... X CMq(6g).

Le lemme suivant est analogue à la Proposition 4.1.3 de [8].

LEMME 1.1.1. Soit V un ouvert q-conique de TMIX1 1 X - - - X TMqXq. Alors
l’ensemble des p(W n n) où W décrit le filtre des voisinages ouverts de V dans
X coincide avec l’ensemble des ouverts U de X tels que V n (M)(X - U) = 0.
Dans les applications de la Section 2, Ml , ... , Mq seront naturellement des sous-
variétés linéaires d’ouverts de Rn. En particulier nous disposerons toujours de coor-
données locales xk = {x’k, x"k) telles que {x’k = 0} = Mk. Nous ne chercherons
donc pas dans cette section à formuler tous les résultats de manière intrinsèque.
Nous utiliserons le lemme suivant, valable sur des ouverts de carte:

LEMME 1.1.2. Supposons que l’on dispose sur Xi,..., X q de coordonnées locales
du type précédent. Alors tout ouvert q-conique V de TM1X1 X ... X TMqXq admet
une base de voisinages ouverts W dans X tels que les fibres de la restriction de p
à W ~ n soient homéomorphes à Rq ou bien vides.

Définissons alors le spécialisé simultané le long de (Mi,..., Mq):

DEFINITION 1.1.3. Soit F E Ob(Db(X1 X ... x Xq)). On appelle spécialisé
simultané de F le long de (M1, ... , Mq) l’objet

Par définition V(M) (F) est un objet de Db(TM1X1 X ... X TMqXq) à cohomologie
localement constante sous l’action de (R*+)q sur TM1X1  ··· x TMqXq. On dira
que v(M)(F) est q-conique.

Soient V un ouvert q-conique de TMIX1  ··· x TMqXq et U un ouvert de
Xi  ··· x Xq tel que (M)(X - U) n V = 0. Comme dans le cas du spécialisé
usuel, on construit une flèche naturelle R0393(U, F) ~ Rf(V, 03BD(M)(F)) et on en
déduit des isomorphismes en cohomologie ([8] Théorème 4.2.3):

PROPOSITION 1.1.4. (i) Soit V un ouvert q-conique de TMIX1 X ... x TMqXq,
au dessus d’un ouvert de carte de Ml X ... x Mq. On a pour tout entier k:

où U décrit la famille des ouverts de Xl X ... x Xq vérifiant (M)(X - U) n
v = 0.
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(ii) Soit Uo un ouvert de Ml  ··· x Mp contenu dans un domaine de carte et
A un fermé q-conique de TMIX1 1  ··· X TMqXq. On a:

où la limite inductive est prise pour U décrivant le filtre des voisinages de Uo dans
X et Z la famille des fermés de X vérifiant (M)(Z) n 03C4-1(U0) C A.

Soit J une partie de {1, ... , q}. Pour tout j E J, on notera 1 j, j l’injection de Mj
dans TMjXj, zjj l’injection de Mj dans Xj, rjj la projection de TMjXj sur Mj
et on posera Mjj = Xj. Si j ~ J, iJj, zjj et TJ,j désigneront l’identité de TM -i Xi
sur TMjXj et on posera MJ,j = Mj. Enfin, on notera 1 j = iJ,1 X ...  iJ,q, i J =
iJ,1 X ...  iJ,q, 03C4J = 7-jj  ···  03C4J,q, (MJ) = (MJ,1,..,MJ,q). On a alors le
résultat suivant analogue au Théorème 4.2.3 de [8]:

PROPOSITION 1.1.5. Pour toute partie J ~ {1,..., q} on a des isomor-
phismes :

Les premiers isomorphismes dans les assertions (i) et (ii) précédentes résultent
du caractère q-conique de 03BD(M)(F) (cf. [8] Proposition 3.7.5). La flèche naturelle
i-1J(03BD(MJ)(F)) ~ i-1J(03BD(M)(F)) se construit comme pour la spécialisation usuelle
relativement à chaque variable dont l’indice est dans J et on prouve qu’il s’agit
d’un isomorphisme comme dans [8]. De même pour l’assertion (ii).

Nous pouvons désormais définir le microlocalisé simultané:

DEFINITION 1.1.6. Reprenons les notations de la définition 1.1.3. On appelle
microlocalisé simultané de F le long de (M1,...,Mq) l’objet q-conique de
Db(T*M1X1  ···  T*MqXq)

où A désigne la transformation de Fourier-Sato ([8] Sect. 3.7).

REMARQUE. Soit H = {(x’k, x"k, tk)k=l,...,q E 11; tl = t2 =... = tq} et notons
h l’injection de H dans H. Utilisant la flèche naturelle Id ~ h*h-1 on obtient une
flèche

i.e. une flèche
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où 03BDM1  ···  Mq désigne la spécialisation usuelle le long de Mi X... x Mq. Par
transformation de Fourier-Sato, on obtient donc un morphisme naturel:

On peut rapprocher (1.1.9) du fait que lorsqu’on resteint la transformation de
FBI de deuxième espèce simultanée de [4] à la diagonale de l’espace des petits
paramètres, on obtient la transformation de FBI de deuxième espèce usuelle de
[14], [9], [5].

Avant d’énoncer l’analogue de la Proposition 1.1.5 pour le microlocalisé simul-
tané, introduisons les notations suivantes. Si J est une partie de {1,...,q} et
j e J, notons il l’injection de Mj dans T*MjXj, il j l’injection de Mj dans Xj et
03C0J,j la projection de T*MjXj sur Mj. Si j e J, il j z’.J,j’ 7r J,j désigneront l’identité
de M Xi. On pose alors i J = i’J,1 X ... X i’J,q, i’J = i’J,1 X ... X %Jq 03C0J =
03C0J,1  ··· X 7t’ J, q . Lorsque J = {1,..., q}, on supprime l’indice J. On déduit de
la Proposition 1.1.5 par transformation de Fourier:

PROPOSITION 1.1.7. Pour toute partie J de (1, ... , q} on a des isomor-
phismes :

1.2. CÔNE NORMAL SIMULTANÉ ET MAJORATIONS DE MICROSUPPORTS

Nous allons prendre pour définition du cône normal simultané la caractérisation
donnée par le Lemme 2.1.2. de [4]. Le fait que l’objet obtenu est indépendant des
divers choix arbitraires effectués résulte de l’équivalence de cette caractérisation
et de la définition intrinsèque donnée dans [4]. Considérons q variétés analytiques
réelles Xi,..., Xq et pour j = 1,..., q soit Aj une sous-variété lagrangienne
lisse de T*Xj. Pour tout j = 1,..., q, choisissons une transformation canonique
~j : T*Xj ~ T*Xj telle que ~j(039Bj) = Xj section nulle de T*Xj. On note
gj : T*Aj ~ T*Xj l’application induite sur les cotangents et x = x 1  ··· x

xq : T*039B1  ··· x T*039Bq~ T*X1 1  ··· x T*Xq. Soit S une partie conique de
T*X1 1  ··· x T*Xq (pour l’action naturelle de Ri sur cet ensemble). On a alors:

DEFINITION 1.2.1. Le cône normal simultané à S le long de (039B1,..., 039Bq) est
l’ensemble C(039B1,..,039Bq)(S) C T*Ai  ··· x T*039Bq défini par
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Considérons le cas où 039Bj est le fibré conormal à une sous-variété Mj de Xj. Il existe
une identification canonique de T*TMjXj et T*TMjXj ([8] Proposition 5.5.1)
donnée dans les coordonnées locales provenant de coordonnées xj = (x’j, x"j) sur
Xj telles que Mj = (z § = 01 par

Cela permet d’identifier C(T*M1X1,...T*MqXq)(S) à une partie de T*(TMIX1 1  ··· 

TMqXq) que l’on désignera par la même notation. Il résulte des propriétés foncto-
rielles du microsupport:

THÉORÈME 1.2.2. Soit F un objet de Db(X1 1 X ... X Xq). On a:

1.3. MICROLOCALISATION SIMULTANÉE ET IMAGES INVERSES

Ce paragraphe est consacré à l’obtention de résultats de comparaison entre le
microlocalisé simultané de la restriction d’un faisceau à une sous-variété et la
restriction du microlocalisé simultané. Ces résultats sont parallèles à ceux de la
Section 6.7 de [8] aussi bien dans leurs énoncés que dans leur preuve. On n’a
toutefois pas tenté d’obtenir les théorèmes optimaux mais seulement ceux qui nous
seront utiles dans la Section 2.

Soient XI, ... , X q q variétés analytiques réelles et pour j = 2, ... , q notons Mi
une sous-variété fermée de Xj. De plus, soit YI une sous-variété fermée de X1. On
désignera par f l’injection YI x X2 X ... x Xq - XI 1 X ... x Xq. On utilisera la
même notation pour l’injection YI x M2 x ... x Mq - X1 X M2 X ... x Mq On
note alors:
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les applications naturelles déduites de f. On notera également:

les injections naturelles. Il existe une flèche naturelle

Pour la construire, il suffit en effet de définir une flèche

et d’utiliser la transformation de Fourier-Sato. Si l’on munit Xj de coordonnées
locales xj telles que pour j ~ 2xj = (x’j, z 1’) avec Mj donnée par x’j = 0, et si l’on
note Îj l’éclaté de Xy le long de Mj, muni des coordonnées (x’j, x"j, tj), on désigne
par SZx (resp. Hy) l’ouvert de X1 x X2  ··· x X. (resp. YI X X2  ··· x Xq )
donné par t2 &#x3E; 0,..., tq &#x3E; 0. Si sx, jx, px (resp. sy, jy, py) désignent les
applications correspondantes définies par (1.1.1), et si f : YI X X2 X ... x Àq -
X 1 X X 2  ··· x X q est l’injection, on construit (1.3.4) en écrivant:

Notons 03C0X (resp. 03C0Y) la projection naturelle de Xi x TM2X2  ··· x TMqXq (resp.
Y, x T*M2X2 X ... x T*MqXq sur X1 x ... x X. (resp. YI x X2 X ... x Xq). Nous
désignerons par 7x et 7y les applications analogues sur les fibrés normaux. On a
alors un diagramme commutatif

les flèches verticales désignant celles de la Proposition 1.1.7(i).
Pour tout j = 2,..., q désignons par (1 j l’injection

THÉORÈME 1.3.1. Soient F un objet de Db(X  ··· x Xq) et Z un fermé de YI.
Supposons que
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(i) Pour tout j = 2,..., q 03C3j est non caractéristique pour F au voisinage de
Z  M2  ···  Mq.

(ii) L’injection fM,7r est non caractéristique pour le cône normal simultané

C(X1,T*M2X2,...,T*MqXq)(SS(F)) au-dessus de Z X TM2X2  ··· X TMqXq.
(iii) L’intersection de T*Y1X1|Z X TM2X2  ···  T*MqXq avec SS(F) est contenue

dans T*X1X1 X TM2X2 X ... X T*MqXq.
Alors la flèche déduite de (1.3.3)

est un isomorphisme.
Démonstration. Munissons Xl de coordonnées locales xl = (y,, Zl) telles que

YI soit donné par yi = 0. On notera el = (~1, 03B61) les coordonnées duales. Soit
f’ l’injection de S2Y dans f2x. La flèche (1.3.8) provient par transformation de
Fourier-Sato de (1.3.4), (1.3.5) et l’on peut décomposer ce dernier morphisme
en:

où 03C9Y/X (resp. wylx) est la complexe dualisant de YI X X2 X - - - x Xq (resp.
YI X X2 X ... x Xq ) dans Xi X X2 X ...  Xq (resp. Xi X X2 X ...  Xq ). Le
transformé de Fourier-Sato du dernier faisceau est 03BC(Y1,X2,...,Xq)(03C9~-1Y/X f’ ) et
sa restriction à Z X TM2X2  ··· x TM Xq est bien isomorphe au terme de droite
de (1.3.8) grâce à l’hypothèse (i) du théorème et au Corollaire 6.4.4 de [8]. Pour
prouver le théorème, il nous suffit de montrer que la flèche déduite de (1.3.9)

est un isomorphisme au voisinage de Z x TM2X2  ··· x TMqXq. Si H désigne le
troisième terme du triangle 

Mq

on doit donc prouver que SS((s-1YH)^) ne rencontre par Z1  T*M2X2  ···  T*MqXq
injecté dans la section nulle de T* (Y, x TM2 X2  ··· x T*MqXq). Compte tenu de
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l’identification (1.2.2) il faut donc voir que les hypothèses du théorème entrainent
que SS(s-1YH) ne peut contenir de point de la forme

avec Zl E Z, x"j E Mj j = 2,..., q. En majorant SS(s-1YH) par s#Y(SS(H)) et
en utilisant (0.4), on obtient tout d’abord:

LEMME 1.3.2. Supposons le point (1.3.11) dans SS(s-1YH). Il existe alors des
suites

telles que l’on ait pour tout n

et que

Il nous faut déduire de ce lemme que l’appartenance de (1.3.11) à S S( Sy1 H) est
contradictoire avec les hypothèses du théorème. Considérons la suite (1.3.12) et
posons pour j = 2,..., q

Si |~n1|(03BBn2 + ··· + 03BBnq)-1 n’est pas borné, après extraction d’une sous-suite de
(1.3.12) divisé dans les fibres par |~n1|, on obtient un point de SS(F) dans
T*Y1X1|Z X T*X2X2|M2  ··· X T*XqXq|Mq hors de la section nulle, ce qui contredit
l’hypothèse (i) du théorème. Il existe donc C &#x3E; 0 avec |~n1|  C(À2 + ··· + 03BBnq).
En particulier, le membre de droite tend vers l’infini. Supposons qu’il existe
j ~ {2,...,q} et une sous-suite telle que 03BBnj(03A3~~j03BBn~)-1 ~ 0, par exemple j = 2.
Divisant dans les fibres de (1.3.12) par À3 + ··· + 03BBnq et passant à la limite sur une
sous-suite convenable, on obtient qu’il existe un point de la forme

dans SS(F) avec w’2 = 0 et |03C9’3| + ··· + |03C9’q| 1 =1 0. Cela contredit l’hypothèse (i)
pour 03C32.

Il en résulte donc qu’il existe c ~]0, 1[ avec c03BBnj ~ 03BBn2 ~ c-103BBnj pour j =
2, ... , q. Considérons alors la suite:
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Elle est dans SS(F) et, après extraction éventuelle d’une sous-suite converge vers
un point de la forme

i. e. un point de T*Y1X1|Z1 X TM2 X 2 X ... x T*MqXq. L’hypothèse iii) du théorème
implique alors ~1 = 0 d’où ~n1/03BBnj ~ 0 pour j = 2,..., q. Si l’on pose alors pour
j = 2,...,quj = tnj|~n1| = |03BE’nj||~n1|/03BBnj on a donc unj ~ 0 pour j = 2, ..., q.
Définissons

7 = 2,..., q. D’après (1.3.12) le point

est dans SS(F) et, après extraction éventuelle d’une sous-suite, on a:

pour un certain yi vérifiant 1 y* | = 1. D’après la définition du cône normal simul-
tané, le point

est dans C(T*X1X1,T*M2X2,...,T*MqXq)(SS(F)). Ce point est aussi conormal à l’injection
IM,1r au-dessus de Z X TM2X2 x ... x TMqXq et l’hypothèse (ii) du théorème
implique alors la contradiction y*1 = 0. 

Nous allons maintenant prouver un second résultat du même type. Les données

géométriques sont les suivantes: soient XI, ... , Xq q variétés analytiques réelles et
pour j = 2,..., q soient Mj C Yj C Xj deux sous-variétés fermées de Xj. Notons
f l’injection de X 1  Y2  ··· x Yq dans X  X2 X ... x Xq et t lM la projection
naturelle de X 1 x TM2 X 2  ··· x TMq X q sur X 1 X T*M2Y2  ··· x TMqYq. Pour
tout j = 2, ..., q on notera ui l’injection 

Soit Z un fermé de Xl. Il s’agit de prouver le théorème suivant:

THÉORÈME 1.3.3. Soit F un objet de D 1 (Xi x - - -  Xq). Supposons que pour tout
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j = 2, ..., q, 03C3j est non caractéristique pour F au dessus de Z X M2  ··· x Mq.
Alors la flèche canonique

est un isomorphisme.

Indiquons d’abord la construction de (1.3.16). Si l’on désigne par f M l’injection
de X1 X TM2Y2  ··· X TMqYq dans X 1 x TM2X2 x ... X TMqXq, il suffit, par
transformation de Fourier-Sato, de construire une flèche.

On obtient (1.3.17) en écrivant

où, si l’on note pour j = 2,..., q, j (resp. j) l’éclaté de Mj dans Yj (resp. Xj)
et si Qy (resp. 03A9X) est l’ouvert de Xi X Y2 x... x Yq (resp. Xi X X2  ··· x Xq )
donné par t j &#x3E; 0 j = 2,..., q, les applications sX, sy, px, py sont données par

jy (resp. jX) est l’injection de S1y (resp. 03A9X) dans X1 X Y2  ··· x Yq (resp.
X 1 X 2 X ··· x q) et Py = py o jy,px = Px o jX.

La preuve du théorème reposera sur le lemme suivant:

LEMME 1.3.4. Sous les hypothèses du théorème, on a:

(i) fM est non caractéristique pour 03BD(X1,M2,...,Mq)(F), au voisinage de

Z  TM2Y2  ···  TMqYq.
(ii) tf’M est propre sur Supp(03BC(X1,M2,...,Mq)(F)), au voisinage de Z X TM2Y2 X

... x TM q Yq. .
(iii) f M est non caractéristique pour RjX*PX1 F au voisinage de Z X TM2Y2 X

... X TMqYq
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Démonstration. Choisissons des coordonnées locales Xj sur Xj avec pour j =
2,...,q xj = (x’j, x"j), x’j = (y’j, z’j) de telle manière que Mj = {x’j = 0} et
Yj = {y’j = 0}. On a alors des coordonnées (x’j, x"j) (resp. (zj, x"j), resp. (03BE’j, x"j),
resp. (03B6’j, x"j)) sur TMjXj (resp. TMjYj, resp. TM*MjXj, resp. T*MjYj). On note
alors (x’j = (y’j, z’j), x"j; 03BE’j = (~’j, 03B6’j), 03BE"j) (resp. (03BE’j, x"j; 03BE’*j= (~’*j, 03B6"*j), x"*j) les
coordonnées sur T*TMjXj (resp. T*T*MjXj). Le conormal à f’M est la partie de
T*(X1 X TM2X2 x -. - X TMqXq) d’équations

Compte-tenu de l’identification (1.2.2), il suffit pour prouver (i) de voir que

SS(03BC(X1,M2,...,Mq)(F)) ne rencontre pas la partie de T*(X1 x TM2X2  ··· x

TMnXq) d’équations:

hors de ’ = 0 pour tout j = 2,..., q. Si un point (x1, (çj, XJ)j=2,...,q;
Ç1, (03BE’*j, x"*j)j=2,...,q), est dans cette intersection, il existe d’après le théorème 1.2.2
une suite

et des suites uj E Ri tendant vers 0 avec:

Il nous faut voir que les hypothèses du théorème impliquent alors ~’j = 0 pour tout
j. On peut supposer que 03A3q2|03BE’nj| ~ 00. S’il existe j ~ {2,...,q} tel que, le long
d’une sous-suite |03BE’nj|(03A3~~j|03BE’n~|)-1 ~ 0, par exemple j = 2, il résulte de (1.3.22)
qu’il existe un élément non nul dans la fibre de SS(F) n (T*X1X1  T*Y2X2 X
T*M3X3  ··· x TMqXq) au-dessus de Z X M2  ··· x Mq ce qui contredit le fait

que 0’2 est non caractéristique. On peut donc supposer que les |03BE’nj| sont deux à
deux comparables lorsque n ~ oo.

Supposons alors l’un des ~’j ~ 0, par exemple j = 2. On a alors, grâce à

(1.3.23), 03BE’n2 |03BE’n2| ~ (~’2 |~’2|, 0). D’autre part, quitte à extraire une sous-suite, on peut
supposer que les 03BE’nj |03BE’n2| convergent. Divisant dans les fibres (1.3.22) par |03BE’n2|, on
obtient encore l’existence d’un élément non nul dans SS(F) n T*X1X1  TY2 X 2 X
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TM3X3 X - - - x TM Xq au dessus d’un point de Z x M2 x - - - X M3, d’où la
contradiction cherchée. On a donc obtenu (i).

L’assertion (ii) se prouve de manière analogue. Enfin, pour montrer (iii), remar-
quons que

Comme s#X(SS(RjX*-1XF)) C C(T*X1X1,T*M2X2,...,T*MqXq)SS(F)) d’après la

preuve du Théorème 1.2.2., (iii) résulte de la preuve de (i).
Compte-tenu du Lemme 1.3.4, la flèche du Théorème 1.3.3 s’écrit donc aussi

Notons 7ry la projection de X1 x TM2Y2 X ...  TM Yq sur X1 x M2  ··· x Mq.
Compte tenu de la Proposition 1.1.7, on a le diagramme

Démonstration du Théorème 1.3.3. Il suffit de voir que sous les hypothèses du
théorème, (1.3.18) est un isomorphisme. Notons Pm l’injection de Hy dans 03A9X.
D’après l’estimation (1.2.6) de SS(-1XF) et l’hypothèse du théorème, ’M est non

caractéristique pour -1X F au voisinage de tj = 0 V j = 2,..., q et x 1 Z. De
plus, d’après le Lemme 1.3.4 (iii), M est non caractéristique pour RjX*-1XF au
voisinage de Z x TM2Y2  ··· X TMaYq. On a alors:

d’où le résultat.
Dans la Section 2, nous utiliserons non pas le Théorème 1.3.3 lui-même mais

un Corollaire, analogue au Corollaire 6.7.6 de [8], et que nous allons maintenant
établir.

Soient Yi,..., Yq q variétés analytiques réelles X2,..., Xq q - 1 variétés ana-
lytiques réelles contenant Y2,..., Yq comme sous-variétés fermées. On notera
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f l’injection de-Y, x Y2 x ... x Yq dans Y1 x X2 x ... x Xq. On définit
Yj = Yj x Yj, Xj = Xj x Xj pour j variant respectivement de 1 à q et de 2
à q. On considère alors les projections

qX~ (resp. qY~)(~ = 1, 2) étant donnée sur le jième facteur du produit par la ~ième
projection. Notons

les applications naturelles. Soit Z un fermé de Y,, que l’on considèrera aussi comme
une partie de Y1 grâce à l’injection diagonale Yi  Y1. Pour j = 2,..., q soit Vj =
T; 1 Y |Z T*X2|Y2  ... x T*Xj-1|Yj-1 x T*YjXj x T*Xj+1|Yj+1 X ···  T*Xq|Yq.
On a alors: 

COROLLAIRE 1.3.5. Soient F et G des objets de Db(Y1 1 x X2  ··· x Xq) et
Db (Yi x ... x Yq) respectivement. Supposons que pour j = 2, ... , q Vj n SS (F) n
tf’-1(SS(G)a) est contenu dans la section nulle. Si Mj (resp. Nj) désigne la
diagonale de Xj x Xj (resp. Yj x Yj) et si l’on note

on a un isomorphisme

Le corollaire s’obtient en exprimant le membre de gauche de (1.3.29) comme
image directe d’un complexe concentré sur Y1 x (X2 x Y2) x ... x (Xq x Yq) puis
en appliquant le théorème.
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2. Problème de Cauchy ramifié

2.1. ENONCÉ DU THÉORÈME

Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner un résultat d’image inverse
analogue au Théorème 2.1.1. de [1]. En appliquant ce résultat au cas des faisceaux
permettant de décrire les fonctions holomorphes ramifiées autour de la réunion de
deux hypersurfaces complexes, nous en déduirons un théorème du type Cauchy-
Kowalewski pour les D-modules. Ce résultat, dans le cas du D-module engendré
par un opérateur, coïncide avec le cas particulier du théorème de Leichtnam [12]
concernant les solutions ramifiées autour de la réunion de deux hypersurfaces com-
plexes transversales d’un opérateur à caractéristique de multiplicité constante.

Commençons par fixer les notations et introduire les hypothèses. Soit Y une
sous-variété analytique réelle fermée d’une variété analytique réelle X et soit Z
une sous-variété fermée de Y. Notons f l’injection de Y dans X. Donnons-nous
F, K1, K2 trois objets de Db(X) et L un objet de Db(Y), tels qu’il existe des
isomorphismes 1/Ji : L ~ f-1Ki i = 1, 2. Nous supposerons:

(i) SS(F) et Vsct(SS(Ki)), i = 1, 2 ne rencontrent pas T*YX hors de la section
nulle.

(ii) SS(Ki)lz C TzX = 1,2, SS(Ki) n Vect(SS(Kj)) c TIX pour i ~ j,
03C0(SS(K1) ~ T*X) n 03C0(SS(K2) n T* X) c z.

(iii) SS(F) n T*ZX C SS(K1) U SS(K2).
(iv) [SS(F)  SS(Ki)]|Z ne rencontre ni S S(Kj)a pour j ~ i ni T*YX hors de la

section nulle (i, j E {1, 2}).
(v) L est faiblement cohomologiquement constructible (au sens de [1] Sec-

tion 2.1).
(vi) Il existe un morphisme T : L ~ Cy induisant un isomorphisme Rrjzj (L) -

R0393{z}(CY) pour tout z E Z.
L

(vii) Il existe un morphisme 6 : L ~ L 0 L tel que les composés

coïncident avec l’identité.
Comme f est non caractéristique pour K1, K2 et que L - f - 1 Ki, il résulte de

(ii) que S S (L) 1 z C T*ZY. En outre, grâce aux isomorphismes 03C8i, on a une flèche
naturelle f-1RUom(K1  K2, F) - RUom(L 0 L, f-1F). En composant avec
la flèche induite par 6, R1tom(L 0 L, f-1 F) ~ R1tom(L, f-1F), on obtient un
morphisme naturel
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Le principal résultat s’énonce alors:

THÉORÈME 2.1.1. Sous les hypothèses (i) à (vii) précédentes, la flèche

est un isomorphisme.

Il suffit de prouver le théorème au voisinage d’un point fixé zo E Z, et on raisonnera
donc désormais au voisinage d’un tel point. Prouvons d’abord:

LEMME 2.1.2. Il existe un triangle distingué de Db(X) F - FI ~ F2 ~ F0
vérifiant les conditions suivantes:

(i) f est non caractéristique pour Fo, FI, F2 au voisinage de Zo.

(ii) SS(Ki)+SS(Fi)|Z = SS(Ki)+SS(F)|Zi = 1, 2 au voisinage de zo.
00 00

(iii) SS(F0) ~ T*ZX C T*XX, SS(Fi)a ~ T*ZX C SS(I(i)i = 1, 2, SS(Fi) ~
SS(Kj) C TxX pour i,j ~ {1,2}, i ~ j au voisinage de z0.

Démonstration. La démonstration du lemme repose sur l’utilisation du résultat

de D’Agnolo [2], qui étend à des ouverts coniques non nécessairement convexes
ou propres le ’refined microlocal cut-off lemma’ de [8] (Proposition 6.1.4 et 6.1.6).
D’après l’hypothèse (ii) il existe Fi C C 0393’i avec ri (resp. 0393’i) voisinage ouvert
conique de la fibre de vect(SS(Ki)) en zo (resp. de Fi - {0}) dans T*z0X, i = 1, 2
tels que 0393’i n SS(Kj) C T*XX si i ~ j, 1  1, j fi 2. D’après [2] il existe,
pour tout Wi voisinage conique de SS(F) ~ {z0} x (r) - (0) ) des objets Fi de
Db(X) et des flèches F - Fi, qui sont des isomorphismes sur {z0} X ri , tels que
SS(Fi) fl 7r-1(zO) C Wi U f 01 (r désignant la projection T*X ~ X) i = 1, 2.
On définit alors Fo comme le troisième terme du triangle F ~ F1 ~ F2 ~ F0 .
Si les Wi sont choisis assez petits et les ri symétriques, l’hypothèse (i) entraine
que f est non caractéristique pour Fo, F1, F2 et que SS(Fi)a n SS(Kj) c T*XX si
i =1 j, au voisinage de zo. Comme F  Fi, au voisinage de {z0} X ri et que pour
z voisin de zo, {z} X 0393i ~ SS(Ki) n 03C0-1(z) n T*X, on a SS(Ki) + SS(Fi) =

SS(É; ) 1 SS(F) au voisinage de zo.
00

On a {z0} x (ri - {0}) ~ SS(F) n TzX c SS(KI) n T*z0X c {z0} X Fi
d’après l’hypothèse (iii). Comme Wi ~ (T*ZX)z0 est base de voisinage du membre
de gauche de cette inclusion lorsque Wi décrit le filtre des voisinages de SS(F) n
{z0} X (fi - {0}) on voit que si Wi est assez petit, Wi n (T*ZX)z0 C Fi. Alors
SS(Fi) n 4X C SS(F) n 4X au voisinage de zo. Utilisant alors l’hypothèse
(iii) et le fait que SS(Fi) et SS(Kj) ne se rencontrent pas hors de la section nulle
si i ~ j et si Wi est assez petit, on obtient SS(Fi) n T*ZX ~ SS(Ki) près de
Zo pour i = l, 2. Il en résulte en particulier que SS(F0) fl (T*ZX)z0 c Fi U r2.



189

Comme F ~ Fi e F2 est un isomorphisme sur {z0} x (fI U r2), il en découle
SS(Fo) n T*ZX C T*XX au voisinage de zo.

Compte-tenu du lemme, il nous suffit pour prouver le théorème de montrer que
les flèches

sont des isomorphismes au voisinage de zo pour j = 0, 1, 2.

La preuve du théorème va reposer sur l’écriture de RHom(K1 ~ K2, Fj) en
termes de microlocalisé simultané. Notons X1, X2, X3 trois copies de X et qXj :
X1 X X2 X X3 - Xj la jième projection j = 1, 2, 3. D’autre part, soient RX1 et
RX2 la première et la deuxième projection de (X1 X X2 X X3) X (X  X2 X X3 )
sur X 1 X X2 X X3. Pour j = 1, 2, 3 soit Mj la diagonale de Xj x Xj. Alors
Mi x M2 X M3 est une sous-variété de (X1 X X2 X X3 )2 et T*M1 M2 M3(X1 X
X2 X X3)2 s’identifie à T*X1 X T*X2 x T*X3. On notera 03C0X la projection de
T*(X1 X X2 x X3) sur X1 X X2 X X3. Enfin on désignera par 0394X la diagonale
de Xi x X2 X X3,

Pour j = 0,1, 2 on pose

HXj = RHom(RX-12C0394X, RX!1RHom(qX-11K1  qX-12K2; qX!3Fj)). 2.1.5

Pour tout j, HXj est donc un objet de Db((X1 x X2 x X3)2). Considérons alors
R03C0X*03BC(M1,M2,M3)(HXj). D’après la Proposition 1.1.7 ce dernier objet est isomorphe
à R0393M1 M2 M3(HXj)|M1 M2 M3 et on a donc d’après (2.1.5)

Prouvons d’abord:

LEMME 2.1.3. On a les inclusions suivantes:

Supp(J-L(M)(Ho)) C T*X1 X2 X3(X1  X2 X X3),
Supp(J-L(M)(HI)) C {(x1,x2,x2;03BE1,03BE2,03BE3) E T*(Xl X X2 X X3); x1 = x2 = x3

(x1,03BE1) E SS(K1), 03BE2 = 0,(x3, 03BE3) E SS(F1),Ç1 et g3 colinéaires},
Supp(03BC(M)(H2)) C {(x1,x2,x3;03BE103BE2,03BE3) E T*(X1 X X2 X X3); XI = x2 = x3;

03BE1 = 0,(x2, 03BE2) E SS(K2), (x3, 03BE3) E SS(F2), 03BE2 et 03BE3 colinéaires}.
Démonstration. Prouvons la dernière inclusion. Soit (X 1, X2, X3; ÇI, e2, e3) un

point de Supp(03BC(M)(F2)). Le point ((x1, x2, x3; 03BE1, 03BE2, 03BE3); (0, 0, 0; 0, 0, 0)) de
T*(T*(Xi X X2 X X3)) est alors dans SS(03BC(M)(F2)). Notons
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D’après le Théorème 1.2.2, SS(03BC(M)(HX2)) C C(T*M1,X1,T*M2X2,T*M3X3)(S) où Xj =
X j X X j j = 1, 2, 3. D’après la Définition 1.2.1, il existe alors des suites de réels
strictement positifs (ujn)n j = 1, 2, 3, des suites (x"nj, 03BE"nj)n j = 1, 2, 3 vérifiant
x"n1 = x"n2 = x"n3,03BE"n1+03BE"n2+03BE"n3 = 0, des suites (x’nj, 03BE’nj)n de SS(Kj)j = 1, 2
et une suite (x’n3, 03BE’n3)n de SS(F2) telles que

Si 03BE’n1 ~ 0, ç est nul et Ç’3 ~ 0. Alors 03BE2 et 03BE3 sont nécessairement colinéaires.
On peut donc supposer, quitte à extraire une sous-suite, qu’il existe c &#x3E; 0 avec

|03BE’n1|  c pour tout n.
Notons x la valeur commune à x1, x2, x3. Remarquons d’abord que si

|03BE’n3|/|03BE’n1| ~ 0, la relation 03BE’n1 + 03BE’n2 + 03BE’n3 ~ 0 implique que SS(K1) et SS(K2)a
se rencontrent hors de la section nulle, ce qui est contradictoire avec l’hypothèse
(ii). Quitte à extraire des sous-suites, on peut donc supposer qu’il existe une con-
stante C &#x3E; 0 avec |03BE’n1|  Clç’31 et |03BE’n2|  Clç’31 I pour tout n. Si Ç’3 est
bornée, ç’f et 03BE’n2 également, donc Ç1 = 03BE2 = 03BE3 = 0. On peut donc supposer
que |03BE’n3| ~ 00 (après extraction éventuelle d’une sous-suite). Supposons d’abord
x E Z. Comme on peut supposer que 03BE’jn/|03BE’3n| converge vers une limite Wj pour
j = 1, 2, 3, et que 03BE’n1 + 03BE’n2 + 03BE’n3 ~ 0, on a 03C91 + 03C92 + 03C93 = 0, (x, 03C9j) ~ SS(Kj)
j = 1,2, x, 03C93) E SS(F2). Alors (x, 03C93) E SS(F2) n tzx c SS(K2)
d’après le lemme 2.1.2. Comme la fibre de Vect(SS(K2)) en x ne rencontre
pas SS(K1) (hypothèse ii) hors de la section nulle, on a nécessairement W1 = 0 i.e.
|03BE’n1|/|03BE’n3| ~ 0. En particulier, |03BE’n2 et lç’31 sont équivalentes lorsque n ~ +00.

On a |03BE’n1|  c &#x3E; 0 pour tout n. La suite (03BE’n2 + 03BE’n3)/|03BE’n1| converge,

après extraction, vers une limite 81 = - lim 03BE’n1/|03BE’n1|. De plus, les conditions
(1/unj)) |x’nj-x"nj| ~ 0 de (2.1.8) impliquent |x’nj-x"nj| |03BEmj| ~ 0 j = 2, 3, d’où
puisque x"n2 = x"n3 et que |03BE’n2| 1 est équivalent à 1 ç’31, |x’n2 - x’n3| · |03BE’n2|/|03BE’n1| ~ 0.
Il en résulte que le point (x, 03B81) est dans SS(K2)+SS(F2) et dans SS(K1)a.
D’après l’assertion (ii) du Lemme 2.1.2 et l’hypothèse (iv) cela implique la con-
tradiction 81 = 0.
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Dans le cas où x ~ Z, l’hypothèse (ii) entraîne que pour n assez grand 03BE’n1 = 0 ou
03BE’n2 = 0. Comme SS(K1) ne rencontre pas SS(F2)a hors de la section nulle d’après
le Lemme 2.1.2, on a en fait 03BE’n1 = 0 pour n assez grand et 03BE’n2 + 03BE’n3 ~ 0. Comme
précédemment, cela entraîne que 03BE2 et 03BE3 sont colinéaires, (x, 03BE2) ~ SS(K2),
(x, 03BE3) ~ SS(F2).

Le cas j = 1 s’obtient de même. Le cas j = 0 est plus simple.
Chaque copie Xj de X contient une copie Yj de Y et on note

fj: Yj  Xj l’injection correspondante. Soient Nj la diagonale de Yj  Yj
et 7r : TNI XN2 XN3 (YI X Y2 X Y3)2 ~ T*Y1 X 2  T*Y3 ~ Y1 2  Y3
la projection. Soient Ay la diagonale de Yi X Y2  Y3 et pour j = 1, 2, 3
!j1r: T*Xj Iy j  T*Xj et tf’j: T* Xj Iy j ~ T*Yj les injections et projections cor-
respondantes. Si l’on note qYi : Y1  Y2  Y3 ~ Yj la jième projection j = 1,2,3 et
Ri et R2 la première et la deuxième projection de (Yi x Y2 x Y3)2 sur Yi X Y2 x Y3,
on pose

pour j = 0, 1, 2.
Construisons alors une flèche naturelle

Indiquons cette construction pour j = 2. L’application linéaire tangente à f i x
f1: YI X YI  X1  X1 induit une injection de TN1(Y1  Y1) ~ TY1 dans
TM1(X1 x X1) ~ T X d’où une injection

On en déduit une flèche naturelle

en procédant comme dans (1.3.5). Par transformation de Fourier-Sato on en
déduit

Utilisons alors la flèche
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Remarquons que

où qj est la jième projection définie sur Yi x X2 x X3, R1 et R2 la première et
la deuxième projection de (YI x X2 x X3)2 sur YI x X2 x X3, et où on a utilisé
l’isomorphisme f-1K1 ~ L. Or (fi x Id) - 1 Càx = (Id x f2 x f3)! C0394Y et on a
donc

où h est l’injection de (Yi x Yi) x (X2 x Y2) x (X3 x Y3) dans (YI x Yi) x
(X2 x X2) x (X3 x X3) et RI (resp. R2) la première (resp. deuxième) projection
de (Y1  X2  X3)  (Y1  Y2  Y3) sur Y1  X2  X3 (resp. Y1  Y2  Y3). Par
composition de (2.1.13), (2.1.14) on a donc obtenu une flèche du terme de gauche
de (2.1.10) à valeurs dans

Or, revenant à la définition du microlocalisé à l’aide du spécialisé, on constate que
ce dernier complexe n’est autre que

Appliquons alors la flèche (1.3.16). En utilisant également le morphisme naturel

f-1j 8) 03C9Yj /Xj ~ f!j j = 2, 3, on obtient un morphisme à valeurs dans

Il reste à remarquer que

et que f étant non caractéristique pour F2, f!F2 ~ f-1F2 ~ 03C9Y1|X1.
Dans le cas j = 1, on construit (2.1.10) en raisonnant comme précédemment,

mais en intervertissant le rôle de 1 et 2.
Dans le cas j = 0, on construit (2.1.10) comme pour j = 2.
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D’après le Lemme 2.1.3, tf’1 x lf2’ x ’f3’ est propre sur le support de 03BC(M)(HXj)
(cf. hypothèse i)). On peut donc écrire

en utilisant, pour commuter images directes et images inverse, le fait que

R03C0X*03BC(M)(HXj)= 03BC(M)(HXj)|M1 M2 M3. On a alors le diagramme:

La première flèche horizontale provient de (2.1.10). La deuxième flèche fori-
zontale est la flèche naturelle, utilisée dans la construction de (2.1.2). La première
flèche verticale provient de (2.1.6), par l’intermédiaire de (2.1.20). La deuxième
flèche verticale découle, comme (2.1.6), de la Proposition 1.1.7.

Si G est un complexe de faisceaux coniques sur un cotangent T*X et si
7r: T*X - X et £: T*X = T*X - X ~ X sont les projections, on a un tri-
angle

d’où en particulier R03C0!G  R03C0*G lorsque le support de G est contenu dans la
section nulle. Si l’on désigne par 03C0Xj (resp. 7rJ) aussi bien la projection de T*Xj
sur Xi (resp. T*Yj sur Yj) que l’application qui s’en déduit par produit avec
l’identité sur les facteurs d’ordre autre que j, il résulte du Lemme 2.1.3 que l’on a
les isomorphismes
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pour j = 0 ou j = 1. Compte-tenu des isomorphismes (2.1.21), on déduit donc de
(2.1.22) un diagramme commutatif

où, pour j = 0 ou 2, la première flèche verticale est un isomorphisme. On a un
diagramme analogue pour j = 0 ou 1 en intervertissant dans (2.1.25) le rôle joué
par 1 et 2. Le point essentiel dans la preuve du Théorème 2.1.1 réside dans la
proposition suivante, qui sera prouvée au paragraphe 2.2:

PROPOSITION 2.1.4. Sous les hypothèses du Théorème 2.1.1, on a des isomor-
phismes

pour j = 0, 1, où Z est considéré comme une partie de Ay.

2.2. PREUVE DU THÉORÈME 2.1.1

Nous allons d’abord prouver la Proposition 2.1.4. On montrera uniquement le
premier isomorphisme, le second étant identique après interversion des indices 1
et 2. Il s’agit d’exploiter tout d’abord le fait que R03C0X1!03BC(M1,M2,M3)(HXj) s’exprime
à partir de 03BC(X1,M2,M3) (HXj) où X 1 = X1 x X1. On a en effet:

LEMME 2.2.1. Notons by l’injection diagonale de YI dans Yi = YI X Yi et

f1 1 = f1 1 X f1 1 l’injection YI - XI = XI x X1. On a alors le diagramme
commutatif suivant, dans lequel les flèches verticales sont des isomorphismes:
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(où l’on a noté par abus w 0-1 |Y1 et 03C9~-1Y1 les images réciproques de ces complexes
par la projection YI X T*Y2 x T*Y3 ~ YI, et ou Id désigne l’identité sur plusieurs
espaces différents).

Démonstration. La flèche verticale de gauche dans le diagramme précédent est
isomorphe à la flèche

qui provient de la Proposition 1.1.7 (ii), compte-tenu de l’identification 03C9X1/X1 ~
03C9~-1X1. C’est en particulier un isomorphisme. De même, la deuxième flèche verticale
est définie par la proposition 1.1.7 (ii) et est également un isomorphisme.

La première flèche horizontale du diagramme provient de (2.1.10). La seconde
est construite de la manière suivante. Tout d’abord grâce à (1.3.3) on a une flèche

Utilisant

on obtient un morphisme de

où

(cf. (2.1.14), (2.1.15)) et (2.2.4) est un isomorphisme dès que (2.2.3) l’est.
La flèche (1.3.29) permet alors de définir
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Comme au voisinage de Z, f est non caractéristique pour Fj (Lemme 2.1.2),
on peut remplacer f ! Fj par f-1Fj ~ 03C9Y/X, et on obtient la deuxième flèche
horizontale du diagramme du Lemme 2.2.1 en composant (2.2.2), (2.2.4) et (2.2.6).
Par construction, cette deuxième flèche est donc compatible à la première, elle
même déduite de (2.1.10).

D’après le lemme précédent, il nous suffit pour prouver la Proposition 2.1.4, de
montrer que la deuxième flèche horizontale du diagramme (2.2.1) est un isomor-
phisme, sous les hypothèses (i) à (vii) du Théorème 2.1.1. Il suffit pour cela de voir
que (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.6) sont des isomorphismes.

LEMME 2.2.2. La flèche naturelle

est un isomorphisme pour j = 0 ou j = 2.
Démonstration. Il nous suffit de vérifier que les hypothèses du Théorème 1.3.1

sont satisfaites pour le couple HXj et l’injection fi x Id. Les injections 0"2 et 03C33 de
l’énoncé du théorème sont ici:

D’autre part S S( Hf) est donné par (2.1.7) si j = 2, et par l’expression analogue
obtenue en remplaçant dans (2.1.7) la condition (x’3, Ç3) E SS(F2) par (x’3, Ç3) E
SS(Fo) si j = 0. Un point

de cet ensemble qui est aussi conormal à a3 vérifie:

Si de plus ce point est au-dessus de Z x M2 X M3 (où Z est toujours identifié à
une partie de la diagonale de Y1), on a en outre

Comme Y est non caractéristique pour K1 au dessus de Z, (2.1.7) et (2.2.10)
entraînent 03BE’1 = 0. D’après (2.1.7), (2.2.10), (x"2; -03BE"2) ~ SS(K2) et x1 = x2,
03BE"1 + 03BE"2 = 0 donc (x"1, 03BE"1) E SS(K2) n T*YX. On a donc £1’ = 0 et e2’ = 0, d’où
aussi e’ 2 = 0. L’hypothèse i) du Théorème 1.3.1 est donc satisfaite (le cas où (2.2.9)
est conormal à 03C32 se traitant de même). D’après (1.2.1), si un point
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Si de plus le point (2.2.12) est conormal à l’injection de Yi x T*X2 x T*X3 dans
Xi X T*X2 X T*X3 au-dessus de Z x T*X2 X T*X3, on a

Comme (x’1, x’*1) E SS(K1) et que Y est non caractéristique pour K1, x’*1 = 0.
Puisque 03BE’nk + 03BE"nk ~ 0 si k = 2, 3 et que 03BE"n1 = -03BE"n2 - 03BE"n3 d’après (2.2.14), on
a x"*1 = lim(03BE’n2 + ç’’3). Considérons d’abord le cas où |03BE’n2| ~ oo. En particulier
|03BE’n2| ~ lç’’31 et ces quantités sont dominées par û et 1 un3. La dernière ligne de
(2.2.14) implique alors |03BE’n2||x’n2 - x’’31 | ~ 0. Le point (x"1 ; x"*1) est donc dans
[SS(K2) + SS(Fj)] n T*YX|Z. D’après le lemme 2.1.2 et l’hypothèse iv), cela
implique x"*1 = 0. Dans le cas où |03BE’n2| ne tend pas vers l’infini, on peut supposer,
quitte à extraire une sous-suite, que 03BE’n2 et ç’’3 convergent respectivement vers 2 et
3. D’après (2.2.14), on a alors x"*1 = 2 + 3. Comme X2 = X3 = x’1 ~ Z et que
(x2, 2) ~ SS(K2) et (x"1, x"*1) E T*YX, il résulte de l’hypothèse (ii) du Théorème
2.1.1 que (x3, 3) E TzX n SS(Fj) qui d’après le Lemme 2.1.2 est contenu dans
la section nulle si j = 0 et dans la section nulle union SS(K2) si j = 2. Dans
tous les cas, on a (x"1, x"*1) e Vect(SS(K2)) U T*XX. Utilisant l’hypothèse (i), on
obtient x"*1 = 0. L’hypothèse (ii) du Théorème 1.3.1 est donc satisfaite.

Considérons enfin un point de la forme (2.2.9), qui est dans SS(HjX) et dans
T*Y1 X11z X TM2X2 x TM3 X3. On a d’abord (x’1, 03BE’1) E T*YX|Z ~ SS(K1) d’où
03BE’1 = 0. D’autre part on a les relations
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D’après (2.1.7), on a alors 03BE’3 = 03BE"1 - 03BE’2 et xl e Z. Comme (x"1, 03BE"1) E T*YX,
(x’2, 03BE’2) ~ SS(K2)|Z c T*ZX, on a (x’3, 03BE’3) E T*ZX ~ SS(F2) ~ SS(K2) ~ T*ZX
dans le cas j = 2 et (x’3, 03BE’3) E T*ZX fl SS(Fo) C TIX si j - 0. On a dans

tous les cas (x"1, 03BE"1) e Vect(SS(K2))|Z. Comme par hypothèse (x"1, 03BE"1) ~ T*YX
on a 03BE"1 = 0. Le point considéré est donc dans T*X1 X1 X TM2 X2 X T*M3 X3
donc l’hypothèse (iii) du Théorème 1.3.1 est satisfaite. Le Lemme 2.2.2 est donc
démontré.

Remarquons maintenant que f, x Id est non caractéristique pour HXj au-dessus
de Z x X2 X X3 (il suffit d’utiliser la majoration (2.1.7) de SS(HXj) et le fait que
f est non caractéristique pour 1(1 près de Z). Pour prouver la Proposition 2.1.4,
il nous reste donc à voir que sous les hypothèses du Théorème 2.1.1, la flèche
(2.2.6) est un isomorphisme au-dessus de Z x T*Y2 X T*Y3 pour j = 0 ou 2. Or
cela résulte du Corollaire 1.3.5, dont on vérifie aisément que les hypothèses sont
satisfaites comme Y est non caractéristique pour IÉ2 et Fj.

Afin de simplifier les notations, nous poserons désormais

(pour j = 0, 1, 2) et de même, si L1 et L2 sont dans D6(Y)
 hom(L1, L2; f-1 Fj)

Le morphisme T : L ~ Cy défini dans l’hypothèse vi) induit un morphisme
 hom(CY , L ; f -1 Fj) ~  hom(L, L ; f -1 Fj) (2.2.19)

pour j = 0, 1, 2. Prouvons alors:

LEMME 2.2.3. Le morphisme

est un isomorphisme (pour j = 0, 1, 2).
Démonstration. Nous allons nous contenter d’indiquer les idées de la preuve du

lemme. Désignons par L’ soit L, soit Cy. D’après la Proposition 1.1.7, on a:
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où 03B4Y1 est toujours l’injection diagonale de Yi dans Yi = YI X Yi. Par transformation
de Fourier-Sato, il nous suffit de prouver que l’on a un isomorphisme

Nous allons alors exploiter le fait que l’on spécialise dans les expressions
précédentes le long de la variété toute entière relativement à la première variable.
Cela permet, en raisonnant comme dans [ 1 ] Section 2.1 et formule 2.1.4, d’exprimer
la fibre de chacun des deux membres de (2.2.22) sous la forme:

où U décrit le filtre des voisinages ouverts d’un point y, de Z, G désigne un objet
auxilliaire indépendant de L’, et où on a utilisé le foncteur " lim" de [8] para-
graphe 1.1. L’hypothèse (v) du Théorème 2.1.1 entraine que "limU"R0393c(U, L ) =
R0393{y1}L. D’après l’hypothèse (vi), le morphisme T : L ~ Cy induit un isomor-
phisme R0393{y1}L ~ R0393{y1}CY. Il résulte donc de (2.2.23) appliqué pour L’ = L
et L’ = Cy que la flèche (2.2.22) est un isomorphisme en tout point. Cela achève
la preuve du Lemme 2.2.3.

Nous pouvons maintenant prouver le Théorème 2.1.1. Il nous suffit de montrer

que (2.1.4) est un isomorphisme pour j == 0,1, 2. Nous allons traiter les cas
j = 0 et j = 2, le cas j = 1 s’obtenant par interversion des indices 1 et 2.

Remarquons d’abord que la flèche T : L - Cy de l’hypothèse (vi) du théorème
L

induit T 0 Id : L 0 L ~ L d’où un diagramme commutatif:

où 03C0Y = 03C0Y1  03C0Y2  03C0Y3 : T*Yi x T’*Y2 X T*Y3 ~ Yi x Y2 X Y3, et où les isomor-
phismes verticaux s’obtiennent comme (2.1.6), en utilisant la Proposition 1.1.7.
Considérons alors le diagramme commutatif suivant:
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dans lequel f désigne le produit f  f2 X f3 et où Z a été identifié à une partie de
la diagonale Ay de Yi x Y2 X Y3.

Les flèches sont définies de la manière suivante: (a), (b) et (c) proviennent
de la flèche naturelle (2.1.22) de l’image directe à support propre vers l’image
directe d’un complexe de faisceaux coniques. Les flèches (1) et (1’) proviennent
de (2.1.10). La flèche (1") est la flèche naturelle. Le diagramme dont (1) et (1")
sont les flèches verticales est donc (2.1.21). Les flèches (2) et (2’) proviennent
de (2.2.19), et le diagramme déterminé par (2) et (2") n’est autre que (2.2.24). La

L
flèche (3) provient du morphisme 03B4: L - L 0 L introduit dans l’hypothèse (vii) du

théorème. Comme on suppose que L  Z 0 Z  L est l’identité, le diagramme
déterminé par (3) et (2") commute.

D’après la Proposition 2.1.4, (1’) est un isomorphisme (pour j = 0 ou

j = 2). D’après le Lemme 2.2.4, (2’) est aussi un isomorphisme. D’après
(2.1.23) (a) est un isomorphisme (pour j = 0 ou j = 2). Enfin, remarquons
que le support de  hom(CY, L ; f - 1 Fj) est contenu dans l’ensemble des points
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(YI, i Y2 y3 ; T/1, T/2, q3 ) de T*Y1 x T*Y2 X T*Y3 vérifiant qui = 0 (en raisonnant à
partir de l’estimation du microsupport, comme dans la preuve du Lemme 2.1.3).
Il en résulte que la flèche (c) est un isomorphisme. La flèche (3) o (1)" est le
morphisme (2.1.4)

et il résulte du diagramme (2.2.32) que c’est un isomorphisme (pour j = 0 ou
’ = 2).

Cela achève la preuve du Théorème 2.1.1.

2.3. APPLICATION AU PROBLÈME DE CAUCHY

Considérons X un voisinage de 0 dans Cn, Y une hypersurface complexe de X,
passant par 0, f : Y - X l’injection. Soit Z une hypersurface complexe de Y,
contenant 0 et soient Zl et Z2 deux hypersurfaces complexes de X, coupant Y
suivant Z, transversales et transversales à Y.

Soit d’autre part M un Dx -module cohérent à gauche. Supposons que sa variété
caractéristique Car(M) vérifie les conditions suivantes:

Choisissons un système de coordonnées locales z = ( zl , ... , zn) au voisinage de 0
dans Cn tel que Zi = tzi = 0} i = 1, 2, Y = {z1 - z2 = 0}. On a donc Z = {z1 =
z2 = 0}. Pour r réel strictement positif, notons Ur = {z = (z1,..., Zn) E ci ;
|zk 1  r, k = 1,..., n}. Soit Ü; le revêtement universel de Ur - Zi donné par:

Notons t4 le revêtement universel de Ur - (Z1 U Z2) donné par
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Si q1 : r ~ UT et q2 : Ùr - û,2 sont les applications naturelles, on a q = pi o q1 =
p2 o q2. Soit alors l( le faisceau

On sait alors que si Ox est le faisceau des fonctions holomorphes sur X, le faisceau
des fonctions ramifiées autour de Zl U Z2 est Rq*q-1OX ~ RHom(K, OX)
([3]). Plus généralement, si G est un objet de Db(X), on a aussi Rq*q-1G ~
RHom(K, G) (cf. [1], Section 3.1).

Si vr = Y n Ur, on note Vr le revêtement universel de Vr - Z donné par

La flèche canonique p!p! - Id donne un morphisme T : L ~ Cy. D’après [1]
Lemme 3.1.1, ce morphisme induit un isomorphisme R0393Z(L)  R0393Z(CY).
D’autre part, écrivons

La flèche naturelle Id ~ p!p! définit alors un morphisme p!p-1CY ~
p!(p!p!)p-1CY i.e. un morphisme 6 : L ~ L 0 L d’après (2.3.8). Prouvons:

LEMME 2.3.1. Les composées L  L ~ L  L et L  L ~ L h L coincident
avec l’identité.

Démonstration. Il suffit de prouver la propriété annoncé dans les fibres. Si x
est un point de Z, la fibre de L en x est nulle et il n’y a rien à prouver. Soit alors
x e Y - Z. Un élément a de Lx = (p!p!CY)x s’écrit (03B1y)y~p-1(x) où 03B1y est
un nombre complexe nul sauf pour un nombre fini de y, et son image par 6 est
l’élément (03B1yz)y,z~p-1(x) de (Z 0 L)x = (p!p!p!p!CY )x donné par
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D’autre part les deux flèches T 0 Id (resp. Id 0 03C4): L 0 L ~ L associent
à la famille (03B1yz)y,z~p-1(x) vérifiant az = 0 pour tous y, z sauf un nombre fini
la famille (03A3y03B1yz)z~p-1(x) (resp. (03A3z03B1yz)y~p-1(x)). La composée de 6 et de cette
dernière flèche est donc bien l’identité.

Si OX désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur X, posons F =

RHomDX(M, OX) le complexe des solutions holomorphes de M. On a
SS(F) = Car(M) ([8], Section 11.3). Remarquons alors que les hypothèses
du Théorème 2.1.1 sont satisfaites par K1, K2, L et F. L’hypothèse (i) résulte
de (2.3.1), (2.3.7) et du fait que Y1 Z1, Z2 se coupent transversalement le long
de Z (ce qui entraîne en particulier que Y est non caractéristique pour M au
voisinage de Z d’après la seconde inclusion (2.3.1)). L’hypothèse (ii) découle
de (2.3.7) et l’hypothèse (iii) de (2.3.1). De même iv) est impliqué par (2.3.1),
(2.3.7). Comme SS(L) est, hors de la section nulle, le conormal à une sous-variété
analytique, L est faiblement R-constructible donc faiblement cohomologique-
ment constructible ([8], Section 8.4). L’hypothèse (v) est donc satisfaite. On
a déjà remarqué que R0393Z(L)  R0393Z(CY) d’où vi). Enfin (vii) découle du
Lemme 2.3.1. D’après le Théorème 2.1.l, on a donc un isomorphisme R1iom( KI 0
K2, F) 1 z  RHom(L, f-1F)|Z. Notons My le DY-module induit par M sur
Y. Comme Y est non caractéristique pour M (au voisinage de Z), il résulte du
théorème de Cauchy-Kovalewski-Kashiwara f-1 F ~ R1iom( My, OY) ([7]).
On note alors:

les faisceaux des fonctions holomorphes ramifiées autour de Zl U Z2 dans X et
Z dans Y respectivement. L’isomorphisme que l’on vient d’obtenir s’écrit donc
encore:

THÉORÈME 2.3.2. Sous les hypothèse (2.3.1), on a l’isomorphisme

Pour terminer, montrons que les hypothèses (2.3.1) sont vérifiées dans le cas où
M = DX/DXP, P étant un opérateur différentiel holomorphe à caractéristiques
de multiplicité constante, tel que Y soit non caractéristique pour P et que les
caractéristiques de P soient transversales à T*X ly. Supposons en outre que
T;x ~ Car P contient deux directions complexes distinctes. Le symbole réduit
q de P est alors un polynôme homogène de degré 2 dans les fibres de T*X, et
la réunion des bicaractéristiques de q issues de TzX fl Car P est formé par la
réunion des conormaux à deux hypersurfaces complexes Zl et Z2, se coupant
transversalement le long de Z et transversales à Y (cf. [1], Proposition 3.1.3).
Pour vérifier les hypothèses (2.3.1), il suffit de s’assurer par un calcul direct que
[Car M + T*Z1X] ~ T*X (resp. [Car M  T*Z2X] ~ T*X) ne rencontre pas T*Z2X ~
T*YX (resp. T*Z1X U T*YX).
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Le Théorème 2.3.2 s’applique donc à M = DX/DXP. En particulier,
comme RHomDX(MY, OramZ/Y) est concentré en degré 0, (2.3.11) entraîne

R1HomDX(M, OramZ1~Z2/X) = 0, ce qui signifie que l’équation Pu = f peut
être résolue dans l’espace des fonctions ramifiées autour de Zl U Z2. On retrouve
ainsi le résultat de [12] dans le cas particulier des fonctions ramifiées le long de la
réunion de deux hypersurfaces. Le Théorème 2.1.1 ne nous permet pas par contre
de retrouver le cas général du théorème de Leichtnam car le faisceau faiblement
cohomologiquement constructible décrivant les sections ramifiées autour de la
réunion de p hypersurfaces complexes se coupant transversalement le long d’une
hypersurface commune n’admet pas une représentation sous la forme K1 0 K2
avec SS(K1) n SS(IÉ2) C T*XX lorsque p &#x3E; 2.
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