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A. Introduction

Soit ¢ un nombre entier naturel non nul.

Une suite © = (u(n))n30 dans le groupe U des nombres complexes de module
1 est dite ¢g-multiplicative si elle vérifie: pour tout nombre entier naturel non
nul ¢, pour tous nombres entiers naturels a et b, si b < ¢¢, alors u(agq* + b) =
u(aq)u(b).

Une telle suite est caractérisée par la donnée des valeurs u(kq') pour k €
{1,2,...,q—1}ett €NN.

La notion de suite g-multiplicative, introduite en 1948 par R. Bellman et
H. N. Shapiro ([BS]), a été étudiée par de nombreaux auteurs ([Coq], [C-K-M],
[Del], [Gue], [Lia], [Mos], {Que], [L-M-M]). Les suites (exp(2imna))n30 ol
a € R, (exp(2irsy(n)a))nso0 0 a € R et sy(n) désigne la somme des chiffres
du nombre n écrit en base ¢, ou encore la suite de Van der Corput u(n) =
CXp(ZiWEjzos'}) sin= ijoquj et k; € {0,1,...,g — 1}, sont des exemples
classiques de suites g-multiplicatives.

Une suite u de nombres complexes est dite strictement ergodique si le sous-shift
qui lui est associé est un systéme dynamique uniquement ergodique et minimal (cf.
partie D, pour le rappel précis de cette définition). La stricte ergodicité de suites
g-multiplicatives est une question qui a déja été discutée par M. Keane ([Kea]),
P. Liardet ([Lial][Lia2]) ainsi que par B. Mossé et les auteurs ([L-M-M]).

Une suite u de nombres complexes est appelée une bonne suite de poids pour
le théoréme ergodique si, pour toute transformation ponctuelle T' préservant la
mesure sur un espace probabilisé, 1a suite d’opérateurs

1 N-1

n=0

* Bénéficiaire d’une aide a la recherche du MRT (# 01-92, Préfecture Région Centre).
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L’objet de cet article est de caractériser précisément d’une part les suites g-
multiplicatives strictement ergodiques, d’autre part les suites g-multiplicatives dont
toutes les puissances sont de bonnes suites de poids pour le théoréme ergodique.

Nous verrons comment, dans chacun de ces problémes, on peut se ramener
a ’étude des suites g-multiplicatives telles que, pour tout k entre 1 et ¢ — 1,
lim,,—, o, u(kg™) = 1. Parmi celles-ci nous caractérisons, dans la partie B, celles
qui vérifient:

o pour tout a € R, la suite V(N, ) := &ZN7lu(n)e? ™ est convergente
(Théoréme 1).

e pour tout & € R, la suite V(N,a,m) = 1—{,—22’;0111(11 + m)e
converge uniformément en m € N (Théoréme 2).

e pour tout a € R, la suite (ﬁE%;OIW(N,a,m) = lim, 0 V(n,a)|)N>0
converge vers zéro uniformément en M € N, M > 0 (Théoréme 3).

2ir(n+m)o

Le Théoréme 2 nous permet, dans la partie D, de caractériser les suites g-
multiplicatives strictement ergodiques. Par exemple, dans le cas des suites 2-
multiplicatives, et en notant u(2") = e?"% ||0|| = inf{|6 — p|:p € Z} si 0 € R,
on a: la suite u n’est pas strictement ergodique si et seulement si il existe un nombre
entier d tel que la suite ||df,|| tende vers zéro avec une vitesse ni trop grande, ni
trop petite, qui se traduit par la divergence de la série ¥, ||d6,|| et 1a convergence
de la série X, ||d8,||.

Pour étudier la stricte ergodicité, nous plongeons le sous-shift associ€ a la suite
u dans une extension d’un odomeétre par un groupe compact et nous établissons un
critere de stricte ergodicité pour les fermetures d’orbites dans les systémes de ce
type.

Le Théoréme 3 nous permet, dans la partie C, de caractériser les suites g-
multiplicatives u telles que, pour toute fonction continue p, la suite p(«) soit une
bonne suite de poids pour le théoreme ergodique. Par exemple, dans le cas des
suites 2-multiplicatives, cette propriété n’est pas satisfaite si et seulement si il
existe un entier d et un réel « tels que la série ¥,,(d6,, — 2"« diverge modulo 1 et
la série ©,||d8,, — 2"c||? converge.

Pour démontrer ce résultat, on distingue deux cas: si la suite est a spectre vide
(dans I’exemple précédent c’est essentiellement le cas od ¥y, [|d6,, — 2" a||? diverge)
le théoréme ergodique pondéré est démontré dans [L-M-M]; si la suite est & spectre
non vide, alors elle est presque périodique au sens de Besicovitch.

Voici quelques exemples simples et significatifs. Nous dirons qu’une suite 2-
multiplicative u est bonne si toute ses puissances sont des bonnes suites de poids
pour le théoréme ergodique, et nous noterons u(2") = exp(2ird,). On a alors:

e pour 6, = 71—;, ou 8, = J; la suite u est bonne et strictement erdodique;

e pour @, = i_—i): la suite u est bonne mais n’est pas strictement ergodique;

e pour 0, = % la suite u n’est pas bonne et n’est pas strictement ergodique;
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e pour §, = 2"« + ;1;, oll le nombre réel a n’est pas un rationnel dyadique, la
suite u n’est pas bonne mais est strictement ergodique.

Notations

Si @ € R, on note e(f) := exp(2in0) et ||0|| := inf{|6 — p|:p € Z}.
Si u est une suite g-multiplicative, on note, pour chaque n € N,n > O et k
entier entre 0 et ¢ — 1, u(kq") = e(8%).

DEFINITION A1. On appelle noyau de la suite g-multiplicative u et on note V/(u)
I’ensemble des nombres réels « tels que pour tout k£ entre 1 et g — 1,

lim 16 — kq"af| = 0

REMARQUE. On vérifie sans difficulté que le noyau d’une suite g-multiplicative
est soit vide, soit de la forme {ag + % | p € Z,n € N} pour un nombre réel a.

B. Convergence des moyennes trigonométriques pondérées par une suite
g-multiplicative dont le noyau contient zéro

Soit u(n) une suite g-multiplicative dans U; on note comme précédemment
e(0*) =u(kq™) si n>0 et 0<k<gq.

On suppose, dans tout ce paragraphe que, pour tout &, lim,, 012 =0.
On utilise les notations suivantes:

SiNeEN,N>0,a€eR et meEN,

1 N-1
V(N) = N Z u(n)’
n=0

| N-1
V(N,a) := I Z_: u(n) e(na),

N-1
V(N,a,m):= —Zu(n+m)e((n+m) )

n=0
Remarquons que
1 N=
V(¢V,a) = o H Z e(0F + kq"a).
n=0 k<q

On se propose d’étudier le comportement de ces expressions quand NV tend vers
+00.
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1. Convergence simple
THEOREME 1. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(1.1) Pour tout nombre réel o, la suite (V(N,a))n>o est convergente.
(1.2) Pour tout nombre entier m, la suite

N-1 1
= e(6y)
n=m q k<q N>m

est convergente.
1.3) La série de terme général Ti<,0F est convergente ou la série de terme
8 <qYn 8

général Ty, (05)? est divergente.
REMARQUE. Ily a équivalence entre
> 2(02)2 <4oo et Y, > (8 — 62)? < +oo.
n k<q n i<q
1<q
En effet, d’une part, puisque 82 = 0, on a
Y05 <D (6, - 63
k<gq i<q
1<¢q
et, d’autre part,
S0 — 62 <2 ((6)7 + (62)%) < 44 D (67)%
i<q i<q k<q
1<q 1<q
LEMME B1. Il existe un nombre rationnel q-adique o tel que, pour tout n > 0,

> e(6s + kg"a) # 0,

k<q

c’est a dire tel que, pour tout N > 0,V (¢",a) # 0.

Démonstration du Lemme BI. Du fait que, pour tout &, lim 8% = 0, on déduit

que
{n €N

Si cet ensemble est vide, on choisit & = 0. Sinon, on note m son plus grand
élément. Démontrons, par récurrence sur m, qu’il existe un nombre entier p tel
que, pour tout 7,

Y4

k<q

Z e(6F) = O} est fini.

k<q
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Du fait que la matrice de Van der Monde A := (e(kp/q))ock<q est inversible, on
0gp<q

déduit que
(e(6%),e(6L),...,e(031))A # 0,

autrement dit qu’il existe un nombre entier r tel que

de <0’°+kq )750

k<gq

Les suites (0% )50 = (05 +kq™ T ) nx définissent une nouvelle suite g-multiplicative
' telle que u'(kq™) = e(pk).
Pour tout 7 > m, on a Lg<, e(pk) = g e(85) # 0.
On a Sy, (pk,) # 0 par choix de .
Donc si I’on pose m’ = max{n € N | Sy, e(pf) = 0},onam’ < m.

En appliquant I’hypothese de récurrence 2 la suite ', on obtient: il existe p' tel
que, pour tout n,

) e<9§+kq" et kg pu,l) # 0.
k<q 1

1l suffit de poserp = r+p’ .qm‘m' pour achever le raisonnement par récurrence.

Démonstration du Théoréeme 1. Commencons par montrer 1’équivalence des
Propriétés (1.1) et (1.2).

Etape 1. On montre que la suite (V(¢"V,@))n>0 est convergente pour tout
nombre réel a si et seulement si la propriété (1.2) est vérifiée.

Remarquons tout d’abord que si @ n’est pas un nombre rationnel ¢g-adique alors
lim V(¢", a) = 0. En effet, on a

V(gN,a) = H 1 Z e(6F + kqa).

n<N * k<q

Donc, pour que le suite (V (¢, @) ) ne converge pas vers 0, il faut que pour tout k €
{1,...,q—1} onaitlim,_,o ||6% + kg"a|| = 0, ce qui implique lim,, . [|g"¢|| =
0, c’est-a-dire que a est un nombre rationnel g-adique.

Si a est un nombre rationnel ¢g-adique, noté o = (-I%, ona

Vo) =TI ;S e(th+ ) T 5 eleh)
<m k<q m<n<N k<gq

ce qui montre la convergence de la suite (V (¢, )) d&s que la Propriété (1.2) est
vérifiée.



136 EMMANUEL LESIGNE ET CHRISTIAN MAUDUIT

Réciproquement, supposons que la suite (V (¢, )) soit convergente pour tout
nombre réel a. En prenant pour o le nombre rationnel g-adique défini dans le
lemme B1, on en déduit la propriété (1.2).

Etape 2. Montrons que si la suite (V(¢",a))ns0 converge, alors la suite
(V(N, a))n>o converge.

Si N s’écrit en base ¢, N = T4 kg™ avec Ny > Ny > -+ > Ny > Oet
(k1y...,ke) € {1,...,g =1}, onvénﬁeque

V(N,a)

ZI-'

£ i—1
ki . . . .
> (H e(dy, + quNfa)) Y o6, + kg™ )V (¢, a).

i=1 \y=1 k<k;

e Si a n’est pas un nombre rationnel ¢g-adique, on a lim V(N, &) = 0 car

i1 kg™ V(g )|
f:l kg

[V(N,a)| < et LimV(¢V,a)=

¢ Sia = %, posons v = lim V(¢", a).
Fixons € > 0 et considérons ny € N tel que
N>ng = e Vke{l,...,g—1},]e(8%) - 1| < ¢
4 |V(qN7a) - ’UI < €

avec de plus %0 <egetng>m
Supposons N; > 2ng et posons

={ie{1,....6}/N: > no},
L={ie€ {1,...,[}/Ni < mo}.

Ona|V(N,a)—v| < Vi(N,a)+ Vo(N, ) avec

H e(oN )Y e(0%)V(dY,a) — kv

=1 k<k;

Vi(N,a) = Z Pl

zEIl

et

Va(N, @)

= T2

zGIz

il (03, + kia"ie) 3 e(6k, + kgMa)V (™, ) -
i=1 k<k;
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Pour: € I},ona

i—1

I1 e6k) 3 e@k,)V (g™, @) - kiv| < (i + Dhie

Jj=1 k<k;

d’ou

Vi(N,a) < Z(z + l)k,qN's Z(z + l)qN"’+1
1€I| 1611

< Y (i + 1)g7 2 < 6ge.

i>1
Pour: € I,,ona

i—1
H e(O;:}'j +kjdNia) E e(O}‘V‘. + kgVia)V (g™, ) — kiv| < 2k;
7=1 k<k;

d’ou

2 2
VZ(N,a) Z kqu' F no < no < 2e.

2612 q

On adonc pourtout N > ng, |V(N,a)—v| < 8¢e ce qui démontre la convergence
de la suite (V(V, @)) et finalement I’équivalence des Propriétés (1.1) et (1.2).
Montrons maintenant I’équivalence des Propriétés (1.2) et (1.3).
Pour tout entier n, on a

2
1 1 S
=S e(65)| = — > cos 2n(8;, — 6})
i< T
=1-= Zsm (6 — 62).
i<q
i<q

Donc, si la série de terme général ¥ i<q (6, — 62 )% est divergente, la suite
1<q

itz
n=m 1 k<q N>m

converge vers 0 pour tout m.
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D’autre part, si la série de terme général X i<, (6% — 67)? est convergente et
1<q

pour m assez grand, les suites

(qfzel),

n=m
convergent vers une limite non nulle.
La propriété (1.2) sera donc alors vérifiée si et seulement si la suite

(o)),

converge modulo 27 pour tout m.

%2 e(65)

k<q

Orona
- Z e(0%) —e ( > 0") = (Z(Oﬁ)z) uniformément en 7, d’out
k<q k<q k<gq

arg (% 3 e(6%) ) 2 =Y 6t+o0 (E(Ok ) uniformément en n.

k<q k<q k<q

Dans le cas o la série de terme général Zj.,(6%)? est convergente, la suite

(o (M5 een))

est donc convergente modulo 27 pour tout m si et seulement si la série de terme
général Xy ,6% converge.
Au vu de la remarque, ceci acheéve la démonstration du théoréme 1.

2. Convergence uniforme

Si la suite (V(N,a))n>o converge alors, pour tout m > 0, la suite (V(N,a,
m))N>o converge vers la méme limite. On se pose A présent la question de
I’'uniformité en m de cette convergence.

THEOREME 2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(2.1) Pour tout nombre réel o, la suite (V(N, a, m))N>o converge uniformément
enm.
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(2.2) La série de terme général Si<,|0%| est convergente ou la série de terme
général Sy, (0%)? est divergente.

Remarquons que les deux conditions énoncées dans (2.2) sont exclusives I’une de
I’autre.

Démonstration du Théoréme 2. Commengons par montrer que la propriété (2.1)
entraine la propriété (2.2). Supposons que pour tout nombre réel «, la suite
(V(N,a,m)) converge uniformément en m et que la série de terme général
Ek<q(0 )2 soit convergente. Grace au Théoréme 1, on sait que la série de terme
général Ek<q0 est convergente et on veut montrer qu’il en est de méme de la série
de terme général Ty, |0%|.

Pour cela, on remarque qu’il existe un nombre réel « tel que lim V(N, ) # 0.
En effet, d’aprés la démonstration du Théoréme 1, la convergence de la série de
terme général 3y, (6%)? nous assure que

< 4o0.

2 1-

n>0

g 3 e(6k)

k<q

Choisissons un nombre a = 13— vérifiant la conclusion du Lemme B1.
Pour tout L > j et pour tout N >L,ona

V(g",a)=V(¢"0)- H Ze(ok
k<q

Du fait que V (¢~, @) # 0, et grice aux propriétés des produits infinis, on en déduit
que

lim V(¢",a) # 0.

Si m est un nombre entier positif, on I’écrit en base ¢ sous la forme

¢
m:Zkiqm‘ avec m; > my > - >my et

i=1
k; € {1,...,9— 1}pour tout .
On a alors
V(d",a,mg") = u(mg") e(mg"a)V (¢", @)
soit,si N > j
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Puisque la suite V (¢, a, mg"™) converge uniformément en m vers une limite non
nulle, on a

lim w(mg™)=1 uniformément en m.

4
u(qu) =e (Z 0;°\}'+m‘,)

i=1

et la convergence, quand N tend vers +oo, de Ef=10f\; +m,; uniformément en
(L, k1, k2, ... ke, m1,ma,...,my) est équlvalente a la convergence absolue de
chacune des séries de terme général (0 )nz0. Limplication (2.1) = (2.2) est
démontrée.

Pour démontrer la réciproque, nous allons utiliser quelques lemmes.

LEMME B2. Pour toute suite g-multiplicative w, on a, pour tous A € C,(t,m) €
NZet N > 0:

1
—Zw(n+m)—
}Nn<N
s = 95 N par J9q N

oul'onaposéa =[mqg~t|+ letb=[(m+ N)g7'].
Démonstration du Lemme B2. On a d’une part

m+N-—1 bt -1

Z (w(n) =)= > (w(n) = N)| <

n=aqt

(1+ A2,

et d’autre part

bgt—1 b—1
> w(n) = Y w(igh) Y w(n)
n=agt i=a n<gt

b—1

S w(iah) 3 (w(n) — A) + ¢tA Z w(jg").

Jj=a n<qt Jj=
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On en déduit que
m+N-1

1
¥ 2 (@)=

<

¢'(b—a)

1
v EZw(n)—)\

n<qt

b—1

Zw(th) —(b—a)

j=a

¢‘|A|

N +

1+ AL, 4
+ N 2q.

Ce qui démontre le Lemme B2, puisque ¢‘(b — a) < N.

LEMME B3. On suppose que limy_,o, V(N) # 0.
Soient € > 0, et (t,a) € N? tels que

n<logga k<g

et, pour toutt' > t,

tl
Z|0{3|<§; et |&2 1| <e.

J_
oy V(g

Alors on a, pour tout entier N,

at+gV -1
S u(igh) - ¢V

i=a

< 3sqN .

Démonstration du Lemme B3. Posons S(m) = Zj<mu(jq’).

On vérifie que si m = L¢_k;g™ avec m; > --- > my et (ky,...

{1,...,q— 1}, alors

£ i—1

S(m) = Z H e(afrzﬁt) Z e(0,l§%+t).5’(qm").

i=1j=1 k<k;
Soit N un entier fixé. L’entier a s’écrit en base ¢q
@ = kig®™ + - + kig® + kogV L + (¢ — 1)gV !
+ooo (g = 1)gY + kip1g™+ + o+ keg™
aveca; > +-->a; >N+L2>2N>aj41 > > ay,
(k... ko) € {1,...,q=1})etko € {0,...,q— 2}

141

7kl) €
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(avec éventuellement ¢ = O ou L = 0).
On vérifie alors que

S(a+ qN) - 8(a) = e(of\(f)+L+t) (ﬁ e(0§j+t)) S(qN+L)

J=1

e(0 +L+t) (ﬁ e(0§;+t)) Z u(j.q")

J=1 i<(gE-1)g¥V

ko+1
+ (e(azx(r)ILH) N+L+t) II e(0N+J+t )

J<L

¢ [i—1
X Y (H e(0{:§+¢)) Y ey, 4)5(a")

i=it+1 \j=1 k<kj

= e(0i}’+L+t) (f[ e(0:;+t)) (H e(0N+]+t)) S(‘IN)

7=1 j<L

k
+ (e(al\?-—:}/+t e(0N+L+t) H e(0N+]+t )
j<L

(H e(oa,+t)) S(a[i])

ot all = z'—z+1k g% < gV.
On en déduit, puisque

e(of\?+L+t) (ﬁ e(ofj-u)) (H e(0N+J+t)) -1

J=1 j<L
1
27r (|0N+L+t| + Z |0a1+t| + Z |0?V+]+t ) < &,
J=1 j<L

V(N
V(')

—-1|q N

1S(¢™) - ¢"| = ‘ <eq
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et

k -1
eWI\?Ii-{-t) - e(of\?+L+t) ]:E e(ONrjse)
i<

<2m ('(0;6\})+L+t)| + |e(0f\?i},+t)| + Z |0}1\f—-|3j+t|) <€
<L

que |S(a+ ¢") — S(a) — ¢| < 3eq.

LEMME B4. On suppose que lim V(N ) # 0.
Soient € > 0, et (t,a, N) € N3 tels que

Z Z |0f+n| < /2r et, pour tout t' > t,
nglog,(a+N) k<gq

V(g")
05| < e/2n et —-1i{<e.
,2' d IV(qt)
Alors,
a+N-1
> u(ig®) - N|<3eN.
Jj=a

Démonstration du Lemme B4. Le Lemme B4 se démontre sans difficulté par
récurrence sur la longueur £ du développement de N en base ¢, N = Z¢_ k;qVi
o (Ny>Np>--->Nyg>0et(ki,..., k) €{1,...,q— l}l).

Eneffet,si{ = 1ona

a+kigNi—1 a+(i+1)gN1-1
S u(ie) - kid™| = | Y u(d)-M
j=a 1<k j=a+igM
< Y 3eq™ = 3ekyg™.
1<k

d’apres le Lemme B3.
De plus, si la propriété est vérifiée pour £ on a pour (£ + 1):

en posant b; = a + Xf_ kig™,
bey1—1 241

S u(gh) - Y kid™
=1

j=a
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be—1 b(+1—1
< |22 ulie)) - Zkqu' 3 u(igh) - kiprg™
J—a j=b[
241

< 3e Z k,q + 3ekg+1qN‘+‘ = 3¢ Z k,qN‘
=1 =1

De fagon analogue, on montre le lemme suivant:

LEMME B5. Soit o = p/q" tel que lim V(N,a) # 0.
Soient e > 0,t € Neta € Ntels que

t>r, Y, Z 0%, .| < £/27 et, pour tout t' > t,
nglog (a+N) k<g

V(g' a)
V(g )

N
)

Z 05| < e/2n et

k<q

Alors on a pour tout entier N

a+N-1
> u(igh) - N| <

Jj=a

3¢eN.

Nous pouvons maintenant démontrer la réciproque du Théoré¢me 2. Supposons
donc la propriété (2.2) vérifiée.
D’apres le théoréme 1, la suite (V(N, a)) est convergente pour tout nombre

réel a.

Cas 1. imV(N,a) = 0.
En appliquant le Lemme B2 2 w(n) = u(n)e(na)et A = 0,ona

2
V(N a,m)| < V(g @)l + 54

ce qui démontre la convergence uniforme en m de la suite (V(N, @, m))n>o.

Cas2. limV(N,a) # 0.

On a vu que « est alors nécessairement un nombre g-adique, noté o = p/q".
En appliquant le Lemme B2 3 w(n) = u(n)e(na) et A = lim V(N, @), on a, dés
quet >r:

b—1

Z u(ig") — (b—a)| +

j=a

4
_qt.

V(N,0,m)= Al < [V(¢ha) - Al + L 2
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D’apres le Lemme B5, pour tout € > 0, il existe donc ¢ > r, indépendant de m, tel
que
(b—a)

4 4
V - LA te t
[V(N,a,m)— A| < €+ 3eq ¥ +Nq <4de + Ve

< Sedésque N > 4q'/e.

Ceci conclut la démonstration du Théoréme 2.

3. Convergence uniforme en moyenne

Dans le cas ol la suite (V(N, o, m)) N> est convergente non uniformément en m,
nous allons voir que, en effectuant des moyennes de Césaro sur le parameétre m,
nous obtenons une convergence uniforme.

THEOREME 3. Si, pour tout nombre réel a,\(@) := limy_,o, V(N, @) existe,
alors la suite

1 M-1
(H > VN, a,m) - A(a)l)
m=0

converge vers zéro uniformément en M.

D’apres le Théoreme 1, I’hypothese de 1’énoncé précédent est équivalent a: la
série de terme général Ti<,0% converge ou la série de terme général Ty, (6%)?
diverge.

Dans le cas oi la série de terme général Zy,(6%)? diverge ou dans le cas o
a n’est pas rationnel g-adique, on sait, d’apres ce qui précede, que la limite A()
est nulle. Le Lemme B2 permet de démontrer que, si A(e)) = 0, alors la suite
(V(N, o, m))n>o tend vers zéro uniformément en m.

Dans ce cas la conclusion du Théoré¢me 3 est donc acquise. Il nous reste donc,
pour démontrer le Théoréme 3, & examiner le cas ol @ = p/q", ol les séries
YnTk<q(0%)? et £, T <,0% convergent, et od A := lim V(N, ) # 0.

Nous supposerons dorénavant ces conditions satisfaites et nous énoncerons trois
lemmes pour baliser la démonstration du théoréme.

N>0

LEMME B6. Si k est un nombre positif fixé, la suite (V (N, o, m))N>o converge
uniformément quand m € [0,k N].

Démonstration du Lemme B6. Commengons par une remarque: si (6,,) est une

suite réelle qui tend vers zéro, alors, pour tout ¢ > 0, il existe une suite d’entiers
(tn) telle que

1
limty = 400, lim -ﬁqt” =0,
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et

Z |0.| < €/27 pour tout N > 0.
tn <nglogy ((s+1)N)

Soit ¢ > 0. On note (ty) une suite vérifiant les conditions précédentes pour
0, = Tk<gbE. Sity > 7, on a, d’apres le Lemme B2 appliqué 2 la suite w(n) =
u(n) e(na),

IV(N>a7m)_’\I
AL 14X
< IV(qt”,a)—/\Hqt”% > u(Gd™) - (b-a)|+2—— +| | ¢,
j=a

oda = [mg~'¥] +1eth = [(m+ N)g~~].
On sait que lim |V (¢'¥,a) — A| =
et

1+ IAIqtN =0.

N
Le deuxie¢me terme de la majoration va étre controlé par I’estimation du Lemme B5.
Pour N assez grand, on a:

lim 2

V(g @)

pour tout ¢’ > ¢y, Z |65 < e/2m et V(giv,a)

k<q

D’autre part, sim € [0,xN], on a:

log, b < log,(m+ N) -ty < log,((k+1)N) —ty d'od

Z ZIB N+n| e/2r.

O0gnglog, b k<q

D’aprés le Lemme B5, on a alors:

tN')‘_l

twliI —
"y S3eq o (b—a) < 3efAl.

b—1
> u(ig™) - (b—a)

i=a

Le choix de N assez grand ayant été fait indépendemment de m, le Lemme B6 est
démontré.

LEMME B7.

1 A=l
hm — Z I1 — u(agV)| =0 uniformémenten A (AEN,A>0).
a.—O
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Démonstration du Lemme B7. Etape 1. Montrons que
qA-1
L A Ny — . ¢
Jim g z_% |1 — u(ag™)| = O uniformément en A.

D’apres I’inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

2
(q'A o —u(an)I) <q* Y 11— u(ag™)*

a<q4 a<q4

Or

a4 Y - u(eg™)P=¢* ) (2- u(ag") - u(ag"))
a<qA a<qA

et il suffit de montrer que

lim ¢* )" u(agV)=1 uniformément en A.
N—oo acgh

Ceci est vrai car

N N+A-1 1 .
¢y ulag™)= [ -3 e6r)
a<lg4 n=N qk(q

et on sait, d’apreés la démonstration du Théoréme 1, que le produit infini

ﬁ 1 Z e(6%) converge.

n=0 * k<q

Etape 2. Montrons le résultat annoncé.

En utilisant de nouveau Cauchy—Schwarz, il nous suffit de démontrer que

1
i 1 Ny _ . , )
im_ a§<A u(ag"') =1 uniformémenten A

On écrit

d
A= Zkiin,

=1
avec A1 > Ay >--->A;20
et (k1,...,ka) €{1,...,q—1}4.

147
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Ona
Z U(a,qN) = Z u(an) + e(0f111+N) E u(a,qN) +.--

a<A a<kigAl a<kyg42

te(Bh y 0 ) S u(ad™).

a<kggid
1 1< 1 N
N o A;
71 2 weg") - 1) < ngﬂ g ufag”) ~ 1
a<A =1 a,<quAJ
1 -1 N . .
+22;kj+1q He(044n + o+ 04 4n) — 1
J:
D’une part
A N —
11m sz g ZA u(ag")-1[=0
a<k,-q 7

d’apres la premiére étape.
D’autre part

1 N
ZZ 41 g Ie(0A+N+"'+0AJj+N)_1|

2r & k
Z kj+1 qA’+1(|0A1+N| +o0+ IoAJ,-+N|)

]—1

IN

2
- Zakm a+! sup 167

k<q

IN

IN

27r d_l .
iadl i(ag—1 Ai—j ok
1 j§=lﬁa(q )q fggl ol

k<q

< 27(g - I)qu i sup 16%] 7==0-

J=1 k<q

Le Lemme B7 est démontré.
Rappelons que a = p/q".
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LEMME B8. On considére un nombre k > 1 et on pose Jy = [log,(kN)].
On a alors, pour tout A € N,A > Oettout N > ¢’,

1
AgIn

4
Z |’\_V(N7a’a)|<;+SK(A,N)

a<Ag’N
oulimy_,o, Sx (A, N) = O uniformément en A.

Démonstration du Lemme B8. Notons J = Jy et w(n) = u(n)e(na).
Ona

1

—5 2 A =V(¥,e,q)
Aq a<Ag’
1 1 1 .
= ZZ—J > A—ﬁZw(n+an+j) .
a<a T jcq n<N
Orw(n + a¢’ 4 j) = w(ag’)w(n + j) quand n + j < ¢”.
D’ol
1
vy Y. A-V(N,a,a)|
a<Aq’
1 1 .
<7 > 5 Y 1A - w(ag)V(N,a,j5)|
a<a T jcgs
1 1 %3 |1
+4 5 > I Y- w(n+ag” +5) — w(ag”)w(n + j)|.
a<a ? j=¢J-N n<N
On pose

1 1 .
SK.(A'IN) = Z E i Z |’\ - w(an)V(N’avj)l'
a<A * j<q’

Ona
—1 2N
a<Ag’

On a (2N/q7) < (4/k) et il nous reste & prouver que limy_,o, Sc(4,N) = 0
uniformément en A.
Du fait que ¢’+! > N > ¢" on déduit que w(aq”’) = u(aq’).
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Ona

Sk(A,N) <

—Z > I = u(ag”)| + Z > A =V(N, o)l

a.<A j<q’ a<A j<q’

sea M) < 2L i)+ 5 3 - v el
a<A j<q’

Quand NN tend vers 400, le nombre J tend vers +00, etdonc, d’apres le Lemme B7,

lim — Z |1 — u(aq”)| = 0 uniformément en A.

N—oo A a<A

D’autre part, on a qJ < kN, et donc, d’apres le Lemme B6,

Ceci acheve la démonstration du Lemme BS8.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Soit ¢ €]0,1[et k = L.
On note comme précédemment J = [log,(xN)], et on pose A = [%] .
Ona

1 1
i > IA=V(N,a,m)| < v > A=V(N,a,m)|

m<M m<Aq’
1 M-1
+37 2 M-VNam)
m=Aq’

1 J
7 X PM-vam)+2L

Ag m<Aq’

N

4 q’

N

d’apres Lemme B8.
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Si M > k%N, alors
LS AV, a,m)| < Su(A N)+i+2—qj—
M — V(N a,m)l < Se(4, k K2N
m<M
6
< Se(A, M)+,

etlimy_.o Sk (A, N) = O uniformément en A.
Il existe donc Ny, ne dépendant que de ¢, tel que

1
siN>Ny, et M>«k*N, alors — Z |A = V(N,a,m)| < 7e.
M
m<M
D’autre part, d’apres le Lemme B6, il existe N, ne dépendant que de ¢, tel que
1
siN>N, et M<&k’N, alors — Z A= V(N,a,m)| < e.
M m<M

Le Théoréme 3 est ainsi démontré.

C. Théoréme ergodique pondéré

Comme précédemment, on désigne par u = (u(7)),0 une suite g-multiplicative.
On note e(6%) = u(kq™) si k < g,n > 0 et N (u) est le noyau de w.

On appelle systéme dynamique mesuré un quadruplet (2,7, u, T) o (2,7, p)
est un espace probabilisé et 7" une transformation mesurable de (§2,7") laissant
invariante la mesure p.

DEFINITION C1. Une suite v de nombres complexes est une bonne suite de poids
pour le théoréme ergodique si, pour tout systéme dynamique mesuré (2,7, u, T')
et pour toute fonction intégrable f sur (2,7, 1), la suite

1
— vnfT”w)
(anN: (n)f(T"w) s

converge dans L!(u) et pour u-presque tout w.

THEOREME 4. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(4.1) Pour tout nombre réel o et tout nombre entier d,

1
la suite (— E u?(n) e(na)) est convergente.
N
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(4.2) Pour tout nombre entier d et tout @ € N(u?), la série de terme
général Ty, (d6F — kq™a) est convergente modulo 1 ou la série de terme
général Sy.<4||d0% — kq™a||? est divergente.

(4.3) Pour toute fonction continue p sur U, la suite p(u) est une bonne suite de
poids pour le théoréme ergodique.

REMARQUES (a) Si les noyaux de toutes les suites u%, pour d € Z,d # 0,
sont vides, alors la propriété (4.2) est vraie. Ceci est par exemple le cas des suites
g-multiplicatives qui ne prennent qu’un nombre fini de valeurs.

Dans ce cas, la propriété (4.3) sera une conséquence simple du théoréme suiv-
ant:

THEOREME [L-M-M]. Si pour tout nombre réel a et tout nombre entier non
nul d,

lim % Z ul(n)e(na) = 0,

N—o+oco el

alors la suite u est une bonne suite de poids pour le théoréme ergodique.
(b) Notons C'(a) la condition:
Z(O,’z — kq"a) estle terme général d’une série convergente modulo 1
k<q
ou
Z |05 — kq"c||® estle terme général d'une série divergente.
k<q

Si le noyau A/(«) est non vide, deux quelconques de ses éléments ne diffeérent que
par un nombre rationnel ¢g-adique. Si o9 € A (u) il y a donc équivalence entre

e la condition C'(ap) est satisfaite
e pour tout & € N (u), 1a condition C(a) est satisfaite.

(c) Siag € N(u)etd € Z,alors N(u?) = {dag + L |p€Zn €N} Onen
déduit que si le noyau A(u) est non vide, la propriété (4.2) est équivalente 2: il
existe a € N (u) tel que la condition C() soit satisfaite.

EXEMPLES. Présentons, pour illustrer le Théoré¢me 4, quelques exemples typiques
parmi les suites 2-multiplicatives dont le noyau contient zéro. On note alors

e(6,) :=e(8l) = u(2").

On suppose que lim,_,, 8, = 0.
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On a alors: la suite 2-multiplicative v posséde la propriété (4.3) sauf si la série
¥,.0, diverge et la série .02 converge.
Ainsi, pour 8,, = \/_, D" oy ;12-, la suite u posseéde les propriétés énoncées

n

dans le Théoréme 4. Par contre, si 6, = %, la suite u ne les posséde pas.

Nous allons voir au cours de la démonstration du Théore¢me 4 que les suites qui
possédent ces propriétés se répartissent en deux groupes: si la série ¥,02 diverge
alors la suite est a spectre vide, et le résultat annoncé est une conséquence du
théoréme [L-M-M]; si les séries X, 6, et 2n0§ convergent, une nouvelle technique
sera utilisée dans laquelle le Théoréme 3 jouera un rdle essentiel.

Démonstration du Théoréme 4: 1°™® partie. Montrons que (4.1)=-(4.2).
Soit @ € M (u?). On définit une nouvelle suite g-multiplicative i en posant

i(n) = ut(n).e(—na).
Si I’on note e(#%) = i(kq™), on a, pour tout k entre O et ¢ — 1,
. Gk _
lim (18] = 0

Nous pouvons appliquer a la suite % les résultats démontrés dans la partie II.
Pour tout 5 € R,on a

—Z u?(n)e(n(B - a)) = Zﬂ(n)e(nﬂ)-

n<N n<N

D’aprés I’implication (1.1)=>(1.3) du Théoré¢me 1, on a donc: si (4.1) est vrai alors
Tk<q0¥ est le terme général d’une série convergente modulo 1 ou Ty, [|0%||? est
le terme général d’une série divergente.

Ceci prouve que (4.1) =>(4.2).
Etudions la réciproque. Soient o € Retd € Z. Si a ¢ N (u?) alors

N—+oo qN n<gN
= lim ][] - E e(doy; — kq"a) =
N—+4o00 <N k<q

eten utilisant les mémes arguments que dans le début de I’étape 2 de la démonstration
du Théoréme 1, on en déduit que

N—+o00

lim % Z u?(n)e(—na) =0
n<N
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Si @ € N(u?), on considere la suite & définie comme précédemment par @(n) =
u%(n) e(—na), et, en lui appliquant I’implication (1.3) = (1.1) du Théoréme 1, on
remarque que la propriété (4.2) assure la convergence de la suite

1 .
n<N N>0
ce qui donne la propriété (4.1).
Nous avons démontré que (4.2) = (4.1).

L’implication (4.3) = (4.1) est facile a établir.

En effet, si la propriété (4.3) est satisfaite, il suffit, pour établir (4.1), d’appliquer
(4.3) au systéme dynamique (U, B, py, T ), o0t B et p,, désignent respectivement
la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue sur le cercle U et od T,,(2) = e(a)z,
et aux fonctions p(z) = z% et f(2) = z.

En fait, par un argument classique de théorie spectrale, on sait que, pour une suite
u quelconque, la propriété (4.1) est équivalente au théoré¢me ergodique pondéré
en moyenne, c’est A dire 2 la propriété de convergence dans L! contenue dans la
propriété (4.3). Il nous reste donc 2 démontrer que les propriétés (4.1) et (4.2),
pour une suite g-multiplicative, entrainent le résultat de convergence presque sQre
énoncé dans (4.3).

Avant de poursuivre la démonstration du Théoréme 4, nous rappelons la notion
de suite de Besicovitch, nous énongons une condition pour qu’une suite
g-multiplicative soit dans cette classe et nous étudions les propriétés de ces suites
comme suites de poids dans le théoréme ergodique.

SUITES DE BESICOVITCH

La définition suivante, due a Besicovitch, est présentée dans [B-L]. Le lien avec
les notions de suites presque périodiques aux sens de Bohr, Weyl ou Eberlein y est
discuté en détail.

On appelle polyndme trigonométrique toute suite (p(m))mxo de la forme
p(m) = Zleakz,’c" ol les ag, zx sont des nombres complexes, avec |zx| = 1.

DEFINITION C2. Une suite v de nombres complexes est une suite de Besicovitch
si, pour tout € > 0, il existe un polynéme trigonométrique p tel que

1
lim sup — |v(m) — p(m)| < e.
M—+o00 M mz<;l/f

PROPOSITION C1. Si la suite g-multiplicative v est telle que la suite
(7 Zn<nu(n)) yso converge vers une limite A non nulle et si

1 1
im — > A== > un+m)|=0
N——>+00Mm<M Nn(N
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uniformément en M, alors la suite u est une suite de Besicovitch.

Démonstration de la Proposition C1. On considere le groupe (Z, 4 ) des entiers
g-adiques (Z, = {0, 1,2,...,q — 1}" est muni de I’addition avec retenue).

On plonge N dans Z, par m — mg o § = (1,0,0,...,0,...). On note e
I’élément (¢ — 1, —1,...,¢—1,...)de Zsetsiz = (Zm)mx0 € Zq,

m
on pose z(m) = Z wqu.
k=0

Muni de la topologie produit, Z, est un groupe compact abélien.
Siz € Z,\{e}, alors il existe my tel que z,,, < ¢ — 1 et, grice a la propriété de
g-multiplicativité, on a pour tout m > my,

w(z(™) /u(z(™ + 1) = u(e™))/u(z(™0) 4 1),
On définit une fonction ¢ sur Z,\ {e} en posant
o(z) = u(z™)/u(z™ +1) sim>inf{peN|z, < q—1}.

Cette fonction est continue sur Z,\ {e}.

Remarquons que si m € N, on a simplement o(mf) = u(m)/u(m + 1).

Si N € N,onnote Fy = {z € Z, | il existe n entre 0 et N — 1 tel que
z + nf = e}. Pour tout z € Z,\ Fiv, on pose

oM(z) = p(z)p(z + B) - p(z +(n—1)B) pourO<n< N et

hv(z)= ()5 3 o(a).

n<N

Siz € Fyn,onpose hy(z) =0

La fonction hy ainsi définie sur Z, est continue sur le complémentaire de la
partie finie Fiy et est bornée par |A|~!.

D’autre part

o™(mB) = u(m)/u(m + n),
d’ol
hy(mB) = (V)18 “(m) 3 u(m+n)
n<N

et donc

Eva Z lu(m) — hN(mﬂ)|"T— > /\—-— > u(m+mn)|.
m<M

m<M n<N
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Et, par hypothese, cette quantité tend vers zéro uniformément en M quand N tend
vers I’infini.

Les fonctions hy ainsi définies sont intégrables au sens de Riemann sur Z, et
les propriétés classiques des suites équiréparties nous permettent d’affirmer que si
h est une fonction intégrable au sens de Riemann, alors

. 1
i 37 3 hmb) = [ #o)dg

M—+4c0

ol dg désigne la probabilité de Haar sur le groupe Z,.
Soit € > 0. Fixons N tel que, pour tout M > 0,

= 3 lu(m) ~ hy(mB)| <e.

m<M

Il existe une fonction P sur Z,, combinaison linéaire finie de caractéres du groupe
telle que, [ |hn(g) — P(g)|dg < €. La suite p définie par p(m) = P(mp3) est un
polyndme trigonométrique et grice a ce qui précéde, on a:

1
lim sup— > |u(m) — p(m)| < 2e.
M—+4+00 M m<M

Ceci prouve que u est une suite de Besicovitch.

COROLLAIRE C1. Si le noyau de la suite q-multiplicative u est non vide, et
si, pour a € N(u), la série de terme général Si<,(0% — kq"a) est convergente
modulo 1 et la série de terme général Ly, ||0F — kq™a||? est convergente, alors
la suite u est une suite de Besicovitch.

EXEMPLES. Les suites 2-multiplicatives u; et u, définies par u(2") = 1_—;): et
u(2") = # sont des suites de Besicovitch.

Démonstration du Corollaire CI. Commengons par remarquer que si la suite
u est une suite de Besicovitch, alors la suite (u(n)e(na))ny0 est encore une
suite de Besicovitch. Montrons que, sous les hypotheses du corollaire, la suite
(@(n))nzo0 := (u(n)e(—na))nyo est une suite de Besicovitch

Le noyau de la suite g-multiplicative % contient O et on peut lui appliquer les
résultats de la partie B. D’aprés le Lemme B1 et la démonstration du Théoréme 1,
et sous les hypotheses du Corollaire, il existe un nombre rationnel g-adique 6 tel
que:

A:= lim % > @(n)e(né) # 0.

n<N
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D’apres le Théoréme 3, on a

NETOO % m{: P —lengv @(n + m)e((n+m)6)| =0 uniformémenten M.

La proposition C1 nous dit alors que la suite (%(n)e(nd))n>0 est une suite de
Besicovitch, ce qui permet de conclure. Le corollaire est démontré.

BONNES SUITES DE POIDS

LEMME C1. Soit v une suite bornée de nombres complexes. Pour que v soit une
bonne suite de poids pour le théoréme ergodique il suffit que,

pour tout systéme dynamique mesuré (Q, T, u, T'), pour toute fonction
mesurable bornée f sur (0, T) et pour p-presque tout w,

la suite (%EK Nv(n)f (T”w)) Nsp COnverge.

Démonstration du Lemme CI. Pour toute > 0, on a

p({weﬂlsup >e})
N>0

su({“’emsupN 2 (T )>|| loo })

n<N

1 n
= 3 o(m)f(T")

n<N

et d’apres le théoréme ergodique maximal, cette derni¢re quantité est majorée par
lille £

Cette inégalité maximale nous assure, par un argument classique, que I’ensemble
des fonctions intégrables f telles que la suite ('J{TE'K nv(n)f (T"w)) g COnverge

presque partout est fermé dans L' (u).
Si cette propriété de convergence est satisfaite par les fonctions bornées elle est
donc satisfaite par toutes les fonctions intégrables. Le lemme est démontré.

LEMME C2. Soit v une suite de nombres complexes de module 1. Si, pour tout
entier d, la suite v? est une bonne suite de poids pour le théoréme ergodique, alors
pour toute fonction continue p sur U, la suite p(v) est une bonne suite de poids
pour le théoreme ergodique.

Grice au lemme précédent on vérifie sans difficulté qu’une suite uniformément
approchée par des bonnes suites de poids est elle-m&me une bonne suite de poids. Le
Lemme C2 est alors une conséquence immédiate du théoréme de Stone—Weierstrass
qui permet d’approcher uniformément la fonction p sur le cercle par des fonctions
polyndmes.
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LEMME C3. Soit v une suite de nombres complexes; si v est une bonne suite
de poids pour le théoréme ergodique alors, pour tout nombre réel o, la suite
(v(n) e(na))nxo est une bonne suite de poids pour le théoréme ergodique.

Démonstration du Lemme C3. Soit (2, T, i, T') un syst¢éme dynamique mesuré
et f € L'(u). Pour vérifier que la suite

(-le Z v(n)e(na)f(T"w))
N>0

n<N

converge presque partout, il suffit d’appliquer le théoréme ergodique pondéré par
la suite v au systeéme dynamique

AxUTRB,p®\T x Ty,) et alafonction (w, z) — zf(w).

PROPOSITION C2. Le produit (terme a terme) d’ une suite complexe bornée
qui est une bonne suite de poids pour le théoréme ergodique par une suite de
Besicovitch est une bonne suite de poids pour le théoréme ergodique.

Démonstration de la Proposition C2. Soit w une suite complexe bornée qui est
une bonne suite de poids pour le théoreme ergodique. On déduit du Lemme C3 que
le produit de la suite w par un polyndme trigonométrique p est une bonne suite de
poids pour le théoréme ergodique.

Soit v une suite de Besicovitch. Soient (2,7, 1, T) un systtme dynamique
mesuré et f une fonction mesurable bornée sur 2.

Fixons € > 0. Il existe un polynéme trigonométrique p tel que

1
lim sup — |lv(m) — p(m)| < e.
M—+o0 M m%/]

On a alors, pour presque tout w,
1 1 .
= Y wmp(m)f(T™) - = T w(n)(n)f(T")
m<M n<N

< 2| lollwleo +
LS wlmp(m)f(T™) - 5 3 wlnp(n) (")

m<M n<N
= 2€||flloollwllco-

Le critere de Cauchy et le Lemme C1 permettent de conclure que la suite wv est
bonne pour le théoréme ergodique. La Proposition C2 est démontrée.

lim sup
N, M—+o0

limsup X
N,M—+o00
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FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 4

Montrons que (4.1) et (4.2) = (4.3).

I-er cas. Supposons que, pour tout nombre entier non nul d et tout o € N(u?) la
série de terme général S, ||d8% — kg"a||? est divergente.
Dans ce cas, on a, pour tout detpoura € R,

1 J
N1—1>Too i 7§V u®(n)e(na) = 0.

En effet, si le noyau de la suite g-multiplicative u? est vide, ceci a déja été utilisé
pour prouver I’implication (4.1) = (4.2); d’un autre cbté, si @ € A (u?), on peut
appliquer 2 la suite g-multiplicative #(n) = u%(n)e(—ne) les résultats du B, et
on constate, en examinant la preuve du théor¢me 1, que, pour touty € R,

lim — 3 @(n)e(ny) = 0.

N—o+4oo N neN

Le théoréeme [L-M-M] s’applique a la suite u et & toutes ses puissances entiéres
non nulles. Grace au Lemme C2, on peut alors affirmer que la condition (4.3) est
satisfaite.

2-éme cas. Supposons que: il existe un nombre entier non nul d tel que le noyau
N (u?) soit non vide et, pour a € N (u?),

le série de terme général Sy, ||d6% — kg™ al|? soit convergente et
le série de terme général T, (d6F — kg™a) soit convergente modulo 1.

La suite (d9¥ — kq"a)n50 tend vers zéro modulo 1. Pour chaque k, il existe une
k
suite (ak )50 dans Z telle que limp,_, o 85 — kg™ + % = 0.
On définit alors deux suites g-multiplicatives v et w par

k

w(kq™)=e (—%‘) et v(k¢")=e (0’,2 + %) .

D’aprés [L-M-M], la suite w est une bonne suite de poids pour le théoréme
ergodique pondéré.

D’autre part, on a § € N (v), la série de terme génkéral (Skegb® + 1} -kq"g
converge et la série de terme général (g« |65 + 2 — kq"%||%) converge (car,

k
pour 7 assez grand, ||6% + %i“ — kg5 = %Hd% — kq"al)).
Le Corollaire C1 nous dit que v est une suite de Besicovitch.
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Finalement, on a v = v.w et la Proposition C2 nous permet d’affirmer que
u est une bonne suite de poids pour le théoréme ergodique. Le Théoréme 4 est
démontré.

REMARQUES. On peut compléter cette étude par quelques considérations sur
la limite obtenue dans le théoréme ergodique pondéré. Si u est une bonne suite
de poids pour le théoréme ergodique, il suffit, grice au théoréme pondéré dans
L?, d’étudier les propriétés spectrales de la suite u pour expliciter la limite des
moyennes ergodiques pondérées. Si u est une suite g-multiplicative dans U, qui
vérifie les propriétés énoncées dans le Théoréme 4, on peut distinguer trois cas.

(a) Si le noyau NV (u) est vide alors, pour tout systtme dynamique mesuré

(Q,T,u,T)ettout f € L(p),
. 1 no\
Nim n;V u(n)f(T"w) =0  p.p

(b) Sia € N(u)etsila série de terme général Sy, |05 — kq"c||? diverge, on a
une conclusion identique au cas précédent.

(c) Si @ € N (u) et si la série de terme général Sy, ||0% — kq"c||* converge,
alors, pour tout systtme dynamique mesuré ergodique (2,7, 4, T') on a:
si f € L'(u)etsi festorthogonale aux fonctions propres du systéme associées
a des valeurs propres de la forme e(a + a{’;) (od p € Z, m € N) alors

N % n%:v u(n)f(T"w)=0  p.p.

QUESTION. La suite 2-multiplicative u définie par u(2") = § + 1 est-elle une
bonne suite de poids? Cette suite est le produit d’'une mauvaise suite de poids par
la suite de Morse.

D. Stricte ergodicité

Commencons par quelques rappels sur la notion de suite strictement ergodique. On
note o le décalage sur UY; ¢’est I’application qui 2 la suite (2n)n3o0 associe la suite
(2} )n30 définie par z], = z,41. L'ensemble UN est muni de la topologie produit
qui en fait un espace métrisable compact, et, si z € UV, on note K, la plus petite
partie fermée de U™ contenant z et stable par 0. On a K, = {o*(2):k € N}.

La suite z est dite strictement ergodique si le systtme dynamique (K, o) est
minimal et uniquement ergodique. On sait que ceci est équivalent au fait que, pour
tout nombre entier & strictement positif, pour toute fonction continue positive f
sur U*, si il existe g € N tel que f (Zngs Zng+1s - - - » Zng+k—1) > 0 alors la suite

1 m+N-—1
(—]\_’ Z f(Zn,Zn+1,...,zn+k_1))
n=m N>0
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converge uniformément en m vers une limite non nulle.
Revenons 2 présent 2 la suite g-multiplicative u. On note comme précédemment
e(0%) = u(kq™) si k < getn > 0. On désigne par M(u) le noyau de la suite .

THEOREME 5. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(5.1) pour tout nombre rationnel g-adique o et pour tout nombre entier d, la suite

(‘ 3= (n+ m)e((n+m) ))
_— u*(n+m)e((n+ m)a
N N>0

n=0

converge uniformément en m € N.

(5.2) pour tout nombre entier d, si 0 € N (u?) alors la série de terme général
Tk<qlldOk|| est convergente ou la série de terme général Tic,||d6%||? est
divergente.

(5.3) la suite u est strictement ergodique.

EXEMPLES. Si le noyau de u contient zéro, ces conditions sont plus restrictives
que celles du Théoréme 4; par exemple les suites 2-multiplicatives définies par
u(2") = e(1) ou u(2") = ¢( 1_—;):) ne sont pas strictement ergodiques. Par contre
les suites 2-multiplicatives définies par u(2") = e(#) ou u(2") = e(#) sont
strictement ergodiques.

Si le noyau d’une puissance de « contient un nombre réel non rationnel g-adique,
alors la suite u est strictement ergodique; ici la condition de stricte ergodicité est
plus faible que la condition de bonne suite pour le théoreme ergodique pondéré.

REMARQUES. (a) La stricte ergodicité de suites g-multiplicatives a été, a notre
connaissance, étudiée précédemment par M. Keane ([K]) et P. Liardet ([L1][L2]).

Les suites étudiées par M. Keane ne prennent qu’un nombre fini de valeurs; les
suites g-multiplicatives de ce type sont étudiées dans [L-M-M].

Les criteéres de stricte ergodicité de suites g-multiplicatives donnés par P. Liardet
sont différents des notres: ils portent sur le comportement ne moyenne de toutes
les suites (ug®up ) - - -uzj_k)@o pour k € N, (e, 1, ..., ) € ZFt1,

(b) Le fait que la stricte ergodicité de la suite u entraine la convergence uniforme
en m de la suite (4 Zn<nyu?(n + m)) est bien sir contenu dans la définition. Mais
la stricte ergodicité ne suffit pas, dans le cas d’une suite quelconque, pour avoir la
propriété (5.1).

On peut en effet construire une suite strictement ergodique 2 telle que la suite
(#Zn<n(—1)"2(n)) soit divergente (un tel exemple nous a été donné par Host,
Maass et Rudolph).

(c) Suivant les arguments utilisés dans [L-M-M], on peut déduire des
Théorémes 4 et 5 un théoréme ergodique pour sous-suites qui généralise le
Théoréme A de [L-M-M]: soit I un arc du cercle U, et u une suite g-multiplicative
satisfaisant les conditions du Théoréme 4 et celles du Théoréme 5; la suite (nx ) k>0
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des entiers n > O tels que u(n) € I estune bonne suite pour le théoréme ergodique;
autrement dit: si (Q, 7, u, T) est un systtme dynamique mesuré et si f € L(u),
alors la suite (%Eszl f o T™)k~o converge dans L!(u) et presque partout.

Démonstration du Théoréme 5. Commengons par démontrer 1’implication
5.1)=(5.2).

Soit d un nombre entier; supposons que 0 € A(u?). Si o est un nombre réel
non rationnel g-adique alors, d’apres la démonstration du Théoréme 1, la suite

1 N-1
(W Z ut(n) e(na))
N>0

n=0

converge vers zéro. De plus, grice au Lemme B2, on sait que la suite

1 N-l
(F Z ul(n 4 m)e((n + m)a))
N>0

n=0

converge uniformément en m.
Cette remarque étant faite, on constate que I’implication (5.1)=-(5.2) est une

conséquence du Théoréme 2 appliqué 2 la suite g-multiplicative u?.

Pour démontrer 1’ implication réciproque, fixons I’entier d et distingons deux cas.

Si 0 € NM(u?), le résultat est contenu dans le Théoréme 2.

Si 0 ¢ N(u?), alors ce noyau ne contient aucun nombre rationnel g-adique, et
la propriété (5.1) est une conséquence d’arguments déja rappelés (Théoréme 1 et
Lemme B2).

Pour démontrer I’implication (5.1) et (5.2) = (5.3), plongeons 2 nouveau le sous-
shift (K, o) dans une extension d’un odometre par un groupe compact et utilisons
la proposition suivante, dont la démonstration est donnée a la fin du paragraphe.

PROPOSITION D1. Soient X un groupe compact abélien, muni d’une translation
ergodique  — x + B, et  une application mesurable de X dans U. On suppose
que ’ensemble des points de discontinuité de o est négligeable dans X . On note
T, la transformationde X x U définie par

T<P(xa Z) = (Cl} + ,3,90(5’7)2)
et, pour tout k € N,

(@) = p(@)p(a + B) - p(z + (k- 1)B).

Pour tout x € X, on note Q; I’adhérence de l’orbite de (z, 1) sous T.,:

Qe = {(z + kB, ¢¥(z)):k € N}.
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On fixe un point xo dans X .
On a alors équivalence entre:

(a) pour tout caractére v du groupe X et pour tout nombre entier d, la suite

1 m+N-1
(ﬁ 2 7(ﬂ)"(¢(“)(wo))"’)
n=m N>0

converge uniformément en m.
(b) le systeme dynamique (Qzy, T,) est uniquement ergodique et le support de
I’unique probabilité invariante est (),

Pour démontrer I’implication (5.3) = (5.1) et (5.2), nous utiliserons le lemme
suivant, dont la démonstration est donnée a la fin du paragraphe.

LEMME D1. Soit u une suite g-multiplicative dont le noyau contient zéro et
telle que, pour une infinité de couples (n,k) dans N x {0,1,...,q — 1}, on ait
u(kq™) # 1. Il existe une fonction continue f sur U telle que,

n
pour tout n € N, f(o"u) =e (—q—) .

REMARQUE. Dans ce lemme on peut choisir la fonction f ne dépendant que d’un
nombre fini de coordonnées. On énonce ainsi une propriété de reconnaissabilité des
suites g-multiplicatives non périodiques dont le noyau contient zéro (on trouvera
dans [L-M-M] une définition de la reconnaissabilité).

Revenons a la démonstration du Théoréme 5.

Nous reprenons ici la construction de produit gauche décrite et utilisée dans
[L-M-M] ainsi que dans la démonstration de la Proposition C1. En appliquant
la Proposition D1 a ce systtme dynamique nous allons prouver que, sous les
conditions (5.1) et (5.2), 1a suite g-multiplicative u est strictement ergodique.

On note (Z4, +) le groupe des entiers g-adiques, c’est a dire ’ensemble {0, 1,
...,q — 1} muni de I’addition avec retenue. On note 3 1’entier g-adique
(1, 0, 0, 0O,...) et e I’entier g-adique (¢ — 1,¢ — 1,¢ — 1,...). La topologie
produit sur Z, en fait un groupe compact métrisable.

On définit une application ¢ de {n8 | n € N} dans U par

o(nB) = u(n+1).u(n)"L.

En utilisant la propriété de g-multiplicativité, on observe que cette application ¢
admet un unique prolongement continu a Z,\{e}. Ce prolongement est encore
noté . On définit également I’application ¢ au point e en lui attribuant une valeur
arbitraire.

En notant X le groupe Z,, nous sommes a présent dans la situation décrite dans
la proposition D1.
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Le systtme dynamique (Z, x U,T,) ‘produit’ la suite g-multiplicative en ce
sens que, pour tout k € N, p(*¥)(0) = u(k). Nous allons appliquer la Proposition D1
au point zg = 0.

Si 7 est un caractere de Z,, alors () est de la forme e(r) oll r est un nombre
rationnel g-adique (en effet, limy_o, €(¢") = limy_ 7(¢*8) = 1). La con-
dition (5.1) assure donc que la propriété (a) de la Proposition D1 est satisfaite
par la transformation T, et le point zo = 0. On suppose que cette condition est
satisfaite.

On note 2 I’adhérence dans Z, x U de I’orbite de (3, 1) sous T, et on note 4
I’unique probabilité T',-invariante sur €2.

Soit k € N, k > 0, et soit f une fonction positive continue sur U,

On définit une fonction F' sur Z, X U en posant

F(z,2) = f(z,0(2)z,¢®(2)z,..., 05 V(z)z2).

On a alors
1 m+N—-1 1 m+N-1
N Z: f(unvun+1’---,un+k—l) = N _E F(Tg(ﬂ’ 1))7

et cette suite converge vers | F du uniformément en m car le systéme dynamique
(Q,T,) est uniquement ergodique, la fonction F' est bornée et 1’ensemble de ses
points de discontinuité est u-négligeable. (cet argument est détaill€ dans [L-M-M],
Proposition 3.1 et preuve du Théoreme 3.8).

Ceci prouve que la suite u est uniquement ergodique.

Supposons de plus qu’il existe un entier ny > O tel que

f(u'n(n un0+17 . '7uno+k—l) > O-

On a F(T3°(8,1)) > 0; or T3°(53,1) € Q, la fonction F est continue au point
T79(8,1) et le support de i coincide avec (2.
Onadonc [ Fdu > 0, c’est adire

N-1

) 1
Nl_lg_loo N ,?;% f(tny Unt1y. .oy Ungr—1) > 0.

Ceci prouve que la suite u est strictement ergodique.

Il nous reste 2 démontrer la réciproque. Remarquons tout d’abord que, si la
suite u est strictement ergodique, alors pour tout nombre entier d, la suite u?
est strictement ergodique. Il nous suffit donc de démontrer que, si la suite u est
strictement ergodique, et si, pour tout & entre 1 et ¢ — 1, lim,, o, % = 0, alors
la série de terme général X;,|0%| est convergente ou la série de terme général
Yk<q(0F)? est divergente.
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Supposons au contraire que la série de terme général $j,|0%| est divergente
et la série de terme général Ti,(65)? est convergente. D’apres le Théoréme 2, il
existe un nombre rationnel ¢g-adique o = p/¢’ tel que la suite

1 N-1
(F Z ud(n + m)e((n + m)a))
N>0

n=0

ne soit pas uniformément convergente.

On applique le Lemme D1 2 la suite ¢‘-multiplicative u?: il existe une fonction
continue f sur UM telle que f(o™u?) = e(n/qt). 1l existe donc une fonction
continue g sur UN telle que g(o™u) = e(na). Le fait que la suite

(N > ul(n+ m)g(a'“fmu))
N>0

n=0

ne soit pas uniformément convergente prouve enfin que la suite « n’est pas stricte-
ment ergodique. Ceci ache¢ve la démonstration du Théoréme 5.

Démonstration de la Proposition DI. L’implication (b) = (a) est claire, et
elle ne nous servira pas. Démontrons sa réciproque. Notre hypothese est que, si la
fonction f est définie sur Q, par f(z,2) = v(z)2% avec v € X et d € Z, alors la
suite

(% > ATz, 1)))
N>0

n<N

converge uniformément en m.

Si g est une fonction continue sur {1,, on peut I’approcher uniformément par
des combinaisons linéaires de fonctions de la forme précédente et, en utilisant le
critere de Cauchy, on montre que la suite

(T‘V- > g(T$+m(wo,1>))
N>0

n<N

converge encore uniformément en m.

La limite de cette suite est bien sar indépendante de m; on la note x(g). Ceci
définit une probabilité x pur Q.

La probabilité u est T, -invariante (ceci nécessite une petite argumentation car
 n’est pas supposée continue; cette argumentation est présentée dans la preuve de
la Proposition 3.1 de [L-M-M]).

Notons D I’ensemble des points de discontinuité de .

Soit (z, 2) € Qg tel que, pourtoutn € N,z + nf ¢ D.
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Soit f une fonction continue sur {2 et soite > 0.
Il existe Ny € N tel que, pour tout N > Ny, pour tout m € N,

<E€.

w() — 5 X FTE™ (a0, 1)

n<N

On fixe un tel entier Ny. On a, pour tout m € N,

u(f) ~ 5 2 F(T3( 2)

n<N

1
<et > |f0T3(T$(x0, 1)) - fng(x,z)|.
n<N

1l existe une suite d’entiers (m;) ;o telle que lim;_, 4o T~ (20, 1) = (z,2), etla
fonction foT7; est continue au point (z, 2).
On en déduit que, pour tout N > N,

<E.

OEE-D W E)

n<N

Ceci prouve que

1
Jlim = 3 A(T3(@,2) = ().
n<N

Soit v une probabilité T, -invariante sur €,,. D’aprés 1’'unique ergodicité de la
translation par (3 sur le groupe X, on sait que la projection de v sur X coincide
avec la probabilité de Haar sur X . On en déduit que ’ensemble des couples (z, z)
dans Q, tels qu’il existe n € N avec 2 + nf8 € D, est v-négligeable. On a alors,
pour toute fonction continue f.

Wﬁ=Nﬁ;/%2%ﬂﬂ@J»®WJ)

par invariance de v, et

. 1 n
Wlim, 5 3 T3(@,2) = )
pour v-presque tout (z, z), d’aprés ce qui précede.

On en déduit, grace au théoréme de convergence dominée, que p(f) = v(f).On
aainsi démontré que le syst¢me dynamique (2, T, ) est uniquement ergodique.
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Notons K le support de p et montrons que K = €,. Pour tout w € U, on note
wy la probabilité image de u par I’application

Tw: X XU =X xU
(z,2) — (z,2zw)

Cette application commute avec 7.

En notant Q,, .,) I'adhérence de I’orbite de (zo, w) sous T, on déduit du fait
que le systeme (2, 41, T.,) est uniquement ergodique le fait que, pour tout w dans
U, le systeme (€(z,,w)> WK, Ty) est uniquement ergodique.

Le support de la probabilité wu est égal a 7,,( K ), et pour tout w € U on a soit
wp = i, 80it Ty (K) N Qg = 0.

Ceci entraine que si K # Qy,, alors Uy eyTw( K ) aun complémentaire non vide.
Or cette réunion est une partie compacte de X x U, et, du fait que la projection de
p sur X est égale a la probabilité uniforme m x sur X, on déduit que mx ® my =
Jy wp dw.

Finalement ceci montre que si K # Q,, alors il y adans X x U on ouvert non
vide mx ® my-négligeable, ce qui est impossible.

Démonstration du Lemme DI1. Pour chaque K € N, on pose

b(K) = (————“(ﬁl‘(*)j ))MM.

On remarque tout d’abord que:

(1) si K est un multiple de g, alors b(K') = b(0).
Montrons que:

(2) si0O< k < g, il existe d € N tel que b(k + dg) # b(k).
Raisonnons par 1’absurde; si b(k + dq) = b(k), on a en particulier

wk+dg+q—k) ulk+q-k)
uk+dg) — u(k)

c’est a dire u(dg + ¢) = u(dq)u(q).

Si on suppose que ceci est vrai pour tout d, on a u(dg) = u(q)?. Or on a
supposé que le noyau de la suite  contenait zéro. En notant u(q) = e(a), on a
alorslim,,_, +o, €(¢"@) = 1, ce qui entraine que le nombre « est rationnel g-adique,
et que, pour tout n assez grand et tout k, on a u(kg"t!) = e(kg"a) = 1. Or ceci
est exclu par hypothese.

De (2) on déduit immédiatement que, si 0 < k < g, il existe d; € N tel que
b(k + drq) # b(0). Pour chaque & entre 1 et ¢ — 1 on fixe un tel nombre dy, et on
pose

B := {b(k + dxq),0< k < g}.
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On fixe un nombre entier p > 2 tel que, pour tout k, dj < ¢P~ 1.
Montrons que:

(3) si K € Netsi K n’est pas un multiple de g, alors il existe un nombre entier
d entre O et ¢” tel que b( K + dq) € B.
SiK = aq+kavecO < k < g,ilexiste dentre Oet g — 1 telque a+d = dx modulo
g?.On a alors b(K + dq) = b(k + (a + d)q) = b(k + drq) par ¢g-multiplicativité
puisque si 0 < j < g, k + drg + j < gP+1. Ceci prouve I’affirmation (3).

1 existe une fonction continue F sur UM telle que, pour tout z € U™:

si, pour tout entier d entre O et ¢7, ( M) = b(0),
z(dq) 0<j<q

alors Fi(z) = 1;
d .
si, il existe d entre 0 et ¢” tel que (_2_(__q_+_J)> € B,
2(dQ) 0<j<q
alors F((z) = 0.

(I’existence de cette fonction F' est assurée par le fait que les deux conditions
précédentes définissent deux parties compactes disjointes de UN)

D’apres (1) et (3),0on a
F(o™u) =1 silenombre n est un multiple de ¢, et F(¢"u) = 0 sinon.

En posant

f2)=Ye (—g) F(o*2)

k<g

on définit sur UN une fonction f satisfaisant les conditions énoncées dans
Lemme D1.
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