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Introduction

Une application harmonique 0 entre deux variétés riemanniennes est un
point critique de la fonctionnelle Energie. Elle est dite stable si la variation
seconde H, de l’énergie en 0 est semi-positive sur l’espace 0393(~)) des champs
de vecteurs le long de 0. Dans cet article nous nous intéresserons essentiel-
lement au cas où la variété source est une sphère canonique SI de
dimension m (le cas où la variété but est une sphère avait été étudié dans
un précédent article [4]). En effet, il est bien connu (depuis Xin [19]) que
si m  3, alors toute application harmonique stable de SI dans une variété
riemannienne (N, h) est constante. La question qui se pose alors naturelle-
ment est de savoir quelles sont les applications harmoniques non con-
stantes les moins instables de SI dans (N, h). Le degré d’instabilité d’une
application harmonique 4&#x3E; étant mesuré par l’indice, noté IndE(~)), de H,,,
i.e. la dimension des sous-espaces maximaux de 0393(~) sur lesquels H~ est
définie négative.
Le premier résultat que nous obtenons dans cet article nous dit précisé-

ment que, parmi toutes les applications harmoniques non constantes
définies sur SI, l’identité 7 de SI possède l’indice le plus petit. Autrement
dit, pour tout 0: SI - (N, h) harmonique non constante, avec m  3, on a

Noter que Eells et Lemaire avaient obtenus dans [2] la minoration

IndE(~)  1 + ragn(~).
Comme celles de Xin et de Eells-Lemaire, notre preuve est fondée sur le

calcul explicite de la restriction de H~ à l’espace A des champs gradients
des premières harmoniques sphériques. Cependant, notre méthode ne passe
pas par la formule générale de la variation seconde, mais s’appuie sur un
calcul global de la variation première de l’énergie le long des courbes
engendrées par les champs de A. Elle présente ainsi l’avantage de donner
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lieu à un résultat de type global. En effet, nous en déduisons que, non
seulement la variation seconde de l’énergie est, pour m  3, définie négative
sur le sous-espace d~(A), mais aussi qu’il existe une variété (instable) C~ de
dimension m + 1 difféomorphe à G(m)/0(m + 1), où G(m) est le groupe
conforme de SI, et dont l’espace tangent en 0 est précisément d~(A), telle
que la restriction de l’énergie à C~ atteigne son maximum absolu strict en
~ (cf. 1.2 et 1.5). Ceci s’exprime par le fait que, pour tout 0: SI ~ (N, h)
harmonique non constante (m  3) et tout difféomorphisme conforme non
isométrique y de SI, on a l’inégalité stricte

où E( cP) est l’énergie de 0.
L’existence d’applications holomorphes de S2 dans des variétés Käh-

lériennes explique pourquoi les résultats précédents ne sont pas valables en
dimension 2. En effet, toute application holomorphe entre variétés Käh-
lériennes est une application harmonique stable (même minimisante) [11].
Cependant, dans le cas particulier où la variété but est l’espace projectif
complexe CPd, Siu et Yau [16] avaient montré que les seules applications
harmoniques stables de S2 dans CP’ sont les applications holomorphes ou
antiholomorphes (cf. [1] et [12] pour un résultat plus général). Reste donc
à savoir ce qui se passe pour l’indice des applications harmoniques non
(anti-) holomorphes.
Dans la seconde partie de cet article, nous calculons l’indice de

l’immersion canonique jm: sm ~RPm~ Cp’" (qui est totalement réelle), puis
nous montrons que, parmi toutes les applications harmoniques non (anti-)
holomorphes 0 de S2 dans CP’, l’application j2 possède l’indice le plus
petit (cf. 2.2 et 2.11), i.e.

Une catégorie intéressante d’applications de Sm dans CP’ est celle des
applications totalement réelles. Notre théorème 2.3 montre que, parmi
toutes les immersions harmoniques totalement réelles 0 de Sm dans CP’,
l’application jm possède l’indice le plus petit, i.e.

Noter que, si q5 est une application harmonique de Sm dans Sd, alors jd - 0
est une application harmonique totalement réelle de Sm dans CPd.

Certaines applications harmoniques sont aussi des immersions mini-
males, i.e. des points critiques de la fonctionnelle Volume. La comparaison
des variations secondes des fonctionnelles Energie et Volume en de tels
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points critiques communs permet d’avoir des résultats semblables aux

précédents mais concernant l’indice, noté Indv (~), des immersions mini-
males ~ de sm dans CPd. Ainsi, nous montrons qu’on a (cf. 2.2 et 2.3), pour
toute immersion minimale non (anti-) holomorphe ~ de S2 dans CPd,

et, pour toute immersion minimale homothétique et totalement réelle 0 de
Sm dans CPd,

1. Le cas général

Tout au long de cet article on désignera par (M, g) une variété rieman-
nienne compacte de dimension m  2 et par (N, h) une variété rieman-
nienne de dimension n  2. Les produits scalaires associés à g et h seront
tous notés ,&#x3E;. Pour toute application différentiable ~ de M dans N,
on notera E(~) = 1 2 ~M|d~|2 dv l’énergie de 0, où |d~| est la norme de

Hilbert-Schmidt de do et où dv est l’élément de volume canonique associé
à g. Les connexions de Levi-Civita de (M, g) et (N, h) seront notées

respectivement D et V. On désignera par 17(o) l’espace des champs de
vecteurs le long de q5 (i.e. les sections du fibré ~*TN), par ~~ la connexion
induite sur 0* TN par V et par 03C4(~) = tr, VO do la tension de 0. La variation
première de l’énergie dans la direction d’un champ v E 0393(~) est donnée par
la formule (cf. [3]).

où (cPt)t est une famille à un paramètre d’applications différentiables telle
que ~0 = ~ et d/(dt)~t|t=0 = JI: L’application ~ sera dite harmonique si

03C4(~) = 0.
A une application harmonique 0, on associe la forme quadratique définie

pour tout V ~ 0393(~) par

et on appelle indice de 0 la dimension, notée IndE(~), des sous-espaces
maximaux de 0393(~) sur lesquels la forme H~ est définite négative,

IndE(~) = Sup{dimF;F c 0393(~) t.q. H~ définite négative sur FI.
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L’application ~ sera dite stable si IndE(~) = 0. On appellera nullité de 0 la
dimension, notée NulE(~), du noyau de H,,.
Dans tout le reste de ce paragraphe, nous nous intéresserons exclusive-

ment au cas où la variété source est la sphère Sm munie de sa métrique
canonique notée can.

1.1. THEOREME. Toute application harmonique non constante 0 de la

sphère Sm de dimension m  3 dans une variété riemannienne (N, h) vérifie

Cette minoration de l’indice est optimale. En effet, l’égalité IndE(~) =
m + 1 a lieu en particulier pour l’identité de Sm, où m  3 (cf. [17]), et pour
la fibration de Hopf 03C0: S3 ~ S2 (cf. [18]).
Le théorème 1.1 montre en fait l’existence d’un sous-espace F de

dimension m + 1 de 0393(~) tel que, pour toute variation (~t)t de 0 telle que
(d~t/dt)|t=0~F, la restriction de l’énergie à (~t)t admet un maximum local
strict en 0. Une version globale de ce résultat est contenue dans le théorème
1.2 suivant.

Pour tout x ~ M et tout V ~ T~(x) N, on notera VT et V 1. les projections
orthogonales respectives de V sur d~(TxM) et d~(TxM)~. Si l’on désigne
par G(m) le groupe des transformations conformes de Sm, i.e. 

alors on a le

1.2. THEOREME. Soit 0 une application différentiable de sm dans une
variété riemannienne (N, h) telle que 03C4(~)T = 0. On a

De plus, si 0 est non constante et m , 3, alors l’égalité E(~03BF y) = E(~) n’a
lieu que si y est une isométrie (i.e. y E 0(m + 1)).

Dans le cas particulier où (N, h) est une sphère canonique et où 0 est
non homotope à une application constante, la première partie de ce
théorème avait été obtenue par Ramanathan [13].

1.3. REMARQUES. (i) L’hypothèse 03C4(~)T = 0, que vérifient en particulier
les applications harmoniques, est vérifiée aussi par toutes les immersions
homothétiques de Sm dans (N, h) qu’elles soient harmoniques ou non. En
effet, la tension 03C4(~) d’une telle immersion est proportionnelle à sa courbure
moyenne (qui est un champ normal).



347

(ii) Une conséquence du théorème 1.2 est que, si 03C4(~)T = 0 pour une
application q5 de SI dans (N, h), alors il n’existe aucune transformation

conforme non isométrique y de SI telle que r(§ O y)T = 0. En particulier,
l’orbite Gm(~) = {~03BF03B3;03B3~G(m)} d’une application différentiable 0 de SI
dans (N, h) sous l’action du groupe G(m), contient, modulo les isométries
de Sm, au plus une application harmonique.

1.4. Preuve des théorèmes. Pour tout a E Rm+1, on note à le champ conforme
de SI donné en tout point x de SI par:

On note (03B3at)t le groupe à un paramètre de difléomorphismes conformes de
Sm engendré par le champ a. On a alors (cf. [5]):

Pour étudier la restriction de l’énergie à Gm(~)={~03BF03B3;03B3~G(m)}, il suffit

donc de déterminer, pour tout a~Rm+1B{0}, les variations de la fonction
d’une variable réelle

Or, la dérivée de fa en un point t E R est donnée par:

où la dernière égalité provient de la formule de la variation première (1)
appliquée à ~ 03BF yi et du fait que

On a (cf. [3]):

Soit 03B1at la fonction positive sur Sm telle que (yt)* can = ar can. On a alors
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D’autre part, 03B3at est un difféomorphisme isométrique de (sm, ar can) sur
(sm, can). On a donc, pour tous X, Y, champs de vecteurs sur Sm:

où D est la connexion de Levi-Civita de la métrique ar can. Par suite, si {ei}
est un repère orthonormé local au voisinage d’un point x de Sm, alors on a

Or, l’effet d’un changement conforme de la métrique sur la connexion de
Levi-Civita est donné par:

où grad ai est le gradient de al pour la métrique can. D’où

Le report de (6) et (7) dans (5) donne:

D’après [6], on a pour tout x ~ Sm:

D’où

et donc
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Le report de (11) dans (4) donne, pour tout a~Rm+1B{0} et tout t ~ R,

Preuve de 1.1. On suppose m  3 et 0 harmonique non constante et on note
do(A) le sous-espace de r( l/J) formé des champs do(à), i.e.

Pour tout a ~ Rm+1 on a d~() =  03B3at|t =0 et doncPour tout a ~ Rm+1, on a d~() = dt donc

La dérivée en t = 0 de (12) donne immédiatement (avec 03C4(~) = 0):

(cette formule peut s’obtenir aussi à partir de la formule générale de la

variation seconde et de la formule de Weitzenbôck, cf. [2]). On en déduit que
la forme H~ est définie négative sur d~(A) et donc que

Si l’on considère l’application linéaire qui, à tout vecteur a E !Rm+ 1 associe le
champ d~() ~d~(A), on voit alors que

Or, la condition d~() = 0 équivaut à dire que ~ est constante sur les courbes
intégrales de à, i.e., pour tout x E sm, l’application tH cfJ 0 03B3at(x) est constante.

Cependant, si a * 0, alors, pour tout x~SmB{±a/|a|}, la limite de 03B3at(x) quand
t tend vers l’infini est égale à allal. Par suite, la nullité de do(à) pour un a ~ 0,
entraîne que ~ est constante sur sm. En conclusion, on a {a; do(à) = 01 = {0},
et donc dim do(A) = m + 1, dès que ~ est non constante.
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Preuve de 1.2. L’hypothèse 03C4(~)T = 0 entraîne que le second terme de l’expres-
sion (12) donnant f,,,(t) est nul et donc qu’on a, pour tout a E Rm+ 1B{0} et tout
t~R,

On en déduit que f’a(t)  0 pour tout t~R+ et donc que fa est décroissante sur
R+ (i.e. fa(t) = E(~03BF 03B3at)  E(~) = fa(0), pour tout t ~ R+). De plus, si 0 est non
constante et m  3, alors fa est strictement décroissante sur R+. En effet, s’il

existe to e R+ tel que fâ(to) = 0, alors on a (comme 03B1ato ~ 0 en tout point de Sm)
d~(d03B3ato()) = 0. Mais, comme (yt)t est le flot de , on a d03B3ato() = 03BF03B3ato. Cette
dernière condition équivaut donc à d~(03BF yato) = 0, c’est-à-dire à d~() = 0 (y a
est un difféomorphisme). Or, dans la preuve de 1.1, on a vu que si q5 est non
constante, alors il n’existe aucun vecteur non nul a E jRm+ tel que le champ d~()
soit identiquement nul sur Sm. En conclusion, sous les hypothèses m  3 et 0 non
constante, on a pour tout a ~ Rm+1B{0} et tout t ~ ]0, + oo [, E(~03BF03B3at)  E(~).

Soit maintenant une transformation conforme y = r03B3at~G(m), où rE0(m + 1),
tE R+ et aE Rm+1B{0}. On a (comme 03C4(~ 03BF r) = 03C4(~) 03BF r et E(~ o r) = E(4))):

De plus, si 0 est non constante et m  3, alors l’églité E(~ ° y) = E(~) ne peut
avoir lieu, d’après ce qui précède, que si t = 0, c’est-à-dire si y =

r~0(m+1). D

1.5. REMARQUE. Les théorèmes 1.1 et 1.2 nous disent en fait que, sous les
hypothèses m  3 et 0 harmonique non constante, la restriction de l’énergie à
la variété CI, {~03BF03B3a1; a~Rm+1} de dimension m + 1 et dont l’espace tangent
en 0 est précisément do(A) = {d~(); a E Rm+1}, est une fonction qui admet ~
pour unique point critique, que ce point critique est non dégénéré (le Hessien
de la fonction est défini négatif sur d~(A)), et qu’il correspond au maximum
absolu et strict de l’énergie sur C~.

2. Applications harmoniques à valeurs dans l’espace projectif complexe

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser au cas particulier où la
variété but est l’espace projectif complexe CP’ de dimension réelle n = 2d
muni de sa métrique canonique, dite de Fubini-Study, et de sa structure
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complexe canonique notée f. Hormis les applications holomorphes de S2
dans CP’, l’application harmonique la plus naturelle de SI dans CPm est
celle obtenue en composant l’injection canonique de l’espace projectif réel
RPI dans CPm par le revêtement canonique de RPm par Sm. En effet,
cette application, notée jm, est une immersion homothétique, totale-

ment géodésique (i.e. ~ jm djm = 0) et totalement réelle (une application
~: M - CP’ est dite totalement réelle si, pour tout xE M, les sous-espaces
d~(TxM) et f d~(TxM) sont orthogonaux dans T~(x) CPd).

Rappelons que toute application harmonique et homothétique 0 entre
deux variétés riemanniennes est aussi une immersion minimale, i.e. un point
critique de la fonctionnelle "Volume" Jt: A ce titre, l’application ~ possède
un autre indice de Morse, noté Indv (~), et une autre nullité, Nulv(~),
définis de manière parallèle à IndE(~) et NulE(~).

Ainsi, pour l’application jm qui fait partie de cette catégorie d’applica-
tions, nous avons la

2.1. PROPOSITION. L’application canonique jm: SI ~ cpm vérifie

Il est bien connu (cf. [11] et [16]) qu’une application harmonique de 52
dans CP’ est stable si et seulement si elle est holomorphe ou anti-

holomorphe. Le théorème suivant montre que, parmi toutes les applica-
tions harmoniques non (anti-) holomorphes de 52 dans CP’, l’application
j2: S2 __+ Cp2 poossède l’indice le plus petit.

2.2. THEOREME. Toute application harmonique ~ de 52 dans Cpd vérifiant
IndE(~)  6 (ou Indv(~)  6) est holomorphe ou antiholomorphe.

Rappelons à cet effet que toute application harmonique ~ de S’ dans
une variété riemannienne (N, h) est faiblement conforme (i.e. ~*h =

1 2 |d~|2 can), et que toute application harmonique et faiblement conforme
d’une surface de Riemann compacte (M, g) dans (N, h) est une immersion
minimale admettant au plus un nombre fini de points de branchement
(cf. [3]).
Dans le cas où la dimension m est supérieure ou égale à 3, il est naturel

de se poser la question suivante: parmi toutes les immersions harmoniques
(resp. les immersions minimales homothétiques) de 5m dans CP, l’applica-
tion jm: Sm ~ CPm possède-t-elle l’indice le plus petit? Une réponse partielle
à cette question est donnée par le
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2.3. THEOREME. (i) Toute immersion harmonique totalement réelle 0 de
5m, m  3, dans CPd vérifie

(ii) Toute immersion homothétique minimale et totalement réelle 0 de S’
dans cpd vérifie

La partie (ii) de ce théorème est un cas particulier du résultat suivant.

2.4. THEOREME. Toute immersion homothétique minimale et totalement
réelle 0 d’une variété riemannienne compacte (M, g) dans Cpd vérifie

où 7 est d’identité de M.

A toute application harmonique 0 d’une variété riemannienne compacte
(M, g) dans une variété riemannienne (N, h) est associé un opérateur noté

J~, tel que, pour tous V We r(4), on ait

Cet opérateur, dit opérateur de Jacobi de 0, est donné par la formule (cf.
[3]):

où Ric~(V) = trg RN(d~(.), V) d~(. ), RN étant le tenseur de courbure de
(N, h). Ainsi, si N -(J 4» et N o(J 4» désignent respectivement le nombre de
valeurs propres strictement négatives de J~, comptées avec leurs multiplic-
ités, et la dimension de Ker J~, on a alors

Les trois lemmes suivants nous seront utiles pour la suite.

2.5. LEMME (cf. [2]). Pour tout champ de vecteurs X sur M on a:

où I est l’identité de M.
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La preuve de ce lemme est une application de la formule de Weitzenbôck.

2.6. LEMME. Si ~ est totalement géodésique et homothétique, alors on a:

et

où 7 est l’identité de M.

Preuve. Le lemme précédent nous dit, puisque 0 est totalement

géodésique, que le sous-espace 0393T(~)={V~0393(~); V~ = 0} est stable par
i,,. Comme J~ est auto-adjoint (pour le produit scalaire L2), il en est de
même du sous-espace 0393~(~) = {V ~ 0393(~); V T = 01, complémentaire ortho-
gonal de 0393T(~), et on a donc

et

Or, pour tout champ V = d~(X) e F’(0), où X est un champ de vecteurs
sur M, nous avons (par le lemme précédent)

Comme 0 est une immersion, nous en déduisons que les spectres de

J,IF’(0) et de JI sont identiques et donc que

et

Par ailleurs, l’opérateur de Jacobi K~ de l’application ~ considérée
comme immersion minimale (cf. [14]), est proportionnel, dans le cas où 0
est homothétique et totalement géodésique, à J~/0393~(~). D’où



354

et

Le report de (19), (20), (21), (22) dans (17) et (18) donne le résultat. E

2.7. LEMME. Si 0 est une application harmonique de (M, g) dans Cpd , alors,
pour tout V E F(q5), on a

En particulier, si 0 est faiblement conforme, alors, pour tout champ de
vecteurs X sur M, on a

Preuve. Puisque f commute avec VO, on a donc pour tout V E 0393(~),

Or, le tenseur de courbure de CP’ est donné par

Il en découle:

et donc

D’où la première formule de l’énoncé. Supposons maintenant ~ faiblement
conforme et considérons un point x de M tel que |d~|2(x) ~ 0 et une base
orthonormée {e1, ... , e.1 de TxM. Comme 0 est faiblement conforme, la
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famille {~m|d~|-1d~(ei)}im est une base orthonormée de d~(TxM) et
on a

De même, on a

D’où, pour V = d~(X), on a

2.8. Preuve de 2.1. L’application jm est homothétique, totalement

géodésique, totalement réelle et on a 0393~(jm)=f0393T(jm). Nous avons donc
(cf. (21) et (22))

Pour tout champ V = f dj(X) ~f0393T(j) on a (lemme 2.7)

(en effet, on a Idjml2 = 4m). Comme Jj(dj(X)) = dj(JI(X)), où 7 est

l’identité de Sm (lemme 2.5), on a donc

Si l’on note A, le laplacien de Hodge-de Rham agissant sur les champs de
vecteurs (ou les 1-formes) de Sm, alors la formule de Weitzenbôck donne

et donc
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On en déduit

et donc que

Or, pour m  3, les premières valeurs propres de Ai sont (cf. [8] et [9]):
03BB1(03941) = m, de multiplicité m + 1, l’espace propre associé étant celui des
champs conformes purs (i.e. les gradients des premières harmoniques
sphériques), 03BB2(03941) = 2(m - 1) de multiplicité m(m + 1)/2, l’espace propre
associé étant celui des champs de Killing, et 03BB3(03941) = 2(m + 1) de multiplic-
ité m(m + 3)/2, l’espace propre associé étant celui des gradients des

deuxièmes harmoniques sphériques. Pour S2, on a 03BB1(03941) = 2, de multi-
plicité 6, et Â2(à 1) = 6 de multiplicité 10. D’où

et

Pour obtenir les valeurs de IndE( jm) et NulE(jm), il suffit d’appliquer le
lemme 2.6 en remarquant qu’on a, d’après ce qui précède (cf. aussi [17]):

2.9. Preuve de 2.2. Notons C l’espace des champs conformes de S2 et

considérons le sous-espace f do(C) = (x d~(X); X ~ C} de 0393(~). La di-
mension de cet espace est donnée par la formule

Or, il est bien connu que toute application harmonique de S’ dans une
variété riemannienne est faiblement conforme, i.e. pour tout champ X sur
s2,
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De plus, l’ensemble {X~S2; |d~|2(x) = 01 des points de branchement de 0,
i.e. les points où (k n’est pas une immersion, est fini. Par suite, f dO(X) = 0
entraîne X = 0 et donc {X ~ C; f d~(X) = 01 = {0}. D’où

Pour tout X E C, on a (lemme 2.7)

Or, en dimension 2, les champs d~(X), X ~ C, sont des champs de Jacobi
de ~, i.e. J~(d~(X)) = 0. En effet, pour toute transformation conforme y de
la surface source, l’application ~03BF03B3 est encore harmonique. On en déduit,

et

Deux cas seulement sont possibles. Ou bien H~ est définie négative sur
f d~(C), auquel cas on a IndE (~)  dim / d~(C) = 6. Ou bien il existe un
champ non nul X E C tel que (f d~(X))~ = 0. Or l’existence d’un tel champ
entraîne que, pour tout x~03A9={x~S2;d~X(x))~0}, le sous-espace

d~(TxS2) est stable par f. En effet, (f d~(X))~ = 0 entraîne que d~(TxS2)
est engendré par les vecteurs d~(X(x)) et f d~(X(~)). Nous pouvons donc
définir une structure complexe f1 sur Q en posant pour tout x c- ÇI et tout
v E Tx03A9,

La restriction de 0 à Q est clairement holomorphe pour fI (i.e.
d03BF03BF f1 = f 0 d4». Or, sur un espace de dimension 2, l’espace des structures
complexes est de dimension 1, et comme f1 est isométrique (i.e. Illvl = |v|
pour tout v E TQ), on a donc en notant fo la structure complexe canonique
de S2, fi = ± f0 sur chaque composante connexe de Q. D’où, dans
chacune de ces composantes connexes, q5 est holomorphe ou anti-

holomorphe pour f0. Cependant, si une application harmonique ~ est
holomorphe ou antiholomorphe dans un ouvert non vide de S’, alors elle
l’est en tout point de 52 (résultat connu de Siu [15]). En conclusion, le
second cas ci-dessus correspond bien à celui où 0 est holomorphe ou
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antiholomorphe. La seconde partie du théorème 2.2, celle concernant

Indv(~), découle du lemme suivant

2.10. LEMME. Soit M une surface de Riemann compacte. Pour toute
application harmonique faiblement conforme 0 de M dans une variété

riemannienne (N, h), on a

Preuve. En dimension 2, on a pour toute application 03C8 de M dans N,

où l’égalité a lieu si et seulement si 03C8 est faiblement conforme (ceci résulte
de la simple application de la formule de Minkowski).

Ainsi, pour toute variation (cPt)t de 0 on a

pour tout t. Le développement de Taylor à l’ordre 2 en t = 0 de V(~t) et
d d

de E(4Jt) donne, avec V(4J) = E(~) et dt V(~t)|t=0 =d dt E(~t)|t=0 = 0,

On en déduit que, si l’on note Qo la variation seconde de la fonctionnelle
volume en ~, on a alors, pour tout V ~ 0393(~)

le résultat en découle immédiatement. D

2.11. REMARQUE. Sans rien changer à la preuve du théorème 2.2, nous
pouvons énoncer le résultat plus général suivant: Toute application har-
monique faiblement conforme non (anti-) holomorphe ~ d’une surface de
Riemann compacte M dans CP vérifie.

où C est l’espace des champs conformes de M.
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2.12. Preuve de 2.3. Notons K l’espace des champs de Killing de sm. Le
sous-espace A = {; a ~ Rm+1}, défini au paragraphe précédent, n’est autre
que le complémentaire orthogonal (pour le produit scalaire L2) de K dans
l’espace C des champs conformes de sm. Nous allons montrer que, pour
toute application harmonique totalement réelle ~ de sm, m  3, dans CP,
la forme H~ est définie négative sur le sous-espace F = dO(A) + f d~(A) +
f d~(K). En effet, pour tous à, b e A et tout X E K, on a ([2] et lemme 2.7):

(car 0 est totalement réelle),

(car J~ dcP(X) = 0 pour X de Killing), où {ei} est un repère orthonormé
local de Sm. D’où, si V = do(à) + f d~() + f d~(X) E F, alors on a

On a donc en fin de compte
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Or, pour tout b G A et tout X ~ K on a

En effet, les sous-espaces do(A) et do(K) sont orthogonaux (pour le produit
scalaire L2) car ce sont des sous-espaces propres de l’opérateur symétrique J.
associés respectivement aux valeurs propres (2-m) et 0. Par suite, (36) donne

De plus, l’égalité H~(V) = 0 entraîne qu’on a, en tout point de Sm,

et donc que

En conclusion, la forme H~ est bien définie négative sur F et on a donc

Or, les sous-espaces d~(A), f d~(A) et f d~(K) sont orthogonaux deux à deux
(car 0 est totalement réelle et d~(A) et dq5(K) sont toujours orthogonaux
comme nous venons de le voir), on a donc
dim F = 2 dim d~(A) + dim d~(K).

Au paragraphe 1, à la fin de la preuve de 1.1, nous avons montré que
dim do(A) = dim A = m + 1 dès que 0 est non constante. Par ailleurs,
l’hypothèse "0 est une immersion" nous permet d’avoir dim d~(K) =
dim K = m(m + 1)/2 et donc

Ceci achève la preuve de la partie (i) du théorème 2.3. La partie (ii) de ce
théorème découlera du théorème 2.4. D

2.13. Preuve de 2.4. Soit F un sous-espace de dimension IndE(I) + NulE(I)
de l’espace r(7) des champs de vecteurs sur M tel que HI soit négative sur
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F (i.e. HI(X)  0 pour tout XeF). Pour tout X G F on a (lemme 2.7)

et donc

Comme 0 est homothétique, la 2-forme ~~d~ prend ses valeurs dans le
fibré normal de 0 et on a donc, d’après le lemme 2.5,

De (39) et (40) on déduit

Comme 0 est totalement réelle, on a (f d~(X))~ =f d~(X). La forme Hq,
est donc définie négative sur le sous-espace f d~(F) et on a

Pour montrer que Indv(~) est lui aussi minorée par dim F, il suffit de savoir
que (cf. [7]), pour tout champ normal V E 0393N(~), la variation seconde
Q~(V) de la fonctionnelle volume en 0 dans la direction de V est

proportionnelle à H~(V)- 2 SM |(~~V)~|2 dv. D

2.14. REMARQUE. Dans l’assertion (i) du théorème 2.3, il suffit de

supposer 0 de rang m en au moins un point de Sm pour avoir la minoration
de l’indice de 0 par (m + 1)(m + 4)/2. En effet, d’après la preuve de 2.3,
cette minoration de l’indice s’obtient dès que l’on a dim do(K) = dim K, où
K est l’espace des champs de Killing de Sm. Or, un champ X E K qui
s’annule au voisinage d’un point x est identiquement nul sur §"B Par suite,
on a {X E K; d~(X) = 01 = {0}, et donc dim d~(K) = dim K, dès que ~ est
une immersion en un point x de Sm.
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