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Introduction

Ce travail trouve son origine dans deux situations géometriques, que nous
avons cherché a rassembler dans une théorie unique:

(i) L’etude des sections globales pour les actions de groupes de Lie
compacts d’isométries d’une variété riemannienne connexe et compléte, une
section étant une sous-variété plongée connexe et fermée qui rencontre
toutes les orbites orthogonalement. Cette étude a donné lieu & de nombreux
travaux, en particulier de L. Conlon [CZT, [C3], J. Dadok [D], J. Szenthe
[Sz1], [Sz2], R. Palais-C. Terng [P-T]. L’exemple le plus simple est I’action
adjointe d’un groupe de Lie compact, et les auteurs cités ont généralisé les
résultats connus dans ce cas, en particulier la notion de groupe de Weyl.

Bien entendu, dans I'ouvert “régulier” de la variété riemannienne con-
sidérée, réunion des orbites de dimension maximale, I’existence de sections
suppose que la distribution orthogonale aux orbites [qui n’est définie et
différentiable que dans cet ouvert] soit complétement intégrable. Dans
[P-T], Palais-Terng ont conjecturé que, sous cette condition, existaient des
sous-variétés immergées rencontrant toutes les orbites orthogonalement.
L’étude de cette conjecture a été notre motivation initiale. En fait, dans
[Sz2] on peut trouver esquissée une démonstration. Notre travail compléte
et généralise cette esquisse.

(ii)) L’étude par Blumenthal-Hebda des feuilletages riemanniens trans-
versalement intégrables, c’est-a-dire pour lesquels la distribution or-
thogonale aux feuilles est complétement intégrable. Dans [B-H], ces
auteurs ont montré que, quand la variété riemannienne considérée est
compléte, par passage au revétement universel on obtient une structure de
produit global en relevant le feuilletage riemannien et le feuilletage
géodésique orthogonal.

Le cadre naturel pour unifier ces deux situations est celui des feuilletages
riemanniens singuliers [F.R.S.] décrits dans [Mo]: un F.R.S. & sur une
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variété riemannienne (M, g) est un feuilletage singulier au sens de H.
Sussmann [Su] et P. Stefan [St] pour lequel toute géodésique perpen-
diculaire a une feuille reste perpendiculaire aux feuilles qu’elle rencontre.
Les principales propriétées de ces feuilletages généralisent de prés la
géométrie des orbites d’'un groupe d’isométries; en particulier, I’ensemble
des feuilles de dimension maximale forme un “ouvert régulier”  connexe
dense. Dans cet ouvert, le champ d’éléments de contact orthogonal aux
feuilles définit une distribution différentiable H®. Ceci étant, nous dirons
que (M, #,g) est transversalement intéegrable si la distribution H° est
complétement intégrable. Le “lemme fondamental” de la premiére partie
montre que l'intégrabilité de H® est équivalente a I'existence de sections
locales au voisinage de chaque point. On montre que, dans ces conditions,
on peut construire des sections genéralisées pour le feuilletage, c’est-a-dire
des sous-variétés immergées connexes rencontrant toutes les feuilles or-
thogonalement. C’est le résultat principal de la premiére partie. On notera
que les “sections transverses généralisées” définies dans [M-P] pour les
adhérences des feuilles de certains feuilletages riemanniens réguliers sont un
peu l'analogue en géométrie transverse de nos “sections généralisées”;
mais les hypothéses sont de nature tout a fait différente. La preuve
de la conjecture de Palais—Terng est une application directe du résultat
précédent.

La seconde partie est consacrée a I’étude générale des F.R.S. transver-
salement intégrables sur une variété riemannienne compléte. En chaque
point, on définit un groupe de Weyl transverse, puis on introduit le
glissement local d’une section sur une autre. En vue d’obtenir un théoréme
de décomposition a la Blumenthal-Hebda, on est amené a construire un
“¢clatement minimal” (1\71 ,F, 9) du F.R.S. considéré (M, #, g). La propriété
fondamentale est que les feuilles de % sont exactement les pré-images des
feuilles de &, le feuilletage éclaté étant riemannien et régulier. Ceci étant,
il suffit d’appliquer le résultat de Blumenthal-Hebda a (M, %, g) pour
obtenir un éclatement simplement connexe (M, %, §) ou le feuilletage relevé
et le feuilletage orthogonal décomposent la variété en produit global.

Je tiens a remercier Pierre Molino de son aide considérable le long de
I'élaboration de ce travail.

1. Sections, sections locales et intégrabilite transverse d’un F.R.S.

Pour les propriétés des F.R.S., on donne la référence [Mo]. Dans cette
partie on suppose que (M, &, g) est un feuilletage riemannien singulier sur
une variété connexe M, muni d’une métrique riemannienne g adaptée.
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Sur Touvert Q des feuilles réguliéres, on sait qu'on a un feuilletage
riemannien régulier. On peut donc définir un champ d’¢léments de contact
sur Q, noté H®, par: H? = T _Fi ou T,F; désigne I'orthogonal a la feuille
F_ au point x. On appelle distribution horizontale la distribution H°. Si on
suppose que la métrique g est compléte, on note 7(x) = Exp, H? I'image par
I'exponentielle de la distribution H° au point x. Soit k le rang de la
distribution horizontale H°.

1.1. Les sections et leurs propriétes élementaires

On adopte aux F.R.S. les définitions de Palais—Terng [P-T].

1.1.1. DEFINITION. Une k sous-variété plongée, fermée et connexe X de
M est dite section si elle rencontre toutes les feuilles du feuilletage
orthogonalement.

On suppose maintenant que par tout point régulier de M passe une
section. On va voir dans la proposition suivante que cette dérniére
condition entraine, dans le cas ou la métrique g est compléte, qu’une section
est uniquement déterminée par la valeur de la distribution horizontale en
I'un de ses points réguliers. La démonstration de cette proposition est
évidente.

1.1.2. PROPOSITION. Si par tout point regulier de M passe une section, on
a les proprietes suivantes:

(1) HO est intéegrable.

(2) Si X est une section, alors les composantes connexes de £° = QN X
sont des feuilles du feuilletage defini par la distribution horizontale H®.

(3) Si X est une section, alors elle est totalement geodesique.

(4) Si la metrique g est complete, alors il y a une unique section passant
par un point régulier x, a savoir I'ensemble t1(x) = Exp, HY.

La proposition ci-dessus fait apparaitre le lien qui existe entre la
condition d’existence de sections passant par chaque point régulier,
Iintégrabilité de la distribution horizontale H® et les ensembles 7(x). Ces
ensembles ne sont pas toujours des sous-variétés de M et ne rencontrent
généralement les feuilles ni orthogonalement ni transversalement.

Il est naturel de se poser la question suivante: Si la distribution
horizontale H® est intégrable passe-t-il par tout point régulier une section?
On apporte un résultat dans cette direction: on montre I’existence, non
d’une section, mais d’une section généralisée. Cette derniére notion sera
précisée dans la suite.
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1.2. Lemme fondamental et sections locales

Dans le but de donner une réponse a la question posée ci-dessus, on
suppose que la distribution horizontale H°® est intégrable. Dans une
premiére partie, on montre a I'aide de l'intégrabilité de cette distribution,
que localement sur une transversale (bien choisie) a une feuille donnée, on
récupére un feuilletage riemannien singulier qui a H® comme distribution
horizontale. Ensuite on fait apparaitre la notion de section locale a 'aide
de laquelle on construit dans la seconde partie une sous-variété immergée
connexe qui rencontre toutes les feuilles orthogonalement.

Grace a l'intégrabilité de H®, on commence par établir dans le lemme
suivant une propriété importante pour la suite.

Si x est un point de M, on note Z, = Exp,D(0, p) I'image par
I’exponentielle d’un disque D(0, p) de centre I'origine et de rayon p dans
I'orthogonal & la feuille passant par le point x.

1.2.1. Lemme fondamental
Pour tout point y régulier de 7, la valeur H? de la distribution horizontale
en y est contenue dans I’espace tangent en y a 7.

DEMONSTRATION. Soit y un point régulier de .. On note y(t) =
Exp, tv la géodésique tracée dans Z, liant y(0) = x et y(1) = y.

Comme le feuilletage est invariant par homothétie, voir lemme
d’homothétie [Mo], la restriction de la géodésique ¢+ y(t) a lintervalle
10,1] reste tracée dans l'ouvert Q des points réguliers. Elle est donc
contenue dans la feuille n, de H® passant par y.

Soit Y;I'unique vecteur de HY, voisin de'origine tel que Exp,, Y, = y. Comme
n, est totalement géodésique dans I'ouvert Q, alors pour tout t dans JO, 1] on a:

[Ty, Expy)] TY,,H;)(z) =Ty,
D’ou on tire I’égalité suivante:
Ty, Hyoy = [Ty, Expyol ™' - Hy

Quand t -0, y(t) > x, Y,—> v, donc Ty, HY, tend vers un sous-espace
vectoriel de T,(T Fx). Ce sous-espace est [T, Exp,] 'HY, d’ou on déduit
que HY? est contenu dans T, Exp,.T,(T,Fy) qui n'est autre que l'espace
tangent & J, en y. O

On va compléter ce lemme en remarquant que les modifications qui
interviennent dans la démonstration du théoréme de décomposition locale,
donné dans [Mo], n’affectent en rien la distribution horizontale H°. On
adapte en ce sens la démonstration de ce théoréme dans [Mo].
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1.2.2. PROPOSITION. Soient (M, #,g) un F.R.S. pour lequel la distribution
horizontale H° pour la meétrique g est intéegrable, et x, un point de M. Il
existe au voisinage de x, une meétrique adaptee g', admettant la meme
metrique transverse que g et un voisinage tubulaire distingué Bp= de pour ¢,
tels que:

(1) (BF=,g) est le produit riemannien (P, gp ) X (7 x,, 97 ) ou Ty, est la
fibre en x, du voisinage tubulaire 5z

(2) Les traces des plaques sur 7, forment un F.R.S. admettant g7 comme
metrique adaptee.

(3) Pour tout point regulier y de T, HY reste I'orthogonal & la feuille passant
par y, pour la nouvelle metrique ¢'.

DEMONSTRATION. On va suivre la démonstration du théoréme de
décomposition locale, donné dans [Mo], pas & pas tout en signalant les
parties de cette démonstration ou on a utilisé effectivement la propriété du
Lemme 1.2.1.

On note Z; le module des champs tangents a #,g; la métrique
transverse associée a g, szﬂ un voisinage tubulaire distingué en x, et 7, la
fibre en x, de ce voisinage. Si la dimension de la feuille F,, passant par x,
est r, alors il existe X,,...,X,r champs de vecteurs dans Z; qui sont
linéairement indépendants en x,. Soient ¢/,..., @} leurs groupes locaux a
un paramétre; on note ¢ l'application de I' x 7, > M qui a (t!,...,t,y)
fait correspondre @k o ---° @i(y) ou I" est un voisinage ouvert de (0,...,0)
dans R".

En restriction a un petit voisinage de x, dans J, ¢ est un difftomor-
phisme. Pour y dans 7, et dans ce voisinage le difffomorphisme ¢ envoie
un voisinage de (0,...,0, y) dans I x {y} dans la feuille F, passant par y.
On en déduit un feuilletage #! régulier défini localement, dont les feuilles
sont de dimension r et tracées dans les feuilles de &#. Au besoin en
rapetissant le voisinage tubulaire, on peut supposer que & ! est défini dans
ﬁz’;ﬂ tout entier. On peut remarquer que la projection 7: ﬁ,’,’;" — P, induit une
application n: P} — P, de la plaque de #' passant par y sur P,, qui est un
revétement. En choisissant P, simplement connexe, on peut donc s’arranger
pour que n: P, — P, soit un difffomorphisme pour tout y. Ceci étant, chaque
plaque de #' dans B)> coupe chaque transversale J, = 7'(x) en un point et
un seul.

Si 'on observe que tout X de Z, se décompose alors en un champ X, de
Z#: et un champ X, tangent aux transversales 7, on voit que le feuilletage #
apparait dans ﬁ:};o comme le produit par P, du feuilletage singulier f, défini
sur ,, par les traces des plaques. Le fait que c’est un feuilletage singulier au
sens de H. Sussman et P. Stefan [Su], [St] résulte de ce qu’il est défini par les
orbites dans 7, de composantes X ,, pour X dans Z.
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On commence par modifier g dans 5= de la fagon suivante: sur le fibré T# 1
tangent aux feuilles de # !, on modifie la structure euclidienne induite par g de
fagon 4 la rendre projetable par n: f;= — P,,. D’autre part, sans changer la
structure euclidienne sur le fibré transverse a #!, on change le champ
d’¢léments de contact T# !+ de fagon a le remplacer par le champ T tangent
aux fibres de 7. D’aprés le lemme 1.2.1, pour tout point régulier y de 7, HY
est contenue dans T,7 ce qui entraine que la distribution horizontale HO est
aussi la distribution horizontale pour la nouvelle métrique riemannienne g,
obtenue dans B/ et qui admet encore g; pour métrique transverse associée.

Pour ¢,, les géodésiques perpendiculaires aux plaques restent dans les fibres
de #. Par suite, le feuilletage f,, défini sur la fibre 7, par les composantes
connexes des traces des plaques admet la métrique induite g, g, comme
métrique adaptée et comme distribution horizontale H. Il ne reste plus alors
qu'a modifier g, sur T en la remplagant par la pré-image de 917, par la
projection T — TJ,, le long des feuilles de #'. La métrique riemannienne
¢’ ainsi obtenue a bien les propriétés énoncées. O

D’aprés la proposition précédente, les traces des plaques induisent sur la
fibre J,, un F.R.S. a distribution horizontale intégrable ayant une feuille
ponctuelle réduite a x,.

On va établir dans la proposition suivante qu’au voisinage de x, dans 7,
un tel F.R.S. posséde des sections.

1.2.3. PROPOSITION. Soit (7, #,g) un F.R.S. dont la distribution horizontale
H° est intégrable. Si la feuille passant par un point x, de I est ponctuelle, alors
il existe un voisinage ouvert sature de feuilles U de x tel que F.R.S. (%, %,,9.)
admet des sections. On designe par &, (resp. g,) le feuilletage (resp. la meétrique)
induit sur U.

DEMONSTRATION. On adapte la méthode de la proposition 6.5 dans [Mo].
Soit # = Exp,, D(0, p) un voisinage ouvert de x, image par I'exponentielle d’'un
disque de centre I'origine et de rayon p dans le tangent T, a J en x, On
choisit p de telle sorte que I'exponentielle soit un difffomorphisme.

Pour 0 < A < 1, on note h, 'homothétie de rapport A et de centre x,. On
construit a ’aide des homothéties h, de nouvelles métriques g, = 1/A2h¥g, sur
%. Comme le feuilletage &, est invariant par ces homothéties h;, voir le lemme
d’homothétie [Mo], et que les feuilles de H® sont totalement géodésiques dans
Pouvert Q des points réguliers, alors HY et T,F, restent orthogonaux pour la
nouvelle métrique g, pour tout point régulier y et g, reste adaptée au
feuilletage. F, est la feuille passant par y.

Quand on fait tendre A vers 0, g, converge uniformément au voisinage du
point x, vers la métrique plate g,. Par passage a la limite, la distance entre
les feuilles est localement constante pour la métrique euclidienne g, donc
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go est adaptée. Hy et T, F, restent orthogonaux pour la métrique plate g,. On
est ramené alors au cas d’'un F.R.S. dont la distribution horizontale est
intégrable et qui admet la métrique plate comme métrique adaptée. Bien
entendu la distribution horizontale est prise maintenant par rapport a la
métrique plate g,

On va montrer dans le lemme suivant qu’un tel F.R.S. posséde des sections.
Plus précisément, on montre que pour tout point régulier y, avec les identifi-
cations nécessaires, 'intersection H? n D(0, p) du sous-espace HY avec le disque
D(0, p) est bien une section dans D(0, p) pour la métrique euclidienne.

1.24. LEMME. Pour tout point y regulier de D(0, p), H2 nD(0, p) est une
section dans D(0, p) pour la metrique euclidienne g,,.

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit y un point régulier de D(0, p). On
note L l'intersection H? n D(0, p) du sous-espace HY avec le disque D(0, p). On
commence par montrer que L rencontre les feuilles orthogonalement. On peut
observer que HY passe par 0, car la droite Oy est perpendiculaire en y a la feuille
passant par ce point, donc est contenue dans H®.

Soient 7, la feuille de HP° passant par y et D'(y, p’) un petit disque dans L
centré en y et de rayon p’. Comme 7, est constituée de chemins d’origine y et
tangents a H, on a que D'(y, p') est contenu dans 1, pour p’ assez petit; on en
déduit que pour tout point x de D'(y, p), T.D'(y, p') = H2.

Soit x un élément de L; 'ensemble ¥~ = {ve L/x + ve D'(y, p')} est un ouvert
non vide de L. Pour un élément v de ¥, on note o, le segment: 6,(t) = tv + x
oute[0,1]; comme o,(1) est dans D'(y’, p’) on a que o,(1) est tangent a D'(y, p’)
donc orthogonale a la feuille passant par g,(1) et puisque le feuilletage est un
F.R.S. alors ¢,(0) = v est orthogonale a la feuille passant par x. Comme ceci
est vrai pour tout ¢lément de Pouvert ¥, alors T, L est orthogonale a la feuille
passant par x.

Il reste & montrer que L recontre toutes les feuilles. Soit F une feuille
dans D(0, p) d’adhérence F. Si d est la distance euclidienne, on a
d(y,F) = d(y, F) et d(y, F) = d(y, x) ou x est un certain point de F. On peut
réaliser la distance d(y, x) par un segment d’origine y et d’extrémité x.
Comme ce segment rencontre la feuille F, passant par x orthogonalement,
il va étre forcément tracé dans L, ce qui entraine que L recontre la feuille
F,. Comme elle la rencontre orthogonalement, elle rencontre forcément les
feuilles voisines, en particulier elle rencontre F. O

Les sections données par le lemme précédent restent aussi des sections
pour la métrique initiale g puisque la valeur de la distribution horizontale
HY en tout point régulier y n’a pas été changée. O

En résumé on a la proposition suivante:
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1.2.5. PROPOSITION. Soient (M, #,g) un F.R.S. dont la distribution
horizontale H® est intégrable et x, un point de M. Alors il existe un voisinage
tubulaire distingué phx de x, tel que le F.R.S. induit sur ce voisinage admette
des sections.

La proposition précédente nous améne a donner la définition suivante d’'une
section locale en un point donné.

1.2.6. DEFINITION. Soient (M, &, g) un F.R.S,, s une sous-variété de M et x,,
un point de s. s est dite section locale en x, s’il existe un voisinage tubulaire
distingué du point x, dans la variété feuilletée M, de telle sorte que s soit
contenue dans ce voisinage et soit une section du feuilletage induit sur ce méme
voisinage.

On appellera désormais F.R.S. transversalement intégrable un F.R.S.
(M, #, g) admettant en chaque point une section locale. D’aprés la proposition
1.2.5 ceci équivaut a lintégrabilité de la distribution horizontale H°.

On va aborder la seconde partie ou on construit pour un F.R.S. transver-
salement intégrable (M, &, g) dont les adhérences des feuilles sont compactes,
une sous-variété connexe immergée dans M, qui rencontre toutes les feuilles
orthogonalement.

1.3. Sections generalisees
Toute la suite est réservée a la démonstration du théoréme suivant:

1.3.1. THEOREME. Soit (M, #,g) un F.R.S. transversalement integrable
dont les adherences des feuilles sont compactes. Par tout point de M il passe
une sous-varieté immergee connexe de M, qui rencontre toutes les feuilles
orthogonalement.

Soit (M, &, g) un F.R.S. transversalement intégrable. Si k est la codimen-
sion des feuilles réguliéres de &, on désigne par ®(M, k), on appelle chaine
de sections locales d’origine E, et d’extrémité E,., la donnée d’un chemin
y:[0,1] > M différentiable par morceaux d’origine x et d’extrémité x’,
d’'une famille finie de sections locales s, $;,...,S,—1 et de réels
0=t,<t, <--<t,=1 vérifiant pour tout i 0 <i<n y([t;,t;+1]) = s;,
E; = T80, TyoSi-1 = TypSi> Ex = TwSn-1-

Pour un point x, de M et un élément E, de G(M, k), on note 2,
I'ensemble de tous les k sous-espaces qu’on peut atteindre par une chaine de
sections locales d’origine le k sous-espace E,,.

REMARQUES. (1) D’aprés la proposition 1.2.5 on sait que par x, passe au
moins une section locale s,,. Si on prend E,, = T,,s,,, on aura Z¢_ non vide.
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(2) Si s est une section locale, alors § = {T,s/xes} est une k-sous-variété de
®(M, k) diffeomorphe a s, et Zg_ est réunion de telles sous-variétés.

D’aprés les deux remarques précédentes et grace au lemme suivant, on peut
munir g J’une structure de k-variété différentielle telle que les sous-variétés
§ soient des ouverts de Zg_.

1.3.3. LEMME. Soient s, et s, deux sections locales, alors I'ensemble Q =
{xes, Ns,/T,s, = T,s,} est un ouvert de s, et s,.

La vérification de ce lemme est élémentaire.

DEMONSTRATION DU THEOREME. Soit n: ®(M, k) - M la projection
canonique qui a E, fait correspondre le point x; on note j la restriction de & a
2k, . On remarque que pour toute section locale s telle que § = Zp_, j restreinte
a § est une immersion, d’ou on peut conclure que j est une immersion. On note
Z I'ensemble j(Zg, ).

On va montrer que X rencontre toutes les feuilles orthogonalement.

Soit C = {xe M/E N F, # J} ensemble des points de M dont la feuille F,
rencontre X.

(1) C est non vide car x, est dans C.

(2) C est un ouvert de M: Soit x un point de C, il existe un point y dans
F.nX. Pour ce point il existe une section locale s telle que y soit dans s et
§ = Zg_. s est contenue dans un voisinage tubulaire 8, en plus s est une section
dans ce voisinage. D’ou on déduit que le saturé /?,,F de BY est contenu dans C.

(3) C est un fermé: soit (x,),..n une suite d’éléements de C qui converge vers
x. Pour tout n dans N, il existe y, dans F, nX. Comme les adhérences des
feuilles sont compactes, on a d(F,,y,) = d(F,, x,). Quand n tend vers linfini
d(F.,y,) tend vers zéro d’ou on déduit que I'on peut trouver une sous-suite
Vm)nen de la suite (y,)n,en qui converge vers un ¢€lément y qui appartient
nécessairement a 'adhérence F, de la feuille F, passant par le point x.

On peut trouver un voisinage tubulaire f5> de y vérifiant les deux propriétés
de la proposition 1.2.5. Pour un certain m assez grand y,, est dans f5>. Comme
Vm €st dans X, alors il existe une section locale s,, telle que y,, soit dans s, et
$,, soit contenue dans Zp_.

I existe bien un point régulier z dans s,, N BF>. Si y,, appartient a la fibre 7,
du voisinage tubulaire f;7 au point y’ de P,, on peut faire passer une section
locale s’ par y' et z. Pour le point régulier z on a: T,s,, = T,s’ et comme s,, est
contenue dans X, alors la section locale s’ est contenue entiérement dans X.

En tenant compte du fait que la section locale s’ rencontre toutes les feuilles
de BFy, donc F,, on peut conclure que le point x est dans C.

Soit maintenant un point x de X. Il existe une section locale s telle que x soit
dans s et 3 soit contenue dans Xy . Comme T7 jTr, S = T.s est orthogonale
a la feuille F, pasant par x, alors X rencontre les feuilles orthogonalement. []
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1.3.4. DEFINITION. Une k sous-variété immergée, connexe de M est dites
section généralisée, si elle rencontre toutes les feuilles orthogonalement.

2. Structure des F.R.S. transversalement intégrables complets: éclatement
minimal et éclatement décomposable

Dans cette partie, on étudie la structure générale d'un F.R.S. (M, %, g)
transversalement intégrable, ou la métrique g est compléte.

Dans le cas ou & est régulier, le résultat de Blumenthal-Hebda [B-H]
dit que, sur le revétement universal M de M, & et le feuilletage orthogonal
se relévent en un bifeuilletage simple (%, %) qui permet d’identifier M au
produit du revétement universel d’une feuille de & par le revétement
universel d’une feuille du feuilletage orthogonal.

Notre résultat principal est le suivant: si & est singulier, on peut
construire de fagon canonique un “éclatement” simplement connexe 7:
M — M, les singularités se produisant au-dessus des strates singuliéres de
&, de sorte que:

(i) Les composantes connexes des pré-images des feuilles de & définis-
sent sur M un feuilletage régulier %.

(ii) Les sections généralisées de & se relévent sur M suivant les feuilles
d’un feuilletage &. De plus le bifeuilletage (%, %) est simple,
Cest-a-dire que M s’identifie au produit F x L d’une feuille de %
par une feuille de &.

(iii) 11 existe sur M une métrique § adaptée a % et pour laquelle les
feuilles de & sont perpendiculaires a celles de %.

(iv) La projection 7 respecte les métriques transverses a % et % définies
par g et g.

Le résultat obtenu généralise a la fois le théoréme de Blumenthal-Hebda
et les résultats de Palais—Terng et Dadok sur les actions de groupes
compacts de type “polaire”.

2.1. Groupe de Weyl transverse d’'un F.R.S. transversalement integrable

L’objet de ce paragraphe est d’établir l’existence du groupe de Weyl
transverse pour un F.R.S. transversalement intégrable a feuilles quelcon-
ques. Ce groupe peut &tre infini avec pour adhérence un groupe de Lie de
dimension non nulle.

La démonstration de I’existence de ce groupe est basée essentiellement
sur le fait qu’au voisinage d’une feuille ponctuelle n’importe quel glissement
réglier local d’une section sur une autre se prolonge a toute la section en
restant compatible avec I'appartenance aux feuilles.
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Soient B une boule de R" centrée a lorigine et # un feuilletage
riemannien singulier sur B qui admet l'origine comme feuille ponctuelle et
la métrique euclidienne g, comme métrique adaptée. On suppose de plus
que, pour la métrique euclidienne g,, # est transversalement intégrable.

Pour la suite on désigne par F, la feuille de & passant par x. Soient
S S deux sections de & dans B, F une feuille réguliére de & et x,, x,
deux points respectivement de &, " F et &, N F. On sait que la donnée
d’un chemin 7y tracé dans F et qui relie x, a x, fournit une isométrie ¢ d’un
voisinage de x, dans %, sur un autre de x; dans %;. Ceci se justifie par le
fait qu'au voisinage de la feuille F le feuilletage & est riemannien régulier.

2.1.1. PROPOSITION. L’isometrie ¢ se prolonge a &, toute entiére en une
isometrie ¢ qui verifie

Vxe¥, @(x)eF,.

Avant d’aborder la démonstration de cette proposition, on va établir un
lemme et une proposition qui seront utiles pour la suite. La démonstration
du lemme est immediate.

2.1.2. LEMME. Si B° est l'ouvert régulier de & et & une section, alors:

(1) Toute composante connexe de B® N & rencontre chaque feuille de F
dans B°.
(2) Les composantes connexes de B® & sont en nombre fini.

DEMONSTRATION DU LEMME. (1) Soit C une composante connexe
de B n . En montrant que 'ensemble non vide A = {xe B°/F, n C # &}
est ouvert et fermé dans B° on établira que C rencontre toutes les feuilles
de # dans B°. Comme C rencontre les feuilles orthogonalement, alors A
est un ouvert. Soit (x,),.n une suite de points de A qui converge dans B°
vers un point x. Pour tout ne N il existe y,e F,, n C. Puisque la feuille F,
passant par x est relativement compacte, alors on peut extraire de la suite
(Vn)nen une sous-suite (y,)..ny convergente vers un point y de F,. Ce point y
appartient aussi a C car C est fermé dans B°. C rencontre donc I'adhérence
F, de F,, il rencontre alors forcément F,. Ceci entraine que A est fermé.

(2) Supposons que les composantes connexes de B® N % sont en nombre
infini. On les notera C,, C,,...,C,,.... Si on se donne une feuille F dans
B®, alors F rencontre chaque C;, ie N. Pour chaque ie N on prendra un x;
dans F n C. Quitte a extraire une sous-suite de (x;),n On peut toujours
supposer que cette suite est convergente, puisque I'adhérence F de F est
compacte. Si la limite de la suite (x;);n est le point x, alors d’une part ce
point appartient a B® car F reste dans B°, et d’autre prt il est dans &
comme limite de points de ce fermé.
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En fait le point x est dans % N B° donc il se trouve dans une
composante connexe de B°n <, que I'on notera C. Etant ouverte, C
contient une infinité de points de la suite (x;);.n, donc rencontre une infinité
de composantes connedxes de & N B® ce qui est absurde. O

Soient &, &’ deux sections de &# dans B, F une feuille régulicre et x,, X
deux points de F qui sont respectivement dans & et &".

2.1.3. PROPOSITION. Si ¢ est une isomeétrie d’'un voisinage ouvert de x
dans & sur un autre de x; dans &' definie par un glissement le long d'un
chemin y dans F qui relie x, a x;, alors ¢ se prolonge en une isométrie  sur
& toute entiere et verifie sur la composante connexe C du point x, dans
B° N & la relation suivante:

VyeC @(y)€F,

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.1.3. L’isométrie locale ¢
se prolonge a & toute entiére car c’est une isométrie locale entre deux
espaces euclidiens, puisqu’on sait, voir le lemme 1.2.4, qu’une section est la
trace sur B d’'un certain sous-espace vectoriel et que ¢ est une isométrie
pour la métrique euclidienne g, induite.

Ce qui reste a établir est la relation: Vye C ¢(y) € Fy. Avant toute chose,
on rappelle que sur B on a un feuilletage # défini par la distribution
horizontale H® de & et que les composantes connexes de B® N % sont des
feuilles de ce feuilletage.

Dans le lemme qui va suivre on établit une propriété analogue a celle de
Blumenthal et Hebda [B-H].

2.1.3.1. LEMME. Soient C, une composante connexe de B® n &, © un chemin
differenciable par morceaux (c.d.p.m.) trace dans C, d’origine un point x et
o un chemin trace dans une feuille de & et de méme origine x,. Alors, il existe
une unique application continue J:

[0, 1] x [0,1] — B° telle que

(1) Vte[0, 1]4(z, 0) = a(2).
(2) Vse[0, 1]6(0, s) = (s).
(3) Vse[0,1]6(, s) est un chemin c.d.p.m. tangent a & .
(4) Vte[0,1]d(t, *) est un chemin c.d.p.m. tangent a .

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit s, = Sup{se [0, 1]/I1 existe une
unique application §:[0,1] x [0,s] — B® qui vérifie les conditions du
lemme}. On se propose de montrer que s, = 1.

Grice a la compacité de I'adhérence F «so) de la feuille Fq,, on peut
trouver un voisinage tubulaire B,(F ) de F, contenu dans B°.

Pour chaque s < s, et assez voisin de s,, le chemin d(,s) est tracé
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entiérement dans le tube de B,,(F (s0))- Soit 5(-, s) le chemin projeté de 8(, s)
sur Fy,) Le chemin (., s) est tracé dans une feuille de & dans Fi,,
puisque d’une part 6(-, s) est tangente a & et d’autre part la projection
d’une feuille de & sur F,) est une feuille de #.

Dans F,, le feuilletage # induit un feuilletage totalement géodésique,
voir [Ca], [B-H]. Les deux points 6(0, s) et t(s,) de F,(s,) se trouvent dans
une méme feuille de ce feuilletage. En effet, le chemin 7 est perpendiculaire
a F et les fibres de la projection sur F,,, sont perpendicularies 4 & ; donc
la projection du chemin 7 reste tracée dans C,, et par suite on peut joindre
5(0, 1) et (so) par un chemin % tracé dans F., en restant tangent 3 #. La
complétude de F,, nous permet d’appliquer la proposition de Blumenthal
et Hebda [B-H] aux deux chemins 3(-, s) et 2. Si I';:[0,1] x [0, 1] - Fy,)
est I'application fournie par cette proposition, alors le chemin I',(-, 1) est
tracé dans la feuille F,,. Quand on fait tendre vers s, les deux chemins
I'y(-, 1) et 8(, s) convergent vers un méme chemin qui se trouve dans Fg,).
En conclusion, on peut prolonger ¢ a [0, 1] x [0,s,] en une application
unique qui satisfait aux conditions du lemme.

Si on suppose que s, < 1, en considérant un glissement le long du chemin
o(-, sg), on peut prolonger 6 sur [0, 1] x [0,s, + €] ce qui contredit la
maximalité de s,. O

Fin de la démonstration de la proposition 2.1.3.

On se fixe un point y de C et un chemin c.d.p.m. 7: [0, 1] — C d’origine
le point x, et d’extrémité y. On note 6: [0, 1] x [0, 1] — B° 'application
fournie par le lemme précédent en appliquant a la composante connexe C
et aux deux chemins y et .

Comme le feuilletage s est totalement géodésique, alors dés qu’on se
donne un chemin o orthogonal a J#, on peut trouver une famille
d’isométries ¢,: D, — D, pour chaque t dans [0, 1] ou:

(1) D, est un disque ouvert centré en o(t) dans la feuille de # passant
par o(t).

(2) ¢,(a(0)) = o(t) pour chaque ¢.

(3) Pour chaque x de Dy, le chemin ¢+ ¢,(x) est orthogonal a J#.

(4) ¢, est l'identité de D,

En appliquant cette observation au chemin d(:, s) pour chaque s de [0, 1],
on obtient une famille d’isométries ¢;: Dy — D; ou

(1) Dj est un disque ouvert centré en 4(t, s) dans la feuille de # passant
par o(t, s).

(2) 9¥(6(0, s)) = (¢, s) pour chaque .

(3) Pour chaque x de Dj, le chemin t+— ¢f(x) est orthogonal a J#.

(4) @b est I'identité de Dj.
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Comme (0, s) = (s), alors il existe 5o =0<s; < <$§_; <s,=1
telle que ©([0,1]) = | J¥=o D§ avec D§ " D§*! # @ pour 0 <i <k — 1.

Puisque d’une part, grace aux propriétés des isométries ¢, on a @ = @i}
sur D§ nD§*! pour chaque t et d’autre part ¢ = ¢ sur DY, car Cest le
glissement le long du chemin 8(,,0) =y, alors ¢ = @} sur D§. Le chemin
t— @l(y) étant orthogonal a s, donc tangent a #, reste tracé deans la feuille
de & passant par y. O

On est en mesure maintenant d’etablir la proposition 2.1.1 par récurrence
sur Ientier n, dimension de la variété ambiante.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.1.1. Pour n =1 la prop-
osition est triviale. On suppose que cette proposition est vraie pour tout
m < n, on se propose a la montrer pour la dimension (n + 1). On se donne
pour cela, dans une boule B de R"*! centrée a I'origine, un feuilletage &
riemannien singulier qui admet l'origine comme feuille et la métrique
euclidienne g, comme métrique adaptée pour laquelle il est transversale-
ment intégrable, deux sections &, &, de &, une feuille réguliére F de &,
et deux points x,, x, respectivement de ¥, N F et &, N F pour lesquels on
a une isométrie ¢ d’un voisinage de x, dans &, sur un autre x, dans %
définie par un glissement dans B° le long d’'un chemin y tracé dans F et
joignant x, a x;.

On commence par traiter le cas ou l'origine n’est pas isolée des autres
feuilles de dimension nulle. Dans cette situation la strate minimale X, est
de dimension non nulle, on sait de plus que c’est la trace d’'un sous-espace
vectoriel sur B.

Le feuilletage & se décompose en un produit du feuilletage en points sur
X, par le feuilletage &%, induit par & sur I'orthogonal 5 de Z,. Si S est
une section, alors sa trace S N g sur g est une section du F.R.S. #,. Afin
de montrer le résultat dans ce cas, il suffit d’appliquer I’hypothése de
récurrence au F.R.S. #, dans Z§ et aux traces des sections sur .

Il reste le cas ou l'origine est la seule feuille ponctuelle. Puisqu’on sait,
voir le lemme 1.2.4, qu'une section est la trace sur B d’un certain sous-
espace vectoriel, alors ¢ est une isométrie locale entre deux espaces
euclidiens. Grice a ce qu’on vient de dire ¢ se prolonge en une isométrie
@ a J, toute entiére.

La proposition 2.1.3 assure que Vx e C, ¢(x) € F,, en désignant par C, la
composante connexe de x, dans B°N.%,. Montrons que la derniére
propriété se vérifie sur C,,.

Pour un point x de C,\C, on a @(x) € F,.. Soit B un voisinage tubulaire
de P dans B de rayon p assez petit ou P désigne un voisiange tubulaire de
F, dans la strate X, contenant la feuille F,.

Le voisinage tubulaire % est saturé de feuilles du feuilletage % . Comme
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ce feuilletage est invariant par les homothéties de B5 qui respectent la strate
X, alors toute feuille de & dans B} se projette sur P en une feuille de #.

On peut trouver un point x’ régulier dans C, N B5 qui se projette en x
par la projection de f5 sur P. Si ¢:[0,1] — F,. est un chemin tracé dans
F,. avec ¢(0) = x’ et a(1) = @(x’), alors il se projette sur P en un chemin
6:[0, 1] — F, tracé dans F, et vérifiant 6(0) = x- (1) est forcément le point
@(x), puisque I'isométrie ¢ envoie 'unique géodésique joignant x’ a x dans
P? sur la seule géodésique joignant $(x’) a 6(1). Ce qui précéde assure que
VxeC,, ¢(x)€F,.

Soit C une composante connexe de B°n ¥, telle que lintersection
C n C, contient un autre point que l'origine; soit X un tel point. On désigne
par ¢:[0, 1] — F; un chemin tracé dans F; et joignant X a @(x). Grice a la
proposition 1.2.5, on peut recouvrir ¢([0, 1]) par une chaine d’ouverts
simples distingués g7, ..., BP* ou chaque P; pour 1 < i < k est simplement
connexe.

On peut choisir une telle chaine de fagon qu’il existe un point régulier y
de C, et un chemin 7: [0, 1] — F tracé dans F, joignant y 4 @(y), recouvert
successivement par 8, ..., Bf* et que le glissement dans B° le long de ce
chemin définisse I'isométrie ¢ au voisinage de y dans %,. Soit U; un
voisinage ouvert de X dans %, contenant le point y et contenu dans la fibre
T+ de BP* au-dessus du point X. U; sera une section locale du feuilletage
induit sur cette fibre.

En faisant glisser U; successivement dans les ouverts simples distingués
BF1, ..., BP, on obtient une section locale U, pour le feuilletage induit sur
la fibre T s de BP* au-dessus du point @(X) et une isométrie  de U; sur
Uy qui vérifie Vxe U; y(x) € F,.

On peut choisir un voisinage ouvert de @(x) dans %, noté Vs,
contenant le point $(y) et contenu dans la fibre J5,. Vi) sera une section
du feuilletage induit sur cette fibre.

L’isométrie locale @ oy ~! d’un voisinage de y(y) dans Uyg, sur un autre
de @(y) dans Vs est définie par un glissement dans J; le long d’'un
chemin joignant Y(y) & @(y) et tracé dans la feuille réguliére du feuilletage
induit sur J5 qui passe par Y(y) et ¢(y). Cette affirmation se vérifie en
considérant le glissement qui définit ¢ dans les différents ouverts simples
distingués BF,..., B« en effet, dans chacun de ces ouverts distingués, le
glissement d’une transversale sur une autre envoie feuille sur feuille, ce qui
entraine qu’a la fin Y(y) et @(y) sont dans la méme feuille réguliére du
feuilletage transverse.

On peut supposer que la fibre 77, est 'image par I'application exponen-
tielle au point @(x) d’un petit disque D centrée a I'origine dans 'orthogonal
a la feuille Fys, de telle maniére que Uy, et Vi soient des sections pour
le feuilletage induit sur cette fibre.
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L’application exponentielle en @(x), comme dans la démonstration de la
proposition 1.2.5, transporte le feuilletage induit sur s, en un feuilletage
&, riemannien singulier sur le disque D qui admet la métrique euclidienne
comme métrique adaptée et pour laquelle il est transversalement intégrable.
Les deux sections Uy, Vys) et lisométrie locale ¢ ° Y ~1 se transportent a
leur tour par I’exponentielle respectivement en deux sections du feuilletage
&, et en une isométrie locale entre ces deux sections. L’isométrie locale
@oy~! se transporte en une isométrie locale car elle est définie par un
glissement le long d’un chemin tracé dans une feuille réguliére du feuilletage
induit sur J. On désigne par X, X, et 0 respectivement les deux sections
transportées de Ugys), Vi et I'isométrie locale transportée de poy ™1

L’hypothése de récurrence nous permet de prolonger 'isométrie locale 0
en une isométrie § sur toute la section 2, avec la condition que pour tout
xdeX;:xet 0(x) se trouvent dans la méme feuille.

Par les mémes arguments que précédemment, I'isométrie § fournit, grace
a Pexponentielle, le prolongement de I'isométrie locale -y ~! en une
isométrie 0 globale sur Uyg, telle que, pour tout x dans Uyg,, 0(x) est dans
la méme feuille que x pour le feuilletage induit sur J4;. En fait on a
Poy ™' =0 sur Uy Cest-a-dire que § = 0y sur U,. D’aprés ce qui
précéde, on est en mesure d’affirmer que pour tout x dans UgC on a
P(x)€eF,.

L’isométrie ¢ au voisinage d’'un point x de U;n C est définie par un
glissement le long d’'un chemin tracé dans F, et joignant x a @(x). La
proposition 2.1.3 assue que pour tout y de C on a @(y) € F,. Comme sur
C, on aura sur C la propriété:Vye C, p(y) € F,.

Puisques les composantes connexes de B® N &, sont en nombre fini, voir
le lemme 2.1.2, alors on vérifie la propriété précédente de proche en proche
sur chaque composante connexe de B® N ¥, donc sur son adhérence et
enfin sur %, toute entiére, ce qui achéve la démonstration de la proposition
2.1.1. 0O

On est en mesure, grice a la proposition 2.1.1, de donner le résultat
principal de ce paragraphe:

2.1.4. PROPOSITION. Si & est une section du feuilletage & dans B, alors
il existe un groupe W(¥) d’isométries de & qui verifie les propriétes
suivantes:

1) VxeLW(S) x=F.nS

(2) Si W(¥) est l'adhérence de W(¥) dans le groupe de toutes les
isométries de &, alors Vxe & W(¥)-x=F_.n <.

(3) La composante neutre W(¥), de W(¥) est un tore.
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DEMONSTRATION. (1) Soient x un point de B® n %, x’ un point de
F.n& et y un chemin tracé dans F,, joignant x a x’. On sait que le
glissement le long du chemin y définit une isométrie locale @, de &.
D’aprés la proposition 2.1.1 cette isométrie se prolonge en une isométrie
Px,x,y) SUr & toute entiére et vérifie Vy€ S @, x,(y) € F,. Si on note

O = {Pxxp/XEB° NS, X e F,n S et y:[0,1] > F,
un chemin avec y(0) = x, y(1) = x'}

Alors le sous-groupe W(¥) d’isométries de & engendré par @ vérifie
Vxe W(&)-x=F,nZ.

(2) D’une maniére évidente on a pour tout x de & W(¥) x=F,.n <.

(3) En appliquant le théoréme de structure au feuilletage riemannien
(B% #,) induit par & sur B° on obtient sur 'ouvert B° un faisceau
%(B°, #,) localement constant de germes de champs de Killing transverses
locaux dont les orbites sont les adhérences des feuilles. On note 4 I’algébre
de Lie structurale de (B°, #,).

On sait, voir [Mo], que ce faisceau ¥(B° &%,) se prolonge & B en un
faisceau localement constant de fibre ’algébre opposée ¥~ a I'algébre de
Lie 4. On note ¥ (B, #) ce faisceau.

La simple connexité de B entraine que le faisceau ¥ (B, &) est constant.
Cette derniére remarque implique que le faisceau %(B°, %,) est aussi
constant. D’ou on peut déduire que l'algébre de Lie structurale ¥ est
abélienne.

Comme le pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage %, dans B° est le
localisé sur & N B® du groupe W(¥), alors I'algébre de Lie de I'adhérence
W(<) de ce groupe s’identifie d I’algébre de Lie structurale ¢, voir [H-S].

En conclusion, la composante neutre W(%), du groupe compact W(%)
est commutaive, donc c’est un Tore. |

Soient maintenant (M, &,g) un F.R.S. transversalement intégrable, x,
un point de M et Bf:go un voisinage tubulaire distingué du point x, donné par
la proposition 1.2.5. On sait que le feuilletage & induit sur la fibre 7,
au-dessus du point x, de ce voisinage un F.R.S. #7 transversalement intégr-
able pour une certaine métrique gz et qui admet le point x, comme feuille.
On peut supposer que la fibre J est I'image par I'application exponentielle,
pour la métrique g7, au point x, d’une petite boule B centrée a I'origine dans
le tangent a Z, au point x,,.

Si & est une section de #7 dans 7, et X la transportée par 'exponentielle
de &. X est une section de #3 dans B. La proposition 2.1.4, appliquée a X et
au feuilletage #J dans B, fournit un groupe d’isométries W(Z) de X avec les

trois propriétés indiquées.
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Grice a I'exponentielle, le groupe W(X) se transporte en un groupe W(%¥)
d’isomeétries de & qui vérifie les trois propriétés suivantes:

1) VxeF W(¥) x = F7 n&, F7 est la feuille de #7 passant par x.

(2) Si W(¥) est l'adhérence de W(¥) dans le groupe de toutes les isométries
de &, alors Vxe ¥ W(¥) x = F7 n¥.

(3) La composante neutre W(¥), de W(&) est un tore.

2.1.5. DEFINITION. Le groupe W(%) est appelé groupe de Weyl transverse
du feuilletage # associé a la section locale & au point x,,.

2.2. Existence du glissement d’'une section locale sur une autre le long
d’un chemin

Pour un F.R.S. (M, #,g) transversalement intégrable, la proposition
suivante assure I’existence du glissement d’une section locale sur une autre
le long d’un chemin tracé dans une feuille.

2.2.1. PROPOSITION. Soient ¥,, %, deux sections locales du F.R.S.
(M, &, g) passant respectivement par x,, x, dans une feuille F et y un chemin
differentiable par morceaux sur [0, 1], trace dans la feuille F, joignant x, a
x,. Il existe alors un voisinage ouvert &y (resp. &) du point x, (resp. x,)
dans & (resp. &,) et une application continue G: [0, 1] x &5 — M qui verifie
pour tout t dans [0, 1] les conditions suivantes:

(1) G(t, xo) = ().
(2) Pour tout x dans F3G(t, x) est dans la meéme feuille que x.

’

. SFo—-> M
(3) La fonction G,: x»——i G(t. x)

4) G({t} x F) = H est une section locale.

est differentiable.

DEMONSTRATION. On peut trouver une subdivision de lintervalle
[0,1];0=t,<t; <---<t,=1 et des ouverts simples distingués pr~,..., 1,
donnés par la proposition 1.2.5 de telle sorte que I'image y([t;_,,t]) de
[t;_, t;] par y soit contenue dans P;_, pour 1 <i < k et que la section locale
o (resp. &) soit contenue dans la fibre 7, (resp. J,,) de l'ouvert simple
distingué BF° (resp. F*-1) au-dessus du point x, (ressp. x,).

On fait glisser %, dans B¥° pour chaque t de [0,¢,], on fait de méme dans
chaque BPi-' pour chaque ¢t de [t;_,,t;]. On arrive ainsi a faire glisser &,
jusqu’a la fibre 7. Dans cette fibre on a deux sections: &, et ¥ obtenue par
glissement de %, jusqu’a J,,. En appliquant dans 7, la proposition 2.1.1 aux
deux sections précédentes, on fait glisser & sur &,. En composant le glisse-
ment de ¥, jusqu’a ¥, avec celui de & jusqu’a &, on obtient un glissement
de ¥, jusqu'a &,. O
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REMARQUE. Le glissement de %, sur &, donné par la proposition ci-dessus
fournit un isomorphoisme entre les groupes de Weyl transverses associés aux
deux sections locales %, et &, aux points respectifs x, et x;.

La remarque précédente nous ameéne a reformuler la définition 2.1.5 en
définissant le groupe de Weyl transverse d’une feuille d’'un F.R.S. transversale-
ment intégrable.

2.2.2. DEFINITION. Soit F une feuille d’un feuilletage # riemannien singulier
transversalement intégrable. Si & est une section locale passant par un point
x de F, alors le groupe W(%) est appelé groupe de Weyl transverse de la feuille
F. 11 est défini a isomorphisme prés.

2.3. Eclatement minimal et théoreme de decomposition

Pour un F.R.S. transversalement intégrable, on munit I’ensemble des
espaces tangents aux sections locales d’une structure de variété différentielle
pour laquelle le F.R.S. se reléve en un feuilletage riemannien régulier
transversalement intégrable. Cet ensemble sera appelé éclatement “mini-
mal” de la variété feuilletée en ce sens que la pré-image d’une feuille du
F.R.S. est une feuille du feuilletage relevé.

En appliquant le théoréme de décomposition de Blumenthal et Hebda,
sous la condition de la complétude de la métrique transverse, au feuilletage
relevé dans I’éclatement minimal on aboutit au théoréme de décomposition
du F.RS.

Soient (M, %,g) un F.R.S. transversalement intégrable et ®(M, k) la
grassmanienne de rang k sur M, ou k désigne la codimension des feuilles
réguliéres de #. On désigne par M Tensemble des espaces tangents aux
sections locales et par # la restriction 4 M de la projection canonique 7 de
la grassmanienne &(M, k) sur M.

On se fixe un voisinage tubulaire distingué ﬁf,'go donné par la proposi-
tion 1.2.5 et une fibre 7, de ce voisinage au-dessus du point x,. On note
F7 le feuilletage riemannien singulier transversalement intégrable induit par
Z sur la fibre 7, et J,, I'ensemble des espaces tangents aux sections de #7
dans 7,,.

On se propose dans la suite de munir M d’une structure de variété
différentielle. Pour cela, on commence par munir #~'(87x) d’une structure de
variété différentielle.

D’aprés les propriétés du voisinage tubulaire f0x, voir la proposition 1.2.2,
i ‘(ﬁ,fgo) s’identifie comme ensemble a P, x g, .- On est donc amené & munir
J,, d’une structure de variété différentielle.

On peut supposer que 7, est I'image par 'exponentielle d’une petite boule
B centrée a I'origine dans le tangent 4 7, en x,. On note #J le feuilletage
transporté par I'exponentielle du feuilletage #7 et B I'ensemble des espaces
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tangents aux sections de #7 dans B. Si B est muni d’une structure de variété
différentielle, alors on peut la transporter a I'aide de 'exponentielle sur 7, o

En tenant compte de la remarque précédente, on va définir sur B une
structure de variéeté différentielle.

2.3.1. LEMME. Soient ¥, une section de ¢ dans B, F, une feuille reguliére de
F et y, un point de Fyn ¥, Alors, il existe un voisinage ouvert P de y, dans
F, dont l'intersection Fon & avec chaque section & de 7§ dans B contient au
plus un point.

DEMONSTRATION. Si on suppose le contraire, alors il existe deux suites de
points (x,).n €t (V,)nen d€ F qui convergent vers le point x,, avec pour chaque
nde N x, et y, sont distincts et se trouvent dans une méme section &,.

Comme chaque section &, est la trace d’un certain sous-espace vectoriel sur
B, alors le vecteur

Vn — Yn — X
Ve — xall
reste tangent 4 %,. || || désigne la norme euclidienne. Soit (V,,),..n Une sous-suite

de (V,).en qui converge vers un vecteur V.
Ce vecteur est en méme temps tangent en x, a %, et a F,, donc il est nul.
Ce qui est absurde puisqu’il est de norme un. O

On se fixe pour toute la suite une feuille réguliére F, de #J. Soient & une
section de #J dans B, y un point de F,n¥ et P un voisinage ouvert
simplement connexe de y dans F, donné par le lemme ci-dessus. Pour un point
u de P, on note ¥, la section de #§ passant par le point u et ¢, I'isométrie
globale de & sur &, définie par la donnée du glissement le long d’un chemin
tracé dans P et joignant y a u.

On définit I'application @ o) de P x & dans B par:

Qip o, V) = Ty, &,
pour (u, v) dans P x &.

@ est visiblement injective.

On se donne maintenant une autre section &', un point y’ de F, n &’ et un
voisinage ouvert simplement connexe de y’ dans F,, noté P’ donné par le lemme
231.0na

P' x & = Opip[Qpqs(P x )N Opy(P x F)]

ou

P"={ueP/¥,nP # &}.
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D’une maniére analogue, si on note P” = {'e P'/¥, A P # (}, alors
P’” X y = (I)(;'iy")[q)(P’y)(P X y) n(D(p,y')(P’ X y’)].

P” et P” sont visiblement des ouverts respectivement de P et P'.

2.3.2. LEMME. La fonction ®py) o ®p ) définie de P” x & sur P” x & est
un diffeomorphisme.

DEMONSTRATION. On commence par expliciter la fonction @l ° D o,
définie de P” x & sur P” x &'. Soit (4, v) un élément de P” x &, on note v’
'unique ¢lément de &, N P'. On a:

Dplory © Pp o)ty V) = (U Pprtury © Py,0(V))-

Comme @y uy° @p.u(y) est dans la méme feuille que y’, alors il existe un
élément ¢ du groupe W(¥”) de Weyl de la section & tel que: ¢l ° @y.u(y) =
g-y'. Par construction de @, ., €t @, €t puisque Porbite W(&')-y est
discréte, alors I’élément o de W(¥’) ne dépend pas de u. En fait o3y ° @
est un glissement qui fait correspondre au point y le point y’ et qui ne dépend
pas de u; on le notera Y. En conclusion on a: ¢\, ° 9. = 0o Y.

La derniére égalité suffit pour affirmer que la fonction @3, ° ®p 4, est un
diffeomorphisme de P” x & sur P” x &' O

D’aprés le lemme ci-dessus I'ensemble &/ des (P x &, Dp ), ¥) définit un
atlas de variété différentielle sur B de dimension dim B.

Si #, est la projection canonique de B sur B, alors #, et différentiable. En
effet: soit (P x &, @), y) un élément de «/. La fonction

. o {P x ¥ —>B
Tg° :
B * (u’ U) = (p(y,u)(v))

est évidemment différentiable Dans la proposition qui va suivre on va établir
que le feuilletage &7 se reléve par #p sur B en un feuilletage riemannien
régulier transversalement intégrable.

2.3.3. PROPOSITION. (1) Le feuilletage 73 se releve par #z sur B en un
feuilletage riemannien 97‘0 regulier transversalement intéegrable.

(2) Si & une section de F7 dans B, alors & = {T.#/xeF} est une section
de %7 dans B.

(3) Si F est une feuille de #7 dans B, alors iz '(F) est une feuille de %7
dans B.

DEMONSTRATION. (1) Soient (P x &, ®p 4, y) et (P' x &', ®p ), y') deux
¢lements de /. On garde les mémes notations que le lemme 2.3.2. D’aprés la
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démonstration de ce lemme on a:

Oz 0, :{P" XS —>P" xS

ELTED N, 0) W, 00 Y().
Ce changement de cartes envoie P” x {x} sur P x {x} et {x} x & sur
{*} x &', donc on peut affirmer que sur B il existe deux feuilletages 97 et &
supplémentaires dont les plaques dans 'ouvert @ (P x &) sont respective-
ment Op, (P % {*}) et O ){*} x F).

Comme ooy est une isométrie de & sur &', alors le feuilletage F§ est
riemannien en prenant comme métrique transverse la métrique euclidienne de
&. On peut toujours trouver une métrique sur B qui a la méme métrique
transverse que celle de F 7 et qui rend F 7 et & orthogonaux.

(2) D’aprés ce qu’on vient de voir ci-dessus, si & est une section de Fg
dans B, alors # ={T,¥/xe€ %} est une section de #3. Il suffit de le voir dans
une carte de .

(3) Soit F une feuille de #7 dans B. On commence par remarquer que
15 '(F) N ®p (P x &) s'identified P x W(&) v ou (P X &, Qp ), Y) est une
carte de &/ et v un élément de F n%. D’ou on peut déduire que #z !(F) est
tangente aux feuilles de .77'({ . On va montrer que #z !(F) est incluse dans une
feuille de %7, ce qui entrainera que #3 (F) est une feuille de #7.

Soient Ty, %,, T,¥, deux éléments de 7tz !(F) et y un chemin tracé dans F,
joignant x, & x;. On sait qu’il existe une application continue G:[0, 1] x
Fo — B qui vérifie les conditions de la proposition 2.2.1.

Puisqu’on travaille sur B avec la métrique euclidienne, alors on peut
supposer que pour chaque ¢ de [0,1] &; est une section de #7 dans B. Soit
Yo un point de F, n ¥5. On note y, le point G(1, y,).

11 existe une subdivisionde [0,1] 0 =t, <t, < --- <t, =1 et des voisinages
P,,..., P, ouverts simplement connexes respectivement de

yto = G(th yO)’ "'oytk-l = G(tlu yO)

dans F, donnés par le lemme 2.3.1, avec G([t;-,t;] X {yo}) < P:.
Pour chaque t de [t;—1,t;]1T5¢.x,): s€ trouve dans la plaque

Op, 7. Pi, x {G(ti—1,%0)})

b 1, 1

de la carte

(Pti x yti—l’ (D(Pmy,'._l% yti_l)
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du feuilletage #7. Ceci nous permet d’affirmer que T}, ¥, et T,, &, sont dans
une méme feuille de 7. a

On transporte 4 I'aide de I'exponentielle la structure différentielle de B sur
T, Le feuilletage F7 sur 7, se reléve aussi a J,, et vérifie les mémes
propriétés que celles de g 2 données dans la proposition ci-dessus.

Si on revient au voisinage tubulaire =, alors on peut munir #~'(5x) d’une
structure de variété différentielle en rendant I'identification ensembliste avec
P, x j'xo un difffomorphisme. Les deux structures de variétés différentielles
induites par #~'(Bx) et #7'(B5x) sur &7 (B7x) N A~ '(B]x) sont les mémes
pour deux voisinages tubulaires distingués fyx et f/x. Cette derniére affirm-
ation vient du fait que 'ouvert ff= N ) s’identifie 4 la fois 4 un ouvert de
P, x 7, et a un autre de P, x J, tout en conservant les propriétés du
feuilletage induit par &.

Cette derniére remarque suffit pour munir M d’une structure de variété
différentielle en prenant comme domaines de cartes les ouverts 7t I(BP x) avec
I'identification a P, X .7" comme difféeomorphismes de cartes.

La projection # de M sur M devient différentiable pour cette structure de
variété différentielle de M.

Comme le feuilletage induit par & sur un voisinage tubulaire distingué ffx
est le produit de P, par le feuilletage #7 induit par Z sur la fibre 7, et grace
a la proposition 2.3.3, le feuilletage & se reléve par # sur M en #, feullletage
riemannien régulier de métrique transverse la métrique induite par g sur les
sections locales.

Gréce a l'existence du glissement d’une section locale sur une autre le long
d’un chemin, voir la proposition 2.2.1 et la démonstration du point 3 de la
proposition 2.3.3, le relevé 2~ !(F) d’une feuille F de & a M est une feuille
de #.

Soit E,, un élément de M. On note X, , voir définition 1.3.2, lensemble de
tous les k sous-espaces qu’on peut atteindre par une chaine de sections locales
d’origine le k sous-espace E, ou k désigne la codimension des feuilles régulicres
de # dans M.

Toutes les sous-variétes Zp de M sont les feuilles d’un feuilletage &
supplémentaire 4 % dans M.

On peut trouver une métrique § sur M qui a la méme métrique transverse
que celle de # et qui rend les deux feuilletages orthogonaux. En résumé:

2.3.4. PROPOSITION. (1) Le feuilletage F se reléve par # sur M en un
feuilletage riemannien % régulier transversalement intégrable pour la métrique §.
(2) Si F est une feuille de # dans M, alors &~ '(F) est une feuille de & dans M.
(3) La distribution horizontale de % dans M pour la metrique § definit un
feuilletage & dont les feuilles sont les sous-variétes g, de M.
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2.3.5. DEFINITION. Le couple (M, #) est appelé éclatement minimal de la
variété feuilletée M.

Si on suppose maintenant que la métrique g est compléte, ce qui entraine
que les sous-variétés Ly sont complétes pour la métrique g, alors on peut
appliquer le théoréme de décomposition de Blumenthal et Hebda. D’ou on tire
le résultat suivant:

2.3.6. Théoréme de décomposition
Le revétement universel M de M s’identifie au produit L x F ou

(1) F est le revétement universel des feuilles de .

(2) L est le revétement universel des feuilles de &.

(3) Le relevé de & sur M est le feuilletage dont les feuilles sont {*} x F.

(4) Le relevé de & sur M est le feuilletage dont les feuilles sont L x {*}.

(5) La projection de M sur le premier facteur est une submersion
riemannienne.

Finalement, a partlr du F.R.S. (M, #,g), on a construit un feu1116tage
riemannien régulier (M, F, g) sur la variété simplement connexe M, o0 &
admet des sections globales coupant chaque feuille en un seul point, de telle
sorte que & est la projection de % par la projection naturelle 7: M- M,
les sections de & se projetant suivant les sections généralisées de %, et #
respectant les métriques transverses associées a g et §. Si l'on veut,
(M, %, §) apparait comme un éclatement simplement connexe de (M, &, g)
sur lequel le feuilletage & et la famille des sections généralisées se relévent
en un bifeuilletage simple, c’est a dire une structure de produit.
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