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Introduction

Dans un article récent, [L-S], F. Loeser et C. Sabbah ont donné une formule
générale pour le déterminant d’une matrice dont les éléments sont du type

I(s) = j [

ou f est un polynéme sur C", w est une n-forme algébrique sur C" et y un n-cycle
a coefficients dans un systéme local dont la monodromie est telle que la fonction
I soit uniforme. Pour cela ils démontrent que ce déterminant est solution d’un
systéme d’équations aux différences finies (EDF), qui s’obtient comme le
déterminant de la cohomologie du complexe (appelé par la suite “complexe
d’Aomoto”)

o C(5) ®cR? 25 Cls) ®c QP+ -+

muni de la différentielle d (1 ® w)=1® dw+s R (df/f) A w.

Le travail consistait alors a exprimer la classe de ce systéme d’EDF dans le
groupe hypergéométrique et a remarquer que deux solutions d’'un méme
systtme d’EDF (de rang 1), satisfaisant des conditions de croissance
raisonnables, peuvent différer d’'une fonction périodique, la formule obtenue
pour le déterminant d’intégrales s’écrivant

h(s)p(exp 2ins)ct ];[ I'(s—p)®. (*)

Ici, h et ¢ sont des fractions rationnelles de leurs arguments, ¢ une constante
non nulle, § (resp. y(B)) parcourant un ensemble fini de nombres complexes (resp.
d’entiers). Il faut néanmoins remarquer que l'on ne peut pas donner
d’informations sur la fraction h, les bases dans lesquelles sont effectués les calculs
n’étant pas spécifiées. (Précisions que la formule (*) ne dépend que des différentes
monodromies localesen f =0et f = 00.)
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L’objectif de ce travail est de calculer un tel déterminant dans une base de
formes fixées (notée B(s)) lorsque f est un polyndme non dégénéré par rapport a
son polyédre de Newton a Pinfini ("hypersurface f~1(0) est supposée lisse) et
d’obtenir

det (f w;f ‘) = p(exp 2ins)c‘];[ I'(s+p)® ()

(w; € B(s)) @ étant définie comme plus haut, ¢ le produit des valeurs critiques de f
(avec multiplicités), les nombres B, rationnels en ’occurence, étant déterminés
par le spectre de le filtration de Newton définie sur Q"/df A Q" ! (QF désigne
I’espace des p-formes a coefficients polynomiaux). Il convient de noter (il s’agit la
d’'une des motivations essentielles de ce travail) que dans la formule (¥x)
I'indétermination h est levée.

Chemin faisant, nous avons été amenés a étudier en détail la structure de
I’opérateur de translation t, agissant sur la cohomologie du complexe d’Aomoto,
dans les bases considérées et a introduire la notion de “bonnes bases™
B(s)={w;,...,w,} est une bonne base de la cohomologie si I'on a (en notant
o =" (wy,...,0,)

s+ Dtw = (s+1)Aqw+ A tw (%)

ou A, est la matrice de la multiplication par f sur Q"/df AQ" ! et 4, est une
matrice triangulaire inférieure dont la diagonale est formée par les éléments du
spectre défini plus haut. (Une notion similaire était apparue dans le travail de M.
Saito [Sa]).

En les déterminant explicitement, nous montrons que de telles bases existent
toujours en dimension 2 (moyennant une hypothése sur la partie initiale du
polynome f), et en toutes dimensions lorsque f est un polynome quasi
homogene ou semi quasi homogéne. Nous montrons alors un tel résultat
lorsque les €léments du spectre ne différent pas d’un entier.

Une fois (***) vérifiée, il est facile de donner une formule pour le déterminant
de la cohomologie du complexe d’Aomoto (systéme d’EDF de rang 1), non plus
seulement dans le groupe hypergéométrique, mais simplement dans C(s)*
(signalons que cette formule peut s’interpréter comme un quotient de deux
polyndémes indiciels, en 0 et a I'co, d’'une équation différentielle & points
singuliers réguliers). En nous appuyant sur le travail de F. Loeser et C. Sabbah,
nous montrons alors (**) en remarquant que les deux membres de I’égalité sont
solutions, dans la base ou (***) est valide, du méme systéme d’EDF de rang 1.

Pour mener a bien notre entreprise nous utilisons des techniques reposant,
pour la plus grande part, sur les travaux d’A. G. Kouchnirenko ([K]) et de J.
Briangon, M. Granger, P. Maisonobe et M. Miniconi ([B-G-M-M]).
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Notons, pour finir, que dans le cas particulier ou le polyédre de Newton a
'infini du polynéme f n’a qu’une seule face, le résultat obtenu est similaire a un
résultat de A. N. Varchenko ([V]).

Quelques mots quant a l'organisation de ce travail: En section 0 nous
rappelons des résultats relatifs au polyédre de Newton. La section 1 est
consacrée a une bréve revue des systémes d’EDF. En section 2 nous énongons
une proposition de division et en section 3 nous explicitons les “bonnes bases”
de la cohomologie en dimension 2. La section 4 réunit les outils techniques
nécessaires aux sections 5, 6 et 7 dans lesquelles nous étudions l'action de
Iopérateur de translation (dans les bases déterminées précédemment). En
section 8 nous définissons les intégrales que nous considérons, et nous calculons
le déterminant d’une matrice dont les éléments sont de telles intégrales en
section 9.

0. Notations et hypothéses
0.1. Polyédre de Newton

Soit f:C"— C un polyndme, f(x)=Z,., a,x*; A = N".

0.1.1. Soit supp(f) I'’ensemble {keN"/a, # 0}. On définit I"_(f) comme étant
I'enveloppe convexe de I'ensemble {0} Usupp(f) dans R%. I'_(f) est appelé
polyédre de Newton a I'infini du polynome f. On note I'(f) la réunion des faces
fermées de I' _(f) qui ne passent pas a I’origine.

0.1.2. Le polynéme f est dit commode si, pour chaque i compris entre 1 et n, il
existe k; > 1 tel que le mondme x¥ figure dans Pexpression de f avec un
coefficient non nul.

0.1.3. Soit A une face de I'(f). On pose f) = Z,., ax*. On dit que f est non
dégénéré par rapport a son polyedre de Newton si, pour chaque face de I'(f), les
polyndémes (x;0f/0x;)5, i=1,..., n, ne s’annulent pas simultanément sur (C\0)".

0.1.4. On pose
W) =nV,—(n—=D)V,_ ++ (=)W +(=1),

V, étant le volume de dimension n de I'_(f) et ¥, la somme des volumes de
dimension q des intersections de I'_(f) avec tous les plans de coordonnées de
dimension q. L’entier v(f) est appelé nombre de Newton du polyndme f.

On a alors le théoréme suivant, di a Kouchnirenko ([K], théoréme 2).

0.1.5. THEOREME. Soit u(f) la somme des nombres de Milnor de tous les points
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critiques de f. Supposons le polynome f commode. Alors:

(i) Si u(f) < oo, u(f) < vf).
(ii) Supposons de plus f non dégénéré. On a ’égalité u(f)=v(f). En particulier

M) < co.
0.1.6. NOTATIONS

(i) Soit A une face du polyeédre. On désigne par cone (A) le cone convexe de
sommet I'origine et de base A, c’est-a-dire la réunion de toutes les demi-droites
de R" d’origine 0 qui passent par A.

(ii) Dans tout ce qui suit, #(f) désigne I'idéal (0f/0x) et Z(f) I'idéal (xd f/0x).

On note FJ = (xj(af/axj))r(f).

0.1.7 REMARQUE. Soit A, la C-algebre engendrée par les mondémes x°
aecone (A), F,y=x;0f,/0x;, 1 <i<n, et By=A,/Z A\F; 5. La condition de non

dégénerescence est alors équivalente a la suivante: dim B, est finie pour toute
face A de I'(f).

0.1.8. Soit # I’ensemble des faces de I'(f) de codimension 1 et P,, A€ &, 'unique
vecteur de Q" vérifiant (B, P,)> = — 1 pour tout point B de A. On définit:

(i) le poids d’un élément g=Xg,x* par rapport a la face A comme

¢A(g)=lnf{<Aa PA>a gda # 0},
(ii) le poids de g par rapport a I'(f) comme ¢(g) = inf{@,(g), Ae F}.

0.1.9. REMARQUES

(i) P(x*xb)=p(x*)+ ¢p(xP) si et seulement si a et b appartiennent 4 un méme
ensemble cone (A)N". (Sinon ¢(x°x®) > ¢(x?) + @(x?).)

(i) Soient AeF#, Xa;,x; =m, une équation de lhyperplan supportant
la face A, et b un élément de cone(A)nN", b = (by,...,b,). Alors
d(x") = —1/myZ a; aby).

0.1.10. Soit V la filtration décroissante de I'anneau C[x], définie par

VIC[x] = {geC[x]/(9) > B}, BeQ.

Cette filtration est appelée filtration de Newton. Dans tout ce yui suit, on note
gr$ C[x]=V*C[x]/Ja>p V*C[x]. On construit la filtration de Newton sur Q"
(espace des n-formes a coefficients polynomiaux) de la fagon suivante: si
w=hdx, A --- Adx, appartient a Q", le poids de w par rapport a I'(f) est défini
comme étant égal au poids de hx; ... x, par rapport a I'(f).

0.1.11. HYPOTHESES. Dorénavant, nous choisissons le polyndme f commode,
non dégénéré par rapport a son polyédre de Newton. Le polyndme f est donc a
singularités isolées; nous supposerons de plus I’hypersurface f ~1(0) lisse.
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0.1.12. Soit f comme ci-dessus, P; un point critique de f et y; le nombre de
Milnor associé a ce point critique. On pose R(f) =11, f(P))*, le produit étant
étendu a 'ensemble des points critiques de f.

1. Systémes d’équations aux différences. Le complexe d’Aomoto
1.1. Systémes d’équations aux différences finies

1.1.1. Soit C[s]=C[sy,...,s,] 'anneau des polyndmes a p variables et C(s) le
corps des fractions rationnelles correspondant. Un systéme rationnel holonome
d’EDF est un C(s)-espace vectoriel de dimension finie, muni d’automorphismes
C-linéaires 7, ..., 7, qui commutent entre eux et qui satisfont les relations

TS =St SLi#]
usi=(s+ 1, i=1,...,p
1.1.2. Soit M(s) un systétme d’EDF de rang r. Fixonsune C(s) base de i(s) et

notons A;(s) la matrice (r x r) de t; dans cette base. Les éléments de A4;(s) sont
dans C(s) et les matrices des différents opérateurs vérifient la relation:

Ai(9)A;(s+1) = A;(DA(s+1) i, j=1,...,p.

Dans tout ce qui suit, on suppose p = 1.
1.1.3. Soit M(s) un systétme d’EDF de rang r muni de "automorphisme 7. On
définit le déterminant de ce systéme par la formule

det M(s) = |\ M(s).

Clairement, det M(s) est un systéme d’EDF de rang 1.

1.1.4. Comme en 1.1.2, choisissons une C(s)-base m de M(s) et notons A(s) la
matrice de t dans cette base. Le déterminant de ’automorphisme 1, calculé dans
la base m (on le note det,, Wi(s)), appartient a C(s)*. De plus, aprés un changement
de base de matrice B(s)e GL(r, C)), la matrice de 7 dans la nouvelle base m’ est
A'(s)=B(s + 1)A(s)B(s) " . Il en résulte que le déterminant de 7, calculé dans la
base m’, s’écrit

det,,,. M(s) = (h(s + 1)/h(s)) det,, W(s)

avec he C(s)*. Ceci motive les définitions suivantes:
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1.1.5. Classification des systémes d’EDF de rang 1: le groupe hypergéométrique.

Une classe d’isomorphisme de systémes rationnels holonomes d’EDF de rang
1 est la donnée d’un élément ¢ de C(s)* modulo I'action de changements de base
de la forme y(s) = h(s + 1)/h(s)@(s), he C(s)*. On appelle groupe hypergéométrique
le groupe C(s)*/ ~, ou ~ est la relation d’équivalence définie par les changements
de base ci-dessus. Notons que les éléments du groupe hypergéométrique sont en
correspondance bijective avec les équations satisfaites par les fonctions
¢* IMgec/z T'(s+ P)" ou y; est nul sauf pour un nombre fini de B et ou c est une
constante non nulle. Un élément du groupe hypergéométrique s’écrit donc de
maniére unique sous la forme c¢* I, I'(s+ ).

1.1.6. Le déterminant det M(s), défini en 1.1.3, est clairement un €lément du
groupe hypergéomeétrique.

1.2. Le complexe d’ Aomoto

Dans tout ce qui suit, f est un polyndme comme en 0.1.11.

1.2.1. Soient X = C"— f ~1(0), O le faisceau des germes des fonctions réguliéres
sur X et 2y le faisceau des opérateurs algébriques sur X. On pose
2x(5)=C(s) ® Py, et on note Ox(s)f* le Dx(s)-module O(s) obtenu par torsion
par f°. Si p: X x spec C(s) — spec C(s) désigne I'application constante, on appelle
complexe &’ Aomoto le complexe p, Ox(s) f*, noté aussi A (Ox)(s). Sa cohomologie
est de dimension finie sur C(s) (c’est un résultat de Bernstein montré dans le
cadre plus général des 2-modules holonomes, cf. [B]).

Le déterminant det(A(Cx)s)) ET1,(det H(A (Ox)(s)) "V est un systéme
d’EDF de rang 1, élément du groupe hypergéométrique. Comme X est affine, le
complexe A (Ox)s) est quasi-isomorphe au complexe (décalé de n=dimension
X)

—C(s) ®c Q(X) = C(s) ®c Q" (X))~
muni de la différentielle

dy(@(s) ® ©) = ¢(s) ® dw+59(s) @ (Af/ /) A w

(QP(X) désigne ici I'espace des p-formes réguliéres sur X).

1.2.2. On construit un opérateur de translation z, C-linéaire, inversible, agissant
sur le complexe d’Aomoto comme suit:

Hp(s) ® w) = p(s +1) ® f

si @(s) ® w appartient a C(s) ®c QP(X). L’opérateur T commute avec la dif-
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férentielle d et induit donc une action, notée pareillement z, sur la cohomologie.
Nous considérons aussi le complexe C[s] ®cQ'(X) qui est un module sur
C[s]<r,7~!) et dont la cohomologie est de dimension finie sur C[s]<t, 7~ ).

1.2.3. Dans tout ce qui suit, on note H'(s) le i-éme groupe de cohomologie du
complexe d’ Aomoto. D’apres ce qui précede, le calcul de det(A {Ox)(s)) (qui est un
systtme d’EDF de rang 1) se raméne au calcul des différents déterminants
det H'(s), c’est-a-dire au calcul des déterminants de 'opérateur de translation 7
sur les groupes de cohomologie du complexe d’Aomoto.

1.2.4. Soit By(s) une C(s)}-base de H(s) et detp H(s) le déterminant de
I'opérateur de translation 1 (agissant sur H(s)), calculé dans cette base. Alors,
comme en (1.1.4), detg,,, H(s) est un élément de C(s)*. C’est ce cas de figure que
nous retrouverons par la suite.

1.2.5. LEMME. Soit f un polynome comme en (0.1.11). Alors:

(i) H'(s) est nul pour i # n.
(ii) H"(s) est de dimension u sur C(s).

DEMONSTRATION. (i) Cette premiére assertion est montrée par F. Loeser et
C. Sabbah ([L-S], 1.3.5, exemple 2) (cf. aussi [A]) dans le cas ou f est a
singularités isolées (y compris a l'infini). La démonstration repose essentielle-
ment sur le théoréme de comparaison de Deligne, [D]. Nous la reprenons ici.

Soit %, le systéme local de rang 1 sur C, de monodromie a ™! autour de ¢t = 0.
Alors le complexe d’Aomoto n’a de cohomologie qu’en degré n si et seulement si
HY(X, f~'%,)=0 pour i#n. Soit en effet B assez général et is:{f}>C
Iinclusion. Si le complexe ifC[s] ® ¢ Q'(X) n’a de cohomologie qu’en degré n, il
en est de méme du complexe C(s) ®cQ'(X) (cf. [L-S], 1.3.5 (1)). De plus, le
théoréme de comparaison montre que, si a=exp2inf, H(X, f~1%) est
isomorphe au i-éme groupe de cohomologie du complexe ifC[s] ®cQ(X).
Maintenant, les faisceaux RYf,C sont des sytémes locaux sur C* pour
0 <j < n—2 d’apres ([Br] theorem 1.2). Dés lors, H{C*, R?f,C ® %,)=0 pour
0 < p<n—2 et pour tout g lorsque a n’est pas valeur propre du systéme local
R?f,C. La suite spectrale de Leray

Ef=HP(C* RY,C® &)= H*(C'—{710), ' 2)
dégénére

(HYC* R"f,C® %) = H'(X, f ' Z))
et

Hi{(X, f~1%)=0pouri<n.
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Comme X est de Stein, H/(X, f ~'.%,)=0 pour j > n, et la premiére assertion est
montrée.

(i) Le résultat sur la dimension se déduit d’un résultat de Kouchnirenko ([K]
théoréme 5), qui affirme que si t est valeur réguliére d’un polynome non dégénéré
et commode, la variété f ~!(t) a le type d’homotopie d’un bouquet de u sphéres
de dimension n—1.

En effet, soit Qy« le faisceau des germes des formes holomorphes sur X.
Puisque X est affine, le théoréme de comparaison assure que H"(s)= H(X, .£)
ou & est le faisceau des germes de sections horizontales de la connexion
holomorphe, intégrable sur Qyan, V,,=d+w ot 'on a pos¢ w=sdf/f: % est un
systéme local de rang 1 sur C(s) et I'on a, en utilisant (i),

(—1)" dimcy) H'(s) = rang(£)x(X) = x(X).

Le résultat s’en déduit immédiatement.

2. Bases de la cohomologie du complexe d’Aomoto. Une proposition de division

Nous gardons les notations de la section 0.

2.1. Pour tout u de C[x](=C[x,,..., x,]), on pose
(@) ¢*(w)=lux...x,),
(b) V*C[x]*={ueClx]/¢p*w) > o},
(c) E=@EY} ou E} est un supplémentaire de grj C[x]*()in*#(f) dans
gryC[x]* et ou in*(g) désigne la classe de g dans gr{"@C[x]*. (Nous
verrons que E est isomorphe a C[x]/ #(f)).

On note alors

(a) spec(f) = {xeQ", E¥ # 0},
(b) A*(f) = inf{a, aespec(f)},
(©) 0*(f) = sup{, aespec(f)}.
(d) g(a) = dim¢ E}.

2.1.1. REMARQUES

(i) en dimension 2, A*(f)= —2—6*(f) et en dimension n(>2), A*(f) > —n,
(i) g(a) et spec(f) ne dépendent que de I"_(f).

2.2. PROPOSITION. Pour tout monome x°, ae N", il existe B = E unique tel que

fx*dx = Z: Ap(s)x*dx  (mod.d,)

x%eB
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avec ¢*(x®) = ¢p*(x*)— 1 pour tout x®e B, les A,, étant des fractions rationnelles
de s.

DEMONSTRATION. La démonstration repose sur le lemme suivant, adapta-
tion de la proposition (B.1.2.6) de [B-G-M-M], adaptée au cas polynomial (ce
lemme est montré en (2.4)):

2.2.1. LEMME. Soit ue C[x]. Il existe ve E unique et (a,, ..., a,) un élément de
(C[x])" tels que

u=v+ Y a,0f/ox;
i1

avec les conditions sur le poids suivantes:

(i) ¢*(v) = P*(uw),

(i) ¢*(a;0f /0x;) = ¢p*(u),
(iii) ¢*(0a;/0x)) > p*(W)+1,
(V) ¢*(a) > $*(W)+ (x) + 1.

Puisque f est de poids — 1, nous pouvons réécrire le lemme (2.2.1) de la fagon
suivante:

2.2.2. LEMME. Soit x* un monome tel que ¢*(x*)=a. 11 existe une (n— 1)- forme
o=3(—1y"a;dx,... (ﬁj. ..dx, et une n-forme v (unique) a coefficients dans E
telles que

Mxdx =v+df Ao
avec de plus

(i) ¢*(a) = P(x))+o,
(i) ¢*(0a,/ox) > a.

Dés lors, pour j=1,...,n, on peut écrire

i )
aa_,/axj = Z bij.xl + Z: C,jx
P*(x')=a P*(x")>a

ou les b;; et c;; sont des constantes, éventuellement nulles. Si w est la (n— 1) forme
du lemme (2.2.2), on a alors

n
do = b.x'+ c -x’) dx
jgl <¢'(J‘Z') =a Y ¢"(XZ) >a Y

et comme d,(fw) = f dw+(s+1)df A o, on déduit du lemme (2.2.2) le
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2.2.3 LEMME. Avec les notations du lemme (2.2.2), on a

(s+1)fx*dx + i( > bijfx"dx>

J=1 \¢*(x)=a

=-Y Z cifxtdx+(s+1)v  (mod.d,).
ji=1 ¢*x)>a

Pour montrer la proposition (2.2), nous utilisons une récurrence sur le poids.
Examinons le cas a=6*(f). Notons x% 1<i<!, les mondmes vérifiant
d*(x%)=6*(f) et posons w; = fx* dx. Le lemme (2.2.3) montre que, pour a = J,,
on a,

(s+g11+ Do +g10,+-+gyw=(s+ 1), (mod.d,)
ou les g,;, 1 <i <, sont des constantes, v, est une n-forme a coefficients dans E,
B(v,) = 6*(f)—1 (ici, on a posé ¢(v,) = p*(w) si v, =wdx). De méme, en
écrivant la formule (2.2.3) pour a=9;, 2<i<l, on a

9@+ +(s+gut+ Do+ +gyw=(s+1)v; (mod.d,)

gij et v; sont définies de la méme maniére que ci-dessus. La matrice I x ! des
coefficients du systéme ainsi obtenu est

(s+9g1:+1) 912 9u
921 (5+g22+1) - g
9u e (s+gutl)

et il est clair que son déterminant, pour s générique, est non nul si bien que dans
ce cas la proposition (2.2) est montrée.

Supposons maintenant la proposition (2.2) vérifiée pour les mondmes x' tels
que ¢*(x") > a. Notons x*, 1 <i <k, les mondmes tels que ¢*(x*)=u et posons
w; = fx*dx. L’hypothése de récurrence et le lemme (2.2.3) indiquent que, pour
a=uoy,

(s+d11 + l)wl +d12w2+ "'+d1kwk =Zh;(s)r; (mod.ds)
q

ou les dy;, 1 <i<k, sont des constantes, h} des fractions rationnelles de s et r;

des n-formes a coefficients dans E telles que ¢(r;) > a— 1 (avec, comme plus haut,

#(r}) f ¢*(wy) sir; = w; dx). En écrivant la formule (2.2.3) poura=a;, 2<i<k
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on obtient aussi

djw;+-+(+di+ Do+ - +dyo, = Zh(s)r (mod.d,)

d;;, b, et r\ étant définies de la méme maniére que ci-dessus. Pour conclure, il ne
nous reste plus qu’a réitérer le raisonnement effectué dans le cas a=3d*(f).
De ce qui précéde, on déduit aussi:

2.3. PROPOSITION. Soit {x*}, 1 <i< u, une base de E. L'ensemble des classes
des éléments x* dx dans H'(s) forme une C(s)-base de H"(s).

2.4. DEMONSTRATION DU LEMME 2.2.1. Elle est tout-a-fait similaire a
celle de la proposition B.1.2.6 de [B-G-M-M]. Nous en rappelons les grandes
lignes.

On utilise de fagon essentielle les deux théorémes suivants diis a Kouchnir-
enko ([K], (2.8) et (4.1)).

Théoréme (2.8):

(i) Le complexe. de Koszul K'(gr,C[x], F;) des éléments F,,...,F, de
I’anneau gradué gr, C[x] est acyclique en dimensions positives.

(i) K'(gry C[x], F;) est une résolution de gr, C[x]/(F,,...,F,).

Théoréme (4.1):

(i) C[x]/Z(f)¢étant muni de la filtration induite par ¥, on a un isomorphisme
de C—ev gradués gr, (C[x]/ZL(f)) = gry C[x]/(F,. .., F,).

(ii) Tout élément g de I'idéal Z(f) peut s’écrire g=ZX g;x;0f /0x; avec, pour
tout j, ¢(g;) = P(g)+1.

Venons-en a la démonstration du lemme: la démarche consiste a trouver un
analogue au théoréme (4.1) pour les multiples de x, ... x, dans C[x]. Soit donc
I<{1,...,n} une suite d’indices, p un entier, compris entre 1 et n. On pose
fo = f — f(0) et on note K% le sous-espace de KP(C[x], x;0f,/0x;) défini par

K} = {wi,...i,, dx;, ... dxi,,, w;, .. €C[x] ( I1 xj>}-

jelniy...i )

Par récurrence sur le nombre d’é¢léments de I, le cas I = ¢ étant donné par le
théoréme (4.1) de Kouchnirenko, on montre que, pour tout p compris entre 1 et
n, weker d,n K} il existe fe K}~ ! telle que = d,,_ () et p(B) > P(w)+1 (d, est
la différentielle de K?). Pour I = {1,..., n} on obtient donc (de la méme maniére
que l'on déduit (4.1) de (2.8)):

LEMME. (i) Kj
Clx]xy...x,

ny est une résolution filtrée par V de C[x]x,...x,/Z(fo)N

.....
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(i) gryKiy,. ny est une résolution de gry(C[x]x; . X/ L(fo) N CIx]xy ... x,).
(iii) si gxy...x, est élément de L(f,), g peut s’écrire g = X g;0f,/0x; avec, pour
tout j, ¢(g;x;...X;...x,) = d*(g)+ 1.

On en déduit que la multiplication par x,...x, induit un isomorphisme
A:C[x1/ £ (fo)=C[x]x1 ... X/ L (fo) " C[x]x; ... x, et que 'on a un isomor-
phisme de C-espaces vectoriels gradués

grv(CIxT/ I (fo)* = gry(CIx]xy ... X,/ L (fo) N CIX]x . .. Xp).

Le point (iii) du sous-lemme montre que si ge #(f,), on peut choisir dans
Iécriture g=2X g,0f,/0x; les g; tels que

*(9) = ¢*(9)+ P(x) +1

et
H(x;09;/0x; xi...%;...%,) = d*(g)+1

C’est-a-dire ¢*(dg;/0x;) > ¢*(g)+ 1. Puisque

. 0 .
o* (g,- _) =¢<gjx1...xj...x,,xj 6_£0> =P(g;xy...%5...x,)—1
J

0x;

on a, d’apres (iii) $*(9,(0/0/0x;) = ¢*(g).

Comme E est isomorphe a C[x]/#(fo), le lemme (2.2.1) est démontré pour f,
(appliquer les résultats précédents a g=u—v) et donc pour f puisque
0f /0x; = 0f,/0x; et que les conditions sur le poids concernant f, donnent lieu a
de mémes conditions pour le polynéme f.

3. Bases de la cohomologie en dimension 2: les bases %(s) et #'(s)

Dans cette section nous donnons deux méthodes qui permettent de déterminer,
a partir de T'_(f), des C(s)-bases de H"(s). Dans tout ce qui suit, nous
supposerons que la partie initiale du polynome f est uniquement constituée par
les sommets du polyédre I _(f).

3.1. La base %(s)

On note
(a) Les sommets de I'_(f):

A,=(al, a?), 0<k<K,al=0<al<--<ak,a}>a?>--->al=0.
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(b) Les faces de codimension 1 de I' _(f):
A =[AA;+1], 0<k<K-1
(c) Les parallélogrammes ouverts
L,={mA+14,,,0<m<let0O<I<1},,0<k<K-1
(d) Les segments:
T,={mA,,0<m<2},1<k<K-1.
(¢) La famille d’indices:

o[ g nenlf Ly o]

O0<ks<K-—-1 <ksK-1

3.1.1. PROPOSITION. Les classes des formes (x%/x,x,)dx, be B, dans H"(s)
Sforment une C(s)-base de cet espace. On la note %(s).

DEMONSTRATION. D’apreés la proposition (2.3), et compte tenu des résultats
de la section (2.4), il suffit de vérifier que la famille des mondmes {x”,be B}
fournit une base de C[x]x;x,/Z(f)N(x,x,;), avec f = ZX_, x*. Pour cela,
ajoutons a cette famille les mondmes {x%, b e (T, "N?)U(Tx " N?)} ou I'on a posé
To={mAy,0<m<1} et Ty={mAg,0<m< 1}, et montrons que I'on obtient
une base de C[x]/Z(f).

On vérifie que

(i) Le nombre de mondmes est le bon (rappelons que, d’aprés [K] théoréme
B.1 dim¢ C[x]/Z(f) = 2!V, cf. aussi [K] 2.13).

(ii) Les classes de ces mondomes dans C[x]/Z(f) sont indépendantes: en
utilisant le théoréme 4.1 de Kouchnirenko nous pouvons supposer, dans
le gradué de degré p—1, la relation

of

d
Y Sux? =ux, 6—xf1+vx25x—2

avec ¢p(x4)=p—1, Pp(u)=p(v)=p, A décrivant 'ensemble

oMo

0<k<K-1 <k<K
Pour chaque face A,, 0 <k < K-—1, on a la relation
A __ 1 A 1 A 2 A 2 A
2 St = upa, (@ XM +ag, x K1) 4 )y (@ X+ B4 X7T1) (1)

(wpia, (resp. vpa,) désignant la restriction de u (resp. v) a |plAy) ou le
multiindice A appartient a (L, U T, U T, ) N (Ip—1|Ap).
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IplA,

Posons u;,,, = x°*, C, €|p|A, "N?2. Alors
|plAk k k

Ci+ Ax Cr+ Ay
)

Ak Ay —
Uppja X" = X UpaX 1 =X

et il est clair que A, + C, et 4, , , + C, n’appartiennent pas a L, nN2. Donc, dans
I’égalité (1), on a S, = 0 pour AeL,nN? et I'expression T S ,x* se réduit a

+1)A (pl+1)A4
Slp—llAkx(Ipl k+S]p—l|Ak+1x|p| VA1,
L’égalité (1) donne alors lieu au systéme

1 2 — |pl Ak
{ak“wmﬁak”lpm = Sjp- 114X

i+ 1Uppla,+ Bt 10)pla = Sip 11ags, X/PH Ak

En particulier, on obtient

(af+ 101% —afab l)ulplAk = af+ 1S)p- llAkxlplAk_aI%SIp— l|Ak+1x|p|Ak+l
et aussi a partir de la face A, _ |,

(aiai_, —al%—lal%)ulplm—x = afslp-um,_‘xlpm"" —af—15|p—1|Akx|pM"-
En considérant le coefficient de x”« dans u, on voit que

2 _ 2
— - 181p- 1149 = GBS |p-114.0k-1

(on a posé d, =a?, ,a} —atal, ). Comme d,, d, _ ,, ar_ ; sont strictement positifs
et a est positif ou nul, on obtient S;,_y4, = 0. D’ou le résultat.
Note: Cette démonstration est la méme que celle donnée par [B-G-M-M]

lorsque f est un germe de fonction analytique (preuve de la proposition
B.4.1.1.1).
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De la démonstration ci-dessus, on déduit aussi

3.1.2. PROPOSITION. L’ensemble spec(f) défini en (2.1) se déduit deI" _(f) de la
fagon suivante

spec(f) = I: U ¢k(Lan2)] v I:l <kgl(— . ¢k(7;an2):|

0<k<K-1
¢y étant le poids relatif a la face A, ¢i(4) = (A4, P,,) (cf. 0.1.8).
3.2. La base %#'(s)

On définit

(a) les segments (1 <k<K-1)
T, = {mA,,0<m<1}
T = Ti—{4)
T,={mA,1<m<2}

(b) la famille d’indices

B’=[ U Lanz:lu[ U ﬂnNz]
O0<k<K-1 1<k<K-1

u[ U (’I—;’nN2+{Ak+,})].

<K-1

3.2.1. PROPOSITION. Les classes des formes (x"/x,x,)dx, be B, dans H"(s)
forment une C(s)-base de cet espace. On la note %'(s).

DEMONSTRATION. On définit le polynome f, les segments Ty, et Ty comme
dans la démonstration de la proposition 3.1.1. il suffit de montrer que la famille
de monémes {x’, be B'U(T,"N?)u(Tx"N?)} fournit une base de C[x]/L(f).

Nous allons déterminer les relations, modulo (), entre les monomes x*,
b'e T,"N?+{A4,,,}, et les mondmes x>, be T,nN2, ou encore, si I'on choisit
p> —1(pespec(f)) et k, 1 <k < K—1, entre x'P14x*4i+1 et x(IPI+ D4k Ep posant

u=a?_x'P4 et y = —a}_,x!P'4 on obtient
) of
—_ 2 1 1 2 Ax+ A
UXy = + Xy = = (@7 1@y — G- (G, xIPIART Ak
0x, 0x,

+(a2_ 1a} —a}_ a?)x'P4x* 4« 4 combinaison linéaire de
mondmes de poids >p—1
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(remarquer que |p|4, et A; n’appartiennent pas 4 un méme cone (A) pour j
différent de k, k—1, k+1 et utiliser la remarque 0.1.9). Donc, dans le gradué de
degré p—1 (et modulo £(f)) on obtient I’égalité

C,
xlpl et Ay — Tk x P14+ Ax )
k

avec ¢,=ag_,ar—ai_,at etdy=a?_,al.,—al_,at., (c; et d, sont évidemment

non nuls). On peut donc exprimer les mondmes x?, b’e B’, en fonction des
mondmes x°, be B, (modulo #(f)) par le biais de la matrice

x¥, b'el ) (LinN?) P, b'e(J (TinN?) X, b'el ) (TiAN2+{A4,,,})
k k k

x! 1d 0 A
(be U (Lan2)>
k X! 0 Id B
(bey @)
k xb 0 0 C
(heLk) ('T;nNZ))

ou C est une matrice carré triangulaire supérieure (pourvu que les éléments de
{x”', be(k) (TZnN2+{Ak+1})}

et de
{x", beij (inNz)}

soient rangés selon le poids décroissant) telle que det C # 0 en vertu de I’égalité
(2). D’ou le résultat.

4. Outils techniques

Dans cette section nous exposons les outils nécessaires a la démonstration des
résultats des sections suivantes. Certains sont analogues a ceux utilisés dans
l'article [B-G-M-M].
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4.0. Pour des raisons de commodité, nous adopterons désormais les notations
suivantes:

(a) 2 ranneau des opérateurs différentiels en 0/0x;, a coefficients dans
K=C[xy,...,x,]

(b) M le Z-module K[s, 1/f]1f°

(c) HY(M) le n-iéme groupe de cohomologie de de Rham du Z-module
M (H'(M) = M/X 0/0x; M)

(d) M(s) le 2(s)-module C(s) ® (s M, ou Z(s) = C(s) ®c 2

(e) H"(s) le n-iéme groupe de cohomologie de M(s).

On définit alors sur M(s) (et donc sur H"(s)) 'opérateur ¢,

Hg(s)f) = gls+ 1) f**1.

4.1. NOTATIONS. Pour ieN, on pose

L= s(s—1)---(s—i+1)f¢
L0=fs
L1
(s+1)
1

G

fs+1

4.1.1. REMARQUES:

() d/ox;Li = of Jox;Li*!
(i) fL' = (s—i+1)Li~*
(iii) tLf = (s+ 1)L~

4.2. Soit A€ F, Py =(p; a,..->Pua) le vecteur associé (cf. section 0). On définit

(@) |Pal = —(Pr,a+ " +Dus)
(i) xa= _Z;=1 pj,ija/axj
(i) ha = f — xa(f)-
(iv) VueC[x], px(u) = Palux, ...x,).

4.2.1. LEMME. Pour toute constante ¢, toute face A de F et tout u de C[x] on a

(s+|Pal + PJuLi= I:(— Z": p,.,,,a/ax,..x,.) u+(p+ i)u~xA(u)] L'+ uh,Li*!,

@.2.1.1)
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De plus, si A est une face de F telle que ¢p¥(u) = dp*(u) et ¢ = —(P*(W)+i+|P,)),
ona

(i) PX(uhy) > ¢*w)—1

(i) PX(P+i)u—xaw) > P*(w).

DEMONSTRATION: On a
'Zl ( - pJ'Aa/ax}(xluL‘)) = IPAIuLi + -Zl ( - pj’ij au/aij')
J= J=
j=

= |P,JuLf + .Zl (—pj.ax;0u/0x )L + -21 (—pjax;0f [0xuli**
s

i=

(d’apres (4.1.1)i).
Donc

3. (3000, (5;uL8)+(6 + DL — 14

= |PyluL’ + xa@)L +uys ()L + (¢ +ijuL’ — yaw)Lf
+fuLi+l _fuLi+1
=(s+|P,| + puLi —uh,Li** (d’aprés (4.1.1)(ii)).

D’ou I’égalité (4.2.1.1).

Montrons (i): si le polyédre n’a qu’une seule face, c’est évident. Sinon, on a
OX(uhy) = Pa(uxy ... x,hy)=ppux, ...x,)+ Pa(hy) (¢ est évidemment linéaire).
Mais il est clair que in(h,) ¢ cone (A), donc @,(h,) > @d(h,), et comme ¢(hy)= —1,
on obtient I'inégalité voulue.

Montrons (ii): soit w=in*(u). En particulier ¢*(u)=¢*(w) et avec les choix
faits y,(W)= — @p(w)w=(¢ +i)w. Alors, dans I'expression (¢ + i)u — x,(u) il ne reste
que des ¢€léments différents de w, donc de poids strictement plus grand. O

422. COROLLAIRE. (i) Si u est un monome, A une face de ¥ telle que
dX(w)= d*(u) on a I’égalité, dans H"(s),

(s—@*(w)—)[uL] = [uh L'* '] @.2.2.1)
avec

d*(uhy) = $*u)—1.



Equations aux différences finies 329

(Si ge M(s), [g] désigne la classe de g dans H"(s).)
Pour i =0, on a en particulier

(s— p*u)[uf*] = [uhA % fs]. 42.22)

(ii) Si u est quelconque, A une face de F telle que ¢X(u)= ¢*(u), on a I’égalité,
dans H"(s),

(s—d*(w)—i)[uL'] = [uh,L'** +vL'] (4.2.2.3)
avec

P*(uhn) = p*(u)—1
¢*(v) = P*(u).

DEMONSTRATION: (i) Remarquer qu’avec les choix du lemme (4.2.1) on a
Xa(u) = —(*(w)+|P,)).

(i) Conséquence directe du lemme (4.2.1). O

4.3. NOTATION. Pour un mondme u, on désigne par a(u) le nombre de faces A
de & pour lesquelles ¢pX(u) = Pp*(u).

4.3.1. LEMME. (i) Pour tout monome u on a

(s—*w)“Luf*] = [1 <Z<: “ “;L’] (4.3.1.1)

avec

u;eClx], ¢*(u)) > ¢*(w)—j.
(ii) Si u est quelconque, on a

(s— *(wW)*“[uf*] =[ Y u,-L"] (4.3.1.2)

0<j<a(u)
avec
u;eClx], o*u;) > ¢p*(w)—j.

DEMONSTRATION. (i) Pour simplifier, on suppose n=2 et a(u)=2.
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Soit 4 un mondme, A, et A, les deux faces pour lesquelles
oX (W)= X, (u)=p*(u). D’aprés (4.2.2.2) on a

(s— ¢*(u)uf* = uhy, L. (M
Soit v = in*(uh, ). On suppose que v est un mondme. D’aprés (4.2.2.1), on a
(s —p*(v)— oL = vh,L? ?)

A étant telle que ¢¥(v) = ¢*(v). En utilisant 0.1.9(i), on voit que A=A, et donc

(s— @*(v)— 1)L = vhy,L? 3)
ou encore
(s—@*@)vL! = vh,,L? “

puisque ¢*(uhy,) = $*(u)— 1.
(1) Se réécrit sous la forme

(s—¢*w)uf* = vL' +wL' )
ot w est tel que ¢*(w) > ¢*(u)— 1 et on a, en appliquant (s — $*(u)) a cette égalité

(s— P*(W)*uf* = (s— p*W)vL" + (s — p*(W))wL' + qwL! (6
oll ¢ = ¢*(u)— ¢*(w). En utilisant (4), on obtient alors

(s—@*(W)*uf* = vhy,L? +(s— p*(W))WL' +qwL'. (7)

D’aprés (4.2.2)(ii) (s — ¢*(w))wL' s’exprime en fonction de w,L? et w,L! ot w,
et w, sont des polynomes vérifiant

P*(w3y) = p*(W)—1 > p*(w)—2
P*(wy) = ¢*(W) > p*w)—1

(rappelons que ¢*(w) > ¢*(u)—1). D’aprés (0.1.9)(i), on a
P*(vhy,) > $*(v)+ d*(ha,) = P*(w)—2
et donc (7) se réécrit

(s—*(W) uf* = u,L* + u, L' ©®)
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avec
¢*(uy) > ¢*(w)—2
¢*(uy) > ¢*w)—1

et le lemme est alors montré dans ce cas.

Si v n’est pas un monOme, on reitére le raisonnement ci-dessus pour chaque
monoOme initial de v.

(ii) Se montre de la méme maniére que (i) en considérant chaque mondme
initial de u. O

4.3.2. PROPOSITION. Soit B une base de E ( cf. section 2). Pour tout ude B on a:
si p*u) < —1

(s—P*W)*“uLl’] = 3} [v;L] (43.2.1)

—n+1<j<a(u)

avec v;e E, ¢*(v;) > p*(u) — j
si p*(w) = —1
(—¢*w)“ul’]= Y [v;L]] (4322)

0<j<a(u)

avec v;€ E, ¢*(v;) > ¢*(w) — j.

DEMONSTRATION. Le point de départ est le lemme (4.3.1) dont on garde les
notations. On posera p=¢*(u). Du lemme de division (2.2.1) on déduit

u; =1y + Y, viaf/ox,
k=1
avec v € E, ¢*(vf) > p— j et ¢p*(dvk/ox,) > p—j+1, d’ou
w, ) =o)L/ + Y hof/ox, L .
k=1

Mais, d’aprés (4.1.1)i), on a
kof [ox L) = 0/0x,(viLi~ ) — ovk/ox, LI~

et donc

[wL7] = [v}L] —[ Zj: ovk/ox, L7 “l:l
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avec 00 € E, ¢p*(v9)>p—j et ¢p*(dvk/dx,)>p—j+1. Si dvk/ox,¢E, on réitére le
processus de division et, en remarquant que A*(f) > —n et que si v est tel que
¢(v) = —1, alors ve E, on obtient le résultat annoncg. O

4.3.3. REMARQUES. (i) En appliquant t*® i (4.3.2.2), on obtient

(s — *(w) + aW)*[(f*u) <]
= [(s+aw)- (s + Doy f T+ -+ + [(f*“vo) f7].

(ii) Les résultats de la proposition (4.3.2) subsistent pour u quelconque.

4.3.4. Notation (élimination de f*): on pose, pour v=(vy,...,v,) €(C[x])",

0,0) = 3. (@o/ox,-+ sof foxini 1)

L’égalité précédente est alors équivalente a
(5 — §*()+ W)\ S “Ou=(s+ )5+ Dogy -+ [0y (mod.0).

Nous adopterons désormais cette écriture.

4.4. Le cas ¢*(u)= — 1: un raffinement de la proposition (4.3.2) dans le cas de la
dimension 2.

Nous supposons que le polyndme f s’écrit ZX_ , x4« + f(0), A, =(ai, af), et que
I' _(f) a exactement pour sommets les points 4,. Soit B la base de E déterminée
en (3.1), et u lélément de B tel que x,x,u=x*ke{l,...,K—1}). Alors
¢*(u)= —1, et a(u)=2. Dans ce cas, on dispose du résultat suivant:

4.4.1. LEMME. Avec les notations précédentes, on a

N

(s+1u= vf

(mod. d,)

ou ve C[x], ¢*(v) > —2.
DEMONSTRATION. Le corollaire (4.2.2) montre que, modulo d,,

s
s+ Du=uhy, —
) Ak-lf

s

(s+1u = uhy —

)

avec ¢*(uhp,_)> —2 et ¢p*(uhy,) > —2. 1l nous suffit donc de montrer que
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uhy,  s’écrit (modulo ;) comme combinaison linéaire d’éléments de poids#
strictement supérieur & —2. (La démarche est la méme pour uh,,). Remarquons
tout d’abord que in*(uh,,_,)=ux*+1 et notons x**~ @) le mondéme tel que
X xf A= D) = x Ak,

Avec ces notations, il nous faut donc exprimer x#<~(:Dx4+1 en fonction
d’¢léments de poids* > —2. Remarquons que:

(‘) XA"+1_(0’1) af — a}x‘f_“'o)x“*“_(o’”

0x; 1<%k
J*k

+aextexten = 0(=0,)

(ll) xAHl—(l,o) af — a]ng,—(o,l)xA,‘H—(l,O)

0x; o0<j<k-1
i*k

+ afxtioctne ==,

On en déduit:
s
— Gy x M 0D = 7Q1 (mod. d,)

s
— @y x e = 7 Q; (mod.d)

d’ou

1 2 1
G G Al Ak~ (LD — Z a; xAxAis1= (L1
1 2 1

Ak+1 Gk+1 1<7SK G+ 1
j*k
aj% Aj oAy, —(1,1)
+ Y 5 xUxMeT @D (mod.d,).
0<j<K-108k+1

i*k
Dans le membre de droite de cette égalité, les termes de poids* —2 sont

1
A+ 2
1

2

a,
xAk+2xAk+1~ (L1 ot _;+2 xAk+2xAk+1~(1,1)
Aic+1 i+ 1

(utiliser 1a remarque (0.1.9)i)). En itérant les calculs précédents, on voit qu’en fin
de compte il suffit d’exprimer (mod 9,) x“x-1x4x~(1:1) en fonction d’éléments de
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poids* > —2. Mais

AK—(I,O)Q

4;=(0,1)5 A~ (1,0)
0x,

_ 2
X = Y ax
0<i<k-1

et par conséquent
—ag_ xAx-ixAT WD = % glxAixAx= (LD mod(d,).
0<j<K-2
Or les points 4;, 0 < j < K—2, et Ax n’appartiennent pas 4 un méme cone (A),
donc ¢p*(xixAx~ 1) 5 20 <j< K—2. Dou le résultat. O

442. COROLLAIRE. Soit u le monome défini par x,x,u= x4,
ke{l,...,K—1}. Alors

l
f

vy, Vo€E, *(v,) > —2 et P*vy) > —1.

s+Du=vy —+vy (mod.0dy)

DEMONSTRATION. Se montre de la méme maniére que (4.3.2) se déduit de
(4.3.1). O

5. Structure de Popérateur t. Cas semi quasi homogéne (en toutes dimensions)

Dans cette section, nous précisons les matrices de 'opérateur ¢, agissant sur une
base donnée, dans les cas spécifiés ci-dessous.

5.1. DEFINITIONS

5.1.1. Nous dirons du polyndme f qu’il est (BP) s’il admet une expression de la
forme

SGoiveeix) = 3. a4 )

avec

@) k; =2 pour tout 1 <i<n,
(ii) f(0) constante non nulle,
(iii) a;, 1 <i < n, constantes non nulles.
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Note: la restriction (ii) (resp. (iii)) est dde au fait que 'hypersurface f~'(0) est
lisse (resp. que I' _(f) est commode).

5.1.2. Nous dirons du polynéme f qu’il est (SBP) s’il admet une expression de la
forme

~

n
fGpex) =Y axki+ Y by xixp
i=1 ((1yeens in)eA

avec

(i) k; = 2 pour tout 1 <i<n,
(ii) a; constantes non nulles,
(iii) A ensemble de multiindices (i, ..., i,) vérifiant i,/k, +--- +i,/k, <1,
(iv) b;, .., constantes assez générales pour que I'hypersurface F710) soit
lisse. On supposera évidemment qu’il existe (i, ..., i,) # (0,...,0) tels que
b, ..., #0.

5.2. Structure de t: cas (BP)

On garde les notations de (5.1.1).

5.2.1. LEMME (Une base de H"(s)). (i) Les classes des monomes x''...xi» dans
H"(s), pour 0<i, <k,—2,...,0<i,<k,—2, forment une C(s)-base.

(i) On a spec(f)= —{(iy + 1)/ky + -+ (i, + 1)/k,, 0<i;j<k;—2,j=1,...,n} et
u=k,—1...(k,—1).

DEMONSTRATION. (i) En divisant par I'idéal #(f), on obtient un systéme de
générateurs de C[x]/Z(f):x}...xir avec 0 <i; <k;j—1, j=1,...,n. D’aprés
[K], théoréme B.1, on a dim¢ C[x]/L(f)=n!V,. Or n!V, =k, ...k, est exacte-
ment le nombre d’éléments de la famille génératrice obtenue ci-dessus: nous
avons donc une base de C[x]/Z(f). Otons de cette base les monémes non
multiples de x;, ... x,: nous obtenons une base de C[x]x; ...x,/ZL(f)N(x;...x,)
Divisions par x; ...x,: il en résulte une base d’'un supplémentaire de #(f) dans
C[x]. On conclut a 'aide de la proposition (2.3).
(ii) Résulte de (i).

5.2.2. NOTATIONS. On note B(s) la base de H"(s) obtenue en (5.2.1)(i),
(4)1 <i<yu les élements de cette base ordonnés selon le poids décroissant, i.e.

P*uy)=8*(N=d*(D)-.., p*w)=A*(f) (on a écrit ¢*(u)™ P*(xi...x}) si

[x%...xF]=uy), et on pose u="(uy,...,u,).

5.2.3. PROPOSITION. On a I’égalité, dans H"(s),

(s+1)tu=(s+1)Aqu+ A tu (5.2.3.1)
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ou (i) A, est la matrice diagonale p x p

1) 0
0 f0)

(i) A, est la matrice diagonale px u
B 0
0 B.

avec f; = ¢p*(u;Ne spec(f)).

DEMONSTRATION. Soit u;, 1 <i< p, comme ci-dessus, u; =[x ...x;]. Du
corollaire (4.2.2), on tire

(5— > ... xIM)xit ... xin = xi' .. xinh, % (mod. 8,).

Le polyédre I' _(f) n’a qu’une seule face A, et h, = f(0).(#0). En appliquant ¢ a
cette égalité (¢ commute avec J;), on obtient

(s— @*(u) + Dty = f(O)s + Dy

(*u) E p*(xi ... xin), d’ou le résultat. O

5.2.4. COROLLAIRE (Calcul de detgH"(s)): Dans la base B(s), on a

detgH"(s) = f(O)(s+1)* / [T (s—B+1y®. 0

Bespec(f)
5.3. Structure de t: cas (SBP)

5.3.1. On note H"(s) le groupe de cohomologie associé a f (polyndme défini en
(5.1.2)) et on suppose que les entiers k;, définis en (5.1.2) sont les mémes que ceux
définis en (5.1.1). f et f ont alors le méme polyédre de Newton: H"(s) et H"(s) ont
méme dimension et spec(f)=spec( f). Nous gardons donc les notations et les
résultats de la section (5.2).

5.3.2. PROPOSITION. Soit u = ‘(uy, . ..,u,) comme en (5.2.2). Alors

s+ Dtu=(s+1)Aqu+ A tu (5.3.2.1)
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ou

(i) A, est la matrice (constante, pux u) transposée de la matrice de la
multiplication par f sur C[x]/ #(f) dans la base de C[x]/ #(f) déterminée lors de
la démonstration du lemme (5.2.1). En particulier det A, = R(f) # 0.

(ii) A, est une matrice u x u, triangulaire inférieure, les éléments sur la diagonale
étant les B, € spec(f) (définis comme en (5.2.3)(ii)). Les éléments sous la diagonale
sont soit des constantes, soit de la forme 1/P(s) ou P est un polynome de s dont les
zéros sont contenus dans I’ensemble {spec(f)—k,2 < k < n}.

DEMONSTRATION. Soit u;e B(s), u; = [x'] (x'e B, base de E induisant B(s)).
On utilise de maniére essentielle la proposition (4.3.2).

Si ¢*(x) > —1, I’égalité (4.3.2.1) fournit (I' _(f) n’a qu’une seule face)
(s—d*(x)x' =t~ s+ 1)} +0v? mod.d,

avec ¢*(v!) > ¢p*(x)— 1, p*(v?) > p*(x)), v} et v? appartenant a E. En appliquant
t a cette égalité, on obtient

(s—@*(x) + ex’ = (s+ 1ol +1v? mod. d,.

Si ¢*(x') < —1, Iégalité (4.3.2.1) indique

. . i i 1 o
—P*(xXNx =1t (s+ 1} + v+ ( t) ~; mod.Jd;.
(s = @¥(x))x 5+ 1o+ 1$j;n—1 (s+1) v

avec ¢*(vh)>p*(x)—j, vie Epourj=1,..., —n+ 1.
En appliquant ¢ a cette égalité, on obtient

; ; ; : 1 Jo
(s—P*(x) + Diex‘=(s+ v} +tvh+¢ [ISj;n—l ((s+1) t> v'_,] mod . d,

et, en utilisant une récurrence sur le poids de v ;, on voit que

. 1 Jj o
! <= P <(s+1) ’) ""')

s’exprime en fonction d’éléments de E de poids strictement supérieurs a ¢*(x’).
Plus précisément,

1

Ii=ZP w

J

( L ou  wieE, ¢*(wh) > ¢*(x),
ij(s)
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et ou les P;; sont des polyndmes de s dont les racines sont contenues dans
I'ensemble {spec(f)—k, 1 <k <n—1}. Ceci détermine 4,. L’assertion sur A, est
facile a vérifier, I’égalité det A, = R(f) se déduisant du théoréme des zéros de
Hilbert.

5.3.3. COROLLAIRE. (Calcul de detg, H"(s)): dans la base B(s), on a

det,,(s)ﬁ"(s) = R(fXs+ l)“/ [T —B+1y®.

Pespec(f)

5.4. REMARQUES

(i) Les matrices des opérateurs ¢t correspondant aux cas (5.2) et (5.3) sont
différentes bien que leurs déterminants, a un produit de valeurs critiques pres,
soient les mémes (en effet, spec(f) ne dépend que du polyédre a I'infini du
polynoéme f).

(ii) Les résultats des propositions (5.3.2) et (5.2.3) doivent étre comparés avec le
théoréme 1 de [Sa].

5.5. Exemple (cas (SBP))

Soit f(xy,Xx)=xi+x3+xx;+1. On a pu=2, B(s)={[1], [x,]}spec(f)=
{—2, —%} et on vérifie que, a I'aide des méthodes exposées en section 4,

(54 DAC1T = 5+ DEL] = o5 s + DDxi] — 2 1[1]
S+ Dt[x]=(6x72—1)/6 x T2(s + 1)[x, 1+ 1/36t[1]— % t[x,].

On retrouve ainsi le résultat de la proposition (5.3.2) avec

e —172 (=566 0
A"_(o (6x72—1)/6x72> o A“( 1/36 —7/6>'

On vérifie que le produit des valeurs critiques de f (ses points critiques sont (0, 0)
et (1/6, —1/72)) est bien égal a (6 x 72— 1)/6 x 72.

5.6. THEOREME. (Cas semi quasi homogéne): soit f un polynome semi quasi
homogéne (f ~'(0) étant supposée lisse), B une base de E, B(s) = {w;,..., w,} la
base de H"(s) induite par B, les éléments de B(s) étant rangés selon le poids
décroissant. Alors

s+ tw =(s+ A, +A;tw
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les matrices A, et A, étant définies de la méme maniére qu’en (5.3.2) (on a noté
o =wy,...,n,)

DEMONSTRATION. Tout a fait similaire au cas (SPB).

6. Le systéeme d’EDF H"(s) et son déterminant: le cas de la dimension 2

Dans cette section on considére un polyndme f défini sur C? (avec les
coordonneées x, et x,) satisfaisant les hypothéses 0.1.11. On suppose de plus que
la partie initiale du polynome f est donnée uniquement par les sommets du
polyédre I _(f).

6.1. Nous gardons les notations de la section 3. Soit #(s)={u,, ..., u,} la base de

H"(s) définie en (3.1.1), les u;, 1 <i < y, étant ordonnés selon le poids décroissant
(comme en (5.2.2)) et notons u = ‘(uy, ..., u,).

6.1.1. PROPOSITION. Supposons que, pour tout 1<k<K-—1, on ait
T,nN2—{4,} =¢. Alors

(s+ D)tu = (s+ 1)Aou+ A, tu (6.1.1.1)

ou

(i) Ao est la matrice (constante, uxu) transposée de la matrice de la
multiplication par f sur C[x]/ #(f) dans la base de C[x]/ #(f) déterminée lors de
la démonstration de la proposition (3.1.1). En particulier det A,=R(f) # 0.

(ii) A, est une matrice triangulaire inférieure, les éléments sur la diagonale étant

les B;espec(f). D plus:

(a) A, est constante si 6*(f) < —1.
(b) A, est une matrice dont les termes sont éventuellement de la forme 1/P(s) ou
P est un polynome dont les racines sont contenues dans {spec(f)—2} sinon.

6.1.2. COROLLAIRE. Dans la base %(s) on a

detgyH"(s) = R(f)s+ 1)“/ [T =B+,

Bespec(f)

6.1.3. EXEMPLE. Soit f(x;, x;)=x;+xix,+x3+1.Ona u=3,#={1,x,,x,},
A(5)={[13, [x,], [x:1}, spec(f) = {—3 — L, —3} et 3(f) = p*()= —3< —4 (@
est la base de E qui induit %(s)).

On vérifie que

@ (s+De[1] = (s+D[1]— s+ Dx,]—3¢[1]
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(b) (s+Dt[x,]=(s+D0x;1— s+ D[x,]+5t[1]—2[x,]
© (s+1)t[x,] =3 x,1— 3t [1]— 5t [x,]1— 3t[x,]

ou encore, en posant u = ([1], [x,], [x,])

(s+Dtu =(s+1)Aqu+ A tu

avec
1 0 —372 . —3/4 0 0
Ad,=|0 1 —3n (detA0=T) et A, =| 14 —1 0
0 0 31/4 —3/8 —1/4 —5/4

Les points critiques de f sont (0,0) et (3, —%), ses valeurs critiques f((0,0))=1,
f((3, —9/2))=31/4 et donc R(f)=31/4.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION (6.1.1). Soit # la base de E
induisant %(s), u;€ %(s) et x'(=x{x%) I'élément de # tel que u;=[x'].

(i) On suppose que @*(x’) = —1. Il résulte de la proposition (4.3.2) et du
corollaire (4.4.2) qu'avec les hypothéses de la proposition on a (en utilisant la
notation (4.3.4))

(= @* (e =0k 7+ th (mod.3) )
avec ¢*(v}) > P*(x') — 1, p*(vl) > ¢p*(x), v, et v}, appartenant a E. En appliquant
t a (1), on obtient

(s—@*(x) + Dtx' = (s+ 1)v', +tvi, (mod.d,). 2)

(ii) On suppose maintenant ¢*(x’) < — 1. D’aprés la proposition (4.3.2), on a

(s— p*(x)xi = vi % +oh+ { v, (mod.d) 3)

avec @*(vh)> P*(x)—1, p*(vh)>Pp*(x)), ¢*(v' ) >Pp*(x)+1 v}, vh et v\ ap-
partenant a E.

Si 6*f)< —31 on a A*f)+1=—1-06%)=5*f) et par conséquent
d*(x)+ 1 = 6*(f). Ceci montre que v, =0. On obtient donc, en multipliant
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I’égalité (3) par ¢t

(s—d*(x)+ Dtx' = (s+ 1)’ + v, (mod.dy) )
P*(vh) > P*(x)—1,  *(vh) > P*(x).

La proposition (6.1.1) est alors montrée si 6*(f) < —3.

Si 0*(f) > —4, en appliquant ¢t a P’égalité (3), on obtient

. . . . 1 .
(5—d*(x)+ Dtx' = (s+ v, +tvg +1t [m ' l:l (mod. d,), Q)

(remarquons ici que 'on peut avoir v, =0, auquel cas on retrouve la situation
précédente), avec ¢*(v'_,) > ¢p*(x’)+1> —1. On a donc

(s—P*(W'_ )+ Dtv'_ | = (s+ Dw, +tw, (6)

avec

¢*(wy) > $*(v)—1 > P*(x))

$*(wo) > ¢p*(x)+ 1.

L tv'_; s’écrit sous la forme T L oules P t
2 eX; v; ou les P;; son

(s+1) ! TPys) ’ N

des polynémes dont les racines sont contenues dans spec(f)—1 et v; des

éléments de E tels que ¢p*(v;) > ¢*(x).

Pour cela on utilise une récurrence sur le poids:

si p*(v' ;) = 6%(f), on a

Il faut montrer que

(s—@*(@- )+ Dtv' | = (s+ 1w
ol weE, ¢p*(w) > ¢p*(v'_;)—1 > ¢*(x') et on a bien le résultat annoncé.
Supposons maintenant que, pour les éléments w de E tels que ¢p*(w) > ¢p*(v'_ ;)

on ait

1 1
G D T2

ou les P; sont des polyndmes dont les racines sont contenues dans spec(f)—1 et
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w; les éléments de E tels que ¢*(w;) > ¢p*(x). D’apres (6), on a

. 1 1
i) T T o)) T e )t DD

et comme @*(wy) > ¢*(v',), cette égalité, combinée avec I’hypothése de récurre-
0 1

tv' | a bien la forme cherchée. Le résultat sur la matrice

1
nce montre que
MeGTD
A, est clair. O

6.1.4. THEOREME. Soit f un polynome comme en (6.1.1), B une base de E
quelconque, B(s)={w,,...,w,} la base de H"(s) induite par B. On note
o ="(wy,...,w,), les w; étant rangés selon le poids décroissant. Alors

s+ 1tw =(s+1)Agw+ A tw
la matrice A, et A, étant définies de la meme maniére qu’en (6.1.1).

DEMONSTRATION. Tout-a-fait similaire a celle de la proposition (6.1.1).

6.2. Lorsque T,n\N?>—{A4,} # ¢, pour un entier ke {1,..., K —1}, la proposition
(4.3.2) fait intervenir des facteurs (s — ¢*(u))* si x, x,u=x"avec Ce T,"N?—{4,}
(cf. proposition (3.1.1)). On ne peut donc pas retrouver le résultat de la
proposition (6.1.1) dans la base %(s). Nous allons voir néanmoins que ’on peut
obtenir une égalité analogue a (6.1.1.1) pourvu que les calculs soient effectués
dans la base %#'(s) définie en (3.2), section dont on garde les notations. Soit donc
B'(s)={vy,...,v,} la base de H"(s) définie en (3.2.1), les v;, 1 <i<p, étant
ordonnés selon le poids décroissant, et v = ‘(vy,...,v,).

6.2.1. PROPOSITION. Supposons qu’il existe ke {1,...,K—1} tel que I’on ait
T,N"N2—{A,} # ¢. Alors

(s+1)tv = (s+ 1) Agv+ A, tv (6.2.1.1)

les matrices A, et A, étant définies de la méme maniére qu’en (6.1.1).

6.2.2. COROLLAIRE. Dans la base %'(s), on a

detg ) H"(s) = R(fNs+ 1)“/ [T —B+1y®.

Pespec(S)

6.23. EXEMPLE. Soit f(x;,X)=x;+Xx,+x3x}. On a u=3, B(s)=
{[1]’ [xlxz]a [xl]}, spcc(f)={—%, —'1’ _%}
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On vérifie que

(@ (s+3+1e[1] = s+ D[x,]
(b) (s+1+Dt[x,x,] = —%(s+ 1[1]
©) (s+3+Dt[x,]=3(s+D[x;x,]

ou encore, en posant v = ‘([1], [x,x,], [x.]),

(s+Dtv=(s+1)Av+ A, tv

avec
0 0 372 ~12 0 0
Ag=|-34 0 0| e 4,=] 0 -1 o0
0 32 0 0o 0 -3

6.2.4. REMARQUE. Dans la base %4(s), définie en (3.1), on a

h(s+1)

detg(s)H"(S) = W

detgyH"(s) avec heC(s)*

(cf. (1.1.4) et le théoréme (2.3.1) de [L-S]). Reprenons I'exemple (6.2.3): alors
g(s)= {[1]9 [x1x2]9 [x%x§]} et

27 (s+4s+1)3 _h(s+1)

detg(s)H (S) = — 1_6 (s+ 2)(s " 3)(s +%+ 1)2 = h(s) detg'(s)H (S)
avece
(s+3)
hs) = >+
®) = G+I+D)

6.2.5. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION (6.2.1). Notons #' 1a base
de E qui induit %#'(s).

Soit xi'xi?e &' tel que ¢*(x/)< —1. De par la construction de %, on a
a(x’)=1 et la proposition (4.3.2) indique que (avec la notation (4.3.4))

R (%) (mod. 2,)

ol y,eE, ¢*(y;) > *(x)) — .
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Soit maintenant x*(= x%'x%?) un élément de &’ tel que x,x,x* = x°, ce T, "N2.
Alors a(x¥)=2. Le corollaire (4.2.2) donne

(s— P*(x)x* = hAHx"% (mod. d,)

et on peut écrire in*(x*hy,_)=x*x"+1, Cest a dire x*h, _ =x*x"+1+R, ou
R, eC[x], $*(R,) > ¢p*(x*)—1. Or par construction x*x4+1e % et donc

N

f

(5 — $*(ek))xk = xhxers —;- + Ry~ (mod.0)

avec x*x4k+1e ', p*¥(x*xAe+1) = p*(x*)— 1, ¢*(R,) > ¢p*(x*)— 1. En appliquant le
processus de divison utilisé lors de la démonstration de la proposition (4.3.2), on
obtient

(s—P*(Px* = xkxess % + Y Y <i>j (mod.9,)

-15j<1 f

avec y;€E, ¢p*(y) > ¢*(x*) — j. Par conséquent la proposition (6.2.1) s’obtient de
la méme maniére que la proposition (6.1.1).

Ar Ty

N Ak-1 /

AN /

N A

/
AC\ A
/ \
/ T, \ A

6.2.6. THEOREME. Soit f un polynome satisfaisant les conditions énoncées au
début de la section (6), B(s) une base de H"(s) quelconque. Alors

h(s+1)
h(s)

detg, H"(s) =

aespec(f)

R(f)s+ 1)"/ [T G—a+1p®

ou he C(s)*.
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DEMONSTRATION. Résulte des corollaires (6.1.2), (6.2.2) et de (1.1.4).

7. Bonnes bases de la cohomologie (en dimension n > 2)
Dans tout ce qui suit, f désigne un polynOme satisfaisant les hypothéses
énonceées en (0.1.11) et R(f) le produit des valeurs critiques de f, défini en (0.1.12).

7.1. Soient B une base de E, B(s)= {u,, ..., u,} la C(s) base de H"(s) induite par B
et u="(uy,...,u,) (les éléments de B(s) sont supposés rangés selon le poids
décroissant).

7.1.1. DEFINITION. B(s) est une bonne base de H"(s) si
(s+1Dtu = (s+1)Aqu+ Ajtu

ou

(a) A, est transposée de la matrice de la multiplication par f sur C[x]/_#(f) dans
la base B. En particulier det A, = R(f).

(b) A, est une matrice triangulaire inférieure, sa diagonale étant formée par les
éléments de spec(f).

7.1.2. PROPOSITION. Soit B(s) une bonne base de H"(s).
Alors

Pespec(f)

detp, H"(s) = R(f)(s+ 1)#/ l—[ (s—B+1)9®.

7.2. Existence de bonnes bases

7.2.1. PROPOSITION. Soit B={v,,...,v,} une base de E, B(s) la base de H"(s)
induite par E. On suppose que pour tout i, 1 <i<y,

(s—*(v); = w,-% mod.(3,)

ou w;eC[x], ¢*(w;) > ¢*(v;)— 1. Alors B(s) est une “bonne base” de H"(s). La
conclusion reste la méme si ¢*(w,) = ¢p*(v;) — 1 mais in*(w;) € B.



346 A. Douai

DEMONSTRATION. Se montre a I’aide de la proposition (4.3.2) comme dans
le cas de la dimension 2 (cf. démonstration de la proposition (6.2.1)).

7.2.2. EXEMPLE (Illustration de la proposition (7.2.1)). Soit f(x,y,z)=
x+y+z+x2y2z2 Alors u=5. Notons: A, la face de & délimitée par les points
(1,0,0), (0,1,0) et (2,2,2), A, celle délimitée par les points (1,0,0), (0,0, 1), (2,2,2)
et A, celle délimitée par les points (0, 1,0), (0,0,1) et (2,2,2).

On a

@) Pa,=(=1, =13, Py,=(=13 —1), Py,=G, —1, -1)
(cf. 0.1.8)
(D) ha(f) =3z, ha(f) =3y, ha(f) =3x
(cf. 4.2)
(iii) spec(f)={-% -1, -3 -2, —3}
(remarquons que spec(f) est symétrique par rapport a—3).
Il est facile de vérifier que la base “naturelle” de H"(s), B(s) =

{13, [xyz], [x*y*z%], [x?y327], [x*y*z*]}, n’est pas une bonne base. Néanmoins,
dans la base B'(s)={[1], [xyz], [x], [x*yz], [xz]} on a

@ (s+3)m=303
b | 5, s
) (+D0xz] =5 ¥y
@ (s+3)ta-30a5
@ -+ =3 (105

5 5 s
©)] <s + 5) [xz] = 5 [xyz] 7

Par conséquent, en notant w = ‘([1], [xyz], [x], [x2yz], [xz])

S+ Dtw = (s+1D)Agw+ A tw
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avec A, diagonale, diag 4, = spec(f), et

0O 0 52 0 o0

0 0 0 52 0
A4,=10 0 o0 0 52

54 0 0 0 0

0 52 0 0 O

Pour construire la base B'(s), on a utilisé le corollaire (4.2.2) et I'analogue du
lemme (4.4.1) en dimension 3 afin de se trouver dans la situation de la
proposition (7.2.1): on a d’abord gardé les monémes “sous diagramme”, c’est-a-
dire 1 et xyz. Pour le premier, on a posé h,(f) = hy,(f). La formule (4.2.2.2) méne
alors a prendre le mondme x dans la nouvelle base. On réitére le raisonnement
pour le mondme xyz (on prend x2yz dans la nouvelle base) et pour le mondme x
(on prend xz). Il faut ensuite appliquer le corollaire (4.2.2) au mondéme x2yz: le
lemme (4.4.1) dit alors que (s + 2)x2yz est cohomologue a w(s/f) ol p*(w) > —3.
Pour finir, il suffit d’appliquer le corollaire (4.2.2) au mondme xz en remarquant
que ¢*(xz)=¢pX(xz) pour A=A, uniquement.

7.2.3. THEOREME. On suppose que quels que soient p et p’ espec(f) (p' > p)
p'—p ¢ N*. Alors il existe des bonnes bases de H"(s): plus précisément, toute base
de E induit une bonne base de H"(s).

7.3. DEMONSTRATION DU THEOREME (7.2.3). Dans tout ce qui suit, on
garde les notations de la section (2). On pose p(gNt) = Zpespec(r) 9 (@)

7.3.1. LEMME. t"p(g)¢) = p(gXt ™).

DEMONSTRATION. Tout-a-fait similaire a celle donnée dans [K-V]. Elle est
'basée sur le théoréme (2.8) de [K], sur les résultats de [St] (p. 558-559) et sur la
dualité entre les points d’un polyédre montrée par Ehrhart [E].

7.3.2. COROLLAIRE. Vaespec(f), a > —n.
Du lemme (7.3.1) on déduit

7.3.3. PROPOSITION. Le spectre de la filtration de Newton définie sur

Q/df AQ""! est symétrique par rapport a—n/2.

7.3.4. COROLLAIRE. (i) Soit aespec(f), o son symétrique. Alors a+ o’ = —n.
(ii) 0*(f) +A*(f)=—n,

(iii) la somme de tous les éléments du spectre (comptés avec multiplicité) vaut
— u(n/2).
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7.3.5. LEMME. On suppose que le polyédre de Newton a l'infini du polynome f
posséde au moins deux faces de codimension 1 ne passant pas par I’origine. Alors

— 1 espec(f).
DEMONSTRATION. Evidente.

7.3.6. PROPOSITION. On suppose que, quels soient o et o’ appartenant a spec(f),
o—a’ nest pas un entier non nul. Alors:

@) sin>2, T _(f) n’a qu’une seule face.
(ii) si n=2,T_(f) a la particularité suivante: T, "\N?> —{A4,} = ¢ pour tout k,
1<k < K-—1 (cf section (3)).

DEMONSTRATION. (i) Supposons que I'(f) possede au moins deux faces de
codimension 1. Alors, d’aprés (7.3.5) « = — 1 appartient a spec(f). Son sym-
étrique o vaut —n+ 1 d’apres (7.3.4)(i) et par conséquent o° —ax= —n+2 est un
entier non nul, ce qui est contraire aux hypothéses.

(ii) Résulte de la proposition (3.1.2).

Le théoréme (7.2.3) résulte maintenant des théorémes (5.6), (6.1.4) et de la
proposition (7.3.6).

REMARQUE. La condition sur le décalage d’entiers n’est évidemment pas
nécessaire pour avoir de bonnes bases de la cohomologie.

7.4. CONJECTURE. Soit f un polynome commode, non dégénéré par rapport a son
polyédre de Newton. Alors il existe des bonnes bases de la cohomologie du
complexe d’Aomoto.

7.5. Structure de t: cas général

7.5.1. NOTATIONS. Dans ce qui suit, on note a;, 1 <j<r, (2, >--->0a,) les
éléments distincts de spec(f), g(«;) leur multiplicité. Soit B une base de mondmes
de E, B(s) la base de H"(s) induite par B, les éléments de B(s) étant rangés selon le
poids décroissant. Soit, de plus, B;(s) 'ensemble des éléments de B(s) de poids a i
On pose

Bj(s) = {0)"1, (Y] a)';(uj)} si a(aﬂl) = 2 a(“’;(aj))

ot a(wf) & a(x’) (cf. (4.3)) si wf = [x'].
Si

B(s) <= O Bj(s)) ={wy,...,0,}, onpose =" wy,...,0,)

j=1



Equations aux différences finies 349
7.5.2. THEOREME. Avec les notations ci-dessus, on a
s+ tw =(s+1)Agw+Atw

ou

(i) Ao est la matrice transposée de la matrice de la multiplication par f sur
C[x]/#(f) dans la base B.
(ii) A, est une matrice de la forme

B, 0 - 0
x B,

0
X - X B

r

ou les Bj, 1 < j < r sont des matrices carrées d’ordre g(a;). De plus, si k désigne le
nombre d’éléments o de Bj(s) vérifiant a(w’) = 1, B; est de la forme

<C ; D j>
0 E;
ou E; est une matrice carrée d’ordre k diagonale, diag E; = a;, et C; est une matrice

carrée d’ordre g(o;)—k.

DEMONSTRATION. Résulte de I’égalité (4.2.2.2) et de la proposition de
division (2.2.1).

7.5.3. COROLLAIRE. Soit A c B I’ensemble des monomes x' tels que a(x’)=1 et
P={¢*(x), x'€ A} = spec(f). Si o.€ P, on note h(x) sa multiplicité (dans P). Alors

detg H"(s) = R(fXs+ l)“/l—[ (s— o4 1)*® x u(s)

ou Y est une fraction rationnelle de s. De plus, si Z,.p h(o) = g, Y(s) = Q(s)/R(s) ou Q
est un polynome de degré d et P un polynome de degré p+d—gq.

8. Integrales de fonctions multiformes
Dans cette section, nous rappelons la définition des intégrales I(s)={,wf*

considérées en introduction, le but étant de préciser la nature des cycles y, de
définir I comme une fonction méromorphe de s et d’en déterminer les pdles
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éventuels. Nous reprenons essentiellement les résultats établis par F. Loeser et
C. Sabbah ([L-S] §4).

8.1. Soient T le tore complexe de dimension 1, 7,(T) le groupe fondamental du
tore T basé a I'origine, T un générateur de ce groupe et & le systéme local sur T
dont la fibre est C[T, T '], l'action du groupe =,(T) étant induite par la
multiplication par T(=exp 2ins).

8.2. Soient comme précédemment X = C" — f ~1(0), X le revétement universel de
X et p: X - X 4a projection.

X3x
! %
C* > c*

X est une variété de Stein puisque revétement d’une variété algébrique affine. Si
w e Q(X), p*w est une n-forme holomorphe sur X, et p*wf* dépend analytique-
ment de s. Pour s fixé, p*of* définit une classe de cohomologie dans H*(X, C),

notée [wf*].

8.3. Sur X, on dispose de la dualité de Poincaré:

(. >: H (X, C)x H"(X, C) - C
ou H"(X,C)=H%X,pCg) (image directe a support propre). De plus,
pCx=2%, & étant le systéme local défini en (8.1), si bien que ’on a I’égalité de
C[T, T~ !]-modules de type fini ([L-S], 4.2.1)

HY(X,O)=HIX, ).

Pour ye HX(X, %), 'expression {y, [wf*]) a un sens et la fonction s— (y, [wf*])
est holomorphe sur C.

8.4. DEFINITION. Pour weQ%X) et ye HYX, &) on définit
f af* = <, [of D).
Y

REMARQUES. (i) Soit #* le systéme local dual de .. Sa fibre est égale a
C[T, T~ '], mais sa monodromie autour de ¢ = 0 est la multiplication par T 1.
Comme Hi(X, ¥)~HXX, £*), on peut voir y comme un cycle a coefficients
dans Z*.
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(i) Puisque T, Tp*f*)> =y, p*af*), (Tp*of *=p*T(f*) = exp(ins)p*wf’)
on a de plus

j of * = exp(— 2ins) j of*.

8.5. Supposons que le support des cycles ne soit plus compact. Nous nous
proposons de définir (a partir de la définition (8.4)) les intégrales comme
fonctions méromorphes de s. Pour ce faire, on désigne H’ (X, %) la cohom-
ologie a support f-propre de .Z (ie. flspp, €St propre) (on se ramene au cas
“support compact” dans les fibres de f). On a une application de C[T, T~ ']-
modules de type fini ([L-S] 4.2.5)

e: HY(X, &) —» H' (X, £).

8.6. PROPOSITION. ker e et coker e sont deux C[T, T~ *]-modules de type fini
de torsion. Plus précisément, tout élément de ker e et coker e est annulé par un
produit de termes (T™— 1), me Z, 1€ C*.

8.7. COROLLAIRE ([L-S]: 4.2.7). Le morphisme de C[ T, T ~*]-modules de type
fini H(X, &) 5 H'} (X, &) devient un isomorphisme aprés tensorisation par C(T).

Soit yeH} (X,%) tel que [ylecoker e. Alors P(T)[y]=0=P(T)y=
e(y) ou ye HY(X, %) est a support compact. Par conséquent, d’apres (8.4)
{p(ryy @f* est bien définie.

8.8. DEFINITION. Avec les notations ci-dessus, on pose

j of s = P(T)™ ! J;m f S,

Ainsi |, of* est une fonction méromorphe de s dont les poles sont contenus
dans des hyperplans de C définis par exp(2ins)" —1=0.

8.9. Soit fe C* assez général. On note % le systéme local de rang 1 sur C de
monodromie ! autour de t = 0. De (8.7) on déduit que le rang générique du
C[T, T~ ']-module H},(X, %) est égal & dimcH"(s).

En effet, un argument de régularitt montre que dimg,H"(s) est égal a
dim¢ HY(X, Z). Or ce dernier nombre est égal a dim¢ HY(X, £;-1) par la dualité
de Poincaré, qui n’est autre que le rang générique de H(X, &).

8.10. Soit ye H(X, %) et notons p(u~)e H(X, &,-1) sa restriction & pu~ ! assez
général. Alors pour aeC tq p=exp 2ina, on a ([, 0f )=, = (¥ 1), [of ).
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9. Déterminants d’intégrales

Soit yy,...,7,€ H} (X, &) tels que pour B dans un ouvert de C* les restrictions
71(B),-..,7.(B) & T(=exp 2ins)=p forment une base de H}, (X, %;). Soient
0y, ..., 0, €QY(X)des n-formes dont les classes dans H"(s) forment une C(s)-base
(on la note B(s)). On désigne par ({,, w;f*) la matrice dont les éléments sont les
intégrales [, w;f*% 1 <i,j < p, et detgy([,, w,;/*) son déterminant.

On suppose que detg, H"(s)= R(f) 15 (s+ f)*?, yp€ Z, Q. On a alors

9.1. THEOREME. Avec les notations ci-dessus, on a

detp,) (J o;f ) = ¢(TR(fY l;[ [(s+pyr

ou € € C(T) est une fonction périodique de s.

9.2. COROLLAIRES. (i) Cas SPB. Soit f le polynome défini en (5.1.2), B(s) la base
de H"(s) définie en (5.2.1)(1), spec(f) la famille de rationnels définie en (5.2.1)(ii). On
a (corollaire 5.3.3)

detg H"(s) = R(f)s+ 1)“/ [T =p+1p®

Bespec(f)

si bien que le théoréme (9.1) donne dans ce cas

detp, (I - wjf’) =G(T)R(f)I(s+ 1)“/ [T T(s—p+17®.

Bespec(f)
Ce résultat est a comparer avec celui obtenu par A. Varchenko (cf. (V)).
(i) Cas de la dimension 2: On garde les notations de la section 6.
Dans la situation (6.1.1) on a, en utilisant le corollaire (6.1.2),

detg (f a)jfs> =@(T)R(f)T'(s+ 1)“/ [ T(s—pB+1y®

Bespec(f)

Dans la situation (6.2.1) on a, en utilisant le corollaire (6.2.2)

Pespec(f)

detg) ( f w,.fs) = G(T)R(fyT(s+1)* / [T TG—B+1y®.
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9.3. Démonstration du théoréme (9.1)

Nous nous inspirons de la démonstration donnée par F. Loeser et C. Sabbah
dans un cadre plus général. Il s’agit de remarquer que dans une méme base, deux
solutions d’'un méme systéme d’EDF, vérifiant une condition de croissance
raisonnable, différent au plus d’une fonction périodique. Nous rappelons cette
condition de croissance.

9.3.1. DEFINITION. On note ¢(C) la sous algébre des fonctions holomorphes
(de 1a variable s) des fonctions ¥ satisfaisant la condition de croissance suivante:
pour tout couple de réels (r, R), r <R, il existe ¢ >0, b>0 tels que, dans le
domaine {se C/r < Re s <R, |Ims| > R}, on ait |%(s)| < c exp(b|Ims]).

De maniére analogue, on définit &(C), sous algebre du corps des fonctions
méromorphes (de la variable s):

9.3.2. DEFINITION. Une fonction méromorphe 4 appartient a §(C) s’il existe
un nombre fini de formes linéaires L, un ensemble fini de nombres complexes
non nuls f, des entiers n, ; et he C[s] tels que

h(s) B (TE— By'=s% € O(C).

9.3.3. LEMME. (i) &(C) est un module a gauche sur C(s){t,7~ ).
(ii) La sous algébre des éléments invariants par © de £(C) s’identifie a C(T).
(iii) Pour tout BeC, T'(s+ p) et T'(s+ P)~ ! appartiennent a &(C).

DEMONSTRATION. Le lemme n’est qu’un cas particulier de la proposition
(4.1.2) de larticle [L-S].

9.3.4. REMARQUE. Pour ye H},(X, &) et weQY(X), [, of*c &(C).

Reprenons les notations du début de la section (9). Soit A(s) la matrice de
P'opérateur 7 dans la base B(s). Alors, pour 1 <i<y, on a

J‘< , f* f o, f*

T : = A(s)

[ o] |] o

(en effet, par définition, y définit une solution {, dans &(C) du systéme d’EDF
H"(s) par la formule @ — [, &f*). On en déduit que detg(f,, ;f*) est solution du
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systéme d’EDF de rang 1 detp, H"(s), au méme titre que R(f)* I, I'(s+ )", c’est
a dire

T (detB(s) <j o;f ‘>> = detg,,H"(s) (detB(S) (J w;f ‘))

T <R(f y l;[ F(S+ﬁ)"’) = detpyH"(s) <R(f y I,,] r (S+ﬁ)“>~

Il en résulte que

T [detms) ( f K fS><R( 1y 1;] F(s+ﬁ)?a>_1:|
= detg (J; w;f S)(R(f ) I;I (s + ﬂ)y”>_ 1-

Mais, d’apreés (9.3.3)(iii), 'expression entre crochets appartient a &(C), et comme
elle est invariante par 7, on obtient, en utilisant (9.3.3)(ii)

-1
<R(f )y l;[ I'(s +ﬁ)y’> detg (J w;f s) =4(T)

Yi

ou ¥eC(T).

9.4. REMARQUES. (i) La formule obtenue au théoréme (9.1) est plus précise
que celle obtenue au théoréme (4.2.1) de [L-S] ou apparait une indétermination
he C(s) (les bases choisies n’y sont pas spécifiées) et un décalage d’entiers (di a la
définition de la fonction “Zeta logarithmique” de la monodromie en O et en co
(cf. [L-S] (2.2)).

(ii) Dans une situation réelle (f defini sur R) on peut montrer que, pour Re s
assez grand, on a une formule du type:

detp (f w,lf l‘) = |R(/) l;[ C(s+py®
Vi
('indétermination périodique ¥ est levée).
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