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Introduction

Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps k de caractéristique 0.
Dans les bons cas, la méthode des orbites associe a une orbite Q de la
représentation coadjointe un idéal primitif de I’algébre enveloppante. Dans [3],
dans le cas ou g est nilpotente, J. Dixmier construit I'idéal primitif associé a Q
sans utiliser de polarisation. Dans cet article, il retrouve 'idéal primitif en
considérant dans Palgébre de Weyl de I'espace vectoriel sous-jacent a g,
I’annulateur de la mesure de Kostant, f,, de 'orbite Q. Sa démonstration utilise
un lemme sur les opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux [3] (Section
4, Lemme 4.3). Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie et g une sous-
algebre de Lie de gl(V). Lorsque k est le corps des nombres complexes, on
désigne par G le sous-groupe analytique de GL(V) d’algébre de Lie g. Soit J un
idéal premier g-invariant de I’algébre symétrique S(¥). On note ¥"(J) la variété
des zéros de J dans V* On désigne par J l'annulateur dans S(V) du
complémentaire dans ¥"(J) de la réunion des orbites de dimension maximale de
7"(J). Soit Ay I'idéal a gauche de l'algebre de Weyl A(V) dont I'image par
'adjonction formelle: a+ dl, est I'idéal a droite engendré par les champs de
vecteurs: vi—£.v, ou ¢ appartient a l'algebre de Lie g. Sous les hypothéses
suivantes:

(1) k est le corps des nombres complexes,

(2) Ialgebre de Lie g est algébrique et unimodulaire,

(3) la variété ¥ (J) est lisse,

(4) les G-orbites dans ¥"(J) portent une mesure invariante,
(5) les G-orbites dans ¥"(J) sont de méme dimension,

le lemme ci-dessus dit que I’annulateur dans A(V) des mesures portées par les G-
orbites contenues dans ¥"(J), est I'idéal a gauche A(V)J +A,. Dans ce mémoire,
on généralise ce lemme dans le cas ou les hypothéses (2), (3), (5) ne sont plus
satisfaites. Dans le cas ou g est algébrique, 'hypothése (1) n’est pas nécessiare.
Pour cela on reformule I’hypothése (4). Soit § ’enveloppe algébrique de g dans
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gl(¥V). On dira que I'idéal J posséde la propriété (P) si pour tout x dans un ouvert
de Zariski non vide de ¥°(J), on a:

tr[ad(¢; g, g(x))] = 0 pour tout ¢ dans §(x).

Dans le cas ot k est le corps des nombres complexes, la propriété (P) dit que sur
toute G-orbite de dimension maximale, de ¥"(J), existe une mesure invariante.
Soit U un ouvert de Zariski de ¥"(J) dans lequel ces orbites sont fermées.
Chacune d’elles est alors le support d’une distribution g-invariante sur U. On
note L, ’ensemble des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux sur V
qui annulent chacune de ces distributions.

Lorsque g est une algébre de Lie algébrique, c’est a dire: g=§, on a le
théoréme:

Soit J un idéal premier g-invariant de I’algébre symétrique S(V), possédant la
propriété (P). Soit p un élément de J qui wappartient pas a J. On désigne par L,
I’ensemble des éléments a de A(V) pour lesquels p"a appartient a I’idéal a gauche
A(V)J + Ag, dés que n est un entier assez grand. Alors L, est un idéal a gauche de
A(V) qui ne dépend pas de I’élément p de J. On désigne par L; cet idéal a gauche.
En outre, pour toute famille {J ;i€ I} d’idéaux premiers, g-invariants, possédant la
propriété (P), ne contenant pas J, d’intersection J, intersection de la Sfamille
{L;,iel} est égale a L;. Lorsque J est un idéal rationnel, le A(V)-module A(V)/L,
est holonome. Lorsque J est maximal, le A(V)-module A(V)/L; est simple.

Ce théoréme correspond aux théorémes 4.3, 4.5, a la proposition 5.2 et au
corollaire 5.3. En remarquant que les propriétés du théoréme sont stables par
extension des scalaires, il suffit de le démontrer lorsque k est le corps des
nombres complexes. Dans ce cas, L; est I'idéal défini ci-dessus. Lorsque I’algébre
de Lie g n’est pas une algébre de Lie algébrique d’endomorphismes, ce dernier
résultat reste encore vrai si G est fermé dans GI(V) et si les orbites d’un ouvert de
Zariski de ¥"(J) y sont fermées. On démontre I’assertion ci-dessus en considér-
ant les zéros communs aux symboles principaux des éléments de A(V) qui
annulent ces distributions. En remarquant que I'idéal L; est contenu dans
'annulateur des distributions S, on conclut en raisonnant par récurrence sur
I’ordre des éléments de A(V).

On rappelle que J est dit rationnel lorsque ’anneau des invariants de S(V)/J
est isomorphe a k. Dans le cas ou J est un idéal rationnel, le cycle caractéristique
du A(V)-module A(V)/L; a un support de dimension égale a celle de V. Dans le
cas ou J est maximal, celui-ci est irréducible et sa multiplicité égale a 1. La
simplicité en résulte aussitot. En général, la transformée de Fourier de ce A(V)-
module est un A(V)-module holondme simple dont la variété caractéristique
n’est pas irréductible.

La rédaction de ce mémoire est motivée par les conjectures de ([3], Section 6).
D’apres la formule des caractéres pour les groupes de Lie résolubles, on est
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amené a résoudre le probléme suivant: soit k le corps des nombres réels. On
suppose que V est égal au dual de g et que les G-orbites de dimension maximale
qui sont contenues dans ¥ (J) sont le support de mesures G-invariantes
tempérées. Quel est alors I'annulateur de leurs transformées de Fourier dans
I’anneau des opérateurs différentiels a coefficients analytiques au voisinage de 0,
dans g? Les résultats de ce mémoire nous donnent les opérateurs différentiels a
coefficients polynomiaux sur g qui annulent ces distributions.
Ce travail se divise en 4 parties:

(0) Notations générales.

(1) Algebre de Weyl.

(2) Quelques lemmes sur les actions linéaires.
(3) Variétés caracteristiques.

(4) Sur les opérateurs différentiels.

(5) Modules holonomes.

Chacune de ces sections est divisée en sous-sections. Les notations utilisées dans
chacune d’elles sont précisées au début et font référence aux précédentes. Les
notations précisées.au début d’une section sont utilisées dans les sous-sections
qu’elle contient, sans y faire référence.

Je remercie M. Duflo pour une remarque utile sur la cinquiéme partie.

0. Notations générales

Dans ce mémoire, k désigne un corps de caractéristique nulle. Dans ce qui suit
on rappelle quelques notations qui seront utilisées tout au long de cet article
sans y faire référence.

0.1. Si X est une variété analytique complexe, Oy désigne son faisceau structural.
Lorsque X est lisse, on note 9y le faisceau des germes d’opérateurs différentiels
sur X. Si a est une section locale de 9y, on désigne par o(a) le symbole principal
de a. Pour tout entier positif p, on note Yy , le faisceau des germes d’opérateurs
différentiels, d’ordre au plus p. Pour tout entier p, Py, est un (Ox-module
cohérent. Pour toute partie A de X, on note I'(4, Zx), I'espace des sections de
Dy, au dessus de A.

0.2. Si X est une variété algébrique sur le corps k, on note &y son faisceau
structural. Lorsque X est lisse, on désigne par 2% le faisceau des germes
d’opérateurs différentiels, a coefficients régulirers sur X.

0.3. Soit X une variété analytique. Si {x;, ..., x,} est un systéme de coordonnées
au voisinage d’un point de X, on désigne par 0,,..., J, les champs de vecteurs
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sur ce voisinage qui sont définis par les relations suivantes:
(a.-, dx_,) =5i.j (l,j= 1,...,n),

ou ¢; ; désigne le symbole de Kronecker.

0.4. Si X est une variété algébrique sur le corps C des nombres complexes, Oy
désigne le faisceau structural de la variété analytique sous-jacente a X. En outre,
lorsque X est lisse, on note 9y le faisceau des germes d’opérateurs différentiels
sur X, a coefficients analytiques.

0.5. Si X est une variété algébrique définie sur le corps k, pour toute extension K
de k, X(K) désigne I’ensemble des K-points de X.

0.6. Si G est un groupe qui opére sur '’ensemble E, pour tout x dans E, G(x)
désigne le stabilisateur de x dans G et G . x désigne 'orbite de x sous I'action de
G. Lorsque G est un groupe de Lie d’algebre de Lie g, g(x) désigne I'algébre de
Lie de G(x).

0.7. Soient V un espace vectoriel sur le corps k et X un endomorphisme de V.
Soient W et W’ deux sous-espaces vectoriels de V, invariants par X. On suppose
que W contient W’. On note A(X; W) la restriction de X a W et A(X; W, W’
I'endomorphisme de W/W’ que définit A(X; W) par passage au quotient. En
outre, s’il existe sur ¥ une structure d’algébre de Lie pour laquelle X est une
dérivation intérieure définie par 1’¢lément x de V, on note ad(x; W) et
ad(x; W, W) au lieu de A(ad x; W)et A(ad x; W, W’). De méme, on note Ad(g; W)
et Ad(g; W, W’) au lieu de A(Ad g; W) et A(Ad g; W, W’) pour tout €lément g d’un
groupe de Lie d’algebre de Lie V.

0.8. Soit V un espace vectoriel complexe. On note O, le faisceau des germes de
fonctions holomorphes sur V. On désigne par @, le faisceau 0, ®¢ S(V).

0.9. Soit X une variété C*. Pour tout ouvert U de X, on note 2(U) I’espace des
fonctions C® sur U dont le support est compact.

1. Algebre de Weyl

On rappelle dans cette section les notations utilisées par J. Dixmier dans [3].

1.1. Soit ¥ un espace vectoriel de dimension finie sur k. On note V* son dual et
S(V) I'algébre symétrique de V. Sur la somme directe V @ V*, il existe une forme
bilinéaire alternée ¢.,.> et une seule pour laquelle V et V* sont totalement
isotropes et qui satisfait 'égalité:

{x, 0), (0, x')> = {x, x') pour x dans V et x’ dans V*.
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Cette forme est non dégénérée. On notera A(V) lalgébre de Weyl corre-
spondante. Elle est engendrée comme algébre par V' u V*. Elle contient les
algebres S(V) et S(V*) comme sous-algebres. Pour tout (v,v')dans ¥V x V*, ona
dans A(V):

[v, V] =<, v). 1.

L’algébre A(V) s’identifie a I'algébre des opérateurs différentiels a coefficients
polynomiaux sur V. Dans cette identification, un élément v de V correspond a la
dérivation définie par v, et un élément v’ de V* correspond a l'opérateur de
multiplication par la fonction v. Un élément de A(V) qui appartient au sous-
espace vectoriel S(V*). V correspond a un champ de vecteurs polynomial sur V.

Conformément a la notation (0.1), pour tout entier non négatif v, A(V),
désigne le sous-espace des opérateurs différentiels d’ordre au plus v de I'algébre

AV).

1.2. 1l existe un automorphisme a— a* et un seul de A(V) tel que v* = —v pour
tout v dans V et ()'=—v pour tout v' dans V*. De méme, il existe un
antiautomorphisme a+ a' et un seul de A(V) tel que o= —v pour tout v dans V
et (v =1’ pour tout v’ dans V*. Lorsque k = R, pour toute distribution u sur
pour tout a dans A(V) et pour toute fonction C®, a support compact, ¢ sur ¥, on
a:

uld(9)] = [a(w)](9)-

1.3. Il existe un isomorphisme et un seul de A(V) sur A(V*) qui transforme v en v
pour tout v dans V et v’ en — v’ pour tout v’ dans V*, d’ou un isomorphisme de
A(V) sur Ialgébre des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux sur V*.
Dans cet isomorphisme, un élément v de V correspond a l'opérateur de
multiplication par la fonction v sur V*, et un élément v’ de V* correspond a la
dérivation définie par —v'.

1.4. Soit L un idéal a gauche de A(V). Pour p dans S(V) ou S(V*), on désigne par
L, 'ensemble des éléments a de A(V) qui satisfont la condition suivante: il existe
un entier naturel n pour lequel p"a appartient a L.

LEMME. Soit p dans S(V) ou dans S(V*). Alors L, est un idéal a gauche de A(V).

Soit a dans L,. Soient v dans V et v" dans V*. Soit n un entier positif pour
lequel L contient p"a. On suppose que p appartient a S(V). Alors p"va appartient
a L. On a:

Pt = vp"t 4 (n+ D), v1p%

donc L contient p"*'v'a. Par suite, L, est un idéal a gauche.
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2. Quelques lemmes sur les actions linéaires

Les résultats de cette section sont préliminaires a ceux de 4. On n’y utilisera que
ceux de 2.2 et 2.4. La sous-section 2.1 est un préliminaire a la sous-section 2.2. La
sous-section 2.3 compléte la sous-section 2.2. Le résultat qu’elle contient sera
utilis¢ dans un mémoire ultérieur sur la résolution du probléme mentionné a la
fin de l'introduction.

2.1. Soit ¥ un espace vectoriel réel de dimension finie. On note g une sous-
algebre de Lie de gl(V).

LEMME. Soit u une sous-algébre de Lie de g dont les éléments sont nilpotents.
Soit H un sous-groupe fermé connexe de GL(V). On note Yy son algébre de Lie. On
suppose que [u, ] est contenu dans Y. Soit U le sous-groupe analytique de GL(V)
d’algébre de Lie u. Alors UH est un sous-groupe fermé de GL(V).

Dans ce qui suit, une sous-algébre de Lie parabolique de [ est une sous-
algébre de Lie stricte de b, dont la complexifiée contient une sous-algebre de
Borel de la complexifiée de f). De méme, un sous-groupe parabolique de H est le
normalisateur dans H d’une sous-algébre de Lie parabolique de b. Soit R le
radical de H. Un sous-groupe parabolique de H est alors 'image réciproque
d’un sous-groupe parabolique de H/R. Soit L une composante de Lévi de
I’adhérence de Zariski de H dans GL(V). Celle-ci existe d’aprés [7]. L’algébre de
Lie dérivée de I'algébre de Lie de L étant un supplémentaire de r dans b, le
groupe L contient un groupe semi-simple connexe S qui est un revétement de
H/R; or le centre de S est fini; donc le centre de H/R I’est aussi. Par suite, tout
sous-groupe parabolique de H/R n’a quun nombre fini de composantes
connexes. En outre, tout sous-groupe parabolique de H/R contenant un sous-
groupe parabolique minimal, la décomposition d’Iwasawa de H/R prouve que
pour tout sous-groupe parabolique P de H et pour tout sous-groupe compact
maximal K de H, on a les égalités:

H=KP = PK.
Soit r le radical de . Par hypothése, il existe une sous-algébre de Lie

nilpotente u’ de l'algébre de Lie semi-simple h/r qui satisfait la condition
suivante: pour tout x dans u, il existe y dans u’ pour lequel on a la relation:

ad(x; h,r) = ad y.
D’aprés [2] (Ch. VIII, Section 10, Corollaire 2), u’ est contenu dans une sous-

algébre de Lie parabolique de h/r. Soit p’ une telle sous-algebre de Lie. On
désigne par p I'image réciproque de p’ par I'application canonique de b sur byx.
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La sous-algebre de Lie p de ) est alors une sous-algébre de Lie parabolique de b,
invariante par u. On désigne par P le normalisateur de p dans H. Soit K un sous-
groupe compact maximal de H. D’aprés ce qui précéde, H est égal a PK;or Pn’a
qu’un nombre fini de composantes connexes; donc en raisonnant par récurrence
sur la dimension de H, on voit qu’il suffit de démontrer le lemme dans le cas ou [
est une algebre de Lie résoluble.

Dans ce qui suit, on suppose qu'’il en est ainsi. On note H' I'adhérence de UH
dans GL(V). Soit H, le sous-groupe analytique de H dont ’algébre de Lie est
I'ensemble des éléments nilpotents de . Alors UH, est un sous-groupe fermé,
connexe et simplement connexe de GL(V); donc UH,/H, est un sous-groupe
vectoriel du groupe de Lie connexe commutatif H'/H,. Par suite, H'/H, est le
produit direct d’un groupe compact et d’un groupe vectoriel contenant UH,/H,,.
Le groupe H/H, étant fermé dans H'/H,, UH/H, est fermé dans H'/H,. Les
groupes UH et H' sont donc égaux.

2.2. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie. Soit I" un sous-
groupe algébrique de GL(V). On note G un sous-groupe fermé connexe et
complexe de I" qui est dense dans I' pour la topologie de Zariski.

LEMME. Soit W une partie G-invariante de V, fermée et irréductible pour la
topologie de Zariski. Il existe un ouvert de Zariski, non vide, W' de W et un sous-
groupe fermé G, de I', contenant G et n’ayant qu'un nombre fini de composantes
connexes, qui satisfont les conditions suivantes:

(1) pour tout x dans W', ’orbite G, . x est fermée dans W' et égale a I’adhérence de
G.x dans W'.

(2) pour tout x dans W’ et pour tout sous-groupe fermé H de T, contenant G, et
n’ayant qu'un nombre fini de composantes connexes, I’orbite H . x est fermée
dans W',

Puisque W est G-invariant et fermé dans V pour la topologie de Zariski, W est
I'-invariant. Soit W, la réunion des I'-orbites de dimension maximale dans W.
D’aprés [8] (Théoréme 9.3.1), W contient un ouvert de Zariski non vide, I'-
invariant, W,, qui satisfait la propriéte suivante: pour tout (x, y) dans W, x W,,
les composantes de Lévi des groupes I'(x) et I'(y) sont conjuguées entre elles sous
’action de I'. On note W’ I'intersection de W, et de W,. Soient x un point de W’
et L, une composante de Lévi de I'(x). On désigne par G, ’adhérence dans I" de
L.G. Puisque G est complexe et dense dans I' pour la topologie de Zariski, il
contient le sous-groupe dérivé de I'; donc G, est un sous-groupe invariant de I.
L’ouvert de Zariski W’ étant contenu dans W,, le groupe G, ne dépend pas du
point x de W'. Puisque W’ est contenu dans W;, I'.x est fermé dans W'
L’application: gr—»g.x de I' dans I'.x définit par passage au quotient un
homéomorphisme de I'/T'(x) sur I". x. Soit L, o la composante neutre de L,. On
désigne par G, , 'adhérence dans I' de L, (G. Puisque L, n’a qu’'un nombre fini
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de composantes connexes, G, n’a qu'un nombre fini de composantes connexes et
sa composante neutre est €gale 4 G, o. Il nous reste a prouver que I'(x)H est
fermé dans I, pour tout sous-groupe fermé H de I" qui contient G, et qui n’a
qu'un nombre fini de composantes connexes. Soit U, le radical unipotent de
I'(x). D’aprés 2.1, U, H , est un sous-groupe fermé de I'; donc U, H est fermé dans
I'. Puisque I'(x) est égal a U,L,, U,H contient I'(x); donc les groupes U, H et
I'(x)H coincident.

2.3. On conserve les notations de 2.2. On suppose que V est le complexifié de
’espace vectoriel réel Vg, que G contient un sous-groupe de Lie réel, connexe, Gy
qui laisse stable Vi et dont 'algébre de Lie est une forme réelle de g. Soit g, cette
algébre de Lie. Puisque g, est une forme réelle de g, Gy est dense dans I" pour la
topologie de Zariski. Par suite, la forme réelle V de V définit sur I" une structure
de groupe algébrique défini sur R. On note I'(R) I'ensemble des points réels de I.
On suppose que l'intersection Wy de W et de Vi est dense dans W pour la
topologie de Zariski. On désigne par Wy l'intersection de W’ et de Wg.

LEMME. On peut choisir le sous-groupe G, du lemme 2.2 de fagon que
Pintersection de G et de G, contienne un sous-groupe fermé connexe H qui
satisfait les conditions suivantes:

(1) pour tout x dans Wyg, H.x est ladhérence de Gg.dans Wy.
(2) l'algébre de Lie de H est une forme réelle de I’algébre de Lie de G,.

Soit x un point de W. Soit L une composante de Lévi du groupe I'(R)(x). On
désigne par L. une composante de Lévi de I'(x) qui contient L. Puisque I'(R)(x)
est le produit semi-direct de L et de son radical unipotent, L est I'intersection de
L, et de I'(R). En outre, I'algébre de Lie de L, est la compléxifiée de I’algebre de
Lie de L. Le groupe G, est défini comme étant ’'adhérence dans I" de L.G. Soit H
la composante neutre de 'adhérence de LGy dans I'. On désigne par g, et b les
algébres de Lie des groupes G, et H. Puisque l'algébre de Lie de LG est la
complexifiée de I’algebre de Lie de LGr, LGk contient la composante neutre de
I’ensemble des points réels de L.G; or I'application exponentielle du groupe G,
est un difffomorphisme au voisinage de 0; donc H est la composante neutre de
I'ensemble des points réels de G, et g, est la complexifiée de b.

Soit y un point de Wy. Puisque y appartient a W', les composantes de Lévi des
groupes G,(x) et G,(y) sont conjuguées sous I'action de I'; donc G,(y) contient
une composante de Lévi du groupe I'(y). Par suite, g,(y) est une sous-algébre de
Lie algébrique de gl(V). D’aprés ce qui précéde, I'algebre de Lie g,(y) est la
complexifiée de h(y); donc h(y) est une sous-algebre de Lie algébrique de gl(Vg).
Soit [, une sous-algebre de Lévi de b(y). On note [ 'algebre de Lie de L. Soient I,
et I, . les complexifiées des algebres de Lie I et I,. D’aprés ce qui précede, [, et [,
sont conjuguées sous I'action adjointe de I'; or G étant dense dans I' pour la
topologie de Zariski, g contient I’algébre de Lie dérivée de I’algébre de Lie de T
donc les algebres de Lie [, +g et [, .+ g sont égales. Par suite, les algebres de Lie
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[+g, et [,+g, le sont aussi. Puisque G,(y) contient un sous-groupe de Lévi de
I'(y), L, est une sous-algébre de Lévi de I'(R)(y). Soit U, le radical unipotent de
I'(R)y). Le groupe U H(y) est alors un sous-groupe d’indice fini de I'(R)(y).
Puisque g contient ’algébre de Lie dérivée de I'algébre de Lie de I, g, contient
I’algébre de Lie dérivée de I'algébre de Lie de I'(R); donc H est un sous-groupe
invariant de I'(R). Il résulte alors du lemme 2.1 et de ce qui précéde que le sous-
groupe I'(R)Yy)H est fermé dans I'(R). Par suite, I'orbite H .y est fermée dans
I".y. En outre, les algebres de Lie [+ g, et [+ g, €tant égales, Gg. y est partout
dense dans H . y. La condition (1) du lemme résulte alors de ce que I'. y est fermé
dans W'.

2.4. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie. Soit I" un sous-
groupe algébrique de GL(V).

LEMME. Soit H un sous-groupe fermé connexe, complexe de I" qui est dense dans
I" pour la topologie de Zariski. Soit Q une H-orbite dans V.

(i) On note Q ’adhérence de Q dans la T-orbite qui la contient. Alors il existe
un sous-groupe fermé connexe, complexe H de T pour lequel Q est une orbite
de H.

(ii) On suppose qu’il existe sur la T-orbite contenant Q une forme volume, I'-
invariante. Alors il existe sur Q une forme volume, H-invariante.

(i) Soit x un point de Q. L’image réciproque de Q par ’application: y 7. x, de
I dans la T'-orbite contenant €, est le sous-groupe I'(x)H. Soit H I'adhérence
dans I du groupe I'(x)H. Puisque I'application: y+— y. x, définit par passage au
quotient un homéomorphisme de I'/T'(x) sur I". x, la H-orbite contenant Q est Q.

(ii) Soit g I’algébre de Lie de I'. Puisqu’il existe sur I . x une forme volume I'-
invariante, pour tout y dans I'(x), |[det Ad[y; g, g(x)]]| est égal a 1; or I'algebre de
Lie de H contient I’algébre dérivée de I’algébre de Lie de I' car H est dense dans
I" pour la topologie de Zariski; donc il existe sur Q une forme volume, H-
invariante.

2.5. Dans cette sous-section, le corps k n’est pas nécessairement algébriquement
clos. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit g une sous-algébre de
Lie de lalgebre de Lie des endomorphismes de V. On note § I'enveloppe
algébrique de g. On utilise I’action de g dans V, contragrédiente a son action
naturelle dans V. Si J est un idéal premier g-invariant de S(V), on note ¥"(J) la
variété des zéros de J dans V*. On dira que I’idéal premier J posséde la propriété
(P), relativement a g, si I’ensemble des points x de ¥"(J) qui satisfont la condition
suivante:

tr[ad(¢; g, g(x))] = O pour tout ¢ dans §(x),

est partout dense dans ¥"(J) pour la topologie de Zariski.
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LEMME. Soit J un idéal premier g-invariant de S(V). On suppose qu’il poséde la
propriété (P) relativement a g. Soit x un point de ¥ (J) pour lequel §(x) est de
dimension minimale. Alors on a:

tr[ad(¢; g, g(x))] = O pour tout ¢ dans §(x).

Puisque g est I'enveloppe algébrique de g, ces deux algébres de Lie ont méme
algébre dérivée; donc pour tout x dans V* et pour tout ¢ dans §(x), on a:

tr[ad(¢; g, g(x))] = tr[ad(¢; §, §()]

Soit d la dimension de §(x). On considére la grassmanienne Gr,(§). Soit X
I'ensemble des ¢léments (x, p, &) de ¥"(J) x Gr,(§) X § qui satisfont la condition
suivante: p est une sous-algébre de Lie de §(x) qui contient £. Soit W I’ensemble
des x de ¥"(J) pour lesquels §(x) est de dimension d. Soit W’ I'ensemble des
points x de ¥"(J) qui satisfont la condition:

tr[ad(&; g, g(x))] = O pour tout ¢ dans §(x).

Pour tout x dans W, (x, p, £) appartient a X si et seulement si p est le stabilisateur
de x dans g; donc I'intersection de X et de W x Gr;(§) x § est irréductible pour la
topologie de Zariski. Soit X’ I'adhérence de cette intersection pour la topologie
de Zariski. Pour tout (x, p, £) dans X', (x, p, 0) appartient a X'; or Gr,(g) est une
variété algébrique compléte; donc I'image de X' par la projection:

(x, p, ) x,

est égale a ¥"(J). Soit X” I'image réciproque de W’ par la restriction a X’ de la
projection:

(x, p, O x.

Par hypothése W’ est partout dense dans ¥"(J) pour la topologie de Zariski;
donc X" est partout dense dans X’ pour la topologie de Zariski. En outre, pour
tout (x, p, ) dans X”, on a:

trfad(¢; 8, p)1 = 0;
donc pour tout x dans W, on a:

tr[ad(&; g, g(x))] = O pour tout ¢ dans §(x).
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3. Varietés caracteristiques

On suppose le corps k algébriquement clos. Soit V un k-espace vecoriel de
dimension finie. On note I" un sous-groupe algébrique de GL(V) et | une sous-
algebre de Lie de 'algébre de Lie de I'. Soit W une partie I'-invariante de V qui
est fermée et irréductible pour la topologie de Zariski. Il est bien connu que la
variété caractéristique d’'un A(V)-module joue un role fondamental dans ’étude
de celui-ci. On construit en 3.1 un sous-ensemble de ¥ x V* qui contient la
variété caractéristique des A(V)-modules étudiés en 4 et 5. On calcule
Pannulateur de ce sous-ensemble dans .27, en 3.2. La sous-section 3.3 donne les
sections globales de ce faisceau.

3.1. L’algebre S(V) ® S(V*) s’identifie a I'algébre des fonctions polynomiales sur
V x V*. Pour x dans b, on note a(x) la fonction polynomiale sur ¥V x V* définie
par:

a(x)v, v') = V', x.v).

Soit W, I'ensemble des points (v,v') de W x V* qui satisfont la condition
suivante:

a(x)(v, v") = 0 pour tout x dans §.

LEMME. Soit W’ un ouvert de Zariski de W sur lequel la fonction:
x — dim bh(x)

est constante. On note Wy l'intersection de Wy et de W’ x V*. Alors I’adhérence de
Zariski de Wy est une composante irréductible de Wy, pour la topologie de Zariski.

On la notera Wb

Soit d la différence de la dimension de V et de la codimension de }(x) dans b,
pour tout x dans W’. La dimension de W est alors égale a la somme de d et de la
dimension de W. Soit Z une composante irréductible de I'adhérence de Zariski
de Wj. L’ensemble des points v de W pour lesquels I'intersection de {v} x V* et
de Z est de dimension d, contient alors un ouvert de Zariski, non vide, de W; or
pour v dans W', I'intersection de W et de {v} x V* est le produit cartésien de {v}
et d’un sous-espace de dimension d; donc pour tout v dans un ouvert de Zariski
non vide de W’, I'intersection de Z et de {v} x V'* est le produit cartésien de {v} et
d’un sous-espace de dimension d de V*. On considére la Grassmannienne
Gr,(V*). Soit X I’ensemble des points (v, p) de W x Gry(V*) pour lesquels {v} x p
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est contenu dans Z. La partie X de W x Gr,(V*) est fermée pour la topologie de
Zariski; donc son image par la projection: (v, p) — v est fermée pour la topologie
de Zariski. D’aprés ce qui précéde, elle contient un ouvert de Zariski, non vide,
de W’; donc elle est égale a W. Par suite, Z contient Wj. Il en résulte que
'adhérence de Zariski de Wj est irréductible.

3.2. On utilise les notations de 3.1 avec les mémes hypothéses. On désigne par
oy le faisceau d’algebres sur V:

Ay @cS(V).

On identifie /, a un sous-faisceau de 7,, au moyen du plongement:
¢— ¢ ® 1. Soit {v,,...,v,} une base de V.

LEMME. Soit J I’annulateur de W dans S(V*). Soit & 'annulateur de W; dans
. Alors la restriction de ¥ au complémentaire de W\W' coincide avec le
faisceau d’idéaux engendré par J et o(h).

Soient U un ouvert de Zariski de ¥, contenu dans le complémentaire de W\ W’
et a une section de % au dessus de U. Il suffit de prouver que la restrictionde a a
tout ouvert de Zariski d’'un recouvrement de U est section locale du faisceau ci-
dessus. Puisque W est contenu dans W x V*, la restriction de & au com-
plémentaire de W dans V est égale a la restriction de &, a cet ouvert. Soit x un
point de W’. Par hypothése, il existe un ouvert affine T de W, contenant x, une
famille {¢,,...,¢&,} de lalgébre de Lie de b et une partie I de {1,...,n} qui
satisfont la condition suivante: pour tout y dans T, la famille {&, .y,...,&,.y} est
une base d’un supplémentaire dans V de l'espace engendré par la famille
{vi;iel}. Soit M lidéal a gauche de y(T) engendré par la famille
{o(&,),...,0(&)}. Soit B la sous-algebre de &, (T) engendrée par la famille
{vi;iel} et I'algébre des fonctions réguliéres sur T. D’apres le choix des familles
{¢1,...,&} et {v;i€l}, on a la décomposition:

#y(T)=M @ B.

En outre, pour tout élément non nul b de B, la fonction: v+ b(y, v) n’est pas
identiquement nulle sur I'intersection de W et de {y} x V*, pour tout y dans un
ouvert de Zariski non vide de T; donc M est I’ensemble des sections de £ au
dessus de T. Par suite, il existe un ouvert de Zariski U’ de V, contenant x et
contenu dans U, une section b, au dessus de U’, du faisceau d’idéaux de o v
engendré par o(h), pour lesquels a— b est identiquement nul sur I'intersection de
U'xV* et de Wx V*; or J est un idéal premier; donc la restriction de a a U’
appartient au faisceau d’idéaux engendré par J et o(h).
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3.3. On conserve les notations de 3.1. On utilise un ouvert de Zariski, non vide,
W' de W, qui satisfait la condition du lemme 3.1. Soit p un élément de S(V*) qui
est identiquement nul sur le complémentaire de W’ dans W.

PROPOSITION. Soit J I’annulateur de W dans S(V*). Soit a un élément de
S(V) ® S(V*) qui est identiquement nul sur Wy. Alors pour | entier positif assez
grand, p'a appartient a ’idéal de S(V) ® S(V*) engendré par J et a(h).

Soit U le complémentaire dans V de la variété des zéros de p. On utilise les
notations de 3.2 et la filtration naturelle sur S(V). Soit v ’ordre de a. Soit .Z, le
s/ y-module dont les sections locales sont les sections d’ordre au plus v du 7, -
module engendré par J et o(h). Le o/ ,-module &, est engendré par une famille
finie de sections globales; or c’est un sous-module du module cohérent
oAy ®c S(V),; donc d’aprés [10] (Théoréme 1, n° 13), le module %, est cohérent.
D’aprés le lemme 3.2, a restriction de a & U est une section du faisceau d’idéaux
de 7, engendré par J et o(h); donc, d’aprés [10] (Corollaire 1, n°® 46), a
appartient a I'idéal de o7 ,,(U) ® ¢ S(V*) engendré par J et o(h). Par suite, d’aprés
[10] (Proposition 5, n® 43], pour I entier positif assez grand, p'a appartient a
I'idéal de S(V) ® S(V'*) engendré par J et a(b).

4. Sur les operateurs différentiels

Les théoremes 4.3 et 4.5 sont le but de cette section. La section 4.1 décrit
I’annulateur dans ’'anneau des opérateurs différentiels au voisinage d’un point
d’une orbite, de la mesure invariante sur cette orbite. En utilisant les résultats de
3, on montre alors que tout élément d’un idéal a gauche L, de A(V) annule la
mesure invariante sur toute orbite Q contenue dans un ouvert de Zariski de
¥ (J). Ce résultat est 'objet du lemme 4.2. De celui-ci on déduit le théoréme 4.3.
La proposition 4.4 montre que I'idéal a gauche L;, de 4.3 contient les
opérateurs différentiels qui sont associés a laction de tout élément de
I'enveloppe algébrique de g. On suppose en 4.5 'algébre de Lie g algébrique. Les
arguments classiques sur les corps de caractéristique nulle permettent d’énoncer
le théoréme pour un corps quelconque de caractéristique zéro. Le théoréme
résulte alors du théoréme 4.3 et du raisonnement par récurrence de 4.3. Celui-ci
utilise principalement les résultats de 3.

Soit ¥V un espace vectoriel complexe de dimension finie. Soient G un sous-
groupe fermé connexe, complexe de GL(V). On désigne par g I’algébre de Lie de
G et par I 'adhérence de Zariski de G dans GL(V). Soit J un idéal premier g-
invariant de S(V*) qui posséde la propriété (P) de 2.5 relativement a I’algébre de
Lie g.
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4.1. Pour tout élément ¢ de g, on note £ le champ de vecteurs sur V:xi— &, x.
Soit Q une orbite de G dans V qui est localement fermée. On suppose qu’il existe
sur Q une forme volume, G-invariante. Soit § une telle forme. On note d la
dimension de Q. On désigne par @, I'anneau des séries formelles a d indéter-
minées sur C dont le rayon de convergence est non nul.

LEMME. Soit x, un point de Q.

(i) Il existe un voisinage U de x, dans V et un systéme de coordonnées
{X1,...,X,} sur U qui satisfait les conditions suivantes:
(1) les restrictions a Q des coordonnées x,...,x; forment un systéeme de
coordonnées sur Q,
(2) Pintersection de Q et de U est I’ensemble des zéros communs aux fonctions

Xd+1s+++5%Xns
(3) la restriction de B d 'intersection de U et de Q est égale a la forme volume

dx; Adx; A - Adxy A dx, sur cette intersection.

On note pugq y la distribution sur U définie par la forme volume B. On considére
Paction de D sur l'espace des distributions sur U.

(ii) Soit Zq v 'annulateur de ug y dans 2. Alors Fq y est le faisceau d’idéaux da
gauche de 9y, engendré par les sections globales:

Otyenvs Oy Xgig1s-evsXp-

(i) Soit ey,...,e, une base de V. On note {e},...,e}} la base duale. En
réordonnant celle-ci et en choisissant le voisinage U” de x, assez petit, on peut
supposer que les restrictions a I'intersection de Q et de U”, des fonctions:

ef—<e’1", x0>a”-ae:_<e:a x0>a

forment un systéme de coordonnées en x, sur Q. On désigne par x,..., x} les
restrictions & U” de ces fonctions. Puisque Q est une sous-variété analytique de
V, pour j=d+1,...,n, il existe un élément X; de ¢, pour lequel la fonction
ef —X,(x},...,xy) est identiquement nulle sur un petit voisinage de x, dans Q.
Soit U’ un voisinage ouvert de x, dans ¥, contenu dans U”, sur lequel les séries
XX, .0, x9), ..., X,(x, ..., xj) convergent. On note x;,4,..., X, les fonc-
tions sur U":

%
€a+1 _Xd+ l(xll, ey x’d)a ey e:_Xn(xll, ey x:i)
Par construction, les fonctions x,..., x, forment un systéme de coordonnées

sur ' qui satisfait les conditions (1) et (2) du lemme.
Par hypothése, f est une forme volume G-invariante sur Q; donc en
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choisissant 'ouvert U’ assez petit, on peut supposer qu’il existe une fonction
holomorphe inversible h, sur 'intersection de U’ et de Q pour laquelle S est la
restriction & U’ 1 Q de la forme volume:

lholdx} A dxy A -+ A dxy A dx),

sur U’'n Q. Puisque h, ne s’annule pas sur l'intersection de U’ et de Q, elle est le
carré d’une fonction holomorphe A sur cet ouvert de Q. Soit H la série de Taylor
de h en x4 Soit U un voisinage ouvert de x, dans U’ sur lequel la série
H(x, ..., x;) est convergente. Il existe alors une fonction holomorphe k sur U
qui satisfait la condition suivante:

ok
h=x},—+k.
L ox)
En choisissant 'ouvert U assez petit, on peut supposer que k y est inversible.
Soient x,,..., x, les fonctions sur U définies par:

!

’ ’
Xy = kx, X = X5, ..., X, = X,

Puisque k est inversible sur U, elles définissent un systéme de coordonnées sur U
qui satisfait les conditions (1), (2) et (3) du lemme.

(i)) Soit Do(U) l'espace des fonctions C* sur U dont le support a une
intersection compacte avec Q. D’aprés les conditions (1), (2) et (3) ci-dessus, la
distribution pg,, est annulée par les opérateurs differentiels d4,...,0,,
X4415---5 X, En particulier, elle s’étend a Do(U). Soit a une section globale de
Py qui annule pg y. Il existe un polynéme P a n—d indéterminées sur 'anneau
des fonctions holomorphes sur U, annulées par les champs de vecteurs
015. .., 0,4, pour lequel on a:

a= P[xl’“‘,xd; ad+1a~o-’an]
mOdulO .@Ual+ "’+9Uad +@de+1+“' +9an.
Soit £(U, Q) I'ensemble des éléments de Zo(U) qui sont annulés par les champs

de vecteurs 0;44,...,0,. Pour tout (n—d)-uplet d’entiers non négatifs
(my44,-..,m,) et pour tout ¢ dans &(U,Q), on a:

Plxy,.. s Xa; Oqs1s-- -, Ot u[ (744t -+ x7™)p] = 0;

donc les coefficients de P sont nuls. Par suite, a est section globale du faisceau

jﬂ,U'
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Soit U, un ouvert de V dans lequel Q est fermé. On note #q y, le faisceau
d’idéaux de 9y, dont la restriction a chacun des petits ouverts U est le faisceau
Fa.u- D'apres l'assertion (ii), £ ¢, est 'annulateur de la distribution uq ;,. Si U,
est un second ouvert de V dans lequel Q y est fermé, les faisceaux £ y, et Zo v,
ont alors méme restriction a I'intersection de U, et de U ,. Soit Ug la réunion des
ouverts U de V pour lesquels I'intersection de Q et de U est fermée dans U.
D’aprés ce qui précéde, il existe un unique faisceau sur U, dont la restriction a
chacun des ouverts U, ci-dessus est égale 4 ¢ . En désignant par i I'injection
canonique de U, dans ¥, on note £, I'image de ce faisceau par le foncteur z,,.

4.2. Soit W la variété des zéros de J. Soit G, un sous-groupe fermé de I' n’ayant
qu’'un nombre fini de composantes connexes. Soit W’ un ouvert de Zariski, non
vide de W qui est réunion de G,-orbites de dimension maximale. On suppose
que G, et W’ satisfont les conditions (1) et (2) du lemme 2.2, relativement a W.
D’aprés les lemmes 2.4 et 2.5, sur toute G,-orbite, contenue dans W', existe une
forme volume G,-invariante. On désigne par g, I'algébre de Lie de G,. On utilise
'antiautomorphisme: a— a” de A(V), défini en 1.2. On note A, I'image par cet
antiautomorphisme, de 'idéal a droite de A(V), engendré par les champs de
vecteurs v+ £.v, oli £ est dans g,. Soit L I'idéal a gauche de A(V) engendré par J
et A, .

LEMME. Soit p un élement de S(V*). On utilise I’idéal a gauche L, de A(V) défini
en 1.4, relativement aux données L et p ci-dessus. Soit Q une G,-orbite contenue
dans W' sur laquelle p n’est pas identiquement nulle. Soit a un élément de L,,. Alors
avec les notations de 4.1, a est section globale du faisceau fq.

Soit x un point de Q. Soit U un ouvert de ¥ contenant x sur lequel existe un
systéme de coordonnées {x;,...,x,} qui satisfait les conditions (1), (2), (3) du
lemme 4.1. Soit & le faisceau des sections locales s de 2, qui satisfont la
condition suivante: pour n entier positif assez grand, p"s est une section locale du
faisceau £, y. La démonstration de 1.4 montre que .# est un faisceau d’idéaux a
gauche de %;. On note £ le P,-module a gauche: £/ £, y. On désigne par
Oy[p~ '] le faisceau des fonctions méromorphes sur U dont 'ensemble des pdles
est contenu dans la variété des zéros de p. D’aprés [6] [Chapitre I, Théoréme
8.1), le Z-module Oy[p~'] est cohérent; or le 2,-module & est isomorphe au
2y-module:

Oylp™'1 ®o, Fa.us

donc le 2 -module & est cohérent. Par suite, le support X de 2 est un sous-
ensemble analytique fermé de U; or p n’est pas identiquement nul sur Q; donc £
est sous-ensemble analytique strict de I'intersection de U et de Q. On suppose
que X est non vide. I1 Il s’agit d’aboutir a une contradiction. Soit y un point lisse
de . Soit {y;, ..., y,} un systéme de coordonnées sur un voisinage U’ de y dans
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U, qui satisfait les conditions suivantes:

1) yi=x;pouri=d+1,...,n,
(2) au voisinage de y, sur Q, X est 'ensemble des zéros communs aux fonctions

Yiso- s Wi

La démonstration du lemme 4.1 montre alors qu’'on peut supposer que le
systéme de coordonnées {y, ..., y,} sur U’ satisfait les conditions (1), (2), (3) du
lemme 4.1. Soit .Z. la restriction de % a U'. Pour v entier positif, on note %, le
faisceau des sections locales de .#. qui sont d’ordre au plus v. Cest un Oy.-
module cohérent. Puisque y, est nul sur X, il existe un entier n pour lequel y7s est
section locale du faisceau #, -, pour toute section locale s de .#,. Soit n, le plus
petit entier qui satisfait cette condition. Puisque y appartient a X, n, est non nul
pour au moins un v. On utilise les champs de vecteurs 0,,.. ., d, sur U’ qui sont
définis par les relations:

(0;, dxj> =9;; pouri,j=1,...,n

Soit s une section locale de .%,. D’aprés le lemme 4.1, le champ de vecteurs 0, est
une section globale de #q y; or s et [0,,s] sont des opérateurs différentiels
d’ordre au plus v; donc yp[d,,s] et y*0;s sont des sections locales de #g, .
D’apreés la relation:

01yts—ypoys=n,yp s,

¥~ s est une section locale de £, ;. Ceci est absurde d’aprés la minimalité de n,
et le choix arbitraire de s.

4.3. On conserve les notations de 4.2. On note J I'ensemble des éléments de
S(V*) qui sont identiquement nuls sur la réunion des G,-orbites de dimension
non maximale, contenues dans W, La partie J de S(V'*) est un idéal de S(V*) qui
contient strictement J. Pour toute partie S de W’, on note L(S) 'ensemble des
éléments de A(V) qui sont section globale de #g, pour toute G,-orbite Q,
rencontrant S.

THEOREME. Soit S une partie de W', partout dense dans W pour la topologie de
Zariski. Alors pour tout élément p de J qui n'est pas dans J, les idéaux a gauche L,
et L(S) de A(V) sont égaux. En particulier I'idéal a gauche L, ne dépend pas de
I’élément p du complémentaire de J dans J.

On notera L;, cet idéal a gauche.

Si p est un élément de J qui n’est pas dans J, on note S » 'ensemble des points
de S en lesquels p n’est pas nul. L’adhérence de S, pour la topologie de Zariski
est alors égale a W.
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Soit p un élément de J qui n'est pas dans J. D’aprés le lemme 4.2, L(S,)
contient L,. Soit a un élément de L(S,). Soit v la filtration de a. On montre en
raisonnant par récurrence sur v que L, contient a. Si v est nul, alors a est nul sur
chacune des G,-orbites contenues dans S; or S est dense dans W pour la
topologie de Zariski; donc J contient a. On suppose I’assertion vraie pour v— 1.
On utilise les notations de 3.1. Soit W” le complémentaire dans W de la variété
des zéros de p. D’aprés 4.1, pour toute G,-orbite Q S et rencontrant W,
pour tout x dans lintersection de Q et de W”, a(a) est nul sur I'intersection
de W, et de {x} x V* or d’aprés 3.1, l'intersection de W, et de W” x V'* est
irréductible; donc d’aprés 3.3, pour ! entier positif assez grand, p'c(a) est le
symbole principal d’un élément b de L. Alors p'a—b est un élément de L(S,)
d’ordre au plus v—1; donc d’apreés I’hypothése de récurrence, pour k entier
positif assez grand, p*(p'a—b) appartient a L. Par suite, L contient p'**a et L,
contient a; donc L(S,) est égal a L,.

Soit p’ un élément du complémentaire de J dans J. On note $’ intersection de
S, et de S,.. C’est une partie de W', partout dense dans W pour la topologie de
Zariski; donc d’aprés ce qui précéde, on a les égalités:

L,=LS) et L,=L(S).

Par suite, les idéaux a gauche L, et L(S,) sont égaux et ne dépendent pas de p.
Soient p,, ..., p, les éléments d’une famille génératrice de Iidéal J, qui ne sont
pas dans J. La partie S de W est alors la réunion des parties S, ,...,S,,; donc
L(S) est l'intersection des idéaux a gauche L(S,),..., L(S,). D’aprés ce qui
précede, L(S) est alors égal a L,.

4.4. On conserve les notations de 4.2 et de 4.3. On désigne par § I'algebre de Lie
de I'. Pour tout ¢ dans §, on note aussi £ le champ de vecteur: v+— &.v sur V. On
utilise antiautomorphisme: a+ a™ de A(V), défini en 1.2. On désigne par A
I'image par cet antiautomorphisme, de I'idéal a droite de A(V), engendré par les
champs de vecteurs &, ou & est dans g.

PROPOSITION. L'idéal a gauche L;, de A(V) contient A.

Soit Q une I'-orbite de dimension maximale et contenue dans W’. Soit U un
ouvert de V dans lequel Q est fermé. D’aprés le lemme 2.5, il existe une
distribution g, sur U, '-invariante et de support Q. Puisque Q est contenu dans
W', toute G,-orbite contenue dans Q, est fermée dans U. Pour toute G,-orbite ,
contenue dans Q, on désigne par u, une distribution G,-invariante sur U, de
support w. Soit £ dans §. Pour tout g dans I', Ad g(&)— £ appartient a g,; donc la
distribution sur U, {(y, ), est G;-invariante et de support g.. en outre, elle est
I'image de la distribution &{u,,) par l'application: v+ g.v. Par suite, il existe un
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scalaire c¢(¢) pour lequel on a:

E(py.0) = c(&)yy., pour tout g dans I'.

D’aprés le théoréme de Fubini, la distribution ug est limite faible de com-
binaisons linéaires des distributions ,_,,; or la distribution {T(ug) est nulle; donc
¢(¢) est nul. Vu Parbitraire de l'orbite Q, I'idéal L,  contient {T, d’apres le
théoréme 4.3.

4.5. Dans cette sous-section, le corps k n’est pas nécessairement algébriquement
clos. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit G un sous-groupe
algébrique de GL(V), irréductible pour la topologie de Zariski. Soit g I'algebre de
Lie de G. On note A I'idéal a gauche de A(V) pour lequel ATest I'idéal a droite de
A(V) engendré par les champs de vecteurs: vi— £.v, ou ¢ appartient & g. On
utilise les notations de 1.4 et de 2.5. Si J est un idéal premier G-invariant de
S(V*), on note J I'annulateur dans S(V*) du complémentaire dans ¥"(J) de la
réunion des G-orbites de dimension maximale contenues dans ¥ (J).

THEOREME. Soit J un idéal premier G-invariant de S(V*) qui posséde la
propriété (P) de 2.5 relativement a g. Soit L I’idéal a gauche de A(V') engendré par J
et A. Alors I’idéal a gauche L, ne dépend pas de I’élément p du complémentaire de J
dans J. On notera L, cet idéal d gauche. Soit {J;;iel} une famille d’idéaux
premiers G-invariants de S(V) qui possédent la propriété (P), relativement a g, et
qui ne contiennent pas J. Si J est Uintersection des J,, alors L ; est lintersection des
idéaux a gauche L;,.

On suppose que k est le corps des nombres complexes. D’apreés le théoréme 4.3
et d’apres la proposition 4.5, I'idéal a gauche L, de A(V) ne dépend pas de
I’élément p du complémentaire de J dans J. Pour tout i dans I, on désigne par S;
la réunion des G-orbites de dimension maximale, contenues dans ¥ (J;). Soit S la
réunion des S;. Puisque J est I'intersection des J;, la variété ¥"(J) est 'adhérence
de Zariski de S. En outre, J n’étant contenu dans aucun des J ;» S est réunion de
G-orbites de dimension maximale, contenues dans ¥ (J). D’aprés le théoréme
4.3, pour tout i dans I, L,, est égal a L(S;) et L, est égal a L(S); or L(S) est
Iintersection de la famille {L(S;);ieI}; donc L; est I'intersection de la famille
{L,;iel}.

On suppose que k est un sous-corps algébriquement clos de C. Soient V. le C-
espace vectoriel:

V®,C

et G¢ l'adhérence de Zariski de G dans GL(Vg). Soit J un idéal premier G-
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invariant de S(V*). On note J¢ Iidéal de S(V) engendré par J et L¢ l'idéal a
gauche de A(V¢) engendré par J et A. Si J posséde la proriété (P), relativement a
g, alors J¢ posséde la propriété (P), relativement a I’algébre de Lie de G¢. En
considérant une base du k-espace vectoriel C, on voit que 'intersection de L¢ et
de A(V)est I'idéal a gauche de A(V) engendré par J et A. Puisque I'idéal de S(V)
engendré par J est 'annulateur dans (V) du complémentaire dans ¥ (J¢) de la
réunion des Gg-orbites de dimension maximale contenues dans ¥ (J¢), le
théoréme pour k résulte du théoréme pour C.

On suppose k algébriquement clos et distinct de C. Le corps k est alors limite
inductive d’un systéme {k;;leL} d’extensions algébriquement closes, de type
fini, du corps @ des nombres rationnels. Le choix d’une base du k-espace
vectoriel ¥ montre qu’il existe un systéme inductif strict {V};le L} de k,-espaces
vectoriels dont la limite est V. Si J est un idéal de S(V*) alors pour [ assez grand,
J est engendré par son intersection avec S(¥;*); donc pour | assez grand, I'idéal a
gauche A(V)J+A est engendré par son intersection avec A(V)). La premiére
partie du théoréme résulte alors de ce que k; est isomorphe a un sous-corps de C.
Drapreés les hypothéses, I'intersection de la famille {L, ;i€ I}, contient L,. Si a est
dans cette intersection, alors avec les notations de 3.1, o(a) est nul sur ¥"(J),;
donc en raisonnant par récurrence sur ’ordre de a, on montre comme en 4.3 que
L; contient a.

Lorsque k n’est pas algébriquement clos, on considére une cloture algébrique
k de k. Soit V le k-espace vectoriel:

V ®,k.

Soit G l'adhérence de Zariski de G dans GL(V). On note J l'idéal de S(V)
engendré par J. L'idéal J de S(V) engendré par J est I'annulateur dans S(V) du
complémentaire dans ¥"(J) de la réunion des G-orbites de dimension maximale.
Soit L I'idéal 4 gauche de A(V) engendré par J et A. L’idéal a gauche L est alors
l'intersection de A(V) et de L; donc pour tout élément p de J qui n’appartient pas
a J, L, est Plintersection de A(V) et de Lj. Puisque pour tout i, L;, est
l'intersection de A(V) et de Lj, il résulte du théoréme pour k que L, est
Iintersection de la famille {L,;iel}.

5. Modules holonémes

On s’intéresse dans cette section au A(V)-module a gauche A(V)/L,, ou L; est
I'idéal a gauche défini en 4.5. Les résultats principaux sont ceux de 5.2 et 5.3. Le
but de la section 5.1 est I'étude du cycle caractéristique de ce A(V)-module. Les
assertions de 5.2 et de 5.3 en sont des conséquences directes.

On suppose le corps k algébriquement clos. Soit V un k-espace vectoriel de
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dimension finie. On le regarde comme variété algébrique sur k. On considére
dans cette section la catégorie des 2'P-modules a gauche sur V qui sont
cohérents. Un objet de cette catégorie sera plus simplement appelé module.
Dans ce qui suit, on identifie le fibré cotangent de V a la variété V x V*,

5.1. On suppose que k est le corps des nombres complexes. Soit M un module.
On considére sur M une bonne filtration:

{M,;n=0,1,...}.

Draprés [6] (Ch. I, Proposition 2.5.4), il en existe une car M est cohérent. On
note Gr(M) le gradué associ€é a M relativement a cette filtration. Puisque la
filtration est bonne, Gr(M) est un ./, ® S(V)-module cohérent. Le cycle défini
par 'annulateur de ce 7, ® S(V)-module est not¢ Ch(M). On désigne par
Ch(M) le support de ce cycle. D’aprés [6] (Ch. I, lemme 2.2.1 et 2.4.2), Ch(M) et
Ch(M) ne dépendent pas du choix de la bonne filtration sur M. Par définition,
Ch(M) et Ch(M) sont respectivement le cycle et la variété caractéristique du
module M.

LEMME. Soit p un élément de S(V*). On suppose que la restriction de M au
complémentaire de la variété des zéros de p, est holonome. On désigne par N le
faisceau des sections locales du module M qui sont annulées par une puissance de p.

(i) Le < ,-module N est un sous-module du module M.

(ii) Soit C, la réunion des composantes irréductibles de Ch(M) sur lesquelles p
nest pas identiquement nul. Alors la variété caractéristique du module M/N est
contenue dans la réunion de C, et d’une famille finie de variétés algébriques de
V x V*. Chacune d’elles est ’adhérence du fibré conormal a une sous-variété
algébrique lisse de la variéte des zéros de p. En outre, si X est une composante
irréductible de C,, alors X a méme multiplicité dans Ch(M) et Ch(M/N).

(i) La démonstration du lemme 1.4 prouve que N est un sous-2¥-module du
module M.

(ii) Soit U le complémentaire de la variété des zéros de p. Soit M’ la restriction
de M a U. La restriction des opérateurs différentiels a cet ouvert définit sur M’
une structure naturelle de 2{-module a gauche. D’aprés [6] (Ch. I, Proposition
8.4.1), ce module est holonéme. Soit ¢ le morphisme de M dans M’ défini par:

d(m) = m|y.

Ce morphisme est un morphisme du 2{’-module M dans le 2!?-module M.
Son noyau est alors le sous-2'-module N; donc M/N est un 9{-module
holonome. ".a variété caractéristique du 2{’-module M’ est la réunion de C, et
d’une sous-variété algébrique de V x V* dont Iimage par la projection
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canonique sur V, est contenue dans la variété des zéros de p; or M’ et M/N ont
méme restriction a U; donc d’aprés [6] (Ch. I, Corollaire 2.7.5), Ch(M/N) est la
réunion de C, et d’'une famille de sous-variétés algébrique de V' x V* qui satisfait
les conditions de I’assertion.

Soit X une composante irréductible de C,. La multiplicit¢ de X dans
Ch(M/N) est égale a la multiplicité de 'intersection de U et de X dans le cycle
caractéristique du 2@-module M’; or cette derniére est la multiplicité de X dans
Ch(M); donc X a méme multiplicité dans Ch(M) et Ch(M/N).

5.2. On suppose dans cette sous-section le corps k algébriquement clos. On
utilise les notations de 5, de 3.1 et de 4.5.

PROPOSITION. Soit J un idéal premier G-invariant, rationnel de S(V*). On note
W la variéte des zéros de J. On suppose que J posséde la propriété (P) de 2.5,
relativement a g. Alors le A(V)-module A(V)/L; est holonome. Sa variété
caractéristique est contenue dans Wy et Wg en est une composante irréductible. En
outre, la multiplicité de Wy dans le cycle caractéristique du A(V)-module A(V)/L,,
est égale a 1.

On commence par prouver la proposition dans le cas ou k est le corps des
nombres complexes. On utilise I'idéal a gauche L de 4.5. Pour simplifier, on note
M le A(V)-module a gauche A(V)/L. Soit p un élément de J qui n’appartient pas
a J. On utilise alors les notations N, U, M’ de 5.1. D’aprés 4.5, M/N est
isomorphe a A(V)/L;. Puisque la variété caractéristique de M est contenue dans
W,, Wy contient Ch(M/N). D’apreés le lemme 3.1, Wg est 'unique composante
irréductible de W, dont I'image par la projection canonique de V x V* sur V,
n’est pas contenue dans la variété des zéros de p; or d’aprés I’assertion (ii) du
lemme 4.1, la multiplicit¢ de I'intersection de Wg et de U, dans le cycle
caractéristique du 2{-module M’, est égale a 1; donc la proposition est
conséquence du lemme 5.1.

L’énonce de la proposition est stable par extension des scalaires. Lorsque k est
un corps algébriquement clos, de caractéristique nulle, arbitraire, on procéde
alors comme en 4.5 et on utilise ce qui précéde.

5.3. On conserve les notations de 5.2.

COROLLAIRE. Soit J un idéal premier G-invariant de S(V*), qui posséde la
propriété (P) de 2.5, relativement a g. On suppose que J est maximal parmi les
idéaux G-invariants. Alors le A(V)-module A(V)/L; est simple.

Avec les notations de 4.5, I'idéal a gauche L; est égal a L. On note ici M, le
A(V)-module A(V)/L,. Puisque J est maximal, Wg est égal 4 W; donc d’aprés la
proposition 5.2, on a:

Ch(M,) = W,
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Si M est un sous-module de M, on a la suite exacte:
0O-M->M,—>M/M,—0;
or d’aprés [6] (Ch. I, 2.4.1 et 2.4.2), on a la relation:
Ch(M,) = Ch(M) + Ch(M/M,);

donc {0} est le seul sous-module strict de M,
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