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Introduction

Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe défini sur R. Identifions G
avec le groupe de ses points complexes et notons 1" la conjugaison de G par
rapport au groupe de ses points réels que nous noterons G’. Fixons une mesure
G-invariante dg sur G/GB Le but de cet article est d’écrire une formule
d’inversion de Fourier pour l’intégrale orbitale tordue de l’élément neutre de G,
i.e. la mesure li, sur G définie par:

La signification de cela est la suivante: notons 03C4 le sous-espace du dual de G
formé par les représentations stables par i; si 03C0~03C4, il existe un opérateur
unitaire AT (pas unique) dans l’espace de 03C0 tel que, pour tout g~G, on ait
03C0(03C4(g)) = A03C403C0(g)A-103C4. Notre but est donc, de décrire une mesure dm sur 6’ telle
que, pour tout ~~C~c(G), on ait:

Il est souvent plus commode, pour écrire les formules, d’introduire le groupe
G = {1,03C4}G. On identifie, dans G,! x 1 avec i et 1 x G avec G. Alors le choix
de A03C4 involutif correspond à l’extension de 03C0 en une représentation unitaire
irréductible de G et on voit facilement, en translatant par i, qu’on se ramène à
décrire une mesure dm sur G telle que, pour tout ~~C~c(03C4G), on ait:

Le support de dm est inclus dans le sous-espace de G formé par les

représentations dont la trace est non nulle sur iG; ce sont celles dont la
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restriction à G est irréductible. Cependant, pour nos besoins, nous sommes
amenés à modifier un peu cette formulation de la façon suivante. On fixe une
forme réelle intérieure de G quasi-déployée et on note 60 la conjugaison de G par
rapport à cette forme réelle. On considère le groupe {1, 03C3o}G qu’on note aussi
G. Alors il existe 03C3~ dont le carré appartient au centre de G et vérifiant
03C3(g) = 03C4(g) pour tout g E G. Nous établissons une formule analogue à (2) où i est
remplacé par J. Le passage à la formule (1) s’effectue en prenant A03C4 = (03C3) où 1t
est une extension irréductible à G de 03C0 (At n’est pas involutif en général).
Pour écrire la formule d’inversion, nous nous plaçons dans le cadre de la

méthode des orbites et nous utilisons la méthode de Duflo-Vergne pour établir
la formule de Plancherel d’un groupe de Lie semi-simple réel. Décrivons

brièvement le résultat. Soit g l’algèbre de Lie de G. Notons g* l’ensemble des
formes linéaires admissibles sur g. Soit f E g*. Si G. f est stable par (J, il existe
deux représentations unitaires irréductibles de G dont la restriction à G est la
représentation de la série principale associée à f ; ces deux représentations sont
paramétrées par un ensemble X ( f ) formé par deux caractères du revêtement de
Duflo de G( f ). Si r E X( f ), on note TI J,T la représentation de G correspondante.
Notons (g*/G)" l’ensemble des G-orbites dans g* stables par Q. Nous

munissons cet ensemble d’une mesure canonique dm. Sur l’ensemble des couples
(f,,r), f c- g* telle que G. f est stable par J et 03C4~X(f), nous définissons une
fonction Ql1 invariante par G, que nous explicitons en fonction des constantes
intervenant dans le calcul de transformées de Fourier d’orbites de sorte que,

pour tout ~~C~c(03C3G), on ait:

Nous n’avons pas cherché à calculer explicitement la fonction Qa. Suivant une
suggestion de M. Duflo, cette formulation pourrait être utile dans des problèmes
de "comparaison". Pour appuyer cette idée et l’expliquer, nous avons calculé le
relèvement à G de la mesure de Dirac de Gao. Cela s’obtient facilement en

comparant la formule ci-dessus avec la formule de Plancherel de Gao sous la
forme établie par Duflo-Vergne. Le résultat est le suivant. Soient M un groupe
de Lie réductif et K un sous-groupe compact maximal de M. On pose:
q(M)=1 2(dim M/K + rang M). Alors le relèvement de la mesure de

Dirac de Gao est égal à:

comme me l’a fait remarquer L. Clozel, ceci est l’intégrale orbitale tordue stable
associée à l’élément neutre de G.
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Je remercie M. Duflo pour avoir attiré mon attention sur la possibilité
d’utiliser la méthode de Duflo-vergne pour établir cette formule d’inversion.

1. Notations et conventions

1.1. Tout au long de cet article, on adoptera les notations suivantes (sauf
mention explicite du contraire).

Si X est un ensemble fini, on note |X| son cardinal.
Soit Y un espace vectoriel. On note V* son dual. Si W est un sous-espace

vectoriel de Y et A un endomorphisme de V qui laisse stable W, on note AW la
restriction de A à W. Si W’ est un sous-espace de W stable par A, on note AW/w,
l’endomorphisme de W/W’ qui se déduit de A.

Si V est un espace vectoriel réel, on note Vc son complexifié et v ~  la
conjugaison complexe de Vc. Si A est un endomorphisme de V, son extension
(par linéarité) à Vc sera aussi notée A. Le complexifié de V* s’identifie

canoniquement au dual de Vc. Soit ae vt. On dit que a est rélle (resp.
imaginaire) si sa restriction à Vest réelle (resp. imaginaire); si a n’est ni réelle ni
imaginaire, on dit que a est complexe.

Soit G un groupe opérant dans un ensemble X. Soient H une partie de G et Y
une partie de X. On note N(H, Y) = {h~H|h.Y ~ Y} et Z(H,Y)=
{h~H|h.y = y pour tout y c- YI. Lorsque N(H, Y) est un groupe on notera
W(H, Y) le groupe quotient N(H, Y)/Z(H, Y). Soit g E G. On note xg l’ensemble
des points fixes de g dans X.

Si G est un groupe de Lie, on note Go sa composante neutre. Si g est une
algèbre de Lie réductive, on note greg l’ensemble des éléments semi-simples
réguliers de g. De même on note Greg l’ensemble des éléments semi-simples
réguliers d’un groupe réductif G.

Soit G un groupe de Lie réductif et K un sous groupe compact maximal de G.
On pose:

Si 4Y est un système de racines, on note W(03A6) son groupe de Weyl.

1.2. Dans tout cet article, G est un groupe algébrique semi-simple connexe et
simplement connexe, défini et quasi-déployé sur R. On identifie G avec G(C) et
on note Qo la conjugaison complexe de G. On note g l’algèbre de Lie de G. La
différentielle de (Jo est une involution de (l’algèbre de Lie réelle) g, qu’on notera
aussi 60. On note x la forme de Killing de l’algèbre de Lie (réelle) g. On note Z le
centre de G.

On note G le groupe {1, 03C3o}G et on identifie Go avec G et «(Jo, 1) avec (Jo. On



264

fixe un élément u de G tel que 60 (u)u E Z et on pose 6 = Qo u. Le groupe Ga est une
forme réelle de G; son algèbre de Lie s’identifie avec ga. On note B03C3 l’ensemble
des éléments de Z de la forme a(g)g -’ pour un élément g de G. On fixe un
caractère x de Z/B03C3. Pour tout ce qui concerne les définitions et les propriétés
d’éléments semi-simples ou réguliers de G nous renvoyons à [B-1].

Soit V un sous-espace vectoriel de g tel que la restriction de x à V soit non

dégénérée. Notons W l’orthogonal de V dans g (pour la forme K). Nous
identifierons V* avec le sous-espace de g* des formes linéaires nulles sur W
Remarquons que si s est un élément semi-simple de G, la restriction de x à gs est
non dégénérée.

1.3. Dans cet article nous adoptons la normalisation de mesures de [D-V], que
nous rappelons pour la commodité du lecteur.

Soit V un sous-espace vectoriel (réel) de g sur lequel K est non dégénéré. Soit
e1,..., em en une base de Vc et soit e!,..., e: la base duale. La densité

Idet K(ei, ej)|1/2|e*1 A ... A e:1 est indépendante du choix de la base. On munit V
de la mesure de Lebesgue dv qu’elle détermine et on munit V* de la mesure duale
dv* de sorte que si ~~J(V), on a ~V*~V ~(v)eiv*(v) dv dv* = ~(o).

Soit M un sous-groupe fermé de G et soit m son algèbre de Lie. Supposons
que x soit non dégénérée sur m. Alors M est unimodulaire. On munit M de la
mesure de Haar dm tangente à la mesure de Lebesgue, définie ci-dessus, sur m. Si
M’est un sous-groupe fermé de M, d’algèbre de Lie m’, tel que la restriction de K
à m’ est non dégénérée, on munit M/M’ de la mesure quotient de dm par dm’ et
on la note dm quand la signification est claire d’après le contexte.

2. Mesures canoniques

2.1. Si m est une algèbre de Lie réductive, on note Car(m) l’ensemble des sous-
algèbres de Cartan de m.

Soit a E Car(m). Soit 1 un sous-espace de mc stable par ac - On note A(1, aC)
l’ensemble des racines de ac dans 1. On dira qu’un sous-espace 1 de mc est un
lagrangien (contenant a) s’il est stable par ac, s’il contient ac et si pour tout

a E A(mc, aC) on a soit a E A(I, ac) soit - a E A(I, ac). Si a E A(mc, ac), on note ha
sa coracine.

On dira qu’un sous-espace a de g appartient à LR(g), s’il existe un élément
semi-simple régulier s de 6G tel que a = g’. Si s~ JG est semi-simple, toute sous-
algèbre de Cartan de gs est dans lR(g) (voir [B-1], lemme 1.4.1 ). Si a~lR(g), on a
a n greg =1= 0 et g" est une sous-algèbre de Cartan de g, qu’on note b dans la suite
(voir [G], théorèmes 5 et 28). On note hI (resp.1)R) le sous-espace de h formé par
les éléments X tels que les valeurs propres de ad X dans gc soient imaginaires
pures (resp. réelles); on a b = 1)1 ~ bR.
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On pose a, = a n 4, et aR = a n 9R’ alors a = aI p aR . La restriction de x à hI
(resp. 1)R) est définie négative (resp. positive). On note pr la projection
orthogonale de hI sur aI. On note hI,Z l’ensemble des éléments X de hI tels que
exp X~Z et aI,Z = pr(bj,z).
On note a*I,~ l’ensemble des J1 E a* tels que ei03BC(X) = x(exp X) pour tout X E hI,Z.
On pose ai = a*I,~ ~ a*

REMARQUE: L’ensemble at,x est un translaté du réseau dual de aI,Z. Il est vide
si et seulement si il existe X~hI,Z non nul tel que pr(X) = 0 et x(exp X) ~ 1.

2.2. Soit a~lR(g). Suivant ([D-V], 11-6), on définit une mesure lIa,x sur a* par la
formule:

où v(a) = vol(aI/aI,Z)-1. C’est une mesure tempérée portée par ai; on la

regardera, parfois, comme une mesure sur a*
2.3. Soit s un élément semi-simple de 03C3G. On note m = gs et M le sous-groupe
analytique de G correspondant à m. Si f E m*, on note co f la M-orbite de f dans
m* et 03B203C9f la mesure de Lionville sur wf.

Soit a E Car(m). La restriction de x à a est non dégénérée. Si ÂEaê, on note h’03BB
l’élément de ac tel que 03BB(h) = K(h’, h) pour tout h E ac. On choisit un système de
racines positives 0394+ dans 0394(mC, ac). Si f~a*C, on pose:

On dit que 03BB~03B1*C est m-régulier si 1-Im/,, (03BB) ~ 0. On note a* (m) l’ensemble des
éléments m-réguliers de ai et on pose:

Suivant ([D-V], 11-6), on définit une mesure ~m,~ sur m* par:

Son support est m* et, d’après [D-V], lemme 1-3, elle est tempérée.
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2.4. Soit a E CC IR (g). On note ’11 l’ensemble des racines (comptées sans multi-

plicités) de ac dans gc ; c’est un système de racines et il est égal à l’ensemble des
restrictions à ac des éléments de 0394(gC, bc) où bc est le centralisateur de ac dans

gc. On choisit un système de racines positives ’11+ dans ’11. Si f~a*, on pose:

Soit 9 E Car(g). On note 9; l’ensemble des éléments f E 1)* réguliers tels que
eif(X) = x(exp X) pour tout XE 9I,Z.

On pose g*~ = ~h~Car(g) h*~.
Soit a ~ lR(g). On note 03B1*~,reg l’ensemble des éléments réguliers (pour g) de h*~.

Soit f ~ g*~, alors l’orbite G . f est stable par 6 si et seulement si (G.f)03C3o est non
vide (voir [De], lemme 2). On en déduit facilement que si f e gi, l’orbite G. f est
stable par 6 si et seulement si f ~ 03B1*~,reg pour un 03B1~lR(g). Cela nous permet de
définir une mesure dmx sur (g*~/G)03C3, l’espace des G-orbites dans g*~ stables par (j,
par:

où Oz est la G-orbite de 03BB et ~(03A903BB) = 0 si 03BB n’est pas régulière.

2.5. On reprend les notations de 2.3 et 2.4. Soit a E Car(m). Si f E a; (m), on pose:

03A003C3m(f) = 03A003C3a(f)/03A0m/a(f).

Si g est une G-orbite régulière dans g*, Q n m* est une réunion finie

(éventuellement vide) de M-orbites dans m*. On note fin,.* la mesure sur
S2 n m* dont la restriction à chaque M-orbite (J) c Q n m* est égale à 03B203C9.

LEMME. Soit 0 une fonction sur m*. On suppose que 03A003C3m~ est intégrable pour
Il,,,, On a:

La démonstration de ce lemme est la même que celle du lemme 1-4 dans

[D-V].

3. Formule de Poisson invariante

3.1. Soit s un élément semi-simple de QG. On note m = gS. Soit b une sous-

algèbre de Cartan fondamentale de m. On note M et B les sous-groupes
analytiques de G correspondant à m et b. On choisit un système de racines
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positives 0394+ dans A = 0394(mC, bc) tel que si a ~ 0394+ est complexe, alors -a est dans
0394+. On pose:

Soit 0 E j(m). D’après Harish-Chandra ([Ha], théorèmes 1 et 3), il existe une
constante c indépendante de 0 telle que la fonction X ~ ImX(~) sur b n mreg
définie par:

se prolonge par continuité à b tout entier et Im0(~) = 0(o).

3.2. On utilise les notations de 3.1 et on suppose que s est elliptique i.e. semi-
simple et toutes les valeurs propres de Ad(s) sont de module 1. On pose:

Rb03C3,s = {X~bI|il existe g E G et Z E ZG tels que s exp X = g03C3zg-1}. Soient

X ~ Rb03C3,s, g~G et zeZ tels que s exp X = gazg-l. On pose Xa,s(X) = X(z). Cela
est bien défini car si s exp X = g103C3z1g-11, on a 03C3(g-11g)g-1g1 = z1z-1 et donc
~(z1) = ~(z).

Suivant ([D-V], 11-2), on pose:

C’est une distribution tempérée, M-invariante et, comme le suggère la

notation, elle ne dépend pas du choix de b. On notera V;"s sa transfomée de
Fourier.

Comme dans [D-V], le point clef pour établier la formule d’inversion est la
proposition suivante, dont la démonstration est analogue à celle du théorème
11-1 de [D-V], et que nous démontrons dans le paragraphe 5.

PROPOSITION. La distribution est une mesure sur m* absolument continue
par rapport à I1m,x. De plus il existe une unique fonction continue p03C3,s sur m; telle
que Va,s = Pa,sl1m?x’
En fait, le résultat que nous démontrons est plus précis, puisque nous

explicitons p03C3,s en fonction des constantes de Harish-Chandra qui apparaissent
dans le calcul de transformées de Fourier d’orbites.

3.3. La proposition suivante rassemble les propriétés de p03C3,s dont nous aurons
besoin; nous la démontrons dans le paragraphe 5.
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PROPOSITION. Soit a E Car(m). SoitfEai(m). On a:

4. Formule d’inversion

4.1. Soit ~~C~c(03C3G). Soit z E Z. On pose 03BC03C3z(~) = JG/Gt1 ~(g03C3zg-1)d. On
l’appellera intégrale orbitale tordue (par u) de z. Cette appellation provient du
fait que si 03C8~C~c(G) et si on définit ~~C~c(03C3G) par ~(03C3g) = 03C8(g), alors

03C803C3z(~) = ~G/G03C303C8(03C3(g)zg-1)d, qui est l’intégrale de 03C8 sur l’orbite de z sous
l’action de G tordue par 03C3.

4.2. Pour plus de détails sur le contenu de cette section, se référer à [B-1].

Soit f~g*~. Notons G( f ) (resp. g(f)) le centralisateur de f dans G (resp. g),
(f)g le revêtement d’ordre 2 de Duflo de G( f ) et a l’élément non trivial de la
projection de (f)g sur (f). On note X( f ) l’ensemble des classes de représen-
tations irréductibles i de (f)g telles que:

Ces représentations sont des caractères et X ( f ) est réduit à un seul élément
(resp. deux éléments) si G( f ) et (f) sont égaux (resp. distincts). Si 03C4~X(f), on
note 03A0f,03C4 la représentation associée par Duflo à ( f, 1:) et 0398f,03C4 son caractère. Les
03A0f,t sont les représentations de G dont la restriction à G est tempérée et dont le
caractère infinitésimal est régulier.

Soit 1 E gi. Rappelons que g( f ) est une sous-algèbre de Cartan de g. Soit 1 un
lagrangien contenant g( f ), nous dirons simplement que 1 est un lagrangien en f
Notons pt le caractère, du stabilisateur de 1 dans (f)g, associé par Duflo à 1. Il
vérifie:

Dans la suite nous noterons aussi pr(X) = 1 2tr(ad X)I, X E g(f).
Soient f e g* et 1 un lagrangien en f. Soit l’un sous-espace de I. On note q(f, l’)

le nombre de valeurs propres strictement négatives de la matrice associée à la
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forme hermitienne, sur l’ définie par:

Soit f~ gi. Supposons que G. f soit stable par u. Comme nous l’avons remarqué
en 2-4, il existe g E G tel que 03C3o(g. f ) = g. f On note rg = (1 - g-103C3og)g. Soient
1: E X( f ) et 1 un lagrangien en f stable par g-103C3og. Rappelons, d’après ([D-H-V],
11-2), que:

ne dépend pas de 1. Il est facile de voir que:

Donc

ne dépend pas de 1, on le notera Q03C3,g(f, 7:). On a:

LEMME. Soient x et y deux éléments de G tels que (j o(x . f) = x. f et

(jo( Y’ f) = y·f. Alors Qa,x(f, 7:) = Qa,y(f, 03C4).

Ce lemme sera démontré au paragraphe 6.2.
On pose alors Q03C3(f,03C4) = Q03C3,g(f,03C4). Il est clair que si XE G on a,

Qa(f, 7:) = Q,,,,(x - f, x03C4); où x03C4 est le caractère de (x · f)g défini par transport de
structure (voir [B-1] p. 48). On pose:

Alors 0n,! = 039803C3,g.f pour tout g E G. Cela nous permet de définir pour
Q E(g;/G)n, par 0,,n = 0n,!, f E 0.

4.3. Avec les notations ci-dessus, on a:

THEOREME. Soit 0 E C’(uG). Alors la fonction 03A9 ~ 039803C3,03A9(~) est intégrable
pour dm, et on a
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REMARQUES: 1-Si ~~C~c(G), 039803C3,03A9(~) est nulle. Donc la formule du

théorème est valable pour toute fonction ~ E C~c (G).
2- La formule (3) de l’introduction se déduit facilement du théorème.

5. Démonstration des proposition 3.2 et 3.3

5.1. Soit s un élément elliptique de aG. On reprend les notations du paragrahe 3
et on note Mc le groupe adjoint de mc. Soit a E Car(m). On pose aR = iai ~ aR.
On notera 03A6(m, a) l’ensemble des racines réelles dans A(mc, ac).

Soient a une sous-algèbre de Cartan de m et soit a E 03A6(m, a). On choisit Xa et
X-03B1 dans m de poids a et - a respectivement tels que:

On note Ker a le noyau de a dans a et on pose a’ = Ker a 0 R(X03B1 - X-03B1).
Alors a’ est une sous-algèbre de Cartan de m, 03B1’I = aI ~ R(X03B1 - X-03B1) et
aR = aR n Ker a. On note ca l’application linéaire de ac dans a’C telle que

c03B1(X) = X si 03B1(X) = 0 et c03B1(h03B1) = i(X03B1 - X-03B1); elle est induite par un élément de
Mc.

Soit fi E 03A6(m, a) une racine telle que 03B2(h03B1) = 0. On pose c. 1. Alors
03B2’ ~ 4jm, a’), ho, = ho et l’application 03B2 ~ 03B2’ est une bijection de l’orthogonal de a
dans 03A6(m, a) sur 03A6(m, a’).

Soit 03A6+ c 03A6(m, a) un sytème de racines positives. (On note 03A6’+ l’ensemble des
racines fi’ où fi parcourt l’ensemble des 03B2~03A6+ orthogonaux à ha. C’est un
système de racines positives pour 03A6(m, a’).

Suivant ([D-V], 11-4), nous noterons Bm l’espace vectoriel des fonctions b de 3
variables a E Car(m), 03A6+ un système de racines positives pour 03A6(m, a) et Y E iaR
qui vérifient:

b-1. Soit m E M. On a

où s03B1 est la réflexion de ac correspondant à a.

b-3. On pose Y = Y0 - i03C0y, avec Y0 ~ aI et YEaR. Alors b(a, 03A6+, Y) = 0 si

y~03A303B1~03A6+ R+ · h03B1 où R+ = [0,~[.
Si a est fondamentale, 03A6(m, a) est vide et 03A6+ est omis de la notation. La

relation b-3 s’interprète: b(a, Y) = 0 si y ~ 0.
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Nous rassemblons, dans le lemme suivant, les propriétés des éléments de Bm
dont nous aurons besoin (voir [D-V], IL4 lemmes 1, 2 et 6).

LEMME. Soit b une sous-algèbre de Cartan fondamentale de m et soit b E Bm.
Alors:

(i) la restriction de b à b est une fonction W(M, b)-invariante qui détermine b.

(ii) si b(a, 03A6+, Y) =1= 0, il existe m E Mc tel que m. a = b et b(b, m. Y) :0 0 et si y est
comme en b-3, il existe OJ E W(03A6(m, a)) tel que 03C9· y = - y.

(iii) si la restriction de b à b est bornée, alors b est bornée.

Soit X E bj. La transformée de Fourier mX de ImX est une fonction bornée, M-
invariante et analytique dans l’ensemble des éléments réguliers de m*. Soit
a ~ Car (m) et soit 03A6+ un système de racines positives pour 03A6(m, a). Soit C(03A6+)
l’ensemble des v E Gk tels que v(ha) &#x3E; 0 pour tout a ~03A6+.

D’après Harish-Chandra (voir, par exemple, [V]), il existe une fonction

Y ~ bx(a, 03A6+, Y) sur aR, nulle en dehors des conjugués (sous MC) de X, telle
que:

pour tout 03BB = p + v avec p E aÎ et v E C(03A6+). La fonction bX est dans Bm et on a:

5.2. On reprend les notations de la section précédente. On a:

On introduit l’élément ba,s de Bm défini par:

Cette somme est finie pour a, 03A6+, Y fixés. Comme Bl:,s est invariant par
W(M, b), il résulte de i-1 et i-2 que:

Le lemme suivant rassemble les propriétés de la fonction ba,s.
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LEMME. Soient a E Car(m), X E al, g E G et z E Z. Alors on a:

DEMONSTRATION. Les deux premières assertions sont évidentes. La dé-
monstration de (iii) est la même que celle de la formule II-(65) dans [D-V]; nous
omettons les détails.

Soit a E Car(m). On note b = g". Rappelons, notations de 2.1, que pr est la
projection de 1)I,Z sur aj,z. On définit une fonction x sur ai,z de la façon suivante:
s’il existe X ~ hI,Z tel que pr(X) = 0 et x(exp X) ~ 1, on pose (Y) = 0 pour tout
Y ~ aI,Z. Sinon, soit Y E aI,z et soit X ~ hI,Z tel que pr(X) = Y, on pose
(Y) = x(exp X); cela est bien défini.

COROLLAIRE. Soit Y0 ~ aI,Z. On a

DEMONSTRATION. Notons 1)i = {X ~ hI|s · X = -X}. Alors bi = h-I ~ aI;
en effet la restriction de Ad s’ à b est l’identité de 4 car S2 E G et a n greg i= QS. Soit
X ~ hI tel que pr(X ) = Yo. Ecrivons X = X- + Yo avec X- ~ h-I. Alors

s. exp X = exp - 1 2X- s. exp Yoexp 1 2 X-. On déduit facilement du lemme que
b03C3,s(a, 03A6+, Y + Yo) = x(exp X)b03C3,s(a, 03A6+, Y). Le corollaire en découle.

5.3. Soit a E Car(m). On pose:

LEMME. Soit X E iaR tel que ba,s(a, 03A6+, X) ~ 0. Alors

DEMONSTRATION. (i) découle du lemme 5.1, (ii). Pour (ii), soit X E as, on a

exp(admC 2X) = Idmc’ donc a(2X) E 2inZ pour tout a E 0394(mC, ac). En particulier,
a(x) E Z pour tout a E 0(m, a). D’après le lemme 5.1, (ii), il existe Co E W(4jm, a)) tel
que 03C9.x= -x, donc 2x = x - 03C9x appartient à 03A303B1~03A6(m,a) Z. ha. Comme
x ~ 03A303B1~03A6+ R+. ha’ le lemme s’en déduit.

5.4. Soit 03BB ~ a*~(m). On considère 03A6+(03BB) = {03B1 ~ 03A6(m, a)|03BB(h03B1) &#x3E; 01; c’est un

système de racines positives pour 4jm, a).
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D’après le lemme 5.1, (iii), il existe d &#x3E; 0 tel que |b03C3,s(a, 03A6+, Y)|  d pour tout
a, 03A6+, Y.

LEMME. Soit XoEa¡. Alors

DEMONSTRATION. La même que celle du lemme 11-7 dans [D-V].
Soit x E aR . Supposons donnés deux éléments X 1 et X 2 de ai tels que X1 - i03C0x

et X2 - i03C0x appartiennent à as, alors X1 - X2 E as et donc 2(X 1 - X2) E aI,z.
D’après le corollaire 5.2, la fonction X ~ ba,s( a, 03A6+(03BB), X)e-i03BB(X) est invariante

par translation par aI,Z. Cela avec le lemme ci-dessus nous permet de poser:

cette série est absolument sommable.

5.5. Nous allons démontrer les propositions 3.2 et 3.3. Comme dans [D-V],
pour démontrer la proposition 3.2, il suffit de montrer (avec p03C3,s définie ci-

dessus) :

PROPOSITION. Soit ~ ~ J(m*). On a

DEMONSTRATION. Compte tenu des lemmes 5.3 et 5.4, la démonstration de
la proposition est la même que celle du théorème II-l’de [D-V].
La proposition 3.3 découle immédiatement du lemme 5.1 et de la définition de

p03C3,s ci-dessus.

6. Démonstration du lemme 4.2 et du théorème 4.3

6.1. Rappelons que g a une structure complexe. On note J la multiplication par i
dans g. Alors J vérifie
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On note gC,h (resp. gC,a) le sous-espace propre de gc correspondant à la valeur
propre i (resp. - i) de J. La relation (a) montre que gc = gC,h ~ gC,a et la relation
(b) montre que gC,h et gC,a sont des idéaux de gc. Soit 4 une sous algèbre de
Cartan de g. Il est clair, d’après (b), que b est stable par J. On déduit alors de (b)
que J laisse stable les sous-espaces radiciels (pour bc) de gc. Si a est une racine
de bc dans gc, on note g03B1C l’espace radiciel correspondant. On note Oh (resp. 1Ba)
l’ensemble des racines telles que g03B1C est inclus dans 9C,h (resp. gC,a). Alors
0394(gC, hC) = 0394h ~ 0394a.

Soit s ~ 03C3G. La relation (c) montre que s permute les idéaux gC,h et gC,a; en
particulier ils sont isomorphes. En plus si 1) est stable par s les ensembles Ah et 0394a
sont permutés par s.

Soit s un élément semi-simple de QG. Soit a une sous-algèbre de Cartan de gs.
On note 4 = g’; c’est une sous-algèbre de Cartan de g. Alors Ad s2 |hC = IdhC. Si
a E 0394(g0398, hC), S2 opère dans g03B1C par un scalaire qu’on note Ça (s). Le système de
racines A(gs , aC) s’identife à l’ensemble des racines a dans Oh telles que 03BE03B1(s) = 1
de sorte que si on fixe, pour tout Y C- Ah telle que 03BE03B1(s) = 1, un élément non nul
X03B1 ~ g03B1C, on a

Soient a ~ lR(g) et 4 = g". Pour aE1B(gc, bc), on note h« sa coracine. Soit

f c- a* n g* On note L(a, f) l’ensemble des lagrangiens 1 en f tels que si

a E 0(I, 1)c) on a:

f(h03B1) &#x3E; 0 si la restriction de a à a est réelle

if(h03B1) &#x3E; 0 si la restriction de a à a est imaginaire
03B1~0394(I, bc) si la restriction de a à a est complexe.

On remarque que, dans la situation où a est une sous-algèbre de Cartan de gS,
la restriction de t’X E 1B(gc, 1)c) à a est réelle, imaginaire ou complexe suivant que
s.03B1 = 03B1, s.03B1 = -03B1 ou s. 03B1 ~ -f-a.
Si 1 est un sous-espace de gc somme de sous-espaces radiciels, on pose

0394*(I, bc) = 1B* (gc, bc) n A(1, bc) où * désigne h ou a.
Soit s un élément semi-simple de (7G. On reprend les notations ci-dessus. Soit

aE1Bh(gc, 1)c) tel que s . &#x26; = - a et ÇIX(S) = 1. Si XIX est un élément non nul de g03B1C,
03BA(X03B1, sX03B1) est un réel non nul et son signe ne dépend pas du choix de X03B1; on le
note 03B503B1(s). Le lemme suivant est une conséquence immédiate des définitions:

LEMME. Soient f E a* n g* g et 1 E 2(a, f) stable par s.
Alors:
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REMARQUE: Par l’identification de 0394(gsC, ac) avec {03B1 ~ 0394h|03BE03B1(s) = 1}
l’ensemble {03B1~0394h|s.03B1 = -03B1, 03BE03B1(s) = 1 et 03B503B1(s) = +} correspond à l’ensemble
des racines imaginaires non compactes de ac dans gsc.

6.2. Dans cette section nous démontrons le lemme 4.2. On utilise les notations

de la section 4.2. Il est clair que Q03C3,g(f, 03C4) = Q03C3,1 (g. f, Ilr). On en déduit qu’il suffit
de démontrer le lemme quand 03C30. f = f et y = 1. Soit h E G( f ). On voit
facilement que Q03C3,xh(f, T) = Q03C3,x(f, T). On pose a = g(f)03C3o. Il est bien connu (voir,
par exemple, la démonstration du lemme 1.6.1. de [B-1]) qu’il existe h ~ G(f) et
X E a tels que (JoexpX = h-1x-103C3oxh. Puisque exp 2X = 1, X appartient à ai.
Compte tenu des propriétés de la fonction p03C3,., on voit facilement que pour
démontrer le lemme il suffit de montrer que pour X E al avec exp 2X = 1, on a
e1/2tr(adX)l = 1. On pose 4 = ga et on note H le sous-groupe de Cartan de G
correspondant à 1). Comme G est simplement connexe, il existe un caractère de H
défini par:

Comme 1 est 03C30-stable, on a 1 2 tr(ad X)I = 03A303B1~0394h(I,hC) 03B1(X) pour tout X E a. Ceci
termine la démonstration du lemme 4.2.

6.3. Dans cette section nous introduisons, brièvement, la méthode de descente
de Harish-Chandra et nous renvoyons à l’appendice de [D-H-V] pour la
présentation que nous ferons et pour plus de références.
On note Gell l’ensemble des éléments elliptiques de G. Soit s ~ Gell n (7G. On

emploie les notations de 3. On note r = (1 - s)g, de sorte que g = m % r.
Soit il &#x3E; 0. On note V~ l’ensemble des X E m tels que la partie imaginaire de

toute valeur propre de ad X (dans gC) soit de module strictement inférieur à q. Si
il est assez petit, l’ensemble

est un ouvert G-invariant de JG. Et si on choisit pour tout s E Gell ~ JG un réel
~s &#x3E; 0 aussi petit que l’on veut, la réunion des Ws,~s recouvre QG (voir, par
exemple, [B-1], lemme 8-1-1 ). Si ~s est assez petit, l’application Y - s exp Y de
1/;,s dans JG est transverse au front d’onde de toute fonction généralisée G-
invariante 0 dans Ws,~s (voir, par exemple, [B-1] p. 52). On peut donc définir
l’image réciproque de 0 par cette application que nous noterons 0(s exp Y).
Suivant Harish-Chandra on définit la fonction généralisée 03B8s dans 1/;,s par la
formule:
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La fonction généralisée 03B8s détermine 0. De plus une suite 0,, de fonctions
généralisées G-invariantes dans Ws,~s converge faiblement vers 0 si et seulement
si la suite 03B8sn converge faiblement vers 0-’.

6.4. Cette section et les suivantes seront consacrées à la démonstration du

théorème 4.3. Nous utilisons les notations du paragraphe 4.
En utilisant les mesures fixées dans 1.3, nous confondons dans la suite

fonctions généralisées et distributions. La démarche que nous suivrons pour
démontrer le théorème est la même que celle de [D-V] pour établir la formule de
Plancherel. On pose Ox = 1,.ZIB,, ~(z)03BC03C3,z, alors, compte tenu de ce qui a été
rappelé ci-dessus sur la méthode de descente, le théorème découle du lemme
suivant:

LEMME. Soit SE Gell n (TG et soit 8 &#x3E; 0 assez petit. Alors pour toute fonction
~ ~ C~c(V03B5) on a

Ce lemme sera démontré dans la section 6.6.

Le calcul de 0,’, est facile (voir par exemple [Du], Section 3. proposition 3 pour
une situation plus générale), on a:

03B8s~ = 0 si  ~ Rb03C3,s (notation de 3.2)
03B8s~ = ~03C3,s(0) |det(1 - Ad S)g/gs|-1 03B40|v03B5 si 0 E Rb03C3,s où ô. est la mesure de Dirac à

l’origine de g’

6.5. Dans cette section nous calculons 0398s03C3,03A9.

Rappelons les notations du paragraphe 4; m = gs, M le sous-groupe ana-

lytique de G correspondant à m et r = (1 - s)g. On note Mc le groupe adjoint de

me.

Le calcul de 0398sfo,03C4o a été fait dans [B-1]. Rappelons la fonction ~sfo,03C4o sur
03A9o n m* de [D-H-V]. Soient f E Qo n m* et 1 un lagrangien en f stable par s.
Soit g E G tel que g. fo = f. Alors:
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le membre de droite ne dépend ni de g E G tel que g . fo = f, ni du lagrangien en f
stable par s. D’après le théorème 5.5.3 de [B-1], on a:

pour toute fonction ~~C~c(V03B5).
On pose G° = G03C3o. On a

LEMME. Il existe un polynôme Mc-invariant Ps sur mt tel que, pour tout

DEMONSTRATION. Soit a une sous-algèbre de Cartan de m. On pose 1) = gtt.
Soit Y E a n greg. Alors il existe g e G tel que 03C3o.g-1. Y = g-1. Y. Donc g03C3og-1
appartient à sG(Y). Comme G(Y) est le sous-groupe de Cartan de G corre-
spondant à 1), on a g03C3og-1.Y’ = Y’ pour tout Y’ E a. On peut alors (voir
démonstration du lemme 1.6.2 de [B-1]) choisir g de sorte que s = g03C3og-1 exp X
avec X c- a,. On pose 03C31 = guog-l et r1=(1-03C31)g.

Soit 1 un lagrangien contenant h et stable par s. Alors e1/2tr(ad X)I ne dépend pas
du choix de g. En effet, soient x E G et Y~aI tels que s = xu,,, x - ’ exp Y On a
03C31 = x03C3ox-1exp(Y - X) avec exp 2( Y - X) = 1. Pour les mêmes raisons que
dans la démonstration du lemme 4.2, on a e1/2tr(ad X)I = 1; ce qui prouve notre
assertion. Il est clair que e1/2tr(adX)l = e03A303B1~0394h(I,hC)03B1(X).
Remarquons que, pour a E 0394(gC, 1)c), on a ça(s) = e203B1(X). Alors un calcul simple

donne:

D’après les définitions de Q,, et ~sfo,03C4o et les propriétés de p03C3,. on voit facilement
que:

Le deuxième membre de (4) ne dépend pas du choix de 1 lagrangien en f stable
par s. Soit 1 E I(a, f ) stable par s. D’après le lemme 6.2 et la remarque qui le suit
on a

1 f racines imaginaires non compactes de ac dans mcll. (5)
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Soit KM un sous-groupe compact maximal de M. Il est bien connu (et facile à
voir) que le deuxième membre de (5) est égal à

q(M) - 1 4|{racines non imaginaires de ac dans mC}|

Par l’identification des racines de ac dans mc avec les racines a dans 0394h(gC, 1)e)
telles que 03BE03B1(s) = 1, on a

Notons G’ le sous-groupe de G correspondant à gUI. Soit KG1 un sous-groupe
compact maximal de G 1. Comme précédemment on obtient

Les sous groupes KG1 et KM ont même rang (voir, par exemple, les lemmes 1.6.1
et 1.6.2 de [B-1]. Il est clair que s. a = u 1 . a pour tout a E 0394(gC, 1)c). Donc on a

Soit 1 un lagrangien contenant 4c et stable par s. Pour f E a* on pose

Il est facile de voir que 03C9a(f) ne dépend pas du choix 1. On va montrer que Wu
est invariant par W(Mc, ac). Pour cela on rappelle ’Y le système des racines de
ac dans gc (sans multiplicités). Alors tout 03BB ~ 03A8 est la restriction à ac de deux
racines dans 0394(gC,hC); si a est l’une d’elles, l’autre est s. a. On note W(1)
l’ensemble des 03BB~03A8 tels qu’il existe (1. E 1Bh(l, hC) dont la restriction à ac est 03BB. Il

est clair que si ÀeW, on a soit 03BB~03A8(I) soit -ÀeW(1). L’ensemble

03A8s = {03BB~03A8|e203BB(X) = 1} est un sous-système de racines de 03A8 et c’est l’ensemble
des racines de ac dans mC; 03A8 est le système de racines de ac dans g03C31C. On pose
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cela est clair quand W(1) est un sous-système de racines positives dans ’11, et les
deux termes de (7) coincident avec la signature de y. En général, on montre que
les deux termes de (7) définissent des caractères de W(03A8S) et W(03A8) respective-
ment (voir la démonstration du lemme 1 de [B-2]) et il est facile de voir que ces
caractères coincident avec les signatures. On déduit de (7) que:

cela entraine que Wa est invariant par W(Mc, aC). Donc, d’après le théorème de
Chevalley, il existe un polynôme Mc-invariant sur mt dont la restriction à ac est
co,,. On le note aussi Wa.

Choisissons a E Car(m) de sorte que aR soit de dimension maximale. On écrit
s = 03C31 exp X avec X E al et aIde la forme g03C3og-1, g~G. Soit a’ E Car(m)
contenant a,. Soit c une transformation de Cayley de a dans a’; elle vérifie
c. Y = Y pour tout Y E a, et en particulier c. X = X. On peut supposer que c est
un élément de MC. Alors si 1 est un lagrangien contenant ga , c. 1 est un

lagrangien de gc contenant ga’C et stable par s. On vérifie alors facilement que
03C9a’(c.f)=03C9a(f) pour tout f ~ a*C. Comme cva- est Mc-invariant on a

03C9a’(c.f) = 03C9a’(f). Donc 03C9a = 03C9a’. Soit a’ ~ Car(m). Soit XEM tel que x.a’

contient ai. Alors on a s = x-103C31x exp(x-1. X) avec x-1. X E a’I. On voit alors
facilement que Wa’ = 03C9x.a’. Donc les Wa coincident pour a parcourant Car(m).
On pose co = 03C9a. On définit P, par:

Nous allons montrer que Ps ainsi défini vérifie le lemme. Soient f E a* n gieg et
I~I(a,f) stable par s. Rappelons que:

Soit a E 1Bh(I, bc) tel que 03BE03B1(s) ~ 1. Si s. a = a, on a |f(h’03B1)| = f(h’03B1), si s. a =1= T a,
on as. a E 1Bh(I, 1)c) et f(h’s.03B1) = f(h§) et si s.03B1 = -03B1 on a |f(h’03B1)| = if (h’ Donc
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Compte tenu de la définition de Ps, le lemme découle de (4), (6) et (8).

6.6. Dans cette section nous démontrons le lemme 6.4.

Soient S2 E (gi/G)U et fo E 03A903C3o. Il est clair que la fonction:

sur Q n m*, ne dépend pas de 10, on la note Qs03C3(f). D’après les formules (1) et (2),
on a

D’après le lemme 2.5, le deuxième membre de cette inégalité est égal à

D’après le lemme 6.4, ceci est égal à

Comme Ps E 9’(m*), l’assertion (i) du lemme 6.4 découle de la proposition 5.5.
On note DS l’opérateur différentiel sur m tel que, pour tout ~~C~c(m), on a
Dx~(f) = Px(f)~(f). Les mêmes calculs que ci-dessus montrent que:

D’après la proposition 3.2, le deuxième terme de cette égalité est égal à
cs V03C3,s(Ds~). Si s n’est pas conjugué (sous G) à un élément az, z E Z, Rb,, (notation
de 3.2) ne contient pas 0 et on peut choisir B assez petit de sorte Rb03C3,s ~ V03B5 = 0.
Donc V03C3,s(Ds~) = 0 et il en est de même de 6§(§); ce qui démontre l’assertion (ii)
du lemme 6.4 dans ce cas. Si s est conjugué à un élément uz, z E Z, on peut
supposer, par G-invariance, que s = az; dans ce cas M = G". On a

P03C3z(f) = ( -1)q(G0)-q(G03C3) pour tout f E ge** celà découle aisément de la définition
de Paz et de l’interprétation cohomologique de ( - 1)q(G°) - q(G03C3) dans ([K] p. 296).
Pour a assez petit, &#x26;l:,uz ~ V03B5 est réduit à {0} et V03C3,03C3z(~) = ~(z)~(o). Donc
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Cela termine la démontration du lemme 6.4.

7. Relèvement de la mesure de Dirac de G°

7.1. Dans cette section, nous allons rappeler la notion de relèvement de

distributions de Go(:=G03C3o) à G (voir [Sh-1]). Comme auparavant, nous
remplaçons les intégrales orbitales tordues dans G par des intégrales orbitales
(ordinaires) dans Go G.

Soit T un tore maximal de G défini sur R (i.e. Go(T) = T). On note
Z’(T) = tu c- TIGo(u)u = 1}. Le groupe T opère dans Z’(T) par t.u = u03C3o(t)t-1,
t ~ T. On pose H1(T) = zl(T)/T. On note A(T) l’ensemble des g ~ G tels que
gTg-1 est défini sur R et on pose D(T) = G°BA(T)/T.

Soit 03B4 ~ T tel que 6°b soit régulier; ceci est équivalent à 03C3o(03B4)03B4 E Greg ([Sh-2],
lemme 2.1.2). On munit la G-orbite de 03C3o03B4 de la mesure définie en 1.3 qu’on note
J-la olJ et on pose

Soit y e Tao n Greg. Comme ci-dessus on munit la Gao-orbite de y d’une mesure
qu’on note 03B403B3 et on pose

Soit ~~C~c(03C3oG). D’après [Sh-1], il existe 4JoE!/(GO) (espace de Harish-
Chandra-Schwartz de G°) telle que, pour tout T tore maximal de G défini sur R
et tout y E T03C3o n Greg, on ait:

Une distribution sur Go est dite stablement invariante si elle est dans
l’adhérence de l’espace des distributions engendré par les 03B4st03B3, 03B3~Goreg. La
fonction ~o n’est pas unique, mais si 0 est une distribution tempérée stablement
invariante sur G°,03B8(~o) ne dépend pas de ~o vérifiant (*). On définit alors, le
relèvement de 0 à G, que nous noterons Reljo0 par:
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C’est une distribution invariante sur u,, G.
Rappelons que si 0 est une fonction localement sommable et continue sur

Greg, le relèvement de 0 est une fonction localement sommable et on a (voir [Sh-
2], corollaire 5.4.4) RelGG°03B8(03C3o03B4) = 03B8(03C3o(03B4)03B4).
Le relèvement des caractères tempérés a été étudié dans [C] et [B-3]. Ici, nous

nous interessons au calcul du relèvement de la mesure de Dirac à support
l’élément neutre dans G°.

REMARQUE: Dans ce qui précède il n’est pas nécessaire de supposer que G est
simplement connexe.

7.2. Dans cette section nous rappelons la formule de Plancherel sous la forme
établie dans [D-V]. On note Z° le centre de GO et on fixe un caractère x° de Z°.
Soit a E Car(g°) où g° désigne ga°. On note A le sous-groupe de Cartan de G°
correspondant à a. Soit 1 un lagrangien de goC contenant ac. On pose

Alors il existe un caractère ÇI de A (bien défini) tel que

En plus la restriction de jj à Z° ne dépend ni de 1 ni de a E Car(g°) (voir [D-V],
lemme I-1). Si z~Z°, on pose

Soit a E Car(g°). On note 03B1I,Z° l’ensemble des X E al tels que exp X ~ Z°. C’est
un réseau de al . On note a*I,~° l’ensemble des J1 E aj tels que

On pose aio = a1,lo EB al et on définit une mesure jl,,,x. sur a*, de support aio,
comme en 2.2.

Soit s un élément elliptique de G°. On note m = g°s et on définit m*~° et une
mesure ~m,~° sur m* de support mio comme en 2.3. Sur (go*~°/G°) on définit une
mesure notée dmxo par la formule:

Soit b une sous-algèbre de Cartan fondamentale de m. On pose:
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Soit X ~ Rb1,s. On pose ~o1,x(X) = °(s exp X) et on définit, comme en 3.2, la
distribution V1,s sur m par:

On introduit l’élément b1,s de Bm défini par

On pose as = {X E iaR|AdgoC(s exp X) = IdgoC}.
On définit, comme en 5.4, la fonction pl,s sur a* par:

REMARQUE: p1,s(03BB) = q(s-1,03BB) dans la notation de [D-V].
On a ([D-V], théorème II-1) :

Soit f ~ go*~°. Posons a = g°(f). On note 2°(a, f ) l’ensemble des lagrangiens 1

en f tels que, pour tout a E 0(I, ac), on ait:

si a est réelle,
si a est imaginaire non compacte,
si a est imaginaire compacte,
si a est complexe.

On note A le sous-groupe de Cartan de GO correspondant à a et A1 le sous-
groupe compact maximal de A. Alors la restriction de jj à A1 ne dépend pas de
I ~ I°(a,f) ([D-V], lemme 1-2); on le note 03BEf. On note X ( f ) l’ensemble des
caractères r de A, tels que

On note 1j,r la représentation unitaire irréductible de Go associée à f e gx et
0393~X(f) (voir [S-V], Section 2). On pose:
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Alors si f’~03A9 = G". f, on a 0398f’ = O f ([D-V], 1-8). On pose alors en = (Df 
Avec ces notations, on a pour tout ~~C~c(G°) ([D-V], théorème 11-3)

où bz est la mesure de Dirac à support z.

7.3. Dans cette section, nous établissons ou rappelons des résultats qui serviront
dans la démonstration du théorème 7.4. Nous utilisons les notations des sections

précédentes.

(a) La distribution

est tempérée et stablement invariante, et

Le fait que 03B8f, r soit tempérée et stablement invariante est bien connu (voir, par
exemple, [Sh-3], lemme 5-2). Le calcul de RelGo 03B8f,0393 a été fait dans [C] et dans le
chapitre 8 de [B-1]; cependant il n’est pas explicité sous cette forme, mais les
calculs faits dans le chapitre 8 de [B-1] donnent facilement le résultat.

(b) Soit g e N(G, a). Alors 6(T, g. f ) = Q(0393, f).

Posons L = Z(G,aR). D’après ([Sh-3], théorème 2-1), on a N(G, a) =
N(G°, a). N(L, a). Comme l’assertion (b) est claire pour g E G°, nous supposerons
que g E N(L, a). Par définition, on a

Donc

Notons = E,. Alors il est bien connu que A = AoZLo (ZLo est le centre de L°).
Donc on peut choisir, pour chaque classe dans A¡/A¡oZo, un représentant dans
ZL-; on fera ce choix dans la suite. Alors g0393(s) = r(s) et il est facile de voir que
03BEg.f(s) = 03BEf(s); il reste à montrer que
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Rappelons que

Comme g E L, on a g . v = v pour tout v ~ a*R,C. Donc 03A6+(g.f) = 03A6+(f). Pour
démontrer la formule (1) il suffit, donc, de montrer que eig.f(Y) = eif(Y) pour tout
Y~aos. Rappelons que G est le groupe des points réels d’un groupe algébrique
défini sur R, dont on note Gc le groupe de ses points complexes; Gc s’identifie à
G x G. Le groupe G03C3C° est le sous-groupe de Gc d’algèbre de Lie goC; il s’identifie à
G. Donc le centre de Gêo est inclus dans le centre de Gc. Alors Ye al si et

seulement si s exp Yappartient au centre de Ge et donc au centre de Gc. On en
déduit que exp(g. Y - Y) = 1. Comme g. Y - Y appartient à al, on a

eif(g.Y-Y) = 1; ce qui termine la preuve de l’assertion (b).

(c) Soit x E G tel que 0"0 (x)x E Zoo Alors on a

Cela découle aisément de ([K] p. 296).

7.4. Les distributions Ô,,, z E Z°, sont tempérées et stablement invariantes. Le but
de cette section est de calculer leurs relèvements à G.

On pose

Le groupe G opère dans

THEOREME.

DEMONSTRATION. Soit ~~C~c(03C3oG). Soit ~o~J(G°) vérifiant 7.1.(*).
D’après [He-W], théorème 7.6, la formule de Plancherel s’étend à l’espace
J(G°). Donc on a:

Par définition de dmxo, ceci est égal à
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D’après 7.3(b), (2) est égal à:

On pose

On en déduit que (2) est égal à:

On note x le caractère de Z défini par x(z) = ~°(03C3o(z)z). Soit 03C8 une fonction sur

ago telle que 03C803A0g°/a soit intégrable pour ~a,~°. On a par définition

Remarquons que si 03BB e aio on a 2À e ai. Si À e ai et À/2 ft aio, on pose 03C8(03BB/2) = 0.
Dans (3), on fait le changement de variable À’ = 2À. Alors en remarquant que
TIgo/a(À) = 2-1/2dim(g°/a)03A0g°/a(03BB’/2), on voit que

Il découle des définitions que 
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A partir des formules (3), (4) et (5), on déduit:

où on a fait la convention p1,1(03BB/2) = 0 si 2/2 ft aio. Le groupe Z opère de façon
naturelle dans Hr et le stabilisateur de x est B(1ox. Alors on a

Donc, compte tenu du théorème 4.3, pour démontrer le théorème 7.4, il suffit
de montrer

pour tout Â c- a*
Soit b une sous-algèbre de Cartana fondamentale de g°. On note Bi le sous-

groupe analytique de GO correspondant à bI. Si XE Z;, il existe un représentant
de la classe x dans Bi . On fixe un ensemble S de représentants, des éléments de
H1r/Z, dans BI . On pose

Alors

(réunion disjointe)

En effet, il est clair que si X e Rb03C3ox,03C3o, alors X e Rbst; réciproquement, si X ~ Rlst
on a exp X e Z1r et X e Rb03C3oexp X,03C3o. Supposons que Rb03C3ox1,03C3o ~ Rb03C3ox2,03C3o ~ 0 et soit X
un élément de cette intersection. Alors par définition, il existe g1,g2 ~ G et
z1,z2~Z tels que

On en déduit que
ont même image dans H1r/Z.
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Soit X ~Rbst. On pose î(X) = X’(exp 2X). Il est facile de voir que si X ~ Rb03C3ox,03C3o,
on a i(X) = ~03C3ox,03C3o(X)~°(03C3o(x)x). Il est clair que 1 2 Rb1,1 = Wsbt et que si X E Rb1,1, on
a ~o1,1 (X) = 03BEI(exp X)i(X/2).

Par définition, si 03BB/2 E a*o on a:

On déduit facilement des propriétés des éléments de Bg° (lemme 5.1.(i)) que
bX(a, 03A6+(03BB), Y) = b X/2(a, 03A6+(03BB), Y/2). Il est clair que -1 2 ao 1 = aao’ Donc, si 03BB/2 E aio,
on a

Comme

On a

De la définition de p03C3ox,03C3o(03BB) et de (7), (8) et 7.3.(c), on déduit la formule (6) pour
les E ai tels que 03BB/2 E aio.

Soit Â E ai tel que 03BB/2 ~ aio. Alors le membre de gauche de (6) est nul par
définition. On va montrer que le membre de droite est nul aussi. Remarquons,
puisque G est simplement connexe, que pour que 03BB/2 appartienne à a*’ il faut et
il suffit qu’il existe un caractère de A1 de différentielle i03BB/2; et cela est réalisé si et
seulement, pour tout X E ai tel que exp 2X = 1, on ait ei03BB(X) = 1. Comme 03BB/2
n’appartient pas à aio, il existe Yo~aI tel que exp 2 Yo = 1 et ei03BB(Yo) ~ 1. Alors Yo
n’appartient pas à aI,Z; en effet supposons qu’il existe Y~hI,Z(h = ga) tel que
Yo = 1 2(Y + 03C3o. Y), alors eÎÂ(Y 0) = ei03BB(Y) et comme exp Y ~ Z et Â E ai, on a
ei03BB(Y) = x(exp Y) = ~°(exp(Y + a. Y)) = ~°(exp 2Yo) = 1. Considérons la

fonction 03C8 E B90 définie par:

Alors le même raisonnement que celui de la démonstration de la formule 11-65
de [D-V] montre que 03C8(a, 03A6+, y + Yo) = 03C8(a, 03A6+, Y) pour tout Y~iaR.
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Le membre de droite de (6) est égal à

Considérons la fonction ~:Y ~ 03C8(a, 03A6+(03BB), Y)e-i03BB(Y) sur a03C3o/aI,Z. Alors

(p(Y + Yo) = ~(Y)e-i03BB(Yo). Comme ei03BB(Yo) ~ 1, cela montre que

et termine la démonstration du théorème 7.4.
On déduit immédiatement du théorème:

COROLLAIRE. Soit z E Zoo Alors

REMARQUE: Supposons que G n’est pas simplement connexe, alors le
théorème 7.4 reste valable. On peut le voir comme suit. Soient G 1 le revêtement
simplement connexe de G, n la projection de Gl sur G et Z, le noyau de n. Soit
~ ~ C~c(03C3oG). Considérons la fonction  définie par:

alors  appartient à C~c(03C3oG1). Par la correspondance 7.1.(*), il lui est associé
une fonction o e J(G03C3o1). On considère la fonction ~o sur GeTo définie par:

Alors ~o appartient à J(G°) et vérifie 7.1.(*). La suite est un calcul simple.

REMARQUE: Signalons qu’il n’est pas difficile de démontrer le théorème 7.4,
sans utiliser les formules d’inversion, en établissant des "formules limites" pour
les intégrales orbitales tordues d’éléments réguliers.
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