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Sur un résultat de Waldspurger 11*

HERVE JACQUET
Department of Mathematics, Columbia University, New York City, NY 10027, USA

Received 21 March 1986; accepted 3 November 1986

§1. Introduction

(1.1) Soient F un corps de nombres et E une extension quadratique de F, Q
un caractére du groupe des classes d’ideles de E, o sa restriction au groupe
des classes d’id¢les de F. On note aussi # le caractére quadratique du groupe
des classes d’idéles de Fattaché a E, N, le groupe des éléments de F* qui sont
norme d’un élément de E et N, le groupe des éléments de E dont la norme
est 1. Pour chaque ¢ non nul dans F on note G, le groupe formé des matrices
du type suivant:

a be

b’ a°

b

ou o désigne la conjugaison dans E par rapport & F. On désigne par G le
groupe GL (2), regardé comme groupe algébrique défini sur F, par Z son
centre, par A4 le sous-groupe des matrixes diagonales. Si ¢ = 1 alors G, est
isomorphe a G. En général G, est une forme intérieure de G. En particulier,
si ¢ n’est pas une norme et 7’ est une représentation automorphe de dimen-
sion infinie de G., alors la correspondance de [J.L.] associe a n” une représen-
tation automorphe cuspidale = de G,. Réciproquement, si @ est donnée,
alors il peut y avoir plusieurs ¢ tel que le groupe G, admette une représen-
tation automorphe correspondant a =.

On suppose maintenant que la représentation © n’est pas diédrale pour
I’extension E. Alors le relévement I1 de & a ’extension FE est une représen-
tation automorphe cuspidale du groupe G(E) = GL(2, E).

(1.2) Dans [W] Waldspurger considére deux conditions relatives a la
représentation 7. Soit w le caractére central de m et Q un caractére multiplicatif
de E dont la restriction a F soit w. On désigne par T le sous-groupe de G,

* Partially supported by N.S.F. Grant DMS-85-02789.



316 H. Jacquet

formé des matrices de la forme:

a 0
0 a°

b

c’est un tore défini sur F et isomorphe au groupe multiplicatif de E. En
particulier Q s’identifie a un caractére du groupe adelique de T par la
formule Q(¢) = Q(a). Par abus de language on note aussi Z le centre de G,.
La premiére condition s’énonce ainsi:

1. Il existe un &, une représentation automorphe n° de G, correspondant a
7 et une forme automorphe ¢ dans I’espace de 7’ telle que I'intégrale

[¢0Q7" (1) di, te TE)TEZE),

soit non nulle.
La deuxiéme fait intervenir le relévement IT de = a G(E):
2. La fonction L(s, [T ® Q') n’est pas nulle au point 1/2.

Waldspurger démontre que (1) implique (2) ((W]). Mais il ne démontre pas
tout a fait que (2) implique (1). On se propose de démontrer cette impli-
cation. Pour cela on va prouver une “formule des traces relative”.

(1.3) On note w’ le relévement de w a E, de sorte que o’ (@) = w(aa’). On
choisit un systéme de représentants des classes F*/N,; pour chaque ¢ dans
ce systéme de représentants on se donne une fonction lisse f, sur le groupe
G(E,), se transformant par l'inverse du caractére @’ sous le centre et a
support compact modulo le centre; on suppose la fonction nulle pour
presque tout ¢. La fonction f, définit un opérateur dans I’espace des formes
cuspidales se transformant par le caractére @’ du centre. Cet opérateur est
représenté par un noyau que 1’on note K,. On considére I’expression:

¥

ae EX|EX, ge G(F)Z(F)\G.(F,). (1.1.1)

a 0
01 ,g]Q“ (@) danw(det g) dg,

On se donne d’autre part pour chaque ¢ une fonction lisse f, sur le groupe
G,(F,), se transformant par l'inverse du caractére w sous le centre et a
support compact modulo le centre; on suppose la fonction nulle pour
presque tous les &. La fonction définit un opérateur dans le sous-espace des
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formes automorphes engendré par les représentations automorphes cus-
pidales (i.e. de dimension infinie si G, n’est pas déployé) qui ont w pour
caractére central et ne sont pas diédrales pour E. On note K; le noyau
correspondant. On note aussi Q' le caractére Q~'w’. Autrement dit Q’ est le
transformé de Q par ¢. On considére I’expression suivante:

Y [ Kilty, £) Q) (@) dry dio, 1 € TEW)TE)ZE). (1.12)

Alors étant donnée une famille de fonctions f il existe une famille de
fonctions f,’, nulles pour presque tout ¢, telle que I’expression (1.1.1) soit
égale a I’expression (1.1.2).

La nouveauté de la formule par rapport aux cas antérieurs ([J.L], [J]) est
la présence, au moins en principe, d’une infinité de termes des deux cotés de
la formule, chaque terme faisant intervenir des groupes différents. D’un
autre point de vue la formule est en quelque sorte intermédiaire entre celle
de [J.L.] et [J]. Elle repose sur une identification de la réunion disjointe des
doubles classes A(E)\G(E)/G,(F) avec la réunion disjointe des doubles
classes T(F\G,(F)/T(F).

L’implication annoncée résulte immédiatement de la formule (§7). En
principe on pourrait aussi démontrer les résultats arithmétiques de Wald-
spurger donnés dans [W]. Toutefois on doit considérer la formule elle méme
comme |’objet principal de travail. On espére en effet que c’est le précurseur
de formules bien plus générales.

Au §2, on étudie les propriétés des doubles classes ci-dessus. Au §3 on
étudie les intégrales orbitales locales. Au §4 on calcule celles des fonctions
de Hecke. Au §5 on étudie I'intégrale du noyau d’Eisenstein et §6 celle du
noyau géometrique. Enfin on prouve la formule au §7. En fait on ne prouve
la formule que dans le cas particulier ou toutes les fonctions f, sauf une sont
nulles.

§2. Doubles classes

Dans ce numéro on conserve les notations du §1 excepté que F est main-
tenant un corps quelconque de caractéristique différente de 2.

(2.1) On choisit un ¢ non nul dans F et on étudie I'espace des doubles classes
T(F)\G,(F)/T(F). Pour g dans le groupe G,(F) on pose

X.(g) = bbe(aa”)”
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si

a be

b’ |

11 est clair que la fonction ainsi définie est constante sur les doubles classes
du groupe T(F) dans le groupe G,(F). On dira que g (ou sa double classe)
est régulier si X,(g) n’est ni nul ni infini, singulier dans le cas contraire. Si g
et g’ sont dans G, (F) et G, (F) respectivement et X,(g) = X, (g")alorse = ¢
et les éléments g et g’ sont dans la méme double classe du groupe T'(F). Si
g est régulier dans G,(F) alors la relation tgt'~! = g, ou ¢ et ¢’ sont dans
T(F), entraine que ¢ et ¢’ sont égaux et dans le centre Z(F). D’autre part il
n’y a que deux doubles classes singuliéres, celles de e et de I’élément

0 ¢
h = .
1 0
On considére encore la relation tg’~' = g ou ¢ et ¢’ sont dans T'(F), mais

on prend maintenant g singulier. Si g est e alors la relation entraine ¢ = ¢.
Sig = h, on remarque que 4 normalise T et la relation entraine 1 = gr'g™"'.
Enfin X (g) n’est jamais égal a | et prend, lorsque ¢ et g varient, toutes les
valeurs dans I’ensemble F — 1, augmenté d’un point a I'infini. La vérifica-
tion de ces assertions est élémentaire et laissée au lecteur.

(2.2) On note A4 le sous-groupe des matrices diagonales dans le groupe
G = GL(2). On se propose d’etudier I’espace des doubles classes A(EN\G(E)/
G.(E). Pour cela on introduit le groupe P des matrices triangulaires
supérieures et on étudie d’abord l'espace P(E)\G(E)/G.(E) des doubles
classes du groupe P(E) et du groupe G,(F).

LEMME : Si ¢ n'est pas une norme alors il n’y a qu’une double classe des groupes
P(E) et G,(F). Si ¢ est une norme soit m une matrice dont la deuxiéme ligne
(r, s) satisfasse aerr’ — ss° = 0. Alors il y a deux doubles classes des groupes
P(E) et G,(F), celle de e et celle de m.

Démonstration. Soit g un élément de G(E) dont la deuxiéme ligne soit (¢, d).
On suppose d’abord que cc’e — dd° ne soit pas nul, ce qui est toujour le cas
si ¢ n’est pas une norme. Alors il existe un élément 4 de G,(F) dont la
deuxiéme ligne soit (c, d). Le produits du vecteur ligne (0, 1) par 4 et g sont
les mémes. Donc la matrice p = gh~! fixe le vecteur (0, 1). par conséquent,
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elle est dans P et g = ph. Si ¢ n’est pas une norme 'assertion du lemme est
ainsi démontrée. On suppose maintenant que cc’¢ — dd’ soit nul et ¢ soit
une norme. Alors rs~' et cd ' ont la méme norme. Il existe donc a et z dans
E tels que ¢ = azr et d = a’zs. On pose

a 0

t qg = gh!
0 a

s h = m

0 z

Alors h et g ont la méme deuxiéme ligne. Il en résulte que ¢ est dans P et
finalement g = pmt avec

z 0

P = q
0 z

Comme p est dans P le lemme est complétement démontré.

(2.3) On introduit maintenant 'involution i dont G, est le fixateur:

-1

0 ¢
1 0

9

ou, comme plus haut, ¢ désigne la conjugaison dans E. On pose H(g) =
gg~'. Alors la fonction H est constante sur les classes a droite du groupe
G.(F); de plus H(g) = H(g’) entraine que g et g’ sont dans la méme classe
de G,(F). D’autre part la fonction qui a la matrice 4 d’éléments p, q, r, s
associe le scalaire rq/ps est constante sur les doubles classes du groupe A(E).
Enfin pour a diagonal on a: H(ag) = aH(g)a ‘et a'est aussi diagonale. On
est donc conduit a poser

Y.(g) = rq/ps

ou p, ¢, r, s sont les éléments de la matrice H(g). La fonction ainsi définie
est constante sur les doubles classes des groupes G.(F). Si g est dans
P(E)mG,(F) alors s = 0 et Y,(g) est infini. Si g est dans P(E)G,(F) alors g
est dans la double classe d’un élément de la forme

n(x) = 2.3.1)
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et 'on a:
Y(g) = —elxx’(l — e 'xx”)h (2.3.2)

Cela montre que Y, prend ses valeurs dans I’ensemble F augmenté d’un point
a I'infini. On dira que g ou sa double classe est régulier si Y,(g) n’est ni nul
ni infini.

LEMME: On suppose g et g’ réguliers pour G.(F) et G, (F) respectivement. Si
Y.(g) = Y.(g) alors ¢ = ¢ et les éléments g et g’ sont dans la méme double
classe des groupes A(E) et G.(F)

Démonstration: On peut supposer g = n(x)etg’ = n(x’). La formule (2.3.2)
ci-dessus montre que ¢ 'xx* = ¢~ 'x’x”. Il en résulte que x et x” ont la
méme norme; par conséquent, il existe a tel que x = x’ aa°~'. On a donc:

-1

a 0
0 a°

a 0
0 a

’

g

D’ou la conclusion.

On remarquera que Y,(g) ne peut étre égal a | et prend, lorsque ¢ et g varient,
toutes les valeurs dans ’ensembe F-1 augmenté d’un point a I'infini.

(2.5) LEMME:
(i) Si & n’est pas une norme la seule double classe singuliére est celle de e.
(ii) Si ¢ est la norme d’'un élément u on pose

Alors il y a quatre classes singuliéres, celles de e, n(u), m et n(1)m.

Démonstration: Si ¢ n’est pas une norme, il résulte des considérations
précédentes que Y, ne prend pas la valeur infinie. La seule classe singuliére
est donc celle de e. Si ¢ est la norme de u alors Y, (n(x)) est 0 si x = 0 et infini
si la norme de x est &. Comme dans la démonstration du lemme (2.4) la
double classe de n(x) ne dépend que de la norme de x. On voit donc que
P(E)G,(F) contient deux double classes singuliéres, celle de e et celle de n(u).
Les autre double classes singuliéres sont contenues dans P(E)mG.(F) et
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ont donc des représentants de la forme g(x) = n(x)m. Les éléments g(x) et
g(y) sont dans la méme double classe si et seulement si il existe a dans A(E)
tel que g(x) et ag( y) soient dans la méme classes a droite du groupe G, (F),
ou, ce qui revient au méme, H(g(x) = H(ag(y)). En notant a, et a, les
éléments diagonaux de la matrice a on voit que cette derniere relation est
équivalente a:

a = ai, a = aj,
a,a5”' Try = Trx.

Les deux premicres relations impliquent que q, et a, sont contenus dans F.
Alors on voit qu’il existe a satisfaisant la derniére relation si et seulement si
Trx et Try sont tous les deux nuls ou tous les deux non nuls. On en conclut
quiil y a deux classes contenues dans P(E)mG,(F), celle de m et celle de
n(1)m.

(2.6) Etant donné g dans G(E) on étudie maintenant I’ensemble Z(g) formé
des couples (a, h) avec a dans A(E) et h dans G,(F) tels que agh™' = g.

LEMME:

(i) Sig est régulier ousig = n(u) ousig = mn(u) alors Z(g) est l'ensemble
des couples (z, z) avec z dans Z(F).

(ii) Sig = ealors Z(g) est I'ensemble des couples (t, t) avec t arbitraire dans
T(F).

(iii) Si g = m alors Z(g) est I'ensemble des couples (a, g~
arbitraire dans A(F).

' ag) avec a

Démonstration: Soient p, g, r, s les éléments de la matrice H(g). Si (a, h) est
dans Z(g) alors H(ag) = H(g) et cette derniére relation s’écrit, en notant q,
et a, les éléments diagonaux de la matrice a:

paa;’ = p, qaa;° = ¢q, ra,a;,’ = r, a,a;° = S.

Dans le cas (i) les éléments r et ¢ sont différents de 0 et I'un au moins des
éléments p et s est différent de 0. Il en résulte aussitot que a est dans Z(F)
eth = a.

Danslecas(ii)onap = s = letq = r = 0. On en déduit que a est dans
Teth = a.Danslecas (iii)onap = s = 0 etret g sont non nuls. On en
déduit que a est dans A(F). Réciproquement si a est dans A(F), alors d’aprés
le calcul précédent H(ag) = H(g) donc ag = gh avec h dans G.(F) et
h = g 'ag.

Les assertions du lemme sont donc démontrées.
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§3. Intégrales orbitales

On conserve les notations des numéros précédents mais on suppose main-
tenant que F est un corps local, E une extension quadratique, # le caractére
quadratique de F attaché a E. L’ensemble des classes de N, dans le groupe
multiplicatif de F est réduit & deux éléments. On désigne par Q un caractére
multiplicatif de E et par w sa restriction a F, par ’ le relévement de w a F
et par Q' le caractére Q~'w’.

(3.1) On choisit maintenant un ¢ non nul dans F et on se donne une fonction
f'sur le groupe G, lisse, se transformant par I'inverse du caractére w sous le
centre et a support compact modulo le centre. On définit une fonction
H(x) = H(x:f) par la formule:

u

1
Hx) = Q) [[ f{zl

£
f ] Q1)(1;) dt, dry,

six # 1 et x = uu’e pour au moins un u;
H(x) = 0, sinon. 3.1.1)

Chaque intégrale porte sur I’ensemble compact T(F)/Z(F). Un calcul formel
montre que le produit de I'intégrale double par Q(«) ne change pas si I’on
remplace u par uaa~’; il en résulte que le membre de droite ne dépend que
de la norme de u, ce qui justife la notation. On remarquera que H(1) = 0
par définition. On se propose d’étudier les propriétés de la fonction H.

PROPOSITION:

(i) La fonction H est nulle dans un voisinage du point 1.

(ii) Elle est lisse en tout point de F différent de 0.

(iii) 1l existe une fonction G définie dans un voisinage de 0 de F et lisse, telle
que H(x) = G(x™"), pour x dans ¢N de valeur absolue assez grande. En
particulier:

g ]Q(t) dt - vol (T(F)/Z(F)).

0
G(0) = jf[zl

(iv) 1l existe une fonction I définie et lisse dans un voisinage de 0 de E, telle
que H(x) = Qu)I(u) si x = euw’ et la valeur absolue de x est assez petite.
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(v) Si Q est le reléevement a E d'un caractére A de F alors il existe une
fonction J définie dans un voisinage de zéro de F, telle que pour x dans eN, de
valeur absolue assez petite on ait: H(x) = A(x)J(x). En particulier:

JO) = [f() Q) dt - vol (T(F)/Z(F)) ' &).

(vi) Si H est une fonction satisfaisant les propriétés (i) a (iv) alors
H =H(f) pour une fonction f appropriée.

Démonstration: La premicre assertion est évidente si 1 n’est pas dans &N,
puisque H est alors nulle sur le voisinage N, de 1. On suppose maintenant
que 1 est dans eN,, On a H(1) = 0 par définition. Si x est dans eN et H(x)
non nul alors la matrice dans I’intégrale double doit étre dans un compact
fixe du groupe G.(F)/Z(F), donc en fait dans un compact du groupe G, (F).
Son déterminant 1 — x doit donc étre dans un ensemble compact de F*, ce
qui démontre la premiére assertion.

La deuxiéme assertion est évidente. Pour démontrer la troisiéme assertion,
on écrit, aprés un changement de variables:

H(x) = jjf[t,

Dans le cas p-adique si la valeur absolue de u est assez grande ceci est égal a

gfi[zl

Un changement de variables donne le résultat sous la forme requise. D’ou
la conclusion. Dans le cas réel (3.1.2) ne dépend que de la norme de u et on
conclut de méme en utilisant le lemme suivant:

u-!
1

ua—l

t } Q) Q'(t,) dt, dt,. (3.1.2)

0 ¢
Lo t, |w(t) Q(t,) dt, de,.

(3.1.3) LEMME: soit T une fonction lisse définie dans un voisinage de 0 dans E.
On suppose que T(u) ne dépende que de la norme de u. Alors il existe une
fonction lisse S dans un voisinage de 0 de F, telle que T(u) = S(uu’), si la
valeur absolue de u est assez petite.

L’assertion (iv) est évidente. Pour démontrer I’assertion (v) on procéde
comme pour ’assertion (iii). On obtient pour la valeur de J au point zéro
'intégrale:

[[7@6) Q) @ @) dr, dos.
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Un changement de variables donne le résultat sous la forme requise. On
laisse au lecteur le soin de démontrer la derniére assertion.

(3.2) On se donne maintenant un élément ¢ de F, une fonction f sur G(E),
se tranformant par I'inverse du caractére ” sous le centre, lisse et & support
compact modulo le centre. On se propose d’examiner les propriétés de la
fonction U(x) = U(x:f) = U(x:f:¢) définie par

a 0|1
Ux) = Q(u)fjf”o 1“0

u
| g] Q(a) nw(det g) da dg,

ae E*, ge G.(F)/Z(F),
six = —e 'uu’(l1 — ¢ 'uw’)™" pour un u au moins;
U(x) = 0 sinon. (3.2.1)

Un calcul formel montre comme plus haut que le produit de 'intégrale
double par Q(u) ne dépend que de la norme de u, ce qui justifie la notation.
D’autre part, on remarquera que U(1) = 0, par définition.

(3.3) Pour étudier les propriétés des fonctions U on introduit I’ensemble X
formé des matrices g dans G(E) telles que gg' = 1, ou i désigne I'involution
qui fixe G, (Cf. (2.3)). On note P I'application de G(E) dans X définie par

P(g) = gg™".
(3.3.1) LEMME: L’application P est surjective.

Démonstration: Soit x un élément de X. Pour 4 dans G(E) on pose y(h) =
h + xh'. On a xy(h)y = y(h) d’ou x = P(y(h)) si y(h) est inversible. On va
montrer que y(h) est inversible pour au moins une matrice scalaire 4, ce qui
démontrera la proposition. Si /4 est la matrice scalaire d’élément a et y(h)
n’est pas inversible alors —aa™’ est une valeur de propre de x. Comme tout
élément de norme 1 a cette forme et que x a au plus deux valeurs propres,
il existe au moins un 4 tel que y(k) soit inversible. D’ou le lemme.

Du lemme on déduit que X est une sous-variété fermée de G(E) et que P
définit un difféomorphisme de G(E)/G,(F) sur X.
Soit u un caractére de E* qui prolonge 5. On pose:

5@ = f(g)pQ (det g). (3.3.2)
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Alors 'intégrale qui définit U peut s’écrire:

0

1

a
Ux) = Q(u)ﬁf,HO 0

u
g] p~' (a) da dg

ac E*, ge G (F)|Z(F). (3.3.3)
L’intégrale
[ fi(hg) dg

converge; sa valeur ne dépend que de la classe de # modulo G, (F), ou, ce qui
revient au méme, de P(h). Il existe donc une fonction F, sur X, lisse et a
support compact, telle que F,(P(h)) soit égal a I'intégrale ci-dessus. La
fonction f| se transforme par le caractére a — p2(aa=°) du centre. D’autre
part, en écrivant a pour la matrice scalaire ayant a pour éléments diagonaux,
on a: P(ah) = aP(h)a™°. Il en résulte que F, a la propriété d’invariance
suivante: F\(uy) = F,(y)u€(u) pour tout y dans X et tout u dans E de
norme 1. On I’étend en une fonction encore notée F, sur G(E) possédant la
méme propriété d’invariance, lisse et a support compact. En termes de F,
I'intégrale qui définit U(x) s’écrit:

o

a(l — e 'uu’) aa °u

Ux) = Q) [ F, [

:I u'(a) da. (3.3.49)

—e e a-

Si x est fini, alors 1 — ¢ 'uu® est non nul et I'intégrande est a support
compact; I'intégrale originale converge donc pour tout x fini, y compris
x = 0.

On examine maintenant le comportement de la fonction U(x). On pose

sw) = —e'u(l — e u)7". (3.3.5)

On examine d’abord le comportement prés de 1. Si ¢ n’est pas une norme
alors U est nulle dans le voisinage N, de 1. On suppose maintenant que ¢ est
une norme. Soit x un élément de F; si U(x) n’est pas nul alors x = s(u) et
’intégrale (3.3.4) ci-dessus n’est pas nulle. Cela implique que la matrice dans
'intégrale est dans un ensemble compact et que la valeur absolue de u est
bornée supérieurement. Il en résulte que cellede 1 — x est bornée inférieure-
ment. Donc U est nulle au voisinage du point 1 dans tous les cas.



326 H. Jacquet

On examine maintenant le comportement prés d’un point arbitraire de
F* — 1. 1l est clair que l'intégrale définit une fonction lisse et a support
compact de u € E; on en conclut que U est lisse en tout point de F* — 1.
En combinant avec les remarques précédentes, on en conclut que U est lisse
en tout point de F*.

(3.4) On examine maintenant le comportement pres de 0. La fonction U(x)
est 0 4 moins que x = s(u), pour au moins un u. Si x est assez petit alors u
est aussi petit que ’on veut et 1 — ¢~ 'uu® aussi proche que 1’on veut de 1,
en particulier est une norme; alors x est de la forme —¢~'22”. Réciproque-
ment si x est de cette forme et assez petit, alors 1 — x est une norme et
x(1 — x)~! est donc de la forme —& 'uu’. On a alors x = s(u).

PROPOSITION:

(i) Si x est prés de 0 alors U(x) = 0 a moins que x ne soit dans —&™' Nj,.

(i) 1l existe une fonction lisse I(v) définie dans un voisinage de 0 de E, telle
que, pour v assez prés de 0, on ait U(— ¢ 'vv°) = Q(v)(v).

(iii ) On suppose que Q est le relévement d’un caractére A de F, alors il existe
une fonction lisse J définie prés de O sur F telle que U(x) = A(x)J(x) pour x
dans —¢~' N, et assez petit. De plus:

J0) = jijZ

0
| g] Q(a) da nw(det g) dg A(—e).

Démonstration: d’aprés les remarques qui précédent la proposition, si x est
assez voisin de 0, alors x est de la forme s(u) si et seulement si x est dans
—¢ ' N,. La premiére assertion est donc évidente. Toujours pour x assez
voisin de 0, on peut écrire (1 — x)~! sous la forme z(x)z(x)’, ou z(x) est une
fonction analytique, définie sur un voisinage de 0 de F, a valeurs dans E.
Alors si x est assez petit et de la forme —¢~'272° on peut aussi écrire:

x = s(u) avecu = vz(—e 'vr).

Comme U(x) = Q(u),(u), ou I, est la fonction définie par I'intégrale (3.3.4)
de au voisinage de 0, on obtient la deuxiéme assertion avec:

Iv) = I, (vz(—& 'v”)Qz(—e 'vv7)). (3.2.1)

Sous les hypothéses de la troisiéme partie du lemme, Q(v) ne dépend que de
la norme de v. Il en est donc de méme de /(v). Dans le cas p-adique [
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est constante dans un voisinage de 0 donc certainement une fonction lisse de
la norme de u. La méme conclusion reste vraie dans le cas réel d’apres le
lemme (3.1.3). Enfin J(0), 1(0) et 1,(0) sont égaux et donnés par l'intégrale
de la troisiéme partie de la proposition.

(3.5) On examine maintenant le comportment de U prés de I'infini. Pour cela
on utilise sans démonstration le lemme suivant:

(3.5.1) LEMME: Soit ¢ une fonction de Schwartz—Bruhat a deux variables.

Pour tout x non nul dans F, on pose:

I(x) = j dlax, a ') n(a) d* a.

Alors il existe deux fonctions de Schwartz—Bruhat ¢, et ¢, telles que pour I'on
ait, pour tout x non nul dans F:

I(x) = ¢1(x) + n(x)¢,(x).

De plus on a:

$:0) = [0, a)n@ d*a,  $,000 = [¢(a O d*a.

Les deux derniéres intégrales sont divergentes; la derniére par exemple est la
valeur au point 0 du prolongement analytique de l'intégrale suivante, qui
converge pour Res strictement positif:

[ ¢(a, 0) |af d”a

Le lemme éconcé on revient a ’étude de la fonction U. Si x = s(u) on a
e 'uu = (1 — x~')~". Si la valeur absolue de x est assez grande le second
menbre est une norme; on en conclut que si ¢ n’est pas une norme alors
lorsque la valeur absolue de x est assez grande x n’est pas de la forme s(u)
et U(x) est nul. On suppose maintenant que ¢ est en fait une norme. Alors
si la valeur absolue de x est assez grande le membre de droite est une norme,
donc égal au membre de gauche pour un u appropri¢; alors x = s(u).
D’autre part on peut regarder F, comme une fonction de Schwartz—Bruhat
a 4 variables. On considére 'intégrale:

ay aa™’

-0

L(y,u) = Q) [F, H

ny :Iu" (a) da. (3.5.2)
- a
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La premiére variable y est dans un voisinage ¥ de 0 de F mais non nulle et
la deuxiéme est dans un sous ensemble V'’ de E, image réciproque via la
norme d’un voisinage de ¢. Il est clair que I'intégrale converge. Pour la
calculer on peut intégrer d’abord sur F* puis sur ’ensemble compact EX /F¥.
On peut appliquer le lemme ci-dessus (ou plutot une version du lemme avec
parameétres) a I'intégrale intérieure. Il en résulte qu’il existe deux fonctions
lisses L, et L, sur V' x V’ telles que

L(y,uw) = Li(y,u) + n(y)L,(y, ). (3.53)
De plus on a:

0 a'~’u

—e'w a°

L0, u) = Q) [F [

] 1" (a) da. (3.5.4)

-0

L,(0, u

(3

Q) | FI[

] u~'(a) da. (3.5.5)

—¢lu

Les deux derniéres intégrales sont divergentes; la deuxiéme par exemple est
la valeur en 0 du prolongement analytique de l'intégrale suivante, qui
converge pour Res strictement positif:

l-0

e 'u 0

Q(u)jF,H ‘: )

]ﬂ"(a) lal* da

On sait que F, posséde une propriéte d’invariance: F,(hv) = F,(h)puQ(v),
pour tout v de norme 1. Il en résulte que L posséde la propriété suivante:
L(y, uv) = L(y, u) pour v de norme 1. En intégrant I’identité (3.4.3) sur le
groupe des éléments de norme 1, on voit que ’on peut supposer que L, et
L, ont la méme propriéte d’invariance que L. On peut donc écrire L, comme
fonction du couple (y, f) avec t = — eun’. Finalement si la norme de x est
assez grande on peut écrire x = s(u). Alors en prenant y = 1 — ¢ 'uu’ et
t = —¢'u’, il vient U(x) = L(y, t). Comme t = I/x ! — 1 ety =
x~'/x=' — 1 on peut écrire L,(y, ) = M,(x~"), ou M, est une fonction lisse
définie dans un voisinage de 0 de F. Si de plus la valeur absolue de x est assez
grande alors 1 — x~' est une norme et #(y) = #(—x). En prenant u de
norme ¢, on obtient une valeur infinie de x et la relation M;(0) = L,(0, u).
On arrive ainsi a la proposition suivante:
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PROPOSITION:

(i) Si e n’est pas une norme alors U(x) = 0 si la valeur absolue de x est
assez grande.

(ii) On suppose que € est une norme. Alors il existe deux fonctions lisses M,
i = 1, 2, définies dans un voisinage de 0 de F, telles que, pour x assez grand,
on ait:

Ux) = M(x™") + n(—x)My(x7").

(iii) Sous les hypothéses de (ii) si ¢ est la norme de v alors:

[ 0 a' o]

M,(0) = Q) [ F, L || @da
| —& 'V a |
| a a'~v|]

M,(0) = Q) [F, 1 p (@) d*a.
| | —¢& v 0 1]

Les deux deniéres intégrales sont divergentes et sont définies comme plus
haut par prolongement analytique. On peut aussi les interpréter comme
intégrales orbitales (divergentes) attachées a des orbites singuliéres. A cet
effet on suppose ¢ = 1 et v = 1. Alors on a:

1
-1 0

1
1 -1

b

» Pm) =

-2 1

: 3.5.6
0 (3.5.6)

1
i P(mn(1)) =

P(n(1)) = ‘

En calculant formellement on voit que:

[la 0
MO = [i7]]] ln(l)g]n(a)nw(detg)d*adg,
(la 0
M,(0) = Hf . ln(l)mg]Q(a)nw (det g) d*a dg. (3.5.7)
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(3.6) On se donne maintenant un ¢ dans F, une fonction f sur G(E), comme
plus haut. On se donne d’autre part un systéme de représentants {¢,, ¢, } pour
les classes de N, dans le groupe multiplicatif de F. On suppose ¢, dans Nj.
On écrit G, pour le groupe défini par ;.

PROPOSITION: Etant donnés f et ¢, il existe des fonctions f, et f, sur G, et G,
respectivement telles que

Ulx:fie) = H(x,f) six = gu’.

La proposition est une conséquence immédiate de la caractérisation des
intégrales orbitales H et des propriétés de la fonction U.

§4. Intégrales orbitales: le cas non ramifié

(4.1) On reprend les notations du §3; on suppose maintenant que F est un
corps local non archimédien et E une extension quadratique non ramifiée.
On suppose que la caractéristique résiduelle n’est pas 2. On suppose aussi les
caractéres w et Q non ramifiés. On pose K = GL(2, R;), ou R, est ’anneau
des entiers de E. On pose de méme K’ = GL(2, R;). On note H(K) ’algébre
de Hecke des fonctions bi-invariantes sous K et 4 support compact. On note
de méme H(K, w’) 'algébre des fonctions bi-invariantes sous K, se tramsfor-
mant par l'inverse du caractére w’ sous le centre et a support compact
modulo le centre. On définit de méme les algébres H(K') et H(K’, w) de
fonctions sur le groupe GL(2, F). Il existe des homomorphismes naturels:

H(K) - H(K) @.1.1)
et
H(K, o) —» H(K, o). (4.1.2)

Le premier peut se définir en termes de la transformée de Satake. Pour f'dans
H(K) on pose:

1 u

0 1

a

fx,x) = | f[

0
0 b ] lal* =" |2 da db du,

si X, qg”.

1
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La fonction fest un polynome; c’est la transformée de Satake de f. On définit
de méme la transformée d’une fonction f” de H(K"). Alors si f” est 'image
de f par ’homorphisme (4.1.1) on a:

J&xLx) = f(&xi, x5).

Pour définir ’homomorphisme (4.1.2) on écrit un élément f de H(K, »’) sous
la forme:

f@® = [fi(ag)w(a)da, aeE, (4.1.4)

avec f, dans H(K). Soit f; I'image de f, sous I’homorphisme (4.1.1). Alors
I'image de f” de f sous ’homomorphisme (4.1.2) est donnée par:

g = j fi(ag)w(a) da, a e F*. (4.1.5)

On se donne une unité ¢; c’est donc une norme. On se donne d’autre part un
systéme de représentants {g,, &} pour les classes de N, dans le groupe
multiplicatif de F. On suppose que ¢, est une unité donc une norme. On note
G, et G, les groupes définis par ¢, et ¢,. Le groupe G, est isomorphe au groupe
G(F) = GL(2, F). En particulier il existe un isomorphisme de G(F) qui
transforme le groupe K’ en le groupe K n G (F): un tel isomorphisme sera
dit privilégié. On prend alors f dans H(K, ’); on note f’ son image par
I’homomorphisme (4.1.2) et f; 'image de f” par un isomorphisme privilégie.
Comme un isomorphisme privilégié¢ est unique, a la composition prés avec
un automorphisme intérieur de GL(2, F) défini par un élément de K, la
fonction f; est bien défine. On note aussi f, la fonction zéro sur le groupe
G,(F). Alors on peut préciser comme suit la proposition (3.5):

PROPOSITION: Avec les hypothéses et notations ci-dessus on a:
Ux:f:e) = H(x:f)) six = gN(u).
La démonstration occupera le reste du §4.

(4.2) Il est facile de voir que I'on peut se ramener aucasolue, = letw = 1.
Alors " = 1 et Qest le caractére quadratique non ramifié de E. Il sera aussi
plus commode de formuler I’égalité ci-dessus en termes de fonctions appar-
tenant ¢ H(K). On pose donc pour une telle fonction f:



332 H. Jacquet

U Q ¢ Y Q(a) da db d
) = Q) [f o ullo 1lE]%@ g
six = s(y)pour un y;
= 0 sinon. “4.2.1)

On peut aussi écrire I'intégrale ci-dessus sous la forme:

a

U(x:f) 0 b

Q) Jf[

T g] Q(a)Q(b) da db dg,

0
six = s(y). “4.22)
On note alors f” I'image de f dans H(K’), puis f, I'image de f” par un

isomorphisme privilégié¢ de G(F) sur G, (F). On écrit N(u) pour la norme de
u et on pose

1l u
H(x:f) = Qu) ﬂf[z, | zz]n(t.m(tz)dt, d,
u
si x = N(u);
= 0 si x n’est pas une norme. 4.2.3)

Il s’agit de voir que
U(x:f) = H(x:f)) si x est une norme;
U(x:f) = 0six n’est pas une norme. “4.24)

Par linéarité, il est clair qu’il suffit de prouver cette assertion lorsque fest la
fonction caractéristique f,, de I’ensemble suivant, ou n désigne une uni-
formisante de E ou F:

" 0
0 1

K.
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Toujours par linéarité, il suffit d’ailleurs de prouver cette assertion pour la
fonction

& = Jut Lot it S

On note U(x:m) l'intégrale orbitale correspondant a g,,. On va d’abord
calculer U(x: m).

(4.3) Soit F,, la fonction définie par:

a

E.(y) = jgm[ 0 b

T ]Q(a)Q(b) da db. 3.1

0

On va calculer la fonction F,, puis calculer I'intégrale U(x :m) en termes de
F,

me

(4.3.2) LEMME: Soit ® la fonction caractéristique de Ry, n une uniformisante.
Alors:

E,(») = (=1)"®@"y).

Démonstration: On calcule d’abord la foncion:

(4.3.3)
a y
H, (y) = me[ H ]Q(a)Q(b) da db. (4.3.3)
0 b5||0 1
Ceci s’écrit:
ooy

H,(y) = (= 1)j+"fm[

].

Commej + kestégal a msila matrice ci-dessus est dans K la somme s’écrit

aussi:
],

0 =t

oy
H,(y) = (—D'"Efm[ »
0 =/
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ou la somme porte sur tous les j tels que:

Si m = 0 la somme se réduit au seul terme j = 0 et H, = ®. On suppose
maintenant m > 0. Si o(y) = 0 la somme se réduit aux terms j = 0 et
j = m; il en résulte que H,(y) = 2(—1)". Si —m < v(y) < 0 alors la
somme se réduit aux termesj = —o(y)etj = m;ilen résulte que H,(y) =
2(—1)". Si v(y) = —m la somme se réduit au terme j = m = —o(y);
alors H,(y) = (— 1)". Enfinsiv(y) < —mlasomme est videet H,( y)nul.
On a donc:

H,(y) (= D"[®(yn") + ®(yr"~ )] sim = 1

H, = ®.

En écrivant que F, est la somme des H,pour 0 < j < m on trouve le résultat
cherché.

(4.4) La relation entre U(x:m) et la fonction F,, est la suivante:

(4.4.1) LEMME:

Uxim) = 203 (1 = ¢7) "¢ 2 F,(»)
+ Q)1 — ¢ ) [FI(y + W = N@)™']
x 1 = Nwlz?Q( — N(w)) du,
six = s(»)(= =N = N,

ou du désigne la mesure de Tamagawa et l'intégrale porte sur les unités de E.

Démonstration: On utilise la formule d’intégration suivante sur le groupe
G,(F):

u

1
[f@dg = a - q-‘)-'Jf[tl

u
| tz]dz1 de, |1 — N(u)|7? du,
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ou dr désigne la mesure de Tamagawa sur le tore T et du la mesure de
Tamagawa sur le groupe additif de E. Il existe une formule analogue pour
les fonctions sur G, (F) invariantes sous le centre Z(F). On va I'appliquer a
la restriction a G,(F) d’une fonction f sur G(E) invariante a droite sous K
et invariante sous le centre Z(E) de G(E). Alors I'intégrale en ¢, disparait.
Pour évaluer l'intégrale en u, on la décompose en trois intégrales corre-
spondant aux trois régions: |u| < 1, |u| = 1, |u| > 1. De plus, dans
I'intégrale pour |u| > 1, on change u en u~'. On obtient le produit du
facteur (1 — ¢~ ')~! et de la somme suivante:
:I dz du

f[z ) L;Hdtdu+ff[t
1 0
" ff{z ll]dzu — N du.

Les deux premiéres intégrales sont pour |u| < 1, la derniére pour |u| = 1.
En tenant compte de 'invariance sous K a droite, ceci se réduit a:

1 u' 0 |lu 1

—0 o

u u u

1 —w’ u

1

o

Uu

[f@dg = q72(1 — ¢7)" 21 (o)

L - N
- q“)“ff[t ’

u
1‘ ]dt 1 — N(u)|~* du,

I'intégrale portant sur les unités de E. Soient z et z° les éléments diagonaux
de la matrice 7. Dans I'intégrale ci-dessus on peut changer u en z°z~'u, puis
multiplier la matrice a droite par I'inverse de ¢. Il vient finalement:

[f@dg = g1 — ¢7)'2f(e)

1 — Nu u

+(1 - q-‘)-lij . | ]Il — N@)|~? du.

On applique maintenant cette formule au calcul de U(x:m). Il vient si
x = s(p)

Ux:m) = 2Q(y)q*(1 — ¢ )" F,(y) +
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a 0
0 b

1 — Nw y+u
0

QA - g ng[ Hu — N

x Q(ab) da db du.
Un simple changement de variables donne finalement le résultat cherché.

(4.5) 1l nous faut maintenant évaluer I'intégrale du lemme (4.4.1), compte
tenu de la valeur de la fonction F,, donnée au lemme (4.3.2). Dans ce numéro
on examine le cas ou la valeur absolue de y est différente de 1. Si elle est plus
petite que 1, alors il vient aussitot:

Qy)(1 =g ) (="
x {2q-2 + [@ @ (1 - Nw)™He( — Nw) |l — N@)|™ du}.

Dans I'intégrale on peut prendre z = N(u) comme variable. Alors du doit
étre remplacé par (1 + ¢~') dz. Il vient donc:

QA - g )=
x {2(1*2 +(0+g)[o@Ed -2l -2l — 27 dz}.

L’intégrale porte sur ’ensemble des z de valeur absolue 1. On peut I’écrire
comme la différence d’une intégrale portant sur I’ensemble des z de valeur
absolue au plus 1 et une intégrale portant sur ’ensemble des z de valeur
absolue strictement plus petite que 1. Dans cette derniére intégrale I — zest
une unité et l'intégrale vaut ¢~'. Par contre dans la premiére intégrale on
peut changer z en z + 1 et évaluer alors I'intégrale comme série géo-
metrique. Finalement on obtient le résultat suivant:

(4.5.1) LEMME: Si |y| < l et x = s(y), on a:
Ulx:m) = Qy)q".

On passe maintenant au cas ou la valeur absolue de y est strictement plus
grande que 1. On obtient d’abord:

(=" = ¢ ) 'Qy) x
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{2q-2 O(yr") + [@[yw"(1 — N Il = NI (1 — Nw) du}.

A nouveau on peut dans l'intégrale prendre z = N(u) et remplacer
du par (1 + ¢~')dz. On obtient une intégrale portant sur I’ensemble
des z de valeur absolue 1 que 'on traite comme plus haut. On obtient
enfin:

(4.4.2) LemME: Si w|y| > 1 et x = s(y) alors:
Ux:m) = g™, sil < |y < |z,
Ux:m) = 0, si|n™™| < |yl

(4.6) On passe maintenant au cas ou y est de valeur absolue 1. On va prouver
le résultat suivant:

(4.6.1) LEMME: On suppose x = s(y) avec y de valeur absolue 1.

(i) Si N(y) — 1 est aussi de valeur absolue 1 alors:
Ux:m) = q¢".

(ii) Si N(y) — 1 n’est pas de valeur absolue 1 on pose z = N(y) — 1.
Alors:

Ux:m) = ¢q"[(—1)" + 1]/2.

On revient encore a 'intégrale du lemme (4.4.1). Pusique y est une unité on
peut changer u en uy. D’autre part les fonctions que ’on considere sont
invariantes par une homothétie de rapport unité. On voit que ’on peut
écrire:

Ulx:m) QA=D1 — ¢

% {2q-2 + j O[(1 + WA 'T"]QA) | 47> du}.

avec A = N(y)™' — N@).
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On choisit maintenant un systéme de représentants pour les classes de
1 + P, dans le groupe des unités de E. Il sera commode de prendre les
¢* — 1 racines de I'unité dans E pour systéme de représentants. Alors on
peut poser u = #(1 + v), ou ¢ parcourt cet ensemble de représentants et v
I’ensemble P;. L’intégrale ci-dessus devient:

Ux:m) = (=D)"(1 — g ")!
X {2(12 + Z ICD [(1 + ¢ + tv)B~'n"]Q(B) |B|;* dv},

avec B = N(»)'NO)™' — 1 = Q(v), Q) = Tr(v) + N(v),

Dans la somme en ¢ on va distinguer les ¢ pour lesquels N(y)N(¢) n’est
pas congru a 1 modulo P,. Il y a ¢ — g — 2 tels . De plus pour un tel
t, B est une unité, 1 + ¢ + rv un entier et I'intégrale ci-dessus est indé-
pendante de ¢ avec la valeur ¢~*. La contribution de ces ¢ est donc
1 — g7' — 2¢7*. eny ajoutant le premier terme dans I’expression ci-dessus
on voit que:

Ukx:m) = (=1
X {l + 1 —-qgH! ZJ(D[(I + t + tv)B~'7"Q(B) |B|;? dv},

avec B = N(y)"'N®O' -1 - Q(®), Q@) = Tr(v) + N(v),

ou la somme porte maintenant sur ’ensemble X( y) formé des t tels que
N(y)N(¢) soit congru a 1 modulo P.. On remarquera que si N(y) est lui
méme congru a 1 modulo P.alors ¢ = — 1 est dans X(y) car N(—1) = 1.
Si au contraire N( y) n’est pas congru a 1 modulo P alors — 1 n’est pas dans
X(»).

On suppose d’abord que N( y) n’est pas congru a 1 mod Pr. Alors 1 + ¢
est une unité puisque — 1 n’est pas dans X( y). Il en est de méme de 1 +
t + tv qui “disparait” donc de l'intégrale. On peut alors prendre Q(v)
comme variable, c’est a dire utiliser la formule d’intégration:

[/l0@Ndv = ¢7' [fIwldw, veP,, we P
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Il vient donc:

Ux:m) = (="

x {1 + (1= ¢ 'g" Y [ OB 7"IQ(B) B} dw},

avecB = N(yp)™'—1—w, weP.

Comme N(yf)~' — 1 est dans P;, on peut le faire disparaitre de I'intégrale
par une translation sur w. L’intégrale a donc une valeur indépendante de ¢
d’ailleurs facile a calculer. Quant au nombre d’éléments de X(y) c’est le
nombre d’éléments du corps fini 4 ¢* éléments ayant norme 1 dans le corps
a q éléments. C’est donc ¢ + 1. Au total on trouve pour U(x:m) la valeur
annoncée dans (4.6.1) (i).

On suppose maintenant N(y) congru a 1 mod P. Alors —1 est dans
I’ensemble X(y). Dans la somme en ¢ on sépare donc les termes avec
t # —1 du terme t = — 1. On obtient ainsi:

Ux:m) = (—-1)"

x {1 + (1 - q"')“ZJCI)(l + t + tw)B~ '] Q(B) |B|7* dv

+ (1= ¢ [OpC'2"QC) [Cl5? dv}

avec B = N(»)'N@®)™' -1 - 0@, Q@ = Tr(v) + N(v),
C = Ny'=1-0@).

La premiére expression peut se calculer comme plus haut, excepté qu’il y a
seulement g termes dans la somme. On trouve que sa valeur est

@+ D=9 — (—=9"*'].
Pour calculer la deuxiéme intégrale on utilise le lemme suivant:

(4.6.3) LEMME: soit z un élément de F de valeur absolue plus petite que 1. Alors
on a:

[ ®[eD~'7"1Q(D) || dv
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=1 -g¢g -0+ +¢"(=D"(g+ D" +27((-= D) = D)),

oul'onaposé D =z — Q(v) etve P

En appliquant le lemme a z = N(y)~' — 1 et en ajoutant au résultat la
valeur de la premiére intégrale on voit que U(x:m) a bien la valeur donnée;
on remarquera que z et N(y) — 1 on la méme valuation puisque N( y) est
une unité.

(4.7) On va maintenant démontrer le lemme (4.6.3) ce qui achévera la
démonstration du lemme (4.6.1). On pose P = P, P" = P, G =1+ P
et G’ = 1 + P”. On note Tr la trace et N la norme. Alors Tr(P’) = P et
N(G)) = G.. Soit Kle noyau de N dans G|. On utilisera sans démonstration

le résultat suivant:
LEMME (4.7.1): L’indice de K n G/ dans K est ¢'~'.

Pour calculer I'intégrale du lemme (4.6.3) on utilise la formule d’intégration
suivante:

[, Fu+ 1ydu = g7 [ do [ FI(I + u)K] dk,

ou dans l'intégrale intérieure on choisit un u, tel que N(1 + ;) =1 + v
et dk désigne la mesure de Haar de volume 1 sur K. En remarquant que
Q@) = vsi N(1 + u) = 1 + v on voit que l'intégrale du lemme (4.6.3)
s’écrit donc:

g L) Qz —v) |z — v 2 do ffb[u(z — v)~'n"] dk,

oulonécritl + u = (1 + uy)k avec N(1 + u,) = 1 + v.

On écrit I'intégrale extérieure comme la somme d’une intégrale portant
sur ’ensemble des v tels que 1 < |[(z — v)n~™| et une intégrale portant sur
les v tels que |[(z — v)n™"| < 1:

g~ jQ(z — )|z — o2 dvjcb(u(z —o) ' dk, |z — o = g™

g [Qz — )|z — o2 dv [OB[u — v)'x"] dk, |z — o < g7

4.7.2)
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Dans la premiére intégrale on remarque que dans le domaine d’intégration
la fonction @ est évaluée sur un entier; l'intégrale intérieure est donc
indépendante de v avec une valeur égale a 1. En changeant v en v + z, on
obtient finalement:

g j Q@) v 2dv, ¢ " < |o| < 1. (4.7.3)
La valeur de cette intégrale est:

(1 =q¢ @+ D' [=1+(=D"g"]

On considére maintenant la deuxiéme intégrale (4.7.2). Pour u dans P’ on a
|ulg = |Q(w)|g. Dans I'intégrale intérieure on a donc:

Iz — o)™ = ulg = QW = [vle.

On peut donc regarder 'intégrale extérieure comme portant sur I'ensemble
des v tels que

q " <z — o < g™

On considére maintenant un tel v. Il existe un u, avec |y,|; = |v|; tel que
N1 4+ uy) =1+ v. On pose alors 1 + u = k(1 + u,) et lintégrale
intérieure porte sur ’ensemble des & tels que |u| < |(z — v)n~"|. En posant
J = vl(z — v)n~"] cela signifie que k est dans G/ N K. L’intégrale intérieure
est donc le volume de cette intersection, soit ¢' =/ d’aprés le lemme (4.7.1), ou
encore ¢|(z — v)n~"|. Au total la deuxiéme intégrale (4.5.2) s’écrit

¢ [Qz — o) |z = o7 dv, gl <@ — V) < g7
En changeant v en v + z on arrive a:

q" jg(v) lo|" do, ¢ "o + z| < o] < g 4.7.4)
La premicre inégalité est automatiquement satisfaite si |z| < |v|. Si|z| > |9
elle se réduit a l'inégalité |v| > ¢ "|z|. On voit donc que le domaine

d’intégration est en fait défini par les inégalités ¢ "|z| < |v| < ¢7™. Le
calcul de I'intégrale est alors immédiat. On trouve:

(1 =g Hg"(=D"[—1 + (=D)?)2.
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En ajoutant le résultat du calcul de (4.7.3) et (4.7.4) on arrive bien au lemme
(4.6.3).

(4.8) En résumé, pour x de la forme s( y), U(x : m) est donné par les formules
suivantes:

Q(y)q" si v(y) > 0,

Osiv(y) < —m,

gtV si —m < o(y) <0,

7271 + (= 1)"] avec z = N(y) — lsiv(y) = 0.

Il reste a traduire ces formules en termes de la variable x. On arrive ainsi au
résultat suivant:

PROPOSITION:

(i) U(x:m) = 0 a moins que la valuation v(x) de x ne soit paire.

(ii) On suppose maintenant v(x) paire. Alors U(x:m) est donné par les
formules suivantes:

q"(— 1" 5i p(x) > 0;

q" si v(x) < 0

g siv(x) = 0, v(l — Xx) est impaire et v(1 — x) < 2m;
0siv(x) = 0etov(l — x) est impaire ou si v(x) = 0 et v(1 — x) > 2m.

(4.9) Soit f” une fonction sur G(F) qui soit K’-invariante. On peut étendre
cette fonction en une fonction sur G(E) invariante sous K. On peut alors
restreindre cette fonction a G, (F); ce n’est autre que 'image de f” par un
isomorphisme privilégié de G(F) sur G,(F). On notera encore f” I’extension
et la restriction de cette extension. Soit g/, 'image de g,, par 'homomorphisme
(4.1.1). On calcule maintenant I'integrale orbitale H(x: g;,). Soit d’abord f;;
la fonction caractéristique de 1’ensemble:

et 0
0 i

K K.
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On écrit simplement f; pour f;,. On a d’abord la relation:
H(x:f)) = (=1)YH(x:f)). 4.9.1)

Comme T'(F) est contenu dans Z(F)K’ on a aussitot:

g

|
Hix:f)) = Q) Y (=] l:ni

u

u
| :| six = N(u).

Si |x|] < 1 alors la matrice ci-dessus est dans K cette expression est donc
nulle 4 moins que a = 0, auquel cas elle est (— 1)"”2. De méme si |x| > 1
alors la matrice ci-dessus s’écrit:

u 0flu=t 1

0 wi|l 1 w!

La premiére matrice est dans 7'(F) donc dans Z(F)K. La deuxiéme est dans
K. La valeur de I’expression ci-dessus est donc nulle, 4 moins que a = 0
auquel cas elle est 1. On suppose enfin |x| = 1. Alors la matrice ci-dessus
s’écrit:

1 0

u"l'

1 u

01

1 — Nw) 0
0 1

La premiére et la troisiéme matrices sont dans K. L’expression ci-dessus est
donc nulle & moins que a = v»(1 — N(u)), auquel cas elle a la valeur 1. En
résumé, on a prouvé le lemme suivant:

(4.9.2) LEMME: la fonction H = H(x :f)) est donnée par les formules suivantes:
(i) H = 0 si la valuation de x est impaire;
On suppose maintenant la valuation de x paire.
(ii) si v(x) > 0, H = 0 a moins que a = 0, auquel cas H = (— 1)"V?;
(iii) si v(x) < 0, H = 0 a moins que a = 0, auquel cas H = 1;
(iv) v(x) = 0, H = 0 a moins que a = v(1 — x) auquel cas H = 1.
I1 faut maintenant calculer g, en termes des fonctions f,,. C’est un calcul
classique que I’on laisse au lecteur (Cf. [L]).

(4.9.3) LEMME: On a:

g = 2 faut X Y (=D - g

0<a<sm 0<as<mli<i<m-—a
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En appliquant la relation (4.9.1) on obtient aussitot

H(x:g,) = ) ¢ H(x:fy).

0<a<sm

Siv(x) est impaire H(x:g,,) = 0 par définition. On suppose maintenant v(x)
paire. Si v(x) > 0 cette somme se réduit au terme a = 0 et a donc la valeur
q"(— 1)"2_ Sio(x) < 0lasomme se réduit encore au terme a = 0 et prend
la valeur ¢”. Enfin si v(x) = 0 la somme se réduit au termea = »(1 — x)/2.
Elle est donc nulle a moins que (1 — x) ne soit paire et (1 — x) < 2m.
Sa valeur est alors g™/,

En comparant avec la proposition (4.8) on obtient ’identité:

H(x:g,) = Ux:m)

C’est I'identité (4.2.4) pour la fonction g,, et la proposition (4.1) est donc
établie.

§5. Intégrales des séries d’Eisenstein

(5.1) On prend maintenant pour F un corps de nombres et pour E une
extension quadratique de F. On se donne un caractére w du groupe des
classes d’idéles de F. On le suppose trivial sur le sous-groupe des idéles de
E dont les composantes finies sont 1 et dont les composantes infinies sont
toutes égales et positives. Sauf mention exprés du contraire, on fait la méme
hypothése sur tous les caractéres du groupe des classes d’idéles de F ou E.
On note w’ le relevement de w au corps E. On considére les intégrales des
séries d’Eisenstein du groupe G(F) dont on aura besoin pour la formule des
traces relative. On considére une fonction ¢ sur G(E,) telle que:

a X
¢[ 0 b g] = @y (b)lal* 2|17, (5.1.1)

ou y et y” sont des caractéres du groupe des classes d’idéles de E dont le
produit est @’. En dépit des notations adoptées, la fonction ¢ dépend de wu.
Elle est déterminée par sa restriction au sous-groupe compact maximal usuel
K. En général on suppose cette restriction indépendante de u. On notera
o(x, ¥, u) la représentation de G(E, ) dans I’espace des fonctions se transfor-
mant comme ci-dessus. On écrit f+ ¢ au lieu de o(x, x’, u) ()¢ lorsque cela
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ne préte pas a confusion. On désigne par B le sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures et on pose:

E@g, ¢, 00 u) = Y ¢0g),

B(ENG(E)

la somme étant définie par prolongement analytique.

(5.2) On aura besoin d’une formule pour la transformée de Mellin de E. Soit
Y un caractére non trivial du groupe des classes d’ideles de E. On pose:

1
W(g) = jE[
0

X
: g] Y(x) dx.

On pose aussi, pour Q un caractére du groupe des classes d’idéles de E:

a 0
LQ ¢, 00w = jWHO 1:||a|s‘”2§2“(a)d"a|s=,/2. (5.2.1)

De fagon précise 'intégrale converge lorsque la partie réelle de s est assez
grande et se prolonge en une fonction méromorphe de s, holomorphe au
point 1/2. On intégre maintenant E sur I’ensemble des matrices diagonales
diag (a, 1) avec ¢! < |a| < ¢; I'intégrale est prise modulo les éléments
rationels. La mesure de Haar est le produit des mesures de Tamagawa
locales par le résidue au point 1 de la fonction L(s, 1;). D’ailleurs, vu le
résultat que ’on a en vue (C.f. (5.6)), le choix de la mesure importe peu. On
obtient la relation suivante:

: a 0
J'E[ 0 1’¢’ o “]Q_](a) da = L@, ¢, 1 1, u)

+ 0( Qe P + 1/2)7 dle)

+ 0 Qe B (—u + 1/2)" (M(u, 1, x)(e))
+ (¢ QN (u + 1/2)7 Pp(w)
+ 00 Q™ e A (—u+1/2)7 (M (u, x, 1)) (W)

+ R, u, f. ) (5.2.2)
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oul’on pose 6(y) = 1siyn’estpas trivial, d(y) = 0si y est trivial, M désigne
I'opérateur d’entrelacement et w la matrice:

(5.2.3)

Le “reste” R(c, u, ®) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini. Pour la
démonstration voir [J] §8. Désormais on suppose que la restriction de Q a
Fest w.

On aura besoin d’estimées précise sur les quantités introduites:

(5.2.3) LEMME: La fonction L(. . . , u) et ses dérivées sont a croissance lente
sur la ligne Re(u) = 0.

Démonstration: On peut supposer que la fonction ¢ est un produit de
fonctions locales ¢,. Soit S un ensemble fini de places de E contenant toutes
les places infinies et tel que, pour tout v non dans S, ¢, soit K, -invariante

et les caractéres y, et y, non ramifiés. Alors, aux places v non dans S, on peut
écrire

$(@) = LQu+ 1, 2,077 [@,00, Dgl P+ 12,7 (1) d*1
x x,(det g) |det g[“*'?, (5.2.4)

ou @, est la fonction caractéristique des entiers. Aux places v dans S on peut
écrire

¢.(8) = ffl%[(O, Dgl e+ xoxe ™" (1) d¥2 1, (det g) |det g[“+'2,  (5.2.5)
ou @, est une fonction de Schwart-Bruhat telle que la fonction ®,[(0, 1)g] sur
SL(2, F,) soit a support compact, modulo le groupe des matrices trigonales
strictes supérieures. Cela étant, en notant @ le produit des fonctions @, on
obtient pour L(. . ., u) I'expression
L™ ¢ x 0w = LQu + 1, q ™')™
x [[ ©'(a, YR y@)lal* ' da Q' (b) [b] =+ db, (5.2.6)

ou @’ désigne une transformée de Fourier partielle de ®. Le facteur L dans
cette formule désigne le produit des facteurs LQu + 1, x,x.,~') pour v non
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dans S. Sur la ligne Re(u) = 0 il est a croissance lente ainsi que toutes ses
dérivées, en fait a croissance logarithmique. Son inverse est a croissance
lente; ses dérivées sont donc aussi a croissance lente. Le deuxiéme facteur est
une intégrale de Tate sans pdle sur la méme droite. Il est donc borné ainsi
que toutes ses dérivées. D’ou le lemme.

(5.2.8) LEMME: Sur la droite Reu = 0 la fonction R(c, u, @) et ses dérivées sont
a croissance lente. De plus, lorsque c tend vers l'infini, la fonction et ses

deérivées tendent vers 0 dans l'espace des fonctions a croissance lente.

Démonstration: On utilise encore I’expression intégrale ci-dessus pour la
fonction ¢. On obtient alors pour R(c, u, ¢) 'expression:

LQu + 1,107 | [ [ @ta, )0 o) o dt] Q'@ la " d¥a,

ou l'intégrale extérieure porte sur les idéles de norme plus grande que ¢ ou
plus petite que ¢~'. Soit R, (c, u) 'intégrale sur les a tels que |a] > c. Il existe
une fonction de Schwartz—Bruhat ¢ > 0 telle que:

[107] (ta, 71) d*1 < @(a) lal™".
On obtient donc une majoration de R, (c, u) par I'intégrale
[ (@) al"* da, la| > c.

qui est a décroissance rapide pour ¢ grand. On a donc bien la majoration
cherchée pour R, (4, ¢). Pour R_(c, u) on a, aprés un changement de
variables, la représentation intégrale suivante, ou 1’on intégre sur les a de
norme plus grande que c:

LQu + 1, xx'~'5H!

x j [ j ", any'y (@) g dt] (@) la| 7+ d¥a.

On obtient donc une estimée pour R_(c, u) et puis R(c, u). Enfin on obtient
des estimées analogues pour les dérivées de R(c, u) en remplagant les facteurs
|t/ et |a|* par leurs dérivées.
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(5.2.9) LEMME: Sur la droite Re(u) = 0 la fonction:

|

et toutes ses dévivées sont a décroissance rapide. La fonction M(u, y, x)¢(e)
et ses dérivées sont a croissance lente.

’ f' ¢’ > > u d‘l
X X/

Démonstration: On peut écrire
fé = Z m;(u)g;

ou les fonctions m; sont a décroissance rapide. On voit donc que pour la
premiére assertion il suffit de démontrer que I'intégrale obtenue en rem-
plagant f- ¢ par ¢ est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. En
revenant a ’expression (5.2.2) et en utilisant les lemmes précédents on voit
qu’il suffit de vérifier que M(u, x, x)¢(e) est a croissance lente ainsi que
toutes ses dérivées sur la ligne Re(u) = 0. A cet effet on écrit:

M, x, X)p(e) = L2u, xx'"HLQu + 1, xx' =)~ IR, Xy x2)$0(€)

ou R(u, x,, x.) est 'opérateur d’entrelacement normalisé. Dans le produit
infini presque tous les facteurs sont 1. De plus si v est une place finie le
facteur correspondent est une fraction rationnelle en g, “. Si v est une place
infinie le facteur correspondant est une fraction rationelle en . En utilisant
I’équation fonctionelle des fonctions L le rapport, a un facteur exponentiel
pres, peut s’écrire sous la forme:

L(1 — 2u, x5 )L + 2u, yx5")™
x L(1 — 2u, ¢ "S)L(1 + 2u, xx'~'5)7",

ou S désigne maintenant I’ensemble des places a I'infini et le premier facteur
est le produit des facteurs L locaux pour toutes les places dans S. Comme
dans la démonstration du lemme (5.2.3) le deuxiéme rapport et ses dérivées
croissent lentement. Le premier rapport est de valeur absolue 1; d’autre part
d’apres les propriétés classiques de la fonction gamma le quotient d’une
dérivée de la fonction L(1 + 2u, . . .g) par elle méme est a croissance lente.
I en résulte que toutes les dérivées du premier quotient sont a croissance
lente. D’ou la conclusion.
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On aura aussi besoin du résultat suivant:

LEMME (5.2.10): On suppose que x est le relévement d’un caracteére de F et que
la restriction de y a F est égale a wn. Alors la fonction L(Q™", f+ &, 1, x's u)
est nulle en 0.

Démonstration: Sous les hypothéses du lemme on a y = . Comme plus
haut, en désignant par S I’ensemble des places infinies, on a:

LQ ", ¢, 0 1 u) = LQu + 1, 15!
x [[ @'(a, Y2 (@x(a) lal*" da Q' (b)y' () |6+ db.

Le premier facteur a bien un zéro au point 0 et les deux autres n’ont pas de
pole. Le lemme s’en suit.

(5.3) Soit encore y un caractére du groupe des classes d’ideles de E et y’ le
caractére w’y~'. Si ¢ est comme plus haut on posera: (5.3.1)

I, 1. x> u) = [d@no™ (et g) dg, g € Z(F)TF\G,(Fy)-

Pour calculer I'intégrale on peut intégrer d’abord sur le tore 7. L’intégrale
sur le tore se réduit a I'intégrale de y(a/a’) sur le quotient de EY par le
produit EXFY. Elle est donc nulle a moins que y ne soit invariant par la
conjugaison de E par rapport a F. Sous cette hypothése elle est égale au
volume de ce quotient et 'intégrale totale égale a:

I, 1 1> w) = [ (@) nw™ (det g) g vol (EY/FYE™),

g € Z(F)T(F)\G,(Fy). (53.2)

LEMME (5.3.3). Si ¢ n’est pas une norme et la partie réelle de u est assez grande
alors:

E@g, ¢, 1, X wdg = K&, x, X', w).

-f Z(Fp)Ge(F)\G,(FA)

Démonstration: en effet on a G(E) = P(E)G,(F) et I'intersection de ces deux
sous-groupes est T(F). La série qui définit la série d’Eisenstein peut donc
s’écrire:

E@® = Y ¢(g), ye T(F)\G,(F).

et ’assertion du lemme est donc immédiate.
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Si ¢ est une norme l'intégrale ci-dessus diverge et ’'on doit utiliser un
opérateur de troncation. A cet effet on suppose ¢ = 1, on choisit un élément
de E de trace nulle s et I’on pose:

Alors on vérifie que mG,(F)ym™'

(2.2) on a:

= G(F). D’autre part d’apres le lemme

G(E) = P(E)G,(F) v P(E)ymG,(F).
On a donc aussi:
G(E) = P(E)G,(F)vu P(EYG(F)m

Si f'est une fonction sur G(E)\G(E,) la fonction tronquée ““a la hauteur ¢”
est la fonction T°f sur G,(F)\G,(F,) donnée par la somme:

T = f(® — Zfu hmg)H.(ymgm™"), y e P(F)\G(F),

ou fj est le terme constant de f, c’est-a-dire 'intégrale:

x
| g] dx, xe E, /E.

1
file) = ff{|0

et ’on a posé:

a x

0

H(g) = lab™'|; si g= k avec kekKk,

H.(g) = H(g)si H@g) = ¢, = 0 sinon.

(5.3.4) LEMME: On prend ¢ = 1. Alors, pour un choix convenable des mesures
de Haar on a:

[TE@, ¢, 1, 1, wyno™" (et @) dg = I(¢, 1, 1> u)
+ 8" mcQu)™" [ p(km) dk

— 8™ me™ Qu)~" [ [M(u, 1, x)$].(km) dk.
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Dans cette formule k& est dans le sous-groupe compact maximal usuel
K; de G(F,); de plus le premier § par exemple est 1 si la restriction
de y a Fest égale a wn~', 0 sinon. Enfin I = 0 4 moins que y ne soit un
relévement.

Démonstration: En combinant les séries qui définissent E et sa troncation on
obtient I’expression:

TE = Y ¢(g)

T(F)\G\(F)

+ Y [p(ymg) — Ey(ymg)H, (ymgm™")].

P(F\G(F)

On intégre maintenant cette expression contre nw~' sur le quotient de
G,(F,) par Z(F,)G,(F). La premicre somme donne 'intégrale /. La deuxiéme

devient I'intégrale:

[¢(gm) — Ey(gm)H.()lw™" (det g) dg,

.[P(E)Z(FA NG (Fa)

ou encore:
[ $em)[l — H.(@lno™' (det g) dg

— | M@, 7, 1)$(emH, (@)oo~ (det g) dg.

Les intégrales portemt sur P(E)Z(F,)\N(F,) ou N est le groupe des matrices
unipotentes supérieures. On arrive au résultat cherché en utilisant la décom-
position d’Ivasawa.

(5.4) On aura besoin des propiétés analytiques des fonctions I(. . . u).

(5.4.1) LEMME: On suppose que x soit le relévement d’un caractére de F. Alors
I(. . . u) est holomorphe et a décroissance rapide dans la bande 0 < Reu < 1/2,
excepté pour un péle simple en u = 0 et un péle simple en u = 1 si la
restriction de y a F est égale a wn. Ses dérivées sont a croissance lente sur la
droite Re(u) = 1/2.

Démonstration: Si x est le relévement du caractére u, alors la restriction de
x 4 Fest le carré de p. On utilise la méme représentation intégrale que plus
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haut pour la fonction ¢, mais on I’écrit sous la forme:

t
¢ = LQu+ 17" [ m[(o, Dl .

0
g] o™t g

dt y(det g) |det gl5*'?,

I'intégrale portant sur le tore 7. En intégrant ceci sur le quotient
T(F,)\G.(F,) on obtient une intégrale sur G.(F,):

LQu + 1, 3 7')7" [ @[, DgliPw ' n(det g) det gf**' dg.

La fonction L n’est pas nulle dans la bande en question. Son inverse est donc
holomorphe et a croissance lente dans la bande. Le deuxiéme facteur est une
intégrale de Tate pour I’algébre a division dont G, est le groupe multiplicatif.
D’apreés la thérie de ces intégrales, c’est le produit d’une fonction entiére, de
la fonction L(2u + 1, i*w~'n) et de la fonction L(2u, p*w~'n). D’autre part,
dans le premier facteur, le caractére est le composé de p>w~' et de la norme.
Les propriétés d’holomorphie sont donc manifestes. Une intégrale de Tate
est bornée a I'infini dans toute bande verticale. Ses dérivées sont de méme
a croissance lente dans toute bande verticale. Il est donc clair que la fonction
est & croissance lente dans la bande. On passe au comportement sur la droite
Reu = 1/2. Comme LQ2u + 1, p*w~'n’%) est défini par un produit conver-
gent (ou une série de Dirichlet convergente) ses dérivées sont bornées sur la
droite en question. On en conclut que les dérivées du produit sont a
croissance lente. D’ou la conclusion.

(5.4.2) LEMME: On suppose que le caractére y est un relévement et que sa
restriction a F est . On désigne par z* l'imaginaire conjugé du nombre
complexe z. Alors le produit

Mu, 1, X)f- 0L, 1, 1, —u*)*

est holomorphe et a décroissance rapide dans la bande 0 < Reu < 1/2. Ses
dérivées sont a décroissance rapide sur la droite Reu = 1/2.

Démonstration: Par hypothése on a y = x’. Par linéarite on peut supposer
que I'on est dans la situation suivante: la fonction ¢ est le produit de
fonctions locales ¢, et S est un ensemble fini de places de E. Pour v non dans
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S la fonction ¢, se transforme sous K, selon le caractére y, (det k)~'. Pour
v dans S on a:

[ ®.(ghx.(det )~ dk = 0

On remarquera que S peut ne pas contenir certaines des places archimédien-
nes. On a alors une représentation intégrale analogue a celle que I’on a utilisé
jusqu’ici. En particulier la quantité en question s’écrit:

LQu, DLQu + 1, D)™'R@u, x, 1) f-p(e)L(—2u + 1, 15)7!
x [ @*[(0, 1)gln (det g) |det g]' > de.

La derniére intégrale est une intégrale de Tate sur le groupe G,. On écrit
LQ2u, 1) = L(1 — 2u, 1), a un facteur exponentiel prés. On obtient ainsi
I’expression sous la forme d’un produit de facteurs:

LQu + 1, 157 [, s L(1 — 2u, 1,)L(1 + 2u, 1,)7" £,. R(u, X, %), (€)]
X j ®*[(0, 1)g]n (det g) |det g|~2*' dg.

Cette formule donne déja I’holomorphie. En effet le dernier facteur est un
multiple holomorphe de L(1 — 2u, n)L(—2u, n) donc est holomorphe. Le
premier facteur et 'opérateur d’entrelacement normalisé sont holomorphes
dans la bande en question. Le facteur L(—2u + 1, 1,) ou v est dans S
archimédien a un poéle au point 1/2; toutefois d’apreés nos conventions
R(u, x, x)¢, = 0 au point 1/2. Donc le pole du facteur L(—2u + 1, 1,)
est compensé par un zéro. Un argument analogue s’applique aux poéles
du facteur L(—2u + 1, 1,) pour v finie dans S. Pour obtenir I’estimée
requise on peut encore changer S comme suit: on agrandit S en y ajoutant
toutes les places a ’infini. Alors le premier facteur est a croissance lente dans
la bande; ses dérivées sont a croissance lente sur la ligne Reu = 1/2. le
dernier facteur est borné ainsi que toutes ses dérivées dans la bande. Le
facteur contenant I’opérateur d’entrelacement est a décroissance rapide pour
v archimédien. D’aprés les propriétés de la fonction gamma le facteur
correspondant a une place archimédienne v dans S est a croissance lente
dans la bande ainsi que toutes ses dérivées. Enfin les facteurs restants sont
des fonctions rationnelles de g, * sans pole dans la bande. Notre assertion
s’en suit.
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(5.5) On considére maintenant le noyau K,,. On rappelle que z* désigne
I'imaginaire conjugué de z complexe. On a:

K. (g h) = 1/4in Yy [E@, f, &, x. w).ECh, 1, ¥/, w* du;
P

la somme porte sur tous les caractéres y et, pour chaque y, sur une base
orthonormale de I’espace de la représentation o(y, x’, u), regardée comme
agissant sur un espace de fonction sur K. On a écrit et on écrira souvent dans
la suite f+ ¢ pour I'action de f sur ¢ dans la représentation o(x, x’, ).

On choisit C > Oetc¢ > 0et on applique au noyau I’opérateur de troncation
par rapport a la deuxiéme variable ““a la hauteur ¢”. Il est clair que I’on peut
échanger I'intégration et la troncation. On considére I'intégrale suivante:

Jer | Tz"Km[

L’intégrale en A est sur le quotient G,(F)Z(F,)\G,(F,); I'intégrale en a porte
sur les éléments a du groupe des classes d’idéles de E tels que C~' <
la] < C. On supposera que & est une norme et méme que ¢ = 1. On
indiquera au passage les modifications a faire si ¢ n’est pas une norme.

a 0
o 1l h] Q! (a)nw(det h) dhd¥a. (5.5.1)

(5.5.2) LEMME: Il existe un polynome P(t) tel que |T°E(h, ¢, x, x’, it)] < P(?)
pour tout t et tout h. D’autre part étant donné f, y, un sous-ensemble compact
M et un entier N il existe une constante C telle que |E(h, f, &, % ¥,
it)) < C|t|=" pour h dans M.

Démonstration: la deuxiéme assertion est standard. La premiére est le lemme
(8.2.1) de [J-L].

Le lemme montre que l'intégrale (5.5.1) est en fait égale a une somme finie
d’intégrales:

0
1

f[f E[IZ |,f-¢, e u]ﬂ-' (a) d*a

x j TE(h, ¢, y, ¥, w)* no (det h) dh] du.
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D’aprés (5.3.4) en posant:

e

on peut écrire ceci sous la forme:

a 0
0 1

S0 1 u) Q7'(a) d*a = J(C, u),

JJ(C, wl(, x, x', w* du
+ 3" n) [ e™(—2u)"I(C, w) [ ¢ (km) dk* du
— 3z o 'n) j A(=2u)""J(C, u) j M(u, v, x)p(km) dk* du. (5.5.3)

Le premier terme est nul & moins que x ne soit un relévement. Les deux
derniers sont nuls a moins que la restriction de y a F ne soit wyn. D’autre part,
d’aprés le lemme (5.2.9) J(C, u) et ses dérivées décroissent rapidement sur la
ligne Reu = 0. Les deux derniéres intégrales sont donc des intégrales
oscillantes avec une limite losrque ¢ tend vers I'infini, a savoir:

. C [ a O ’ T 1 X
inf2 [ E . S #x 20107 @) d a | ¢(km) dic*,
. C [ a 0 ’ ] -1 X
’“/”c'ELo |+ 22,0197 @) da

x [ MO, ¢, 1, x)Pplm) dic*.

On suppose d’abord que x est le relévement a £ d’un caractére u de F.
Comme la restriction de y a Fest y? on doit avoir > = wn. Il en résulte que
¥’ est égale a y. D’aprés un résultat bien connu on alors M(0, y, ') = —1
et les termes précédents se détruisent. On suppose maintenant que y n’est pas
un relévement. On utilise maintenant I’expression (5.2.4) pour le calcul des
intégrales ci-dessus. Les termes 6(xQ ') et 6(x’Q ") sont nuls car la restric-
tion de Q a F est w tandis que la restriction de y et " & F est wy. Le terme
R(C, u, f, ¢) tend vers 0 lorsque C tend vers l'infini. On obtient donc
finalement la contribution suivante pour la double limite des deux derniers
termes de (5.5.3):

zd’,lL(Q_l’f' (»b’ X X/’ O) (lTE/2)

x [ [ lkm) dicx + [ MO, 7, 1)$] (k) dk*]. (5.5.4)
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La somme porte sur tous les y dont la restriction a F est wn et qui ne sont
pas des relévements. Ces termes ne sont pas présents si ¢ n’est pas une norme.

On examine maintenant le premier terme de (5.5.3). On remplace
I'intégrale en a par son expression tirée de (5.2.2). On obtient les termes
suivants:

[ LG & 1 0 WIS, 2, x5 w* du
+ Q7" [ CH 2w + 112)7f. p@I1(@, 1 1 w)* du
+0G/Q7Y) [ CTH (= + 1) M, 1, 1)$(e) 1, 1, 1, w)* du
+ 87 [ C P + 127 d(e) 1P, 1, 1, w)* du
+8(Q7") [ CT R (—u + 1/2)7Y M(u, 1, )W) 1, 7, 1 w* du

+ [ RC, u, f.0) 1, 1 x> w)* du.

Chaque terme est nul & moins que y ne soit un relévement. On peut donc
supposer que tel est le cas. Si de plus la restriction de y a F est le caractére
wn alors I a un pole point u = 0 (lemme (5.4.1)); les intégrales ci-dessus sont
alors impropres. Lorsque C tend vers l'infini, le dernier terme tend vers 0
comme il résulte du lemme (5.2.8). On examine maintenant la limite lorsque
C tend vers l'infini des intégrales 2 a 5. Elles sont nulles a moins que
¥ = x' = Q. Comme la restriction de Q a F est w, celle de y est aussi w et
en particulier différente de wn. D’apres le lemme (5.4.1) la fonction
f @I, x, x's —u*)* est holomorphe dans la bande —1/2 < Reu < 0, a
décroissance rapide; ses dérivées sont a décroissance rapide sur la droite
Reu = —1/2. On peut donc déformer le contour d’intégration et écrire
'intégrale 2 sous la forme:

[Co . ¢e) 1, 1, 1/ 3 — v*)* do,

I'intégrale étant étendue a ’axe imaginaire, excepté que I’arc de — ie a i¢ est
remplacé par le demi-cercle passant par — ig, ¢, i¢; en faisant tendre ¢ vers
0 on voit que I’expression ci-dessus est égale a I'intégrale (impropre) sur tout
I’axe imaginaire plus iz fois la valeur de I'intégrande au point v = 0. En
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faisant maintenant tendre C vers 'infini on obtient finalement:

2inf . p(e) 1(¢, Q, Q, 1/2)*.
On procéde de méme avec I'intégrale 4 et on obtient un résultat analogue.
Pour les integrales 3 et 5, on procéde comme plus haut excepté que le
contour d’intégration devient la droite Reu = 1/2 convenablement défor-

mée et on utilise le lemme (5.4.2). Au total on obtient I’expression suivante
pour la double limite du premier terme de (5.5.3):

(L@ [ty 1 0 w) 1§, %, 2> w)* du
+ {2info(Q, @, —1/2)(N$(e) + 0@, Q, — 11 (NS ($, Q, , 1/2)*
+ 2info(@, Q, —1/2)(N)M(1/2, Q, Q)d(e)
+ 0@, Q, — 12 (NHM(1/2, Q DeW]} 1($, Q, Q, —1/2)*,

les deux derniers termes n’étant présents que si Q est un relévement. En
résumé, on a la formule suivante:

PROPOSITION: On considere l'intégrale (sans T si € n’est pas dans N,)

a
th_, TZCEeis ( 0

La double limite ou c puis C tend vers l'infini existe. Elle est égale a 4in~" fois:

0
At h) no (det h) dh d*a.

) (L@ .6, % 1 w) I, 2, 2> w* du
+ ;21'7:9((2, Q, —1/2)(Hg(e) I(p, Q, Q, 1/2)*
+ 3. 2ime@ Q. —112)(N(r) 1. 2. Q. 1/*
+ 2 2img(@, Q. — 1) (NHM(/2. Q. Do) 9. 2, Q, ~1/2)*

+ Y, 2ime(Q, Q, —1/2) (HM(1/2, Q, Q)p(w) I($, Q, Q, —1/2)*
¢
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+ Y LQ S 9, % 1 0) (in)2)
j2)

x [ | @liam) i + [ (MO, 7, )] () dk*]

La premiére somme porte sur tous les y qui sont des relévements. Les
termes suivants sont nuls a moins que € ne soit le relévement d’un caractere
de F. La derniére somme porte sur tous les caractéres y qui ne sont pas des
reléevements et dont la restriction a F est wy. Ell est nulle si ¢ n’est pas une
norme.

(5.6) Pour I’application que I’on a en vue, on peut reformuler cette identité
comme suit. Dans la premiére intégrale le facteur / peut avoir un pole au
point u = 0 si la restriction de y a F est wy. Toutefois d’aprés le lemme
(5.2.8) le premier facteur a alors un zéro. Cette intégrale est donc toujours
une intégrale ordinaire. Soit .S un ensemble fini de places de E contenant
toutes les places a I'infini; si ¢ n’est pas une norme on suppose que S
contienne toutes les places ou & n’est pas une norme ainsi que toutes les
places ou ¢ n’est pas une unité. Pour v non dans S on prend pour f, une
fonction K, invariante. On écrit /5 (resp. fg) pour le produit des f,, v non
dans S (resp. dans S). Alors la transformée de Satake f5(y, x’, u) est définie
par la formule:

S, we = ot 1 w(f5)e,

si ¢ est KS-invariante. Alors I’expression précédente a la forme:
YL@ fs b 0 25 W I, 1 1> w* 5 (s s w) du

+ ;A(fs, o, 05 (6. 1, 0) + B(fs, &, Qf5(Q, Q, 1/2),

ou A et B dépendent linéairement de leur premier argument. De plus les
caractéres qui apparaissent dans les sommes sont les caractéres non ramifiés
en dehors de S. La premiére somme porte sur tous les caractéres y qui sont
des relevements, la deuxiéme sur tous les caractéres qui ne sont pas des
relevements et dont la restriction a F est wn. De plus la deuxiéme somme est
nulle si ¢ n’est pas une norme. Enfin le dernier terme est nul a moins que Q
ne soit un relévement.
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(5.7) On étudie maintenant I’intégrale de la proposition (5.6) pour le noyau
spécial. Celui-ci est donné par la somme:

Koe(x, y) = 1/vol Y, [ f(g)x(det ) dg x(x)x(3)*,

la somme portant sur tous les caractéres y dont le carré est w’. On suppose
d’abord ¢ = 1. L’intégrale en question s’écrit:

0
| h) new (det h) dhQ~'(a) d¥a.

a
C TiK,
¢ 0

L’intégrale en a est nulle 4 moins que y ne soit égal a Q. L’intégrale en A
donne une différence:

* _ *
jZ(FA)Gl(F NGy (FA)X (g)am (det g) dg jZ(FA)P(D\G(FA) X wn(det gm) HC (gm) dg'

Les deux intégrales sont nulles a moins que la restriction de y a F ne soit
égale a nw. On en conclut que I'intégrale totale est nulle. On a une conclusion
analogue pour le cas ou ¢ n’est pas une norme. D’ou:

PROPOSITION: Si ¢ = 1 alors 'intégrale

C e a
JC_I T2 EsPe( 0

est convergente et nulle. Si ¢ n'est pas une norme l'intégrale

o

est convergente et nulle.

0
1‘, h) new (det h) dhQ~"(a) d*a.

a 0
T h) nw (det k) dhQ~"(a) d*a.

§6. Intégration du noyau K

(6.1) On garde les notations du §5. On pose

Kix,y) = Zf(x7'&y), e GE)/Z(E).
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Si ¢ = 1 on étudie l'intégrale

ERIH

ae EYJE*, he Z(F,)G,(F)\G,(F,).

0
| h] now (det HQ~'(a) dh da,

Si ¢ n’est pas une norme on étudie I'intégrale

. dx]

ae E{|EY, he Z(F,)G,(F)\G,(F,).

a 0
01

, h] nw (det Q™" (a) dh da,

6.1.1)

(6.1.2)

(6.2) On va d’abord montrer que I'opérateur de troncation dans (6.1.1) est

superflu. A cet effet on pose:

SPp) = (T° — Dp(g) = Y, dpy(ymg)H, (ymgm™").

On a alors la proposition suivante:

PROPOSITION: Etant donnés f et C > 0, il existe D > 0 tel que les relations

¢ > Det C' < |al < C entrainent

a 0
S5 K ,h| = 0.
0 1

Démonstration: On utilise sans démonstration le lemme suivant:

(6.2.1) LEMME: Soit U un sous ensemble compact de SL(2, F,). Alors il existe

D > 0 tel que les relations
geU, yeSLQ2,F)et H(yg) > D

entrainent que vy soit triangulaire.

Cela étant le terme constant de K par rapport a la seconde variable s’écrit:

-1

a 0

Koy
0 1

0

Z a
9 —3

y

NER) e 2(E)GEYNE)
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Il vient donc:

SEK{ ,g]

S I

a 0
0 a

1

0
ynOmg | H.(Omgm~"') dn.
0e P(F\G(F) 1

Dans cette expression on peut supposer que a est dans un ensemble compact.
Sous cette hypotheése si I'intégrande n’est pas nul alors A = ynfmgm~" est
dans un ensemble compact modulo le centre et H(y~'h) > c. D’aprés le
lemme on a donc y € P(E) si c est assez grand. Ainsi I’expression précédente,
pour c assez grand, se réduit a:
aa™' 0

0 1 ang:| H, (6mgm™") dn.

5 b2

0e P(F\G(F)

On écrit maintenant:

b 0
Omgm™' = ’0 | n'k, bl = ¢, keKk.

Il vient pour I’expression précédente:

a—l

yisd

0
| nkm | dn |b].

Si cette expression n’est pas nulle alors |xa~'b| = |a~'b| est dans un compact
de R*. Il en est donc de méme de |b|. Cette expression est donc nulle si ¢ est
assez grand. D’ou la conclusion.

(6.3) On est maintenant ramené dans tous les cas & considérer I'intégrale
(6.1.2). On va en prouver la convergence. Pour cela on écrit K comme

somme de K, et K, avec:

Ke(x,¥) = ) f(x7'&y), ¢ régulier, (6.3.1)

Ksin(x’ y)

Y f(x7'&y), ¢ singulier. (6.3.2)
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Dans cette section on étudie I'intégrale de K,.,. Tout élément régulier peut
s’écrire:

1

0
n(é)/" n(é) =
1 0

avec
ae EY, peG(F)/Z(F), N¢) #0,e.
De plus o, u et N(¢) sont uniquement déterminés. Il en résulte aussitot que:

[

a 0
0 1

, h:| nw (det h) dhQ~"(a) da

N(©)

_ zjj,ff‘HZ (1)

n(é) h] nw(det ) dhQ(a) da, (6.3.3)

ou dans le membre de droite a est dans EY, h dans G.(F,)/Z(F,) et la
somme porte sur la norme de &, supposée différente de 0 et ¢. Le support de
la fonction f est contenue dans un ensemble compact modulo le centre;
I'image de cet ensemble par I'application P(g) = gg~' associé a G, est donc
contenue dans une réunion

u 0
U M, Nu) = 1,
0 u

ou M est compact. Si I'intégrande du membre de droite de (6.3.3) n’est pas
nul alors I'image de la matrice intérieure par P est dans I’ensemble
précédent, ce qui donne:

a'u Eu
eM,
—e'¢a 'y (1 — e 'N())au

pour au moins un ¥ de norme 1. L’élément &u est dans un compact des
adeles. Il en est donc de méme de sa norme N(¢) laquelle ne prend ainsi
qu’un nombre fini de valeurs. D’apreés le choix de ¢, il en va de méme de £&.
Donc u est dans un compact des adéles. Puisque le quotient N, (F,)/N, (F)
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est compact u est donc en fait dans un ensemble compact de N,(F,), ou
encore un ensemble compact des idéles; donc a~' est dans un compact des
adéles. Puisque 1 — ¢~ ' N(¢) ne prend qu’un nombre fini de valeurs a° est
aussi dans un compact des adéles. Il en résulte que a est dans un compact
des idéles; cela entraine que % est lui méme dans un compact. Cela montre
que le membre de droite de (6.3.3) converge et que sa valeur est indépen-
dante de C, pourvu que C soit assez grand. De plus cette valeur n’est autre
que la valeur de I'intégrale analogue sans restriction sur a. Une conclusion
analogue s’applique au membre de gauche et I’égalité est vérifiée. On obtient
donc:

, h | no (det hydh Q' (a) da

a 0
0 1

lim [7 | K[

0
= Y0 fHZ 1 n(&) h}nw (det h)dh Q(a)da, (6.3.4)

NE©)

le facteur Q(&) étant en fait égal a un.

On écrit maintenant les intégrales de (6.3.4) comme produit d’intégrales
locales. Si v est une place de F inerte dans E et w 'unique place de E
au-dessus de v, on pose:

a u
U = QW [[f, h | Q, (@n,,(det h)dh da
0 1|0 1
si x = —¢& 'N@u) (1 — e 'N(u))™' pour un u au moins,
= 0 sinon. (6.3.5)

Alors le facteur local a la place v dans ’expression (6.3.4) n’est autre que:
U, ou p = —e'NE( — ' N©)™. (6.3.6)

On consideére maintenant une place v qui se décompose en v, et v,. On a
donc des isomorphismes:

E'Jl _’EN Evz_’F’U
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et on note &, et &, les images de ¢ dans F,. Le groupe G,, est ismorphe au
groupe des couples (4, h,) tels que

0 ¢

h, € GL(2, F,).

Alors le facteur local a la place v dans ’expression (6.3.4) s’écrit:

il b

da, da, dh,Q,, (&) Q,,(&,).

ot ¢

a, &2
0 1fjo 1

a

0 1

0 h2:| Qm (a)) Q«vz (@), (det hy)

On introduit maintenant la fonction f, sur GL(2, F,) définie par:

f,@ = [fu&h)f, (), det h)dh,. (6.3.7)

Alors f, se transforme selon I'inverse de w, sous le centre. On définit une
fonction U, sur le groupe multiplicatif de F, par la formule:

0
1

1 x

11

U® = 0,0 fv[ N ;

0
1' :| Qv. (a, )sz(aZ) da,da,

si x # 1,
=0 si x=1 (6.3.8.)
On voit sans peine que cette intégrale converge. Aprés un changement de

variables, le facteur correspondant a la place v dans l'intégrale (6.3.4)
devient:

Q,(-aU,w), p = —e 560 — 71887 (6.3.9)

Au total on voit que I'intégrale de K, peut s’écrire:

[[Keg ... = Y10, U, N, (—e); (6.3.10)
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le deuxiéme produit porte sur ’ensemble des places v décomposées dans E;
pour une telle place on choisit, une fois pour toutes, une numérotation v,,
v, des places de F au-dessus de v; la somme porte sur tous les éléments u de
F* de la forme

—e "N (1 — e 'N(©E)™", avec N(&) # e.

Si p n’est pas de cette forme il existe au moins une place v inerte dans E telle
que u ne soit pas de la forme

—e 'Nw)( — ¢ 'Nw))™', avec ue F*.

Alors U,(u) = 0. On peut donc regarder la somme dans (6.3.10) comme
portant sur tous les u # 0 dans F.

(6.4) On passe aux termes singuliers. Si ¢ = 1, alors il y a quatre doubles
classes singuliéres, celles de n,, n,r, e, r, ou ’'on a posé:

(6.4.1)

Onnote K;, 1 < i < 4, les noyaux correspondants. D’aprés le lemme (2.6)
ils sont donnés par:

i 0
K, = Zf x_lz 1 nl?)’:|a xe E*, ye G (F)/ZF),
[ a 0
K, = Y f|x"' 0 lnlrvy:l, ae E*, ye G (F)Z(F),
[ a 0
K, = Y flx! 0 1 Vy], ae EXIN\(F), vyeG(F)Z(F),
i a 0
K, = Zf x_lo : ryy], ae EX/F*, ye G F)Z(F). (6.4.2)

Si ¢ n’est pas une norme alors la seule classe singuliére est celle de e et K,
se réduit a K.

COMP 2550-51
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(6.5) On étudie I'intégrale de K;. On obtient:

il

ou a est intégré sur ’ensemble des éléments de E./N,(F) satisfaisant
I'inégalité C~' < |a| < C. Comme dans (6.3) il existe un ensemble compact
M de GL(2, E,) tel que si I'intégrande n’est pas nul alors

0
1 h] Q(a) no (det h)da dh, (6.5.1)

a 0
0 1

eEM

pour un u de norme 1. Cela donne

au 0
eM.

0 a‘u

Il en résulte que la norme de a est dans un compact et que a lui méme est
dans un sous-ensemble compact modulo N, (F,). Comme N, (F,)/N,(F) est
compact, on voit que a est en fait dans un ensemble compact. Il en résulte
que l'intégrale converge et que sa valeur est indépendante de C, pourvu que
C soit assez grand. Cette valeur est d’ailleurs celle de I’intégrale obtenue en
intégrant sur le quotient E /N, (F) tout entier.

On intégre maintenant sur N, (F,)/N,(F) (variable b) puis sur E; /N, (F,).
Il vient:

ol

Si on écrit b = u'~° ceci devient:

iis]

Apreés une translation sur 4 on obtient comme facteur I'intégrale de Q sur le
quotient N, (F, )/N, (F). Ce facteur est donc nul, a moins que Q ne soit trivial

h] Q@b (det h) dh da db.

a Oflu
0 1{{0 u

h] Q@Qb)o(N(w)mw(det k) dh.
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sur ce sous-groupe, c’est-a-dire soit le relévement d’un caractére 4 de F. S’il
en est ainsi 'intégrale s’écrit:

vol (N, (Fy)/N\(F)) || f[

0
| h] Q(a)qw (det k) dh da,

a
0

ae EX/N,(F,), he G, (F,)Z(F,). (6.5.2)
On relie maintenant cette intégrale aux fonctions U, et f, (Cf. (6.3.5), (6.3.7),

(6.3.8)). Soit v une place de F inerte dans E et w la place de E corre-
spondante. Alors on sait (Prop. (3.4)) que

o =

0
| h] Q. (am,w,(det k) da dh A(—¢).

(6.5.3)

Dans l'intégrale de (6.5.2) le facteur correspondant a la place v a la méme
forme que ci-dessus excepté que I'intégrale porte sur le quotient EX/N,,; ce
facteur est donc

lim U '(x) vol (N,,)~ ! A(—¢). (6.5.4)

x—0,xe—£eNy,

Si v se décompose en v, et v, alors le facteur local correspondant a v dans
(6.5.2) n’est autre que:

ey |

T
hy | 1.,

a
0

0
| h, :| Q, (@), (a,)w,(det k) dhy, (6.5.5)

’intégrale portant sur le groupe des couples (a,, a,), modulo le sous-groupe
des couples de la forme (b, b~'). Aprés un changement de variables ceci peut
s’écrire:

f fo(@i,(a)da, aeA,/Z,.

ou f, est la fonction (6.3.7). En résumé:

PROPOSITION (6.4): On a:

im (£, = ][
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Ces intégrales sont nulles @ moins que Q ne soit de la forme 4o N. S’il en ainsi
la valeur de cette expression est le produit des quantités suivantes:

(i) vol ES /N, (F,);

(ii) pour chaque place inerte v:

0lim N U,A; ' (x) vol (N},)~ ! A(—¢);

(iii) pour chaque place v décomposée:

Jj;(a)lv(a) da,a€e A,/Z,.

(6.6) On étudie maintenant I'intégrale de K,. D’aprés le lemme (2.6) elle s’écrit

il |

ac EX|JF*, C'<la < C, heG|(F,)Z(F,).

rh] Q(a)nw(det k) da dh,

Comme plus haut il existe un ensemble compact M tel que si I'intégrande
n’est pas nul alors

a 0
ubP rh e M,
0 1

ou u est de norme 1. Cela s’écrit aussi:

11 en résulte d’abord que u est dans un compact, puis que @' ~° est dans un
compact. Ainsi a est de la forme btc ou b est dans un compact, ¢ dans le
groupe des ideles de F de norme 1 et ¢ dans un sous-groupe des ideles de F
isomorphe au groupe des nombres réels > 0. Comme la valeur absolue de
a est dans un ensemble compact il en va de méme de ¢. Ainsi a est dans un
compact et 'intégrale converge. D’aprés le lemme (2.6) on a:
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aprés un changement de variables on voit que l'intégrale admet:

fQ(c)na)"(c) de = Jn(c) dc

comme facteur. Comme ce facteur est nul on en conclut que 'intégrale est
nulle. D’ou:

PROPOSITION (6.6):

. C

fim [ [ K =0

(6.7) On étudie maintenant les intégrales de K, et K,. On rappele que ces
termes sont nuls & moins que ¢ ne soit une norme, donc ¢ = 1 avec les
conventions faites. Elles s’écrivent:

. [la o
5 thz 1 nlh]ﬂ(a) on(det h) dh, 6.7.1)
: [|a 0
[E.[r g ln,rh]Q(a)cun(deth) dh. (6.7.2)

On étudie la premiére intégrale par exemple. On va voir qu’elle est con-
vergente et a une limite lorsque C tend vers l'infini, égale a la valeurens = 0
du prolongement analytique de l'intégrale:

i |

intégrale qui elle-méme converge pour Res > 1. A cet effet on introduit
un caractére u du groupe des classes d’idéles de E dont la restriction a F soit
n et on pose:

0
| n,h:| la|~*Q(a)wn (det k) dh, (6.7.3)

H(@) = f(g) uX(det g).

Alors I'intégrale ci-dessus s’écrit:

20

0
| nlh] la|~*u~" (a) da dh. (6.7.4)
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On introduit la fonction ® définie par

a

0@ ') = ffl[ .

0
nlh:| dh. (6.7.5)
1

Alors l'intégrale (6.7.4) s’écrit, aprés un changement de variables:

j ®(a) |af* u(a) da. (6.7.6)
On écrit la fonction ® comme un produit portant sur toutes les places de F.
Soit v une place inerte de F et w I'unique place de E au-dessus de . Comme

P est submersive il existe une fonction f,, sur G(E, ), lisse, & support com-
pact, telle que:

Jo(P@) = [fi.(gh) dh. (6.7.7)

On a d’autre part:

0 al—a
P n | = .
-1 a°

Il en résulte que le facteur local pour la fonction @ qui correspond a la place
v s’écrit:

a 0

(6.7.8)
0 1

0 aa—l

g

(@) = fou [

}. (6.7.9)

—1 a

Si on écrit @ = tb avec ¢ dans F, et b non nul, on obtient une fonction de
Schwartz—Bruhat de ¢ dépendant de b. De plus, pour tous les w non dans T,
la fonction f;, est la fonction caractéristique de K, (et ®, la fonction
caractéristique de R, ), comme il résulte du lemme suivant:

(6.7.10) LEMME: On suppose v finie, inerte et non ramifiée dans E. Soit x dans
K, tel que xx' = 1, Alors x = P(h) avec h dans dans K.

Démonstration: 1l suffit de montrer que y = ¢ + xt' est dans K, pour au
moins un scalaire ¢ qui est une unité de E; en effet on a x)' = y d’ou
x = p(y) siy est inversible. Comme la matrice y est a coefficients entiers il
suffit de montrer qu’elle est inversible mod P. On est donc ramené au
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probléme analogue pour un corps fini e et une extension quadratique f: étant
donnée une matrice deux deux inversible x, il existe un scalaire ¢ tel que la
matrice y soit inversible. S’il n’en était pas ainsi la matrice x admettrait tous
les nombres —¢'~° pour valeur propres. Comme il y a a + 1 > 2 tels
nombres on obtiendrait une contradiction. D’ou la conclusion.

On considére maintenant une place v de F qui se décompose en v, et v,. On
pose:

fu(@) =[f(gh) [ (h)dh, (=9, u,, (det g)£,(2)). (6.7.11)

C’est une fonction lisse, a support compact modulo le centre, fonction
caractéristique de Z, K, pour presque tout v. Alors le facteur qui correspond
a la place v pour la fonction ® s’écrit:

0 a'a

q)v(a]’aZ) = f!;)v[

] (6.7.12)

—1 a,
Ainsi @ est le produit des expressions (6.7.9) et (6.7.12). En particulier si ®(a)
n’est pas nul alors a'~“ est dans un compact des idéles; on peut alors écrire
a = mb, ou m est dans un compact fixé et b dans les idéles de F. De plus a
est dans un compact des adéles de E. On peut donc regarder la fonction @
comme une fonction de Schwartz—Bruhat de b, dépendant du parametre m.

Il en résulte que I'intégrale (6.7.6) converge lorsque la partie réelle de s est
assez grande. De méme l'intégrale dont on était parti peut s’écrire:

j ®(a) p(a) da, C~' < |a| < C. (6.7.13)
Elle converge donc. On rappelle d’autre part le résultat suivant:

(6.7.14). LEMME: soit ¢ une fonction de Schwartz—Bruhat. Alors la limite
suivante existe:

lim [ ¢(b) n(b) db, C - co.
Elle est égale au prolongement analytique au point 0 de l'intégrale

[ ¢cb)1bln(b) ab.
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Enfin cette limite est égale au produit des facteurs suivants:

(1) L(O, n);
(it) pour chaque place inerte v:

L0, n,)™" [ ¢,(b)n, () db;

(iii) pour chaque place v décomposée dans E:
lim L(s, 1,)7" [ $,(8) 161’ db = |a,|"¢,(0):

ou a désigne un ideéle différentiel de F. Presque tous les facteurs sont égaux
al.

On applique ce lemme, ou plutdt une variante de ce lemme avec parametres,
a l'intégrale (6.7.13). On obtient d’abord que l'intégrale (6.7.1), autrement
dit I'intégrale de K|, a une limite lorsque C tend vers I'infini, égale a la valeur
de I'intégrale (6.7.4) au point 0. De plus on peut calculer cette limite comme
le produit des facteurs suivants, presque tous égaux a 1:

(1) L(O, n);

(ii ) pour chaque place inerte v au dessous d’'une place w de E:

o—1

L©, )" | f[

] (@) da;
-1 a

(iii) pour chaque place v décomposée dans E:

0
Ja ' | f%H N

Z :l,uvl (@)~ ! da. (6.7.15)

De méme en utilisant le fait que

—2a a'-°
P mr| =

-1 0
on trouve que 'intégrale de K, a une limite lorsque C tend vers I'infini, égale

au produit des facteurs suivants:
(1) L(O, n);

a 0
0 1
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(it) pour chaque place inerte v au dessous d’une place w de E:

g—1

Lo, n,)"" | f[

] u,(a) da;
—1

(iii) pour chaque place v décomposée dans E:

0
a2 ffw[l .

On peut aussi formuler ces résultats en termes des fonctions U, pour v inerte
et des fonctions f, pour v décomposée. On sait que

:)1 ],uvl (@)~ da. (6.7.16)

U,(x) = M, (x7") + n,(=x)M, (x7"), (6.7.10)

ou les fonctions M, sont lisses pres de 0 et on a (Prop 3.5):

| f{

o—1

Mlv(o)

a

-1 a

] #(a) da,

a aa—l

M, (0) = jf%[ »

] i, (@) da.

De méme l'intégrale (6.7.15) (iii) ci-dessus n’est autre que

ja "2 | ﬁ[

et une remarque analogue s’applique a (6.7.16) (iii).

0 a' ]
Q, (a) da,
-1 0

(6.8) On peut résumer la discussion précédente comme suit: pour chaque
place inerte v on a la fonction intégrale orbitale U, définie par (6.3.5) et les
nombres M, (0) définis par (6.3.7); pour chaque place décomposée v on a la
fonction f, sur le groupe GL(2, F,) définie par (6.3.7), ainsi que la fonction
U, définie en termes de f, par (6.3.8).

PROPOSITION: L’intégrale

(e [0 [ s o)
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a une limite lorsque C tend vers linfini (resp. lorsque c tend vers linfini
et puis C tend vers l'infini). La limite est égale a la somme des termes
suivants:

(1) Y MU, NQ,(—e);

u#0

(2) un terme présent seulement si Q) est le relévement d’un caractére A de F*
c’est le produit des facteurs suivants:
(i) vol (Nix/Nif);
(it) pour chaque place inerte v de F:

lim  U,A;'(x) vol (N,,)~! A(—¢);

x—0, xe —eN(

(iii) pour chaque place décomposée v.:

[£(@4,(a) da, a e A(F,)/Z(F,);

(3) deux termes présents seulement si ¢ = 1; chaque terme est le produit des
facteurs suivants ou l'indice i prend les valeurs 1 ou 2 selon le terme:

(@) L, n);
(ii) pour chaque place inerte v:

M, (0)L(O, n,)~";

(iii) pour chaque place décomposée v:

mw”jﬁ[

—1

¢ d
0| Q, (a) da.

§7. Comparaison

(7.1) On fixe maintenant un élément ¢, de F* . Si ¢, est une norme on suppose
& = 1. On écrit G, pour le groupe G, avec ¢ = ¢g,. On se donne un ensemble
fini S de places de F contenant toutes les places a I'infini, toutes les places
qui se ramifient dans E et enfin toutes les places finies ou ¢, n’est pas une
unité. On note T I’ensemble des places de E qui sont au-dessus d’une place
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de E contenue dans S. On suppose de plus que S soit assez grand pour que
w soit sans ramification en dehors de S et Q sans ramification en dehors de
T. On se donne comme au §6 une fonction lisse f sur G(E, ), se transformant
par l'inverse de o’ sous le centre et a support compact modulo le centre; la
fonction f'est produit de fonctions locales f;,. Pour w non dans T on suppose
que f, est K, - invariante. A partir de la fonction f, on définit pour toute
place inerte v une fonction U, sur F,* et pour toute place décomposée
v une fonction f, sur G, ainsi qu’une fonction U,; pour ce faire on choisit si
v est décomposée une numérotation des deux places de E au-dessus de
v (6.3).

On choisit d’autre part un systéme de représentants des classes du groupe
des normes N, dans le groupe multiplicatif de F. On suppose que —¢, ' est
dans ce systéme. Pour chaque ¢ dans ce sytéme on choisit une fonction f, sur
le groupe adélique de G,, se transformant par 'inverse du caractére w sous
le centre et a support compact modulo le centre. La fonction f; est un produit
de fonctions locales f,,. Si v se décompose en v, et v, alor G, est le groupe
des couples de matrices de G, = GL(2, F,) de la forme:

0 ¢

(h,, h,) avec h, = (7.1.1)

En transportant £, a G,, par I'isomorphisme de G, sur G, qui envoie le couple
(h,, h,) sur h, on peut regarder f, comme une fonction sur G,,. On prendra:

Jo = [ (— &), (€). (7.1.2)

Si v est une place inerte et w 'unique place de E au-dessus de v alors on
considére la fonction intégrale orbitale H,, définie par f,,:

1
H,(x) = Q@ [[f, [n

u

ue
t2 Qw (tl ) Q:v(t2) dtl dt29

si x est de la forme ¢N(u) pour au moins un u,
H,(x) = O sinon. (7.1.3)
On choisit f,, de telle sorte que

H,(x) = U(x) si xeeN,,. (7.1.4)
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Cela est possible d’apres les résultats du §3. En particulier si v est inerte mais
n’est pas dans S alors la fonction f, est K, -invariante. Il en résulte que
U,(x) = 0si la valuation de x est impaire (lemme (4.7.2)). D’aprés le choix
de f,, si ¢ n’est pas une norme a la place v, c’est a dire si v(¢) est impaire,
alors H, = 0. On prendra en fait f,, = 0. Soit d’autre part f, la fonction
K, -invariante qui est 'image de f, par ’homomorphisme (4.1.2); alors f, se
transforme par I'inverse du caractére w, sous le centre. Si ¢ est une norme
alors on choisit un isomorphisme de GL(2, F,) sur G, et on prend pour
f., 'image de f, par cet isomorphisme, comme il est possible de le faire
d’aprés la Prop. (4.1). On note K, 'image de K, par cet isomorphisme;
c’est donc un sous-groupe compact maximal de G,, et la fonction f,, est
invariante sous ce groupe. Si de plus ¢ est une unité a la place v alors on
choisit 'isomorphisme de telle sorte que K,, soit I'intersection de K,, avec G,
(“isomorphisme privilégié”).

On notera que f, = 0 si ¢ n’est pas une norme en au moins une place de
F qui n’est pas dans S. On peut donc ignorer un tel &. Les ¢ restant,
c’est-a-dire sont ceux qui sont des normes en toutes les places non dans S,
forment un ensemble fini.

(7.2) Soit 7 une représentation cuspidale de G.(F,) de caractére central w;
c’est donc une représentation de dimension infinie, par définition si ¢ n’est
pas une norme. Soit ¢, une base orthonormale de I’espace de la représenta-
tion 7. On pose:

K.(x,y) = Y e(f)(x)di(»)*.

(7.2.1) LEMME: La serie

Y K.(x, )

converge uniformément sur tout compact. Si de plus ¢ est une norme alors la
série converge uniformément.

Démonstration: La série converge en tout cas dans 'espace L?. D’autre part
on sait que f, est une somme finie de produit de convoltions f, #f’*f,. Par
linéarité on peut supposer que f, est un tel produit. En notant K/ le noyau
associé a f” il vient:

K(x,y) = [K/(hx, hy)fi(h)f(h") dhy dh,.
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Autrement dit la série associée a f, s’obtient en appliquant a la série associée
a f’ des opérateurs de convolutions avec des fonctions lisses a support
compact. En général ces opratoeurs envoient ’'espace L dans I’espace des
fonctions lisses; si de plus ¢ est une norme alors ces opérateurs envoient
I’espace des fonctions L? et cuspidales dans I'espace des fonctions continues
bornées. Le résultat s’en suit.

(7.2.2) On posera:
(noyau diédral)

K. = ZK,, 1 diédrale;
(noyau propre)

K.... = ZK,, 1 cuspidale non diédrale;
(noyau spécial)

K.y = ZK,dimzt = I,
(noyau géometrique)

K(x,y) = Zfi(x7'&y), all &
(noyau régulier)

Kiy(x,y) = Zf(x7'¢y), & régulier;
(noyau singulier)

K. (x,y) = Zfi(x7'&y), ¢ singulier.

Enfin on notera K., le noyau d’Eisenstein associé au groupe G, et a la
fonction f;, ou ¢ est I'unique élément qui est une norme dans E. On a donc:

Kepro = Ke - Kespe - Kedie - Kleis’ (723)
le dernier terme n’étant présent que si ¢ est une norme.

On a d’autre part le noyau K, associ€ a fonction f. Le résultat principal
de ce travail s’énonce alors ainsi:
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THEOREME (7.2): Avec les notations ci-dessus on a:
Y[ Kopro (01, 12) Q71 (1) Q1) dt, diy
ﬂ a 0
= KCUS
Lo 1

t,€ T(F)/T(F)Z(F,), ae€E{[E*, he G(F)Z(F)\G,(F}).

, h] Q '(a)yw (det k) da dh,

(7.3) On va calculer le membre de gauche. Pour cela on intégre chaque terme
dans le membre de droite de (7.2.3) et on fait la somme sur ¢&. On commence
par le noyau régulier. On a:
€
Ty |5

dans la somme chaque 7; parcourt T(F)/Z(F) et N(§) parcourt le groupe des
normes privé du point 1 si ¢ est une norme. Il en résulte que I'intégrale du
noyau régulier s’écrit:

1
Kereg(x’y) = Z Zﬁ[x_lrl

NE@) .1 ‘

1
[ K = T0O fﬁ[z, 5

Ee
| L | Q1) Q1) di, doy,

le facteur Q(¢) étant en fait égal a 1. Cette intégrale se décompose en un
produit d’intégrales locales. Le facteur correspondant a une place » de F
inerte dans E est par définition 'intégrale orbitale de f,, évaluée au point
N(&)e. D’aprés le choix méme de f,, ce facteur est égal a U, (N(¢)e). Si au
contraire v est une place qui se décompose en v, et v, alors le facteur local
correspondant s’écrit:

Q,, (£)Q,,(£)Q, (— &), ()

SRR

Q, (a)Q,,(a,), (b,)Q,(b,) da db.

a 0
0 a

1 e
& 1

b, 0




Sur un résultat de Waldspurger I1 379

Comme la restriction de Q a F est w le produit Q,,Q,, est égal a w,. Aprés
un changement de variables cette intégrale s’écrit:

Of[1 ¢&,&¢e|lb

a
Q,,(— )R, #&,&,) | f,,[
0 1|1 1

0
1 }Qm (@)Q,,(b) da db.

Ceci n’est autre que
Q,,(— &)U, (e, &)

En écrivant pu pour eN(&) on voit que I'intégrale du noyau KX, ., s’écrit
Z HU‘U('u) 1_[ Qvg(_80)9
n v v

ou la somme porte sur tous les éléments de ¢N, différents de 0; le premier
produit porte sur toutes les places v de F et le second sur celles qui se
décomposent dans E. En faisant la somme sur tous les ¢ on trouve:

X[ Ko = LITUWI] (=2, (7.3.1)

la somme portant sur tous les éléments u de F excepté le point 1. Ceci n’est
autre que le terme (1) dans la proposition (6.8). On a donc prouvé la
proposition suivante:

PROPOSITION (7.3): On a
6 = XK

(7.4) On passe maintenant a I'intégrale du noyau singulier. On a d’apres les
résultats du §2:

0 ¢
Ka(x,y) = Y 7' + Y f, (x“r Lo y>,

ou la somme porte sur tous les t dans T(F)/Z(F). On trouve donc:

0
[ K = [[£(0)0)Q@)de, di, + | jﬁ[z. |

&
0 173 :| Q(1)Q'(t,) dt, du,,
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ou ¢, est intégré sur T(F,)/Z(F,) et t, sur T(F,)/T(F)Z(F,). Comme Q’ est
en fait le transformé de Q par 'automorphisme de Galois ¢ la deuxiéme
intégrale s’écrit:

&

0
vol (T(F))/Z(F)T(F) | ﬁ[z . ]Q(z) dr. (7.4.1)

1

De méme dans la premiére intégrale, 'intégrale du caractére Q'~° est un
facteur; I'intégrale est donc nulle & moins que Q ne soit invariant par o,
c’est-a-dire ne soit le relévement d’un caractére A. L’intégrale s’écrit alors

vol (T(F,)/Z(F)T(F) [ f,[1)x (det 1) dt. (7.4.2)

On va calculer ces intégrales en termes des données locales £, et U,. L’inté-
grale (7.4.2) est un produit d’intégrales locales. Le facteur correspondant a
une place inerte v s’écrit:

f Soltl4, (det ) dr.

D’aprés la proposition (3.1) ceci n’est autre que la limite de
vol (T,/Z,)™" H,,(x)A,(x)™"

pour x tendant vers 0 dans &N,,; d’aprés le choix méme de f,,, ceci est la
limite de

vol (T,/Z,)~" U, (x)A,(x)""

pour x tendant vers 0 dans ¢N,,. Toutefois si x est assez petit U,(x) = 0, a
moins que x ne soit dans — g, N, (Prop. (3.4)). Il en résulte que (7.4.2) est
0 a moins que ¢ ne soit dans — ¢, ' N, pour toutes les places inertes v. Cette
condition signifie en fait que ¢ est dans —¢; ' N,; il y a donc un seul tel ¢ et
d’apreés les choix faits c’est-a-dire ¢; ' . D’autre part le facteur correspondant
a une place v décomposée en v, et v, s’écrit:

a
Q,,(— &), ) jﬁ[ )

:IQw. (al)sz(GZ) da, da,,

a,
'intégrale étant prise modulo le centre. Puisque:

&g = -1 et ”v| = uvz = j"u
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ceci n’est autre que:
[/,(@4, (det a) da, a € 4,/Z,.
Au total la somme sur tous les ¢ des intégrales (7.4.2) est nulle & moins que
Q ne soit le relévement & E d’un caractére A de F. S’il en est ainsi cette somme

se réduit & un terme; a son tour ce terme s’écrit comme le produit des facteurs
suivants:

(i) vol (ES [F{E™);
(it) pour chaque place inerte v:

vol (E) [F))™" lim U,A;'(x) A(—&), x = 0, x € —&Noy;
(iii) pour chaque place v décomposée dans E:
[£,(@4, (det a) da, ae 4,/Z,. (7.4.3)

On compare maintenant ce résultat avec I’expression (2) dans la proposition
(6.8). Compte tenu de la suite exacte:

1> F*>E*X—> N -1

ou la deuxiéme fléche est

on voit que les volumes sont identiques dans les deux expressions. Les deux
expressions sont donc elles-méme identiques.

(7.5) On passe maintenant a (7.4.1). Le facteur correspondant a une place
inerte v s’écrit:

A

Comme on a vu (Prop (3.1)) ceci n’est autre que la limite de

a

0 a

&
1 ng(a) da.

1

volt (T,/Z,)™" H,,(x)
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pour x tendant vers 'infini dans eV, Toujours d’aprés le choix de la fonction
f., ceci est aussi la limite de

vol (7,/2,)' U, (x),

lorsque x tends vers I'infini dans eN,,. Or on sait que pour, x assez grand,
U, (x) est nul @ moins que &, ne soit une norme (Prop. (3.4)). On en conclut
que (7.4.1) est nulle 2 moins que ¢, ne soit une norme a chaque place inerte
v, c’est-a-dire @ moins que &, ne soit une norme; avec les conventions faites
cela implique &, = 1. Sous cette hypothése on sait (loc. cit.) que la fonction
U, a la forme:

Uv(‘x) = Mlv(x_l) + "v(_x)MZv(x_l)a
ou les fonctions M,, sont lisses prés de 0. La limite ci-dessus a donc la forme:
M,,(0) + n,(—&)M),(0).

Drautre part le facteur correspondant a une place v qui se décompose en v,
et v, s’écrit:

&

Q,,(— &), @) | f,,[ . ]Q,,, (@)Q,,(a,) da, day;

a,
0 afll

Comme & = 1, on obtient aprés un changement de variables:

i

Finalement on voit que I'intégrale (7.4.1) est nulle & moins que g, = 1. S’il
en est ainsi cette intégrale est égale au produit des facteurs suivants:

(i) vol (E /E*F{);
(i) pour chaque place v, décomposée:

a

(iii) pour chaque place inerte v sous la place w de E:

0 a”
Q, (a) da.
-1 0

a’ ]Q,,Jl (a) da; (7.5.1)
-1 0

VOl (E [F)) ™' [M,(0) + M, (0)n,(—8)]
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On va maintenant montrer que la somme des intégrales (7.4.1) pour tous les
¢ est égale a la somme des deux termes 3 dans la proposition (6.8). En
examinant les termes dans cette proposition et en les comparant avec
I’expression ci-dessus on voit qu’il suffit de prouver I'identité suivante:

L(0, ) { [1 M, (0)LO, n,)"" + [] M, (0)L(O, m)"} [T lal”

vdécomposée

= vol (E{/FRE*) Y [] {M,,(0) + My, (0) n,(—e)} vol (EJ/F))".

Dans cette formule les produits contenant les fonctions M,,(0) portent sur
les places inertes. On notera que pour presque tous les v inertes on a
U,(x) = 1 si v(x) est pair et x est assez grand, U,(x) = 0 si v(x) est impaire
et x assez grand et n,(—e¢) = 1. Ces relations entrainent que M,,(0) = 1/2.
On a d’autre part L(0, n,) = 1/2. On voit donc que les produits du membre
de gauche ont presque tous leurs facteurs égaux a 1. Soit U un ensemble de
places inertes tel que les conditions précédentes soient satisfaites pour v non
dans U. Pour un ¢ donné si v n’est pas dans Uet n,(—¢) = 1 alors le facteur
correspondant dans le produit infini du membre de droite correspondant a
¢ est 1. Cela montre déja que les produits infinis du membre de droite ont
bien un sens. D’autre part si ,(—¢) = — 1 pour un v inerte non dans U,
alors le facteur correspondant est nul. Donc le produit est nul pour tout — e
qui n’est pas une norme en au moins une place non dans U. La somme est
donc bien finie.

Pour prouver cette identité on introduit un idéle différentiel b pour E. Le
volume local qui apparait dans la formule n’est autre que:

2L(0, 1,) |b,|' |a, |~
tandis que le volume global est 2L(1, ). En posant
4, = M, (0LO,n,)", B, = M,(0)L(0, n,)"'

on voit que la relation a prouver est conséquence des deux relations
suivantes:

lal"2L©0, n) = L(1, m[] 16,1"%,

1/2 { [T4, + 1] Bv} = YI112{4, + n(-#B,}.
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La premiére résulte de ’équation fonctionnelle des fonctions L. La seconde
est un exercice de théorie des groupes (Cf. [J] §10). On a donc finalement
prouvé le résultat suivant:

PROPOSITION (7.5): La somme des intégrales des noyaux K., est égale a la
somme des termes (2) et (3) dans la proposition (6.8).

(7.6) La différence entre les deux membres de 1’égalité du théoréme (7.2) est
donc égale a la différence des contributions des termes eisensteiniens,
spéciaux et diedraux. De maniére précise, soit U un ensemble de places de
Fcontenant S et V' 1’ensemble de E au dessus de U. On suppose que &, et tous
les ¢ qui entrent effectivement dans la formule sont des unités a toutes les
places non dans U. On écrit f,, pour le produit des £, avec w dans Vet f¥ pour
le produit des f;, avec w non dans 7. Soit 7 une représentation cuspidale de
G(E,) de caractére central @’ et admettant un vecteur invariant sous le
groupe K", c’est-a-dire le produit des groupes K, pour w non dans V. Soit
¢, une base orthormale de I’espace des vecteurs fixés par K”; on pose

K.(x, ) = Y o(/):()$:(»)*.

On désigne aussi par f”(r) la valeur propre de I’algébre de Hecke associée
am

o = V(..

Alors le noyau cuspidal a I’expression suivante:
Kcusp(xs y) = Zf'}(n)K,,(x, y),

la série étant uniformément convergente. L’intégrale du noyau cuspidal peut
donc s’écrire:

[ Ko = TS A 1) (7.6.1)

avec

A f,) = ﬂKn[ X

0
| h] Q~'(a) danw (det h) dh. (7.6.2)




Sur un résultat de Waldspurger I1 385

De méme la contribution du noyau d’Eisenstein est la somme de deux termes
(C.f. (5.6)). Le premier s’écrit:

Y [ A 1 O @ 1 1) du (7.6.3)

ou A(. ..) désigne une fonction appropriée et le deuxiéme facteur est la
valeur propre /¥ () pour la représentation 1 = m(a*y, a“y’), la somme porte
sur tous les caractéres y qui sont des relévements et ¥’ est le produit de '
par linverse de y. L’autre terme s’écrit:

Y10, 1 AW 1), (7.6.4)

la somme portant sur tous les caractéres y qui ne sont pas des relévements
et dont la restriction a F est wn et A(. . .) désigne une constante convenable.
La contribution du noyau spécial s’écrit:

Fa(OY (7.6.5)

ou l'on écrit Q pour la représentation Q° det et A est une constante
appropriée.

On considére de méme pour chaque ¢ les fonctions f;, et £,V. On a une
décomposition du noyau K,

ECUS *

Kiows = ;fe"(de)K%, K, (x,y) = Y o(f):(x)$F(»),

ou la premiére somme porte sur toutes les représentations cuspidales o,
ayant un vecteur invariant sous le groupe compact KU et ¢, parcourt une
base orthonormale de ’espace formé par ces vecteurs. En intégrant ce noyau
on obtient donc:

[[ K = L£2@ao,, f0), (7.6.6)
ou I’on a posé:
a0, f) = [[ K, (0, )Q0)Q(0) d, doy. (7.6.7)

On somme maintenant les intégrales (7.6.4) sur tous les ¢. Pour une représen-
tation donnée o, il existe une représentation cuspidale ¢ de G(F,) qui lui
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correspond. Pour v non dans U et inerte sous w on a noté f, 'image de f,
par 'homorphisme de Hecke. Pour v non dans S et décomposée en v, et v,
on a défini une fonction f, sur G,. Vus les choix faits on voit que:

f%0) = fl,). (7.6.8)

En faisant la somme annoncée il vient:
J] Kr,pro = Zfl?(a) Za(om.fa(/)' (769)

La premiere somme porte sur toutes les représentations cuspidales ¢ de
G(F,) qui ne sont pas diédrales pour I’extension E et la deuxiéme sur tous
les ¢ qui sont des normes a toutes les places non dans S et tels qu’il existe
une représentation cuspidale de G, correspondant a o.

On a aussi défini des noyaux diédraux. Ils ont des expressions analogues
a celle ci-dessus et la somme des intégrales des noyaux diédraux s’écrit:

Z _” deic = ZfO(O') Z a(ae,fw). (7610)

ou la premiére somme est maintenant sur toutes les représentations diédrales
cuspidales.
L’intégrale du noyau d’Eisenstein (pour & une norme) s’ecrit de méme:

[[Kies = X [f7 @ 1 1)atw, 1, 1) du. (7.6.11)
X
Enfin le noyau spécial s’écrit:

Ko (X, ) = Z Jl (det g) f.(g) dg 4 (det x)A* (det y) V™!, (7.6.12)

ou la somme porte sur tous les caractérers 4 dont le carré est w et V désigne
le volume du quotient G(F,)/G(F)Z(F,). En intégrant ceci on trouve 0 a
moins que Q ne soit le relévement a £ d’un caractére 4. Alors Q est aussi le
relévement de #A et I'on peut écrire I'intégrale comme une somme:

[ K = fOa, + fOUn)as. (7.6.13)

ou a, et a, sont des constantes appropriées. On remarque maintenant que si
o se reléve en =« alors

ffm = flo. (7.6.14)
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En effet si v est une place de F, inerte et non dans U, sous w alors on a:

fom) = fi(o,),

car =, est le relévement de o,,. Si au contraire v se décompose en v, et v, alors
compte tenu du fait que ¢ est une unité a la place v on a:

f,@ = [f.&h f,(Wo, (et h) dh.

Comme la représentation contragrédiente de g, est son produit tensoriel
avec I’ inverse de son caractére central et comme

n, X T, X~ 0,

v) v v

on voit que
f@) = fu@)fm) = J, (@)@,

La relation (7.6.14) découle de ces identité. On a de méme:
ffu 1) = O 2, 2)

si y est le relévement de 4, et
7@ = @

si Q est le relévement de A. Enfin si o est diedrale, il existe un caractére y de
E dont la restriction a F est wy et qui est tel que (0, x, ) soit le relévement
de ¢. On a alors:

70,6 x) = f%o).

On considére maintenant la difféerence des deux membres dans la proposi-
tion (7.2). D’aprés ce qui précéde c’est une combinaison linéaire des différen-
ces des expressions (7.6.1) et (7.6.9), (7.6.3) et (7.6.11), (7.6.4) et (7.6.10),
(7.6.5) et (7.6.13). D’apres les égalités qui précedent, la différence de (7.6.3)
et (7.6.11) a la forme (7.6.3), avec une fonction A différente. De méme la
différence de (7.6.5) et (7.6.13) a la forme (7.6.5), avec une autre constante
A. De méme encore la différence de (7.6.4) et (7.6.10) a la forme (7.6.4) avec
une constante A différente. Enfin puisque tout ¢ admet un relévement la
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différence de (7.6.1) et de (7.6.9) a aussi la forme (7.6.1). Tout d’abord,
comme dans le “Base Change”, on utlise le fait qu’une mesure continue ne
peut étre égale a une mesure disbréte pour montrer que la différence de
(7.6.3) et (7.6.11) est nulle. On applique alors le principe de 'indépendance
ling¢aire infinie des caractéres pour montrer que chacune des différences est
en fait nulle. en particulier les termes (7.6.1) et (7.6.9) sont égaux ce qui
demontre enfin I’assertion cherchée.

(7.6) On démontre maintenant le fait que la premiére condition de Wald-
spurger entraine la deuxiéme. On considére donc une représentation cus-
pidale propre ¢ de G(F,) de caractére central w et on note n son relévement
a E. On suppose que L(1/2, n ® Q') n’est pas nul. Il existe donc une
fonction ¢ K-finie dans ’espace de = telle que I'intégrale suivante ne soit pas
nulle:

/|

D’autre part ([H.L.R.]) on sait qu’il existe une fonction K-finie ¢’dans
'espace de =« telle que I'intégrale suivante soit non nulle:

a 0
Q '(a) da.
0 1

fd)’(h) nw~' (det h) dh, he G,(F,)/Z(F,)G,(F).

On applique le résultat ci-dessus avec g, = 1. On choisit S et U assez grands
pour que les fonctions ¢ et ¢’ soient K” invariantes. Il est alors clair que ’'on
peut choisir la fonction f, de telle sorte que A(w, f,,) ne soit pas nul. On sait
que I’ensemble des représentations dont © est le relévement se compose
de o et son produit tensoriel avec le caractére n. En appliquant encore
I'indépendance linéaire des caractéres on obtient:

A(m, f,) = ) ao,, fy) + 3 a(o, ® n, fy).

&

Chaque somme porte sur I’ensemble des ¢ tels qu’il existe une représentation
cuspidale o, de G, correspondant a a. Il existe donc au maoins un ¢ tel que
a(o,, f,,) ou bien a(s, ® #, f,,) soit non nul. Dans les deux cas cela entraine
I’existence d’un fonction ¢ dans I'espace de o, telle que I'intégrale suivante
soit non nulle:

[ ¢(0Q1(1) dr.

La seconde condition de Waldspurger est donc bien satisfaite.
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