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Le problème de la caractérisation des théories de forme forte [E-H]
a récemment montré la nécessité d’un développement de l’étude des

phénomènes de cohérence homotopique. C’est en premier lieu dans l’étude
des limites homotopiques que ces cohérences d’homotopie peuvent être
mises en évidence. Des objets limites homotopiques ont ainsi été décrits par
Bousfield-Kan [B-K] dans un sens restreint (fonctoriel) et par Vogt [V] pour
des diagrammes homotopiquement cohérents. Ces deux approches ont été
comparées par Vogt dans le cas fonctoriel. Nous allons préciser dans ce texte
le lien qui existe entre ces deux types d’objets limites pour un diagramme
homotopiquement cohérent. Nous considérons pour cela la forme généralisée
des limites de Bousfield-Kan introduite dans [B-C].
La comparaison, faite par Thomason [T], des objets limites de Bousfield-

Kan aux objets limites 2-cohérents (lax-limites) d’un foncteur 2-cohérent
(op-lax-foncteur), a conduit Gray à donner dans [GJ une formalisation des
limites de Bousfield-Kan basée sur la notion de limite indéxée dans les

catégories simpliciales (catégories simplicialement enrichies). C’est dans ce
cadre que sont définis les objets limites homotopiques de [B-C].
Nous montrons ici que, comme pour les lax-limites ou les limites homo-

topiques de Bousfield-Kan, les objets limites homotopiques de Vogt exprimés
par rapport à l’objet monoïde (X), * donne 0 de * dans [0, 1] et (t, t’ ) donne
sup (t, t’ ) de [0, 1]2 dans [0, 1], admettent également une indexation. Si A
est une catégorie et SA la catégorie simpliciale de Dwyer-Kan associée, il est
montré dans [C] que Re*SA = W d où Re est le foncteur réalisation

topologique d’un ensemble simplicial, W d étant la catégorie topologique de
Vogt exprimée par rapport à l’objet monoïde (X). La donnée d’un dia-
gramme homotopiquement cohérent de A dans Top (catégorie des espaces
compactement engendrés) correspond alors à la donnèe d’un foncteur sim-
plicial de SA dans Tops (la structure de catégorie simpliciale naturellement
définie sur Top). De cette caractéristique, nous obtenons, par exemple, la
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limite inverse d’homotopie de Vogt d’un diagramme cohérent F, holim, F,
comme la limite indéxée,

où [ -, - ] est le foncteur cotensorisation de la catégorie simpliciale Top,,
~X(A, B) étant l’objet total de Artin-Mazur [A-M] du bisimplicial X(A, B)
défini par

La forme duale X’ (A, B) du bisimplicial X(A, B) et le foncteur tensorisation,
- 0 - de Tops, nous donnent l’objet limite directe d’homotopie de Vogt
holim v F, comme la limite indéxée,

Ces indexations permettent de mettre en évidence une comparaison naturelle
entre, par exemple, holim F et l’objet limite, holim F de [B-C], donnée par
la diagonale du bisimplicial X’ (A, B). Nous considérons pour cela des
foncteurs rectifications, F et F, liés aux indexations, tels que holim F =
lim F et holim F = lim F.
Nous faisons une utilisation, dans ce texte, des notions de fins et cofins de

foncteurs au niveau enrichi (simplicialement) ou non enrichi. Le texte de
Gray [G] en développe un certain nombre de points suffisants pour l’étude
des limites homotopiques.
Dans le chapitre 1 sont donnés les éléments nécessaires à la description

d’un diagramme cohérent comme un foncteur simplicial, le chapitre 2
débutant par quelques rappels sur les limites indéxées qui peuvent égale-
ment être trouvées dans [G] ou [B-C].
Nous notons par Y = Fonc(0394op, Ens), la catégorie des ensembles sim-
pliciaux, A étant la catégorie ayant pour objets les ensembles ordonnés
[n] = {0, 1, ..., nl et pour morphismes les applications croissantes au sens
large; nous noterons en particulier par c57 de [n - 1] dans [n] l’injection qui
oublie i et par (J7 de [n + 1] dans [n] la surjection qui répète i.

I. Les diagrammes cohérents

Nous présentons dans ce chapitre les éléments de base intervenant dans la
caractérisation des diagrammes cohérents comme foncteurs simpliciaux.
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1. Récemment Dwyer et Kan [D-K] dans leur étude de la localisation
simpliciale ont considéré la catégorie simpliciale SA: 1BOP --. 0-Cat, pour
A E 0-Cat (la catégorie ayant pour objets les catégories de classe d’objets 0
et pour morphismes les foncteurs qui sont l’identité sur les objets) définie par
la résolution standard d’une comonade (F, 0, 03C8) sur Cat où FA est la
catégorie libre qui a un générateur Ff pour chaque morphisme f non-identité
et où 0 et 03C8 sont définis par:

Cette catégorie simpliciale admet la description suivante:
Pour A et B objets de A, étant donné un (n + l)-uple de morphismes

composables de A dans B, f = (10, ... , lu), considéré comme la donnée
d’un foncteur f:[n + 1] ~ A, nous disons que g = (go,..., gp ) de A dans
B est lié à f par un processus d’insertion de parenthèses s’il existe une injection
b: [ p + 1] ~ [n + 1] telle que 03B4(0) = 0, 03B4(p + 1) - n + 1 et f03B4 = g.
Un m-simplexe de SA(A, B) est alors la donnée d’un (nm + l)-uple f :

[nm + 1] ~ A, où fi ~ id pour tout i, et de m processus d’insertion de

parenthèses bl, ... , bm, soit

Les morphismes dégénérescences si associent (03B41,..., ô’, id, 03B4i+1, ... , Um’
f ) à (03B41, ... , 03B4m;f), les morphismes faces do et d; pour i  m étant respec-
tivement définis par (b2, ..., ôm; f )et (03B41, ..., c5i+lbi, ... , c5m;f). Pour le
morphisme face dm, nous considérons f 03B4m. Comme f bm peut faire apparaître
des identités par composition, soit g: [nm + 1] ~ A le foncteur obtenu de
f par élimination des identités. Cette opération élimination est définie par
une surjection (J"m-l: [nm-1 + 1] ~~ [n’m-1 1 + 1] telle que g03C3m-1 = f03B4m.
Nous avons le diagramme commutatif suivant:

Le morphisme dm est alors défini par dm(03B41, ... , 03B4m; f) = (03B4’1,..., 03B4’m-1; g).
La loi de composition de SA associe, à x = (03B41, ... , 03B4m; f) E SA(A, B)m
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et x’ = (03B4’1,..., £5lm;f’) E SA(B, C)m, le m-simplexe x’ * x de SA(A, C)m
défini par

où

de même pour (5" * ô’ et f ’’ *f.
Un exemple immédiat nous est donné par la catégorie [n + 1]. Nous

avons:

PROPOSITION 1([C]). La catégorie simpliciale S[n + 1] est telle que

Preuve. Soit v = (0, p1,...,pr, n + 1) et v’ = (0, p’1,..., pr’, n + 1)
deux suites strictement croissantes d’entiers. On note v  v’ si la suite v est

extraite de v’. Alors un m-simplexe de S[n + 1] (0, n + 1) est simplement
une suite v0  v1 ··· vm. Posons

Nous définissons une application de S[n + 1] (0, n + 1) dans 0394[1]n asso-
ciant au m-simplexe v0  ·· · vm, le m-simplexe J1: [m] ~ [1]" de 0394[1]n
suivant

on pose 03BC(i) = (al (i ), ..., an (i )). C’est la bijection cherchée. ~

Pour A et B objets de A, soit ZA(A, B) l’ensemble simplicial ayant pour
m-simplexes les classes d’équivalence, des données de m-processus d’inser-
tion de parenthèses (03B41, ... , ô"’) de (nm + 1 )-uple f = (10, ..., hm) où les
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f sont quelconques, par la relation d’équivalence engendrée par:

(03B41, ... , u, est en relation avec (03B4’1, ...1f ’) si il existe un dia-

gramme commutatif

Nous avons

PROPOSITION 2. Pour A et B objets de si, les ensembles simpliciaux SsI(A, B)
et ZA(A, B) sont identiques.

Preuve. A la classe d’équivalence de [no + 1]  [nm + 1]  A
est associée l’unique élément de cette classe, [no + 1]  ···  [nm +
1] 9 si, où g est obtenu de , f ’ par l’opération élimination des identités de
f, 03C3m: [nm + 1] - [nm + 1], telle que g03C3m = f et 03C3m03B4m... 03B41 =

b 1 m ... 03B4’103C30.

2. Soit d: 0394op ~ A le foncteur défini par d([n]) = [n + 1] et

Pour A et B objets d’une catégorie si, soit C(A, B) = C, l’ensemble cosim-
plicial défini par, C(A, B)n est l’ensemble des foncteurs f : [n + 1] ~ A tels
que f(0) = A et f(n + 1) = B, les morphismes cofaces C03B41: Cn-1 ~ Cn
étant définis par C" (f ) = fd(03B4i) = f6i et codégénérescences C03C3l: Cn+ ~ Cn
par C03C3l(f) = fd(03C3i) = f03B4i+1.
Nous avons défini l’opération insertion de parenthèses dans un (m + 1)-

uple f = (f0, f1,...,fm) par la donnée d’une injection 03B4:

[n + 1] ~ [m + 1] telle que 03B4(0) = 0 et 03B4(n + 1) = m + 1. Soit :
[m] ~~ [n] la surjection associée à ô définie par,
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Nous avons

Notons que à toute surjection Q: [m] ~~ [n] est associée une insertion 6:
[n + 1] ~ [m + 1], donnant une correspondance bijective entre les inser-
tions de [n + 1] dans [m + 1] et les surjections de [m] sur [n]. Si p est la
section de (1 définie par p(i ) = sup (1-1 (i), 6 est définie par

Pour l’opération élimination des identités, nous avons considéré les surjec-
tions 03C3: [m + 1] ~~ [n + 1]. Soit 6: [n] ~ [m] l’injection définie par
(i) = sup 03C3-1(i), nous avons

Il existe alors également une correspondance bijective définie pour 03B4:

[n] ~ [m] par 5: [m + 1] - [n + 1], où 5(k) = 0 pour k  03B4(0),
3(k) = i + 1 pour 03B4(i)  k  à(1 + 1) et 8(k) = n + 1 pour k &#x3E; 03B4(n).

Si S est le foncteur qui à toute catégorie A associe la catégorie simpliciale
SA, le foncteur Sd induit alors un foncteur P: 0394op ~ Fonc(dP, Ens) défini
par

les morphismes faces dn et dégénérescences sn étant définies par,

3. Pour un ensemble simplicial X = (Xn, din, Sn ), soit X* = (Xn, d*ni, sin)
l’ensemble simplicial défini par d*ni = d:-i et sin = snn-i. Soit 0394+ la sous-

catégorie de 1B formée des surjections de 1B et soit [n]/0394+ la catégorie comma
des objets de 0394+ sous [n]. Nous avons:

PROPOSITION 3 ([C]). Les ensembles simpliciaux S[n + 1] (0, n + 1) = 0394[1]n
et Ner ([n]/0394+)* sont identiques.
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Preuve. A [n]  [n,,,]  [nn  ··· l [no de Ner ([n]/1B+)* corres-
pond de façon biunivoque le m-simplexe v0  v, vm de S[n + 1]
(0, n + 1) défini par:
si 03C3i = 03C3’i+1 ... 03C3’m03C3m: [n] ~~ [ni], vi = (0, pl + 1, ..., pn1 + 1, n + 1)
où 0  pl ...  Pn, est l’ensemble des p E {0, 1,..., n - Il tels que
03C3i(p) ~ ai (p + 1) - a

De la proposition 2, nous déduisons alors assez directement la représen-
tation suivante de S .sI(A, B),

PROPOSITION 4 ([C]). Soit A une catégorie, pour A et B objets de A, l’ensemble
simplicial S .sI(A, B) est tel que

Preuve. Comme S[n + 1] (0, n + 1) = Ner ([n]/A+)*, à x = [no + 1] 
 ···  [nm + 1]  A est associé la classe d’équivalence [l(x)], dans
In Ner ([n]/A+)* x C(A, B)n, de 1(x) = (K] " ) [nn]  [nm-1] ··· 
[n0]; f). Soit le diagramme

Comme de façon générale ôa = 6’b’ implique ’’ =  et comme

f’ rrn = Câm(f’) = f, nous avons

On a alors [1[x)] = [l(x’)]. L’application 1 induit une correspondance bijec-
tive dont l’inverse associe
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La compatibilité avec les relations d’équivalences est vérifiée sachant que
pour y = 03B403C3

où

Un diagramme homotopiquement cohérent d’une catégorie -çil dans Top est
défini par Vogt [V] comme la donnée d’un Top-foncteur d’une certaine
catégorie topologique W A dans Top. Soit Re H Sin l’adjonction classique
entre Top et EX = Fonc (0394op, Ens) où Re est le foncteur réalisation topo-
logique d’un ensemble simplicial et Sin le foncteur complexe singulier.
L’adjonction Re ~ Sin s’étend en une adjonction Re* 1 Sin* entre Top-Cat
la catégorie des catégories topologiques et P-Cat la catégorie des catégories
simpliciales. Nous avons alors l’équivalence suivante pour la détermination
d’un diagramme homotopiquement cohérent de .sel dans Top,

foncteur simplicial

top-foncteur.

Pour A et B, objets de A, nous avons

W/ est ici la catégorie topologique de Vogt [V] exprimée par rapport à
l’objet monoide dans Top
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EXEMPLE. Soit x = (go, s1, gl , s2 , g2 , s3, g3 , s4, g4) l’unique élément irréduc-
tible d’une classe d’équivalence [ fo, tl , fl , ..., tn, fn] e W sI(A, B) c’est-à-
dire gi =1= id pour 0  i  4 et Si =1= 0 pour 1 x i  4. 

Comme [0, 1]4 = Re S[5](0, 5), les éléments du 4-cube [0, 1]4 sont repérés
par leur ordre dans la triangulation définie par S[5](0, 5); ainsi si (s1, s2, s3,
s4) est tel que

(s1, s2, s3, s4) est repéré dans la triangulation par [a, V] ~ n0394n x S[5](0, 5)n
où a = (ao, 03B11, a2 , a3 , (4) G 03944 et V = (v.  v,  v2  V3  v4) ~ S[5](0, 5)4

Alors à [x] = [fo, t1, f1, ... , tn , fn ~ W A(A, B) est associé l’elément
suivant de Re SA(A, B) = n0394n x S A(A, B)n,

[(03B10, 03B11, OC2, 0, 03B14); (w0, w1, W 2’ w3, w4)] = [(03B10, 03B11, OC2, 03B14); (W 0’ W 1 , w2, w4)]

où (wo , wl , w2 , w4) est le 3-simplexe de S A (A, B) défini par

REMARQUE. La définition première de la catégorie simpliciale S A est donnée
par la résolution standard d’une certaine comonade (F, 0, 03C8). Si nous

prenons la comonade donnée par l’adjonction graphe sous-jacent, catégorie
libre des chemins d’une catégorie, nous obtenons une catégorie simpliciale
S+ A qui admet la représentation suivante:



376

En notant par G le foncteur catégorisation d’un ensemble simplicial,
l’adjonction G 1 Ner nous donne une 2-catégorie 0394 A = G*S+ A et

S+ A = Ner* 0 A. Il est connu que la donnée d’un 2-foncteur de 0394A

dans Cat détermine un op-lax-foncteur ou foncteur 2-cohérent de d dans
Cat. ([St, 2]).

II. Limite indexée et rectification.

1. L’un des problèmes posés depuis l’introduction des limites homotopiques
par Bousfield-Kan dans le cas simplicial et par Vogt dans le cas topologique
a été la nature de ces limites et le lien existant entre ces limites.

Ainsi Vogt travaillant avec l’objet monoïde dans Top

montre que pour un foncteur F: a/ - Top, ses objets limites homotopiques
pour F sont homéomorphes à la version topologique des objets limites de
Bousfield-Kan holim F (resp. holim F). Ces objets limites holim F et
holim F font intervenir la structure simpliciale Top, et les foncteurs coten-
sorisation [ -, T et tensorisation - ~ T. Pour T E |Top|, et S E |P|, nous
avons [S, T ] = Top(Re S, T ) et S x T = Re(S) x T, les objets limites
étant définis par

et

De même le lien au niveau fonctoriel des objets limites de Bousfield-Kan
dans le cas simplicial et des limites 2-cohérentes (lax-limites) a été étudié par
Thomason [T] et formalisé par Gray [G] en utilisant l’adjonction G* ~ Ner*
entre P-Cat et 2-Cat.

Le cadre unificateur reliant les notions de limites simples et les notions de
limites faisant intervenir des cohérences comme les lax-limites et les limites

homotopiques, est celui des limites indexées [Bo-Ke].
Ainsi si A est une catégorie simpliciale et 0: A ~ P un foncteur sim-

plicial on appelle foncteur 0-cone indexée d’un foncteur simplicial F de A
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dans une catégorie simpliciale A le foncteur noté

défini par

Le foncteur simplicial F est dit admettre une 0-limite indexée si [[~, F]] est
représentable, c’est-à-dire s’il existe un objet, 0-lim F, de B tel que

En fait si é3 est une catégorie simpliciale cotensorisée et admettant des
limites simples (catégorie complète), alors

Notons que les 0-colimites indéxées sont obtenues comme les ~-limites
indéxées dans é3°P.
Dans [St 1] Street associe à un op-lax-foncteur d’une catégorie A dans

Cat, un foncteur F connu comme rectification d’Eilenberg Moore ou
deuxième construction de Street ([T]), tel que lim  = 1 lim F (lax-limite de
F).
En partant de cette idée de rectification d’un foncteur 2-cohérent nous

appellerons, si A et B sont des catégories simpliciales et 03C8: dOP  B ~ G

(resp. 03C8: AOP  A ~ G) un foncteur simplicial, rectification (resp.
corectification) indéxée par tf¡ d’un foncteur simplicial F de -4 dans Tops, le
foncteur simplicial F (resp. F) de d dans Tops défini par:

Pour une catégorie si, la donnée d’un diagramme homotopiquement
cohérent de si dans Top correspondant à la donnée d’un foncteur simplicial
de S si dans Tops , le parallèle avec les diagrammes 2-cohérents conduit
naturellement à la question de l’existence d’une indexation X: S A ~ f/,
donnant les objets limites homotopiques de Vogt comme limites indéxées;
par exemple
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De même ce parallèle, conduit à la question de l’existence d’un foncteur
simplicial 03C8: S A x Aop ~ G tel que

Remarquons que pour un foncteur F d’une catégorie A dans Top, nous
avons un exemple immédiat de cette situation donnée par le holim F
de Bousfield-Kan. En effet, soit 03C8: dOP x d --. G le foncteur défini par
03C8(A, B)n = {f: [n + 2] ~ a/) f(0) = A, f(n + 2) = B}, les morphismes
faces di et dégénérescences si étant donnés respectivement par f03B4i+1 et f03C3i+1
Nous avons pour  la rectification de F indexée par 03C8,

où

R.(F) étant la résolution cosimpliciale de F définie par Rn(F)A =
03A0A~A0···~An F An. Il est immédiat que lim 03C8(A, B) = Ner (A/B).

2. Le problème d’une indexation pour un diagramme cohérent étant lié à
l’existence d’un foncteur simplicial 03C8: sl°P x S si ou de (S sI)OP x si dans
G, l’idée première pour prendre en compte les cohérences est de considérer
l’application qui à (A, B) associe S sI(A, B). Cette application n’est pas
fonctorielle par rapport à si en A et B par suite de l’effacement des identités

qui peuvent apparaître par composition. Nous allons ’épaissir’ SA(A, B) de
façon à avoir cette fonctorialité.
Pour cela soit Z sld(A, B) l’ensemble simplicial ayant pour m-simplexes les

classes d’équivalences, des données de m processus d’insertion de parenthèses
de (nm + 1)-uple f = (f0,..., fnm), [no +  ···  [nm + 1]  si,
par la relation d’équivalence engendrée par:

sont en relation si il existe, comme pour Z sI(A, B), un diagramme (*) tel que

(on a alors 03C3i(pi) = ni pour i = 0, ... , m - 1).
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Les opérateurs faces d0, dj, dm et dégénescences si associent respectivement
(03B42,...,03B4m; , (03B41,...,03B4i+1 03B4i,...,03B4m; f), (03B41,...,03B4m-1; f03B4m) et

(03B41,...,03B4i, id, c5i+l,..., 03B4m; f), modulo les relations, à (03B41,..., 03B4m; f).
Comme pour ZA(A, B), chaque classe d’équivalence de ZAd(A, B) à un

unique représentant [no + 1]  ...  [nm + 1]  A où ici f =

(f0, f1,..., hm) est tel que fi ~ id pour i  nm, hm étant quelconque.
L’ensemble de ces éléments forme alors l’ensemble des m-simplexes d’un
ensemble simplicial SAd(A, B) identique à ZAd(A, B).

L’application 03C8, définie par 03C8(A, B) = SAd(A, B) est alors un foncteur
simplicial 03C8: (S d)OP  A ~ G où pour h: B --. B’, 03C8(A, h) associe

(03B41, ... 03B4m; (10, ... ,ln -1’ hfnm ) à x = (03B41, ..., 03B4m;f) E S Ad(A, B)m On
obtient de même un foncteur simplicial 03C8:Aop x S A ~ G en considérant
l’ensemble simplicial ZAg(A, B) obtenu à partir des diagrammes (*) tels que
03C3m(1) = 1 et 03C3’m(1) = 1.

Soit 1Bd la sous-catégorie de 1B ayant pour morphismes les J1: [n] ~ [ p] avec
J1(n) = p. Nous avons

PROPOSITION 1. Soit A une catégorie, pour A et B objets de A, l’ensemble
simplicial SAd(A, B) est tel que

Preuve. D’après les Propositions 2 et 3 du chapitre précédent, un m-simplexe
de S[n + 1 ] (0, n + 1) correspond à la donnée de la classe d’équivalence [xn ]
d’un élément x,, == [no + 1] ~ ··· ~ [nm + 1]  [n + 1] avec f(0) = 0
et f(nm + 1) = n + 1. Soit Yn E C (A, B)n , yn: [n + 1 ] ~ A. De l’identité
entre SAd(A, B) et ZAd(A, B), à ([xn], Yn) est associé la classe de

z = [no + 1]  ···  [nm + 1]  A. Sachant que si yn = C03BC(y’p),
Il = blT: [p] --. [n] appartenant à 1Bd, on a C03BC(y’p) = y’p, il est immédiat de
voir que la classe de z, ne dépend que de la classe de ([xn], yn). L’application
ainsi définie donne l’isomorphisme cherchée, dont l’inverse associe, à la
classe de [no + 1]  ···  [nm + 1] L A, la classe de ([x], y) où
x = [n. + 1  ···  [nm + 1  [nm + 1] et y: [nm + 1]  d. Il

COROLLAIRE. Soit d une catégorie, 03C8: (S A)op  A ~ G le foncteur sim-
plicial défini par 03C8(A, B) = S dd (A, B) et soit É la corectification indéxée par
03C8 d’un diagramme homotopiquement cohérent F de d dans Top.
Alors, pour B objet de ÉB admet la description suivante: ÉB est le quotient
de l’espace topologique IJA Ln [0, 1]n X An+1(A, B) x FA par la
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relation d’équivalence telle que si, [ fo, t1, f1, ... , tn, fn; x] est la classe

d’équivalence de (f0, t1, f1, ..., tn, fn; x),

Preuve. Par définition de la corectification indéxée par t/J, on a

Une simple étude de ces cofins nous donne la description présentée pour FB.
Il

PROPOSITION 2. La limite directe d’homotopie de Vogt, d’un diagramme
homotopiquement cohérent de A dans Top exprimée par rapport à l’objet
monoïde

est une colimite simpliciale indexée par le foncteur simplicial

Preuve. D’après le corollaire précédent, lim FB est le quotient de l’espace
topologique IIn LIA,B [0, 1]n x An(A, B) x FA par la relation d’équivalence
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telle que si, [f0, t1, f1, ... , fn-1, tn; x] est la classe d’équivalence de (h, tl ,

f1,...,fn-1, tn; x),

On obtient la description de l’objet limite directe d’homotopie de Vogt [V],
holim v F, exprimée par rapport à l’objet monoïde (*). On a donc,

Par dualité, à toute catégorie A est associée un foncteur simplicial gi:
/°P x S A ~ G où, pour A et B objets de A, 03C8(A, B) = S Ag(A, B) est
l’ensemble simplicial obtenu à partir de l’ensemble simplicial Z Ag (A, B). A
tout diagramme cohérent F de A dans Top est alors associé un foncteur
rectification F: si - Top défini par

tel que

III. Comparaison

1. Pour un foncteur simplicial F d’une catégorie simpliciale A dans une
catégorie simpliciale A cocompléte et tensorisée (ou complète et coten-
sorisée), la forme généralisée des limites de Bousfield-Kan, introduite dans
[B-C], est définie par
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DX est la diagonale d’un bisimplicial X telle que (DX)n = Xn,n et (DX)jl =
X03BC,03BC: Xn,n --. Xm,m pour ,u: [m] ~ [n], et F(-): Aop ~ Fonc (0394op x 0°p, Ens)
est le foncteur simplicial qui associe à A objets de A,

Il est clair que si si est simplement une catégorie, nous avons l’indexation
des limites de Bousfield-Kan, DYA ==- Ner (A/A).

Si nous partons d’un diagramme homotopiquement cohérent de si dans
Top, c’est-à-dire d’un foncteur simplicial F de S A dans Tops , soit X( - , - ):
(S A)op x si - Fonc (0394op x 1Bop, Ens) le foncteur simplicial tel que pour
A et B objets de si, X(A, B) est le bisimplicial défini par

Les morphismes faces dr: X(A, B)n,m ~ X(A, B)n,m-1 associent à

(xo, ... , xn,fn) le (n, m - 1)-simplexe (dix0, .. , dixn,fn) pour 0  i  m
et d’l: X(A, B)n,m - X(A, B)n-l,m associent le (n - 1, m)-simplexe
(xo, ... , 1 X, + * xl,..., xn, fn) pour 0  i  n. Pour d:, soit 7r: SA ~ A
le foncteur simplicial qui à un m-simplexe x = (03B41, ..., 03B4m; (f0, ... fn n »
de S A(A, B) associe 03C0x = fnm...f0; alors par d’n est associé le (n - 1, m)-
simplexe

Pour les morphismes dégénérescences nous avons

Soit FD : A ~ Top la corectification de F indexée par DX(-, -) de
(S d)OP  A dans Fonc (0394op, Ens), nous avons
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où IA W A (A, Ao ) x FA = SASd(A, Ao ) Q FA = FAO.
Le foncteur D : A ~ Top apparait comme le foncteur extension 1C*F de

Segal [S] du foncteur topologique F: W A ~ Top, le long de 1C: W d --. A.
La limite directe de ce foncteur FD nous donne l’objet holim F généralisé,
puisque lim DX(A, B) = D YA et 

2. Pour l’objet de Vogt, holim v F, de ce diagramme cohérent, nous avons vu
que l’indexation est obtenue à partir du foncteur simplicial S Ad(-, -):
(S A)op x a/ - Y. Cette indexation est alors reliée à ce foncteur simplicial
X(- , -) par l’intermédiaire de l’objet total ~X, d’un bisimplicial X, con-
sidéré par Artin et Mazur dans [A-M]. Cet objet total, non utilisé à notre
connaissance depuis son introduction, est défini de la façon suivante:
Pour un ensemble bisimplicial X, ~X est l’ensemble simplicial ayant pour

ensemble des m-simplexes le sous-ensemble de IIp+q-m Xp,q, formé des élé-
ments (y0, y1, ..., y.) tels que pour E Yp,m-p

d’i: Xp,q ~ Xp-1,q et d(’: Xp,q ~ Xp,q-1 étant les morphismes faces de X.
Les morphismes faces Dj et dégénérenscences Sj de ~X sont définis respec-

tivement par,
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s’J: Xp,q ~ Xp+l,q et s"j: Xp,q ~ Xp,q+ 1 étant les morphismes dégénérescences
de X.

Nous avons pour une catégorie A

PROPOSITION 1. Les foncteurs simpl iciaux de (S d)OP  A dans Y qui, à

(A, B) objets de A associent respectivement ~X(A, B) et S Ad(A, B) sont des
foncteurs naturellement équivalents.

Preuve. L’isomorphisme naturelle en A et B de ~X(A, B) sur S Ad(A, B)
admet la description suivante:

Soit x un m-simplexe de S Ad(A, B)

où 03B41, ... , c5m sont des processus d’insertion de parenthèses, f un foncteur
de [nm + 1 dans A, avec f(0) = A, f(nm + 1) = B et fi = f(i, i + 1) ~
id pour i = 0, ... , nm - 1. On pose Ai = f03B4m ... 03B4i+1(ni).
On associe y, E S A(a, A0)m x A(A0, B) qui est

En désignant par [n’]  [n], l’inclusion {0, 1, ... , n’} c {0, 1, ... , n},
par abus de notation nous notons encore par c5 la restriction de [n’ dans
[03B4(n’)]. Pour définir les autres éléments de ~X(A, B)m, introduisons la

notation

et à un diagramme commutatif de processus d’insertion de parenthèses

associons v/u, tel que (vlu) * u = v,
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avec

et

Pour le cas général, on associe

avec

et

On définit de même les formules en sens inverse; l’isomorphisme est

immédiat. ~

De cette proposition nous obtenons la caractéristique suivante pour la limite
directe d’homotopie de Vogt d’un diagramme cohérent.
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PROPOSITION 2. Soit .si une catégorie, F un diagramme homotopiquement
cohérent de A dans Top et soit X: (S d)OP  A ~ Fonc (0394op x 0°p, Ens)
le foncteur simplicial défini par

On a,

Par dualité, nous obtenons pour les limites inverses d’homotopie de dia-
grammes cohérents,

PROPOSITION 2*. Soit A une catégorie, F un diagramme homotopiquement
cohérent de A dans Top et soit X: Aop x S A ~ Fonc (0°p x 0°p, Ens) le
foncteur simplicial défini par,

On a

3. Dans [V] Vogt a établi, dans le cas fonctoriel, une comparaison entre ses
objets limites homotopiques et les objets limites de Bousfield-Kan. Nous
.allons mettre en évidence ici un morphisme de comparaison entre holim F
en holim v F, pour un diagramme cohérent F. Cette comparaison se déduit
d’un morphisme de comparaison naturel 0: DX ~ VX pour un bisimplicial
X: pour

où

et
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Ce morphisme 0, est montré dans [Z], pour être une équivalence d’homopo-
pie faible. Cela conduit, pour un travail ultérieur, à une forte probabilité de
l’identité d’homotopie de holim F et holimV F.
Pour le bisimplicial X(A, B), le morphisme simplicial

induit une transformation naturelle 0.: D ~ Fv. Nous obtenons alors par
passage à la limite de 0* le morphisme de comparaison lim ~*: lim É,
lim Fv qui admet la description suivante,

PROPOSITION 3. Soit A une catégorie et F un diagramme homotopiquement
cohérent de A dans Top. Il existe un morphisme de comparaison de holim F
dans holim v F qui, à [Ui ··· un; X1,..., Xn; x] de holim F où

(u1  ···  un) e 1Bn, ’Yi = [fi0, t 1fi i , ..., tnt, fni, ~ W A(Ai-1, Ai) et
XE FA0, associe l’élément [y1..., yi,...,Yn; x] de holim v F où

yi = {fi0, inf (1 - 03BCi, tl)’ ... , inf (1 - ui, tnt), finl, (1 - ui)}.

REMARQUE. Si d est une 2-catégorie, Street dans [St,2] montre que les
lax-limites d’un 2-foncteur de A dans Cat sont des limites indéxées par le
foncteur 0: A ~ Cat, défini par ~A = 03C0(A // A) la catégorie composante
par chemins de la 2-catégorie lax-comma. Pour F, un foncteur simplicial
d’une catégorie simpliciale A dans une catégorie simpliciale PÃ, holim F
s’obtient par l’indexation DY(-): Aop - f/ qui généralise l’indexation
intervenant dans les limites de Bousfield-Kan. Dans [G], Gray partant du
travail de Thomason [T] considère l’indexation

de façon à lier lax-limite d’un 2-foncteur Ft limite d’homotopie d’un foncteur
simplicial, en utilisant l’adjonction G* Ner* : L’application du foncteur
catégorisation G à D YA, nous donne

On obtient alors un morphisme de comparaison de D YA dans Ner* 03C0(A //
G* .91), d’où un morphisme de comparaison de holim F dans holimG F la
limite directe d’homotopie de Gray.
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