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0. Introduction

Soit (X, 0,) une variété analytique complexe et soit &, le faisceau d’anneaux
sur X des opérateurs différentiels holomorphes d’ordre fini. Soient Y une
sous-variété lisse de X et 4 un 2,-module cohérent.

Nous nous proposons d’étudier ici les systémes induits par 4 sur Y (i.e.:
les £ y-modules I or fx(@y, A )) a l'aide d’une filtration F, 9, associée a Y,
filtration introduite par [Kashiwara, 1983] dans I’étude des modules holondmes
réguliers (voir aussi [Bengel et Gérard, 1982; Laumon, 1985]). Si .# est muni
d’une telle bonne filtration, le gradué associé gr,(.#) est un module cohérent
sur 'anneau gradué gry,(2,). On peut identifier naturellement cet anneau au
sous-anneau de 'anneau des opérateurs différentiels sur Ty, X (le fibré normal
a Y dans X) qui sont algébriques dans les fibres, et la variété caractéristique
de gry(A) dans T*T,X ne dépend que de .#. Notons (fTYX(//l ) cette
variété.

Nous montrons d’abord que la variété caractéristique des systémes induits
M4, est contenue dans T*Y N éry (A ), précisant ainsi des résultats antérieurs
de [Kashiwara et Schapira, 1981, 1985].

Nous donnons ensuite un critére de cohérence pour les systémes induits.
Une maniére de formuler ce critére, est de dire que pour toute section u de ./,
il existe un opérateur b d’ordre 0 pour la filtration F,2Z,, et un opérateur Q
d’ordre —1, b ne contenant que des dérivations transverses a Y et vérifiant
une condition analogue a celle considérée par Kashiwara, Kawai et Sjostrand
[Kashiwara et al., 1979] (dans le cas o Y= {p’}), tels que (b+ Q)u=0.
Quand # est holondme, utilisant les techniques de deuxiéme microlocalisa-
tion de [Laurent, 1985], nous montrons que gr,(.#) est holondme sur T, X;
(J.E. Bjork nous a communiqué qu’il avait une démonstration purement
algébrique de ce résultat). On en déduit alors I'existence d’un opérateur b
vérifiant les conditions précédentes, et on retrouve ainsi les théorémes de
[Bernstein, 1972] et de [Kashiwara, 1979] sur la cohérence et I’holondmie des
systémes induits.

Enfin quand Y est une hypersurface, nous construisons une nouvelle variété
micrpcaractéristique qui donne des résultats plus fins que ceux obtenus a I'aide
de Cp x(A).
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Signalons que les Théorémes 2.2. et 3.3. de cet article ont été exposés dans
le livre de [Schapira, 1985]. Nous développons ici leurs démonstrations tout en
admettant les résultats sur les modules filtrés qui sont présentés en détail dans
ce livre.

1. Filtration associée 4 une immersion

Soit (X, Oy) une variété analytique complexe, Y une sous-variété lisse, #,
I’idéal de définition de Y dans @. On note A = T, X le fibré normal 4 Y dans
X, et A\: A— Y la projection de ce fibré sur sa base. On désigne par 0, le
sous-faisceau de @, des sections polynomiales dans les fibres de A. Par suite:

Oin= @ fy/fkﬂ- (1.1)

Soit maintenant 2, le faisceau d’anneaux des opérateurs différentiels holo-
morphes d’ordre fini sur X. Sauf mention du contraire, on considére &, muni
de sa filtration naturelle par ’ordre et si P est une section de &, on note
o(P) son symbole principal. Si # est un Z,-module cohérent, on note
Car( /) sa variété caractéristique, c’est-a-dire le support dans 7*X (le fibré
cotangent & X) de gr(#), ou gr(A) est le gradué associ¢ a une bonne
filtration sur ./, (cf. [Bjork, 1979] ou [Schapira, 1985] pour un exposé détaillé).
Suivant [Kashiwara, 1983], nous munirons 2, | , de la filtration:

Ff2y={PE€Py|y; VIEN, PF,C I ¥} (1.2)
On note F, 9, l'anneau %, |, muni de cette filtration, et on note gry(Zy)
son gradué associé.

Soit e, le champ d’Euler sur le fibré A. Ceest le champ de vecteurs sur A
qui opére comme I'identité sur #,/#Z On désigne par D4, le sous-faisceau

d’anneaux de 9, des opérateurs différentiels a coefficients dans 0, ,, et on
pose:

D5 (k)={P€D,;; ler, P]=—kP}. (1.3)
L’anneau 2, est gradué par la famille des Z,,(k):

Din= @ “@[A](k) (1.4)

Remarquons que 9, est plat sur & ,,, et le foncteur 9, ®r,, de la catégorie
des 9, -modules gradués dans la catégorie des 9,-modules est fidéle.
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Proposition 1.1.

On a un isomorphisme naturel de faisceaux d’anneaux gradués sur Y:

grY(gx) = }\*9[1\].

Démonstration

Comme gri(2y) = F§Dy/F§~ 'y, ce groupe opére naturellement sur A0 ;.
On a donc un morphisme canonique:

i:gry(2y) = AHome (04, Opy;)-

Choisissons alors un systéme de coordonnées locales (y, t) sur X avec
Y=Y t=(t,..., 1), Y={(y, t); t=0}. Une section P de 9|,
s’écrit:

P= Z aa,B(y? t)D;DtB

lal+|Bl<m

avec a, 5 € Oy |y. Chaque fonction a, , se développe en série de Taylor le
long de Y:

au,B(y’ t) = Zaa,ﬁ,y(y)ty'
Y

Soient (y, 7) les coordonnées sur T X associées a (y, t). Pour k € Z, définis-
sons l'opérateur P, sur Ty, X par:

Pk(y’ f’ Dy’ DF) = Z aa‘B,Y(y)fYDyanﬁ'
1Bl —1lvl=k

Alors P € F)2, si et seulement si P, =0 pour k> N, et I'application de

FY9y dans M@, ;(N), P~ Py, passe & gry(Dy), et coincide avec 7. Il est

clair que cette application définit un isomorphisme de gry(Zy) sur A D, ).

Définition 1.2.

On note 6y(+) le morphisme naturel de Dy |y dans MyD| | défini via gry(Dy):
Dy|y— gry(2y4) > )\*@[A]

et on dit que 6 (P) est le symbole formel de P le long de Y.
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On a alors le résultat suivant, dont la démonstration est détaillée dans
[Schapira, 1982, ch. I1I, §1.4].

Proposition et définition 1.3.

i) Soit M un D -module cohérent muni d’une bonne F,2 ,filtration. Alors le
module gry (M), le gradué associé, est un 8ry(2y)-module cohérent.
it) La variété caractéristique de D, ®a,1, “lgr (M) ne dépend que de M.
Notons C A(//l ) cette variété caracterzanue
iii) Si 0 » & — M — N"— 0 est une suite exacte de 2D -modules cohérents, on a:

éA(‘//l) = éA(g) v CQA(JV)
iv) Si M=2D,/F, ou F est un idéal cohérent, on a:

Co(M)={0eT*\; o(6,(P))(8)=0 VPEF).

Remarque 1.4.

Une variété analogue a la variété CA(//{ ) avait été définie par [Monteiro-
Fernandes, 1986] pour les modules microdifférentiels définis en dehors de la
section nulle de T*X. On verra au paragraphe 4 que cette variété coincide
aussi avec une variété introduite par une autre méthode par [Laurent, 1985].

2. Variété caractéristique des systémes induits

Soit comme précédemment Y une sous-variété de X. On désigne par T3 X le
fibré conormal & Y dans X, (en particulier, 7,fX désigne la section nulle de
X). On désigne par p et @ les applications associées a I'immersion Y < X:

T*Y « YX, T*X > T*X.
P @

Rappelons [Bernstein, 1972; Kashiwara, 1979] que le faisceau 0y ®, Py est
naturellement muni d’une structure de (2, 9y |y)-bimodule, et que I'on

note 9, _, , ce bimodule. Soit # un Z,-module cohérent a gauche. Nous
poserons:

L
‘//[;’=9Y—»X®QX‘//[- (2.1)
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C’est un objet de la catégorie dérivée de la catégorie des complexes bornés
inférieurement de 2 ,-modules. On posera aussi:

ME=Tor2*(Dy_, , M)=H K(MY). (2.2)
Rappelons que ’on dit que Y est non caractéristique pour . si:

TyXNCar(M) CTEX. (2.3)
Dans ce cas, les 2 -modulus /# ’{, sont cohérents, nuls pour k # 0, et 'on a:

Car( M) =pw~* Car(A) (2.4)

[Kashiwara, 1983].
Dans le cas général les 2,-modules #% ne sont pas cohérents, mais on a
cependant le résultat suivant:

Proposition 2.1.

Les 9 y-modules M% sont localement réunion d’une suite croissante de 9 -mo-
dules cohérents.

Démonstration

Considérons une résolution locale libre de type fini de ./:

0_,@;,",,_, —)@)’?0—)//{—>O
Ao

oules 4, (i=0,..., p—1) sont des matrices d’opérateurs différentiels. Par
définition, .#% est le (—k)-iéme groupe de cohomologie du complexe:

0=>2yrx= - 2970520
0

ou 270,  est en degré 0, et les A; opérent a droite.
Munissons 9 _,  de la filtration Fy 9, _, 4, image de F,D,:

Ft@y_ = FiD /(1D FED,). (2.5)

Remarquons que si ’on choisit des coordonnées locales (y, ) comme au §.1,
une section u de 2, _ , d’ordre m pour cette filtration s’écrit de manicre
unique:

u= Y u(y, D)8, aeN? (2.6)

O<|al<sm

ol u, €Dy, 8 est la classe de D* modulo £, .
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Soit alors K,(k) le noyau de 4,_, dans Ff@7:, ,:

K, (k)= Ker(F}',‘@¢'_,X I ‘@;'n'—ilx)
4

1—1

et soit I (k) lintersection avec Ff2%:, , de 'image de A,
L(k) = Im( D92 > DPe. ) O FEDY .
4,

11 suffit alors de montrer que ces 2 ,~-modules & gauche sont cohérents.
Pour / assez grand, on a aussi:

K,(k) = Ker Fbage.  — FEH oy, ),
A

=1

Comme FED, _, y est libre de type fini sur 2, K, (k) est cohérent. De méme:

I(k)y=U (Im(F,’,@g,"'_tlx - 2y, X) N F{,‘@,’i"__x)

leN

et I (k) étant la réunion d’une suite croissante de sous-2 y-modules cohérents
d’'un 2,-module cohérent, est lui-méme cohérent, le faisceau d’anneaux 2,
étant noethérien. Ceci achéve la démonstration.

Soir maintenant /4" un 2,-module a4 gauche, localement réunion d’une
suite croissante de & ,-modules cohérents (A)) , cn- Il est clair que 'ensemble
Ucar( ) est indépendant du choix de la suite (.#}),. On pose:

P

car(A") = Jcar(4,). (2.7)

Si 0 »F— A — A"— 0 est une suite exacte de Z,~-modules du type précédent,
on aura:

car(A ) = car(&L) U car(A"). (2.8)

Si A" est un complexe borné de 2,-modules dont les groupes de cohomolo-
gie sont du type précédent, on pose:

car(N) = | car( H/(A7)). (2.9)

jEZ

En particulier, si # est un 9,-module cohérent, on définit ainsi car(.# ), la
variété caractéristique des systémes induits par .# sur Y.
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Soit A =T, X le fibré normal & Y dans X. La projection A: A — Y définit
I’'immersion

T*Y Xy A= T*A
qui composée avec 'immersion
T*Y=T*YX, Yo T*Y X, A
définit I'immersion:

T*Y < T*A. (2.10)

Théoréme 2.2.

Soit M un Dy-module cohérent. Alors:

car(M;) c T*Y N C(M).

Démonstration

Suivant une méthode désormais classique, nous allons nous ramener au cas ou
A est de la forme 9,/9, P, pour un opérateur P. Soit 0 € T*Y, 0 & éA(//l).
D’aprés la proposition 1.3., pour toute section u de ./ il existe P € 9, avec
Pu=0, 0(6,(P))(8)+0. Le module # étant localement de type fini, choisis-
sons un systéme de générateurs (u;,..., uy) et gour chaque u, un opérateur P,

tel que Pu, =0, o(6,(P))0)+#0. Soit L= P D,/D,P, et soit y: L—>M

=1
le morphisme qui associe u, a la classe de 1 ‘modulo 2 P;. Soit A= Ker y.
On a donc la suite exacte de & ~-modules a gauche:

0> AN>ZF>M—0.

Appliquons le foncteur 9y _, x ®;% & cette suite exacte. On obtient la suite
exacte longue:

o NESLESMES o S 00 (2.11)

Supposons le théoréme démontré pour tous les modules du type 2,/2 P, et
supposons démontrée I'inclusion car(# %) c T*Y N C,(A) pour tout module
cohérent ./ et pour tout k < k,. On déduit de (2.11):

car( Mo+t C car( Lfot1) U car( N o)

et par suite 8 & car(#%*1). On peut donc procéder par récurrence.
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Il reste & démontrer le théoréme pour les modules du type 9,/2,P. Soit
donc 8 € T*Y, avec:

a(6,(P))(6) #O0. (2.12)

On en déduit immédiatement de (2.12) que 6, (P) appartient & Z,,(0) et est
non nul.

On a déja considéré la filtration F,@, _, y sur @y _, ,, image de la filtration
F,2,. Posons:

gy[k] =gr;§9y—»x~ (2-13)

Alors 2[k] est un 2 ,-module localement libre de type fini. Si ( y, ¢) sont les
coordonnées introduits au §.1, toute section u de 2,[k] s’écrit de maniére
unique:

u= Y, uy, D)8, aeN? (2.14)
la|=k

ot a,(y, D)) €D, 8 est la classe de D/

Les sections de 9, ,(0) = FY9/Fy '@ opérent naturellement dans chaque
Dy k1= F{Dy_, x/F{ 'Dy _, x. Dans labase (§) ,, -, les opérateurs 1#D;,
(|B|=1v]|), sont représentés par des matrices a coefficients dans Z.

Lemme 2.3.

Soit Q € D ,,(0), 8 € T*Y, avec a(Q)(0) # 0. Alors:
i) Q opere injectivement sur 2 k]
il) 0 ¢ car(2,[kl/2,[k]- Q).

Démonstration du lemme
Dans les coordonnées ( y, t) on peut écrire:

QZQO(y’ Dy)+ Z a.@,}'(y’ Dy)tBDtY

0<|Bl=lylI<m

ou Q, est d’ordre m, 0, (Q,)(8) # 0, az, est d’ordre <m — |y|. Dans la base
(8(."‘))|a|=k, o gst représenté par une matr.ice d’opérateurs de &, d’ordre
strictement inférieur & m en dehors de la diagonale et dont tous les termes
diagonaux ont méme symbole principal que Q. Le lemme en résulte.
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Fin de la démonstration du théoréme

D’aprés le lemme, 6, (P) opére injectivement dans gry(2y _, ). Par suite P
opére injectivement dans 2, _, 4, et comme le complexe
Dy, x®5, Dx/DxP est quasi-isomorphe au complexe 0 > Dy _, x > Dy x— 0,
on obtient Tor*(Dy_, x» Dx/PxP) =0 pour j*O0.

Il reste & évaluer la variété caractéristique de Py _, y/Py_, xP donc les
variétés caractéristiques des & y-modules cohérents:

MkdffFé‘@YaX/F’}ng—»XP

Considérons le diagramme exact:

0 0 0
) l l
0_)F}I’(—1‘9Y—>X_)F)I;‘9Y—>X_)‘@Y[k] -0
P P 1 64(P)
0->Fy Dy x = F{D,_ x > Dyk] -0
) l l
0—-> M, — M, -9ykl/Dy[k]é6y(P)—0
i) ) l
0 0 0

On en déduit:

car(M, ) C car(M,_,) U car(D,[k]/Dy[k]6,(P))
et on peut procéder par récurrence sur k, et conclure a I'aide du lemme 2.3.
que 8 & car(M,), ceci pour tout k.
Remarque 2.4.
Quand . vérifie une hypothése de régularité le long de Y un théoréme
analogue au théoréme 2.2. dans lequel on remplace Cy(A) par Cry x(A), le
cOne normal a car(#) le long de TyFX, avait été obtenu par [Kashiwara et
Schapira, 1981, 1985].

3. Cohérence des systémes induits

Les notations sont les mémes qu’au §.2. Nous utiliserons le faisceau 9, |y des
opérateurs différentiels relatifs sur le fibré A: c’est le sous-anneau de 9,
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engendré par 0, et par les champs de vecteurs  verticaux’ (i.e.: qui annulent
A~10,). Nous poserons:

Dia1=DiaNDay

‘@[A|Y](O) =9[A](0) m@An’-

Soit (y, t) un systéme de coordonnées sur A, ¢ étant linéaire dans les fibres.
Une section P de |y s’écrit:

P(y,t,D)= Y a,(y,1)Df (3.1)

O |alsm

avec a, € 0,.
Une section P de 9, |y, s’écrit:

P(y9 z, Dt) = Z aa,,B(y)taDtB (32)

0<|al,|Bl<m

et P appartient & 9, y,(0) si a, z=0pour |a| # |B].

Définition 3.1.

Soit M un 2D ,-module cohérent défini au voisinage de Y. On dira que M est
elliptique le long de Y s’il existe localement un O,~module cohérent M ,C M qui
engendre M et un opérateur différentiel b sur X tels que:
1) 6y(b) EDy,11(0)
i) bAM,C(Fy'Dy) M,
iii) il existe un systéme de coordonnées locales (y, t), avec Y ={(y, t); t=0}
tel que

6(8,(b)(y.1,0) #0 V1#0

ou t désigne le complexe conjugué de t.

Remarquons que les conditions ii) et iii) signifient que I'opérateur b s’écrit:

b=b,+Q, QEF;'D,, (3.3)
by = Z aa,B(y)taDtB
O<|a|=|B|<m
avec:
Y. a,u(y)etP+0 pourz#0. (3.4)

la|=|B|=m
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Proposition 3.2.

Considérons une suite exacte de 2 ,modules cohérents:
0->L>M—->N—>0.

Alors M est elliptique le long de Y si et seulement si £ et N le sont.

La démonstration de ce résultat étant détaillée dans [Schapira, 1985, ch. III,
§.1.6], nous ne la reproduisons pas.

Théoréme 3.3.

Soit M un D y-module cohérent, elliptique le long de Y. Alors les 2 -modules
MY sont cohérents pour tout k.

Démonstration

La proposition 3.2. permet de se ramener, comme dans la démonstration du

théoréme 2.2, au cas ou A =92,/D, b, I'opérateur b satisfaisant les condi-

tions (3.3) et (3.4). Il faut donc montrer que le noyau et le conoyau de b

opérant a droite sur 2, _, , sont des 9 ,-modules cohérents. Comme 2, _, ,

= UF§2y_, y. et FfDy_, y est localement libre de type fini sur 9, il suffit
k

que montrer que les complexes:

02Dy . x > Dy x>0
b

et

0—Fk@,_ , — F*@,_ ,—0
b

sont (localement) quasi-isomorphes pour k > 0. Il suffit donc de montrer que,
localement, b induit un isomorphisme sur 2, _, ,/Ff9@, _, , pour k > 0.

Munissons 2y _, y de la filtration Fy 2, _, ,. Il suffit de vérifier que 6,(b)
induit un isomorphisme sur gr£9, _ , pour k> 0:

Lemme 3.4.
Soit by(y, t, D,) comme dans (3.3) et (3.4). Pout tout y,€Y, il existe un

voisinage V de y, dans Y et un entier k> 0 tel que b, induise un isomorphisme
sur Dyk1|, pour tout k > k,.
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Démonstration du lemme

Soit (6("‘))|m|= « la base canonique de 2,[k]. Dans cette base I'opérateur b,
est représenté par une matrice 4, (y) = (af," a( y))lmI _, avec:

[Bl=k

Il faut montrer que, localement, il existe k, tel que pour k > k,, la matrice
A, (y) est inversible.

Soit, pour kK €N, S, I'espace vectoriel sur C des polyndmes homogénes de
degré k en g variables (¢ =dim X —dim Y):

Sk={u= Y ae aaeC}

aeN‘
la|=k

et soit Py(y, t, D,) opérateur différentiel sur C:

PO(y’ L, Dt)= Z ay&(y)(_t)sDtY

[yI=18]<m

11 est clair que la matrice de P, dans la base (#%), o €5t 4,( ).

D’aprés le lemme 1.3. de [Kashiwara ez al., 1979], si b, vérifie la condition
(3.4) en un point y, €7, il existe k, > 0 tel que 'opérateur Py(y,, ¢, D,) est
bijectif de S, dans S, pour tout k > k. En fait la démonstration de [Kashiwara
et al., 1979] montre que k, ne dépend que de

0(y,) = inf Z aa,ﬁ(yo)tat_ﬁ'
HI=1aj= 18| =m

Pour tout compact K de Y, il existe donc k, > 0 tel que pour tout k >k, et
tout y €K, Py(y, t, D,) soit bijectif de S, dans S, et donc tel que la matrice
A, (y) soit inversible.

4. Le cas holonéme

Les notations sont les mémes qu’aux paragraphes précédents. En particulier
A =Ty X désigne le fibré normal & Y dans X et e, le champ d’Euler sur A.
Soit A* = T}X. Les fibrés T*A et T*A* sont naturellement isomorphes (cf.
[Kashiwara et Schapira, 1985] Proposition 5.1.3) et nous les identifierons.
Nous désignerons par = la projection de T *A* dans X.
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Rappelons quelques résultats de [Laurent, 1985]:

On peut construire sur 7*A* un faisceau d’anneaux &2 (oo, o) et un
morphisme injectif de 772, dans &A(co, o) faisant de ce dernier un
7~ '9,~-module plat. De plus si P est une section de & (0, o), on peut lui
associer naturellement son symbole principal ¢ (' *)(P), fonction holomorphe
sur 7 *A*, bi-homogene pour la structure bi-conique de ce fibré, et si P est une
section de 7192, on vérifie que:

o @ (P)=0(6y(P)). (4.1)
Pour simplifier les notations, nous poserons:
Ea =64 (0, ).

Le faisceau &2 est cohérent, et si # est un &2-module cohérent, son support
est un ensemble analytique de T *A*, bi-conique pour les deux actions naturelles
de C* sur T*A*. On déduit de (4.1) et de la Proposition 1.3. que si # est un
2 module cohérent:

Cu(A)= supp((g’g.. ® w-w) (4.2)

712,

Proposition 4.1.

Soit M un &x-module cohérent. On a pour tout d € N:

codim s« (supp ) > d & Extfy (M, EX) =0 Vj<d.

La Proposition 4.1. se démontre formellement comme dans le cas micro-
différentiel ‘classique’ [Kashiwara, 1979)]. La démonstration est détaillée dans
[Laurent, a paraitre] et nous ne la répétons pas.

Remarquons simplement que la filtration naturelle sur &2 est zariskienne
(au sens de [Schapira, 1985] Ch. II, §.1) ce qui permet d’appliquer la Proposi-
tion 1.2.2. de (loc. cit). Par contre la filtration F, 2, sur 2, |, n’est pas
zariskienne.

Théoréme 4.2.

Soit M un 2y-module cohérent. Alors:

dim(C, (#)) < dim(car(A4)).
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Démonstration

On sait d’aprés [Kashiwara, 1979] que:
codim .« y(car(#)) > d = Exthy (M, Dy) =0 Vj<d.

Supposons donc codim«y(car(#)) =d. La platitude de Ea& sur 7719,
entraine:

é’xté,ﬁ*(é’m Q = U, é’a)=0 vj<d

79y

et il reste & appliquer la Proposition 4.1.

Corollaire 4.3.
Soit M un D ,~-module holondome muni d’une bonne F, 9D ,-filtration et gr (M)

le gradué associé.
Alors M =D, @ N 'gry(M) est holonome.

D)
Démonstration
Par la Proposition 1.3, éA(//l ) est la variété caractéristique du module

cohérent . Cette variété sera lagrangienne si .# est holondme d’aprés le
Théoréme 4.2.

Corollaire 4.4.

Soit M un D -module holondme. Alors pour tout k € N les modules induits M %
sont holonémes sur D .

Démonstration
Soit . le module holondme défini comme dans le corollaire précédent. On

sait [Kashiwara, 1979] que la fibre en chaque point de A du faisceau ' nd 9A(J/Z’ )
est un espace vectoriel de dimension finie. Comme 2, est plat sur Z,,, on a:

&ndg (M) =9i”0m9m(>\_1gry(//1), M)

et par suite la fibre en chaque point du faisceau co"ndg[A](}\‘lgrY(/// )) est un
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espace vectoriel de dimension finie. En particulier si 'on se restreint a Y, la
section nulle de A, on obtient que la fibre en chaque point y € Y du faisceau
é@ndhgw( gry(A)) est un espace vectoriel de dimension finie.

Définissons le morphisme ¢, de gr(.#) dans lui-méme en posant:

Pa|grbay =er T k. (4.3)

Comme l'on a, pour P € gri,(2,):
Poe,=(ey+1)oP

on obtient que ¢, appartient a &nd, 5 (8ry(A)). Par suite il existe au
voisinage de chaque y € Y, un polyndme HT ) € C[T'], non nul, vérifiant:

b(gy) =0. (44)

Soit A, un Oy-module cohérent contenu dans .# et engendrant .#, et soit §
un opérateur différentiel d’ordre 1 pour la filtration F,9,, avec

6,(8)=e,. (4.5)

(Dans les coordonnées locales ( y, ¢) sur X considérées au §.1, on peut prendre
q

0= 3¢ D, .) Appliquant les remarques précédentes a la filtration (FED )M,
i=1
sur M on obtient:

b(8)MyC (Fy'Dy) M. (4.6)

Les systémes induits .#% sont alors cohérents par le Théoréme 3.3.

D’aprés le Théoréme 2.2. il reste & démontrer que T*Y N CA‘A(% ) est
isotrope pour la structure symplectique de T *Y. Mais celle-ci est induite par la
structure symplectique de T *A*, et éA(.//l ) étant isotrope dans T *A* (par le
Théoréme 4.3) il en est de méme de T*A*N CA(.//f ) (cf. [Kashiwara et
Schapira, 1985] Proposition 8.2.2. par exemple).

Remarque 4.5.

L’énoncé du corollaire 4.4. est bien connu, et il est dit 4 [Kashiwara, 1979] (cf.
aussi [Bernstein, 1972] pour le cas algébrique). Signalons d’autre part que J.E.
Bjork (non publié) nous a communiqué une démonstration purement algébrique
(n’utilisant pas la deuxiéme microlocalisation) de la Proposition 4.2.
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Remarque 4.6.

Quand . est holondme régulier, [Kashiwara et Kawai, 1980] construisent un
polyndme b(8) vérifiant la condition plus forte que (4.6)

b(0)MyC (FylDyNDy(m)) M,

ou 2,(m) désigne le faisceau des opérateurs d’ordre au plus m pour la
filtration usuelle de 2, et ol m est le degré de b.

5. Le cas de la codimension un

Lorsque Y est une sous-variété de X de codimension un, les résultats du
paragraphe deux peuvent étre précisés. (Dans le cas d’un seul opérateur, on
peut méme calculer exactement la variété caractéristique du module induit).

Pour cela, nous allons définir une variété caractéristique relative a Y qui
sera contenue (en général strictement) dans 7*Y N C ryx(A).

A. Opérateurs différentiels sur un fibré vectoriel de rang un

Soient A un fibré vectoriel de rang 1 sur une variété analytique complexe Y et
A: A — Y la projection.

Nour reprenons les notations que nous avions adoptées pour A = T, X dans
les chapitres précédents, en particulier § = e, désigne le champ d’Euler sur A
et on note:

0[A][k] ={f€0,; 0f=kf}, Oip= k@Nm[A][k]
.@[A][k] ={P€9,;[0, P]=—kP}, Din= kGBZ@[A][k].

L’application p: A0 ,[0] > Oy définie par p(f)=f |y est un isomorphisme.
Le faisceau Ay 9, ,,[0] opére sur A,0,,[0] donc sur Oy et on définit ainsi un
morphisme de faisceaux d’anneaux:

P A24,[0] > 2.

Si (y, t) est un systéme de coordonnées locales de A telles que p(y, t) =y, les
opérateurs de Z,,[0] sont ceux qui s’écrivent:

P= Y P(y. D)D) (5.1)

Oysm

etona p(P)=F,(y, D).
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On voit donc que (localement) A,9,[0] s’identifie & Z,[0] et p & la
restriction a § = 0. (2[0] désigne 'anneau des polyndmes a coefficients dans
Dy, la variable # commutant avec les éléments de Z).

Si A est un Ay D, ,,[0]-module cohérent, on définit un Z,~-module cohérent
p(A") par extension des scalaires:

o H)=2y ® N (52)
AP 7)[0]

et on lui associe la variété caractéristique Car(p(A")) de p(A") qui est un
sous-ensemble analytique involutif de T*Y.

Lemme 5.1.
a) Si 0N >N >N -0 est une suite exacte de AyD,,[0]-modules
cohérents on a:

Car(p(A")) = Car(p(A"")) U Car(p(A""))
b) Si # est un idéal cohérent de N2\ ;0] et si N/'=X,D,,[0]/7 on a:
Car(p(A)) = (y* € T*Y; VP EZ, a(p(P))(y*)=0}.

Démonstration. Le probléme étant local on peut supposer que A, 2 ,,[0] =
2[0] et alors p(N) =A/O0N".

Soit F2,[0] la filtration obtenue en posant F, 2 ,[0]=2,[6] pour k >0
et Fr9,[0]1=0"%2,[0] pour k <0.

Remarquons tout d’abord que cette filtration est noethérienne [Schapira,

1985], ch. II Définition 1.1.2) car 'anneau formel associé @ 2,[0],T* est
kez
égal & 9,0, T, 0T '] donc est noethérien (loc. cit. Prop. 1.1%7).

Pour cette filtration on a gr2,[0] = 2,[0] et on peut filtrer ce gradué par
Pordre usuel des opérateurs différentiels sur Y.

Si A est un 2 ,[#]-module cohérent muni d’une bonne (FZ,[8])-filtration,
on peut donc lui associer son gradué gr4” qui est un 2, [0]-module cohérent
gradué puis la variété caractéristique Car(gr./") qui est un sous-ensemble de
T*Y XC.

D’aprés ([Schapira, 1985], ch. II, Proposition 1.3.1), Car(gr.#") est indépen-
dant du choix de la bonne filtration sur /4" et ’application qui a 4" associe
Car(grA") est additive, c’est-a-dire que si 0 > A" > A "> A" — 0 est une
suite exacte de 2[6]-module cohérent on a:

Car(gro/”) = Car(gro/”’) U Car(gr(A4"")).

Pour montrer la premiére partie de la proposition, il suffit de remarquer que
Car(grA") = Car(AN/04") X C.

En effet si A" est un Z,[0]-module cohérent, la filtration définie par
N, =N pour k>0 et A, =0 *4 pour k <0 est une bonne filtration donc

g = @ (6 /0% ).
k>0
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Pour tout k, 8X4/0** 4" est un 2,-module cohérent et on a un mor-
phisme surjectif de 2y-modules cohérents:

0% N/ON > 6*N /6 1y
donc Car(8*4/0* ' 4") c Car(AN/ON") C T*Y et
Car(gr#”) = Car(A/04") X C.

La partie b) de la proposition est claire puisque 'on a p(A")=2,/%, avec
Fo=p(F)={P0, y, D) g_; PES}.

Pour tout k€ Z, P ,,[k] est un Z,,[0]-module cohérent (a droite et a
gauche), donc on peut définir pour tout A, ,,[0]-module cohérent A" un
2 y-module cohérent A"y, par:

Nyi=Dy @ (A*‘Q[A][k] ® -/V) (5.3)
AP p3[0] AsD14[0]

Proposition 5.2.
i) Soient M un NyD | -module cohérent et A" un sous —AyD 5,[0]-module

cohérent de M qui engendre M sur NyD, . Alors S(M) = Car(Ay )

def
kez
est un sous-ensemble de T*Y indépendant du choix de N".

ii) Si 0> M > M—>M" >0 est une suite exacte de \yD|\-modules cohé-
rents on a:

S(MY=S(M")US(M").

Démonstration. i) Soient A" et A" deux Ay D (,;[0]-modules cohérents qui
engendrent /.
Puisque 4" engendre 4 on a:

H'=Y (ND k)N ) O

keZ

donc A= |J #®) avec # B = 3 (MDD [ J]A) N A Les mo-
keN —k<j<k
dules #/® forment une suite croissante de sous — A9, ,,[0]-modules cohér-
ents de A"/ donc puisque A" est de type fini cette suite est stationnaire.
Soit kg tel que A/ =A4""*0) et soit A7 =} AP\ [J]1A . T est
—ko<j<ko
clair que I'on a:

U Car(‘/V{/,k) c U Car(Ay,) = U Car(-/VY,k)
kez kez kez

ce qui montre la premiére partie de la proposition.
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i) Il suffit de montrer que si 0 > A" = A= A"" — 0 est une suite exacte de
A+ ,[0]-modules cohérents on a

VkeZ Car(Ay,)=Car(H},) U Car(HY,)

ce qui est une conséquence immédiate du lemme 5.1. et de la platitude de
MDD 5 k] sur Ay D40

Remarque. Dans le systéme de coordonnées (y, t) considéré précédemment on
a:

N9z k] =2,[0] Df pour k>0

=92,[0]:* pour k<0

avec les relations §Df = D}(6 — k) et 6t~ *=1"%(6 + k). Si A" est un 2,[0]-
module cohérent on a donc pour tout k:

Ny =N/ (O— k)N .

B. Application au fibré normal a une hypersurface

On reprend les notations du paragraphe 2: X est une variété analytique
complexe, Y une sous-variété de codimension 1 de X et A désigne le fibré
normal T, X a Y dans X.

Soit A un 2,~-module cohérent et F,.# une bonne F, 2 ,-filtration de /.
Alors le gradué associé gry.# est un 9, -module cohérent. On peut donc lui
associer le sous-ensemble S(gry#) de T*Y.

D’aprés la Proposition 7.2. A#™— S(A") est additif, par suite (d’aprés
[Schapira, 1985], ch. II, Prop. 1.1.3), S(gr,.#) est indépendant du choix de la
bonne filtration et 4 — S(gry#) est additif:

Proposition et définition 5.3.

i) Si M est un Dy-module cohérent, S(gry M) est un sous-ensemble de T*Y
indépendant du choix de la bonne Fy,2 filtration sur #. On pose CarZ (M)
= S(gry#).

i) Si 0> M" > M—M" — 0 est une suite exacte de D y-modules cohérents on
a:

Car(M )= CarZ(M")U CarZ(M")

Calculons maintenant CarZ(.#) dans le cas d’'un seul opérateur différentiel:
Soit #, lidéal de définition de Y et ¢ un générateur local de Z, (ie.
pEF, etdp#0surY).
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Si PeF29,, par définition il opére sur Oy/f, =0, et on a ainsi un
morphisme de faisceaux d’anneaux:

po: FyDy— Dy

qui n’est autre que la composition du morphisme canonique F°2, — grl2, =
P+P4,[0] et du morphisme p que nous avons défini plus haut.

Pour tout k€Z on définit un morphisme p,: FY9,— 9, en posant
0 (P) = po(9~*Pg").

Le morphisme p, dépend de ¢ si k # 0 mais changer ¢ revient & conjuguer
p,(P) par une fonction inversible de ¢, donc:
a) Le symbole principal o(p,(P)) est indépendant de ¢.
b) Le 2,-module 2,/2,p,(P) est indépendant de ¢.
En fait, on vérifie facilement que si A= gr&(2,/2,P) (Dy/P P étant muni
de la filtration induite par la filtration F,9), 2,/2,p,(P) est égal au
module A"y, défini plus haut.

Pour tout P € F{9, on a donc:

Car2(2,/2,P)= U {y*€T*Y; o(p,(P))(y*)=0}.

Si PeFtD,, k>0, on peut écrire P=D}fQ avec Q € F{9, et on a pour
tout /€ Z:

gry(Dx/DxP) = gry2/gry *Df6(Q).
Donc gry(2,/2P) est engendré par:

g Dy/DyP) =griDy/gre@t*D}f6(Q).
Or p,(t*D/6(Q)) =0 donc

CarZ(2,/92P)=T*Y.

On montrerait le méme résultat lorsque P € FfZ, avec k<0. Si Z est un
idéal cohérent de 9, gry(2y/#) est engendré par gri(F{Dy/#,) avec
Fo=FNFD et on déduit du lemme 5.1.:

Proposition 5.4. Si ¢ est un idéal cohérent de D et si F,=0NFP9Dy on a:

Car}l,(gx/j) = U {y*e T*Y; VP Eg,, 0(pk(P))(y*)=0}'
kez
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Exemple. Soit (y, t) un systéme de coordonnées locales de X tel que Y = {¢=
0}. Un opérateur de F{2, s’écrit sous la forme:

P(y,t, D, D,)=P,(y, D,, tD,) +1P(y, t, D,, 1D,)
et prenant ¢( y, t) =t on obtient:

px(P)(y, D,) =Py(y, D,, k).

C. Variété caractéristique du module induit

Théoréme 5.5. Soient Y une hypersurface lisse d’une variété analytique complexe
X et M un D y-module cohérent défini au voisinage de Y. Alors:

Car(A ) c CarZ(M).

(Rappelons que A, =0, ®p MA).

Les résultats des propositions 5.3. et 5.4. permettent, suivant la méthode
que nous avons utilisée dans la démonstration du théoréme 2.2., de ramener ce
théoréme au cas ou ./ est de la forme 2,/ ,P avec PE D .

Lorsque P est d’ordre non nul pour la filtration F,2,, nous avons vu
précédemment que CarZ(#) est égal & T*Y.

Dans le cas ou P € F 2, nous allons voir que I'on peut calculer exacte-
ment la variété caractéristique de  3:

Proposition 5.6. Soient P un opérateur différentiel de FY9Dy, et M =D /D, P.
On a:

Car( A7) = U {r= T o(p(P))(r) =0}

(Rappelons que p, (P) dépend du choix de ¢ mais que son symbole principal
o(p;(P)) € Or+y n’en dépend pas).

Démonstration. Fixons un systéme de coordonnées locales (y, ) de X et
reprenons les calculs du paragraphe 2.
Les éléments de 2, _, , s’écrivent de maniére unique:

u= Y u(y, D)8V avecu;€ D, et V) classe de D;.

ogjsm
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L’opérateur P peut étre écrit en développant en ¢ ses coefficients:

P(y,t,D,D)= Y P, (y)D'D/.

la|+j<m
izj

Pour k<0, on pose P,(y, t, D,, D)=}, P, (y)Dt'D}.

a,i,j
la|+y<m
i—j=—k

On peut réécrire P, sous la forme:

P(y.t, D, D)= ¥ Qi(y, D)D)t~

0<i<gng

) ) (j—k)
Posons pour j&N: PY(y, D))= Y. Qi(y, D ’—(-j—j—')— (En par-

)J
o<i<ng /y
ticulier pour k=0 on a P{/’(y, D,)=p,(P)(y, D,)).
Si u= ) ufy, D)8V on aura u-P = > o(y, D)8V avec
o<sj<n 0<j<n
v(», D)= X u_(y, D)YPYF(y, D).
J—n<k<O0
L’équation u- P = v est un systéme triangulaire d’équations différentielles
sur Y dont la variété caractéristique est égale a4 la réunion des variétés
caractéristiques des éléments diagonaux soit |J Car(P{").

0<j<n

P
Le complexe 0= @, ,(n) > 2, x(n) >0 a donc pour variété

P
caractéristique  |J Car(P{”) et le complexe 052, , , > D, ,,—0 a

0<j<n
pour variété caractéristique |J Car(P{?)= | {y* € T*Y/o(p(P))(y*)
JEN JEN
=0).
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