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0. Introduction

Dans un article précédent ([5]) Y. Feneyrol-Perrin a établi une théorie
des fonctions analytiques d’une ou de plusieurs variables sur les corps
valués, complets et algébriquement clos, dont l’anneau de valuation
possède une suite strictement décroissante d’idéaux premiers ayant pour
intersection l’idéal nul. Cette théorie est fondée sur la notion d’élément

analytique introduite par M. Krasner en analyse ultramétrique "clas-
sique" (voir [6], [3], [4]). Nous nous plaçons ici dans le cadre de cette
théorie.

Soit K un tel corps.
Nous établissons d’abord un théorème de Mittag-Leffler qui donne

une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille de fractions
rationnelles soit la famille des parties principales d’une fonction

méromorphe sur un ouvert D de K. Contrairement à ce qui se passe dans
le théorème de Mittag-Leffler de l’analyse complexe et dans le théorème
correspondant de M. Lazard [7] en analyse ultramétrique "classique", ici,
la condition ne porte pas uniquement sur l’ensemble des pôles; elle fait
intervenir, de manière essentielle, les parties principales elles-mêmes.

Ce résultat nous permet the caractériser, en particulier, les ouverts D
de K, pour lesquels l’anneau F( D ) des fonctions analytiques sur D est
un anneau de Bezout. Enfin, en utilisant le théorème "de type Weierstrass"
sur les zéros des fonctions analytiques sur D démontré dans [3], [4] et [5],
on montre que l’anneau F(D) est pseudo-principal, donc pseudo-be-
zoutien. Il est aussi complètement intégralement clos.

1. Notations et définitions

Nous considérons un corps K valué, complet et algébriquement clos.
Nous désignons par W son anneau de valuation, par wÀf l’idéal maximal
de W et, pour tout idéal premier .9 de A, par df/J l’anneau local de .91
en P.
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’ Nous supposons que W possède une suite strictement décroissante
d’idéaux premiers dont l’intersection est l’idéal nul, et nous nous fixons
une telle suite ( .9,, ru -

1.1. DÉFINITIONS: Soit P un idéal premier non nul de W. Nous dirons
qu’une partie A de K est un -9-ouvert lorsque l’on a

Remarque: Ainsi un P-ouvert est un ouvert "borné, d’épaisseur non
nul" au sens défini dans [3] et [5].

Soit D une partie quelconque de K. On appellera 9-intérieur de D le
plus grand .9-ouvert contenu dans D et on le désignera par D(P). Ainsi,
pour tout x E K, on a x E D( P ) si et seulement si x + 9 c: D et x eW
Pour chaque n E 1B1, on notera Dn le .9’n-intérieur de D.

La suite Dn est croissante et D = UnE N Dn si et seulement si D est
ouvert. 

_

On désignera par K = Ku { oo} le projectivisé de K. Introduisons
enfin deux expressions commodes et suggestives. On dira que deux
éléments x et y de K sont 9-proches lorsque x - y E.9’. Pour B c A c K
et f : A --+ K, on dira que f est 9-négligeable sur B lorsque f(x) E.9’
pour tout x E B.

2. Rappel de quelques résultats

Nous renvoyons aux travaux [3], [4] et [5] pour les définitions d’élément
analytique, d’ensemble analytique, de fonction analytique, de fonction
méromorphe, ainsi que pour les démonstrations des trois résultats que
nous rappelons ci-dessous et que nous utiliserons à plusieurs reprises
dans la suite.

Soit D un ouvert de K, notons H( D ) l’ensemble des éléments

analytiques sur D et F( D ) l’ensemble des fonctions analytiques sur D.

2.1. THÉORÈME : ([5] page 65, et [3] page 29).
Soient un idéal premier non nul de A et D un -9-ouvert de K. Alors:

H(D) = F(D).

2.2. THÉORÈME (Théorème de Weierstrass) ([5] page 73, et [3] page 47).
Soient D un ouvert de K, Z une partie de D et, pour tout a E Z, soit un
entier n (a) &#x3E;- 1.
Les deux énoncés suivants sont équivalents:

(i) Il existe une fonction analytique f sur D sont Z est l’ensemble des
zéros et dont chaque zéro a est d’ordre n ( a ).
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(ii) Pour tout idéal premier non nul 9 de A,l’ensemble Z n D(,9) est
fini.

Soit R( X ) = P( X )/Q( X ) une fraction rationnelle à coefficients dans K;
nous dirons que R ( oo ) = 0 lorsque d °P  d°Q.

2.3. THÉORÈME: ([3] page 49).
Soient D un 9-ouvert de K et f une fonction méromorphe sur D. Il existe
une fraction rationnelle R E K( X ) telle que R ( oo) = 0 ayant tous ses pôles
dans D et une fonction h analytique sur D telles que

Cette décomposition est unique. La fraction rationnelle R est appelée la
partie principale de f dans D.

Nous allons introduire la notion de 9-fraction qui joue un rôle central
dans la théorie des fonctions analytiques et méromorphes sur K.

3. Les 9-fractions

3.1. DÉFINITIONS:
Soit P un idéal premier de A.

On dira qu’une fonction f définie sur une partie A de K à valeurs
dans K est une 9-fonction si

.9 c A et si f( x) Edg; pour tout x E f!JJ.

On appellera .9--fraction toute fraction rationnelle f E K(X) dont la
fonction rationnelle associée est une r -fonction. On appellera P-polynôme
toute r -fraction qui est un polynôme.

Le résultat du lemme suivant est valable pour un anneau de valuation
commutatif intègre quelconque pourvu que son corps des fractions soit
algébriquement clos.

3.2. LEMME:

Soient !!l un anneau de valuation commutatif, intègre,
S son idéal maximal, L son corps des fractions.

On suppose que L est algébriquement clos.
Soit P(X) = ao +al X + ... +anxn E L[X].
On suppose que P(x) E f14 pour tout x ES.
Alors P(X) E B [ X].

DÉMONSTRATION: [On utilise une valuation (de Krull) notée multi-

plicativement sur L].
On veut montrer que ai E f14 pour tout i.

On raisonne par l’absurde. Soit I = {i: ai e e 1. On suppose que I .
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Pour chaque 1 OE I, on choisit un bi tel que (bi)’ ‘ =1 /a i . Comme 1 /a 1 E .N,
on a bi E S. Soient

Ainsi r  s  1.

Soit x E L tel que r  x  s  1 (il en existe car L est algébriquement
clos !). Soit t = 1 x 1. .
Ainsi x ES. On va voir cependant que P ( x ) 8d.
En effet:

(1) Si 1 OE I, alors ai EE 8d donc aixiEl X;
(2) Si i e I B J, alors a l x = ( x /b; 1’ donc

(3) Enfin, soit n = sup J. Pour tout i E J, on a

Donc, en particulier, 1 anXn &#x3E; 1 et, pour tout i E J, si i  n alors

Ainsi

3.3. LEMME :

(a) Soit P E K[X]. Alors P est un P-polynôme si et seulement si

P OEW,[X].
(b) Soit R une P-fraction. On peut alors l’écrire sous la forme irréduct-

ible suivante:

où P Ed,9J[X] et où tous les qi appartiennent à KBP.
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(c) Réciproquement, si une fraction rationnelle R E K( X) se met sous la
forme ( non nécessairement irréductible) suivante:

alors R est une -9-fraction.

DÉMONSTRATION :

(a) Si P EEWE[ XI il est clair que P est un r -polynôme. Réciproque-
ment, soit P(X) = ao + al X + ... +a pXP un 9-polynôme.
On veut montrer que ai Ed9’ pour tout i.

Il suffit d’appliquer le Lemme (3.2) à l’anneau de valuation d9’.
(b) Comme R est une 9-fraction, elle n’a aucun pôle dans 9, donc, en

particulier, 0 n’est pas un pôle de R. Ainsi R peut se mettre sous forme
irréductible

On peut donc, en multipliant haut et bas par IIQ(O), supposer que
Q(O) = 1, donc Q(X) est de la forme

Ainsi 1jq¡ Edg; et, pour tout x c=,9, on a xlqi EE,9 donc 1 - xjq¡ E
W, donc Q(x) EE.WEB (01 et P(x) = R(x). Q(x) E..9Ig;. Donc P(X) est
un P-polynôme.

(c) Réciproque: Comme qi e 9, on a 1 lqi Soit x c= 9. Alors
x/qiEP, donc 1 -xlqi e .9, donc 1j(l-xjqi)E..9Ig;. Or P(x) Edg;.
Donc

Donc R ( X ) est une P-fraction.

3.4. Perturbation d’ordre .9 des pôles d’une .9-fraction

Soit R une .9-fraction mise sous forme irréductible
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Pour chaque i = 1,.., n, soit =U{oo}.
On considère la fraction suivante

On dira que S est une P -perturbée de R, lorsque pour chaque i,

3.5. PROPOSITION:
Soient R une 9-fraction, Z l’ensemble de ses pôles. Soit S une 9-perturbée
de R. Alors

(i) S est une 9-fraction.
(ii) S - R est P-négligeable sur AeB(Z +P).

DÉMONSTRATION:
On reprend les notations ci-dessus (3.4).

(i) Il est clair que ti e.9, quel que soit i E (1, ... , n} et P E XI ]
par hypothèse. D’après le Lemme (3.3) S est donc une .9-fraction.

(ii) Soit x EdçpB(Z+f!lJ). Calculons modulo -9. Pour tout i, on a,

On a

On pose
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Autrement dit

3.6. PROPOSITION: La partie principale d’une 9-fraction dans un 9-ouvert
est elle-même une 9-fraction.

DÉMONSTRATION: Soient V un r -ouvert, f une 9-fraction, R sa partie
principale dans V. Soit (a;); Ella famille des pôles de f qui sont dans V
(chacun étant compté autant de fois que son ordre de multiplicité).

De même soit (bj)j,=- j la famille des pôles de f qui sont en dehors de
V. Par hypothèse f n’a aucun pôle dans 9, donc 1/a1 Edçp pour tout
i E I, et llbj Edçp pour tout j E J.

D’autre part, V étant un 9-ouvert, a; Edçp quel que soit i E=- I. La
fraction f se met sous la forme irréductible

Puisque f est une .9-fraction on- a cP(X) Ap[X] ] d’après (3.3), et
comme ai e -We pour tout i E I, on a l/cEdçp donc P(X) Edçp[X].
Posons

S et T sont des éléments de Ap[X].
On va utiliser la théorie du résultant telle qu’elle est développée dans

[1]. En particulier, d’après le corollaire 1 (i) page IV.75 de [1], le résultant
de S et Test :

Or a; - by OE éP pour tout (i, j)EIXJ. Donc res( S, T)E.9I(pB&#x26;J et
est inversible dans A (p.

D’après le corollaire 1, page IV.73 de [1], on en déduit qu’il existe deux
polynômes A et B de Ap[ X] tels que
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Donc

Donc R n’est autre que la partie principale de la fraction PBIS. Or
PB EAp[X], S EAp[X] et S est unitaire. On peut donc faire la division
euclidienne de PB par S dans Ap [ X ]. Il existe E EAp [ X ], FEAp[X] ]
tels que PB = SE + F et d °F  d °S. Donc PBIS = E + FIS et R = FIS
est une P-fraction. C.Q.F.D.

Nous allons maintenant établir deux lemmes d’approximation pour les
,9-fractions et pour cela nous aurons besoin du résultat suivant:

3.7. LEMME: Soient A E K et a E K. Soit P le plus grand idéal premier de
d tel que a e JI. On suppose que A E Ap. Il existe alors au moins un entier
n &#x3E;- 0 tel que Aa n EA.

DÉMONSTRATION: Comme -9 est le plus grand idéal premier de A qui ne
contient pas a on a 9 = ( x E K: 1 x   1 a n, pour tout n &#x3E; 01.
Puisque A EWe, on a 1 IA e 9 et il existe donc n &#x3E; 0 tel que 1 A &#x3E;
1 a 1 n, c’est-à-dire Aan EA. C.Q.F.D.

3.8. Lemmes d’approximation d’une .9-fraction

3.8.1. LEMME: Soient a E K et 9 le plus grand idéal premier de d tel que
1 la E P. Soit f une .9-fraction dont tous les pôles sont 9-proches de a.
Alors pour tout idéal premier 2 de A tel que 2 P, il existe un polynôme
g E K[X] tel que f - g soit .2-négligeable sur A2.

DÉMONSTRATION :

On a

La fraction
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est une r -perturbée de f(X). D’après la Proposition (3.5) sur les 9l’-per-
turbations, on sait que

et, par conséquent, pour tout idéal

Il suffit donc de montrer qu’il existe un polynôme g tel que

Il suffira pour cela de montrer que, pour tout A Edg;, il existe un

polynôme g tel que

On a

et

où les Ci , i - 1 et les coefficients du polynôme P, sont des multiples
entiers de l’élément unité 1 de K.
Ainsi

Posons g( X) = A£?= oC§£ + ; _ i ( Xla l ’ .
Par hypothèse 1ja Efl donc, pour tout x Edfb on a



258

donc

Or, d’après le lemme (3.7), il existe un entier n &#x3E;, 0 tel que Ajan Ed.
Donc

3.8.2. LEMME: Soient R et 9 deux idéaux premiers de A tels que É3 3 fl.
Soient a E d (#J B!?Ji et f une .9-fraction dont tous les pôles sont .9-proches de
a. Il existe alors un idéal premier 2’ de A contenant strictement -9, pour
lequel on a la propriété suivante:
pour tout idéal premier 2 de A tel que 9’ D 9 Q 9, et pour tout c E 2BP,
il existe une fraction rationnelle g ayant pour unique pôle b = a - c et telle
que:

DÉMONSTRATION:
Soit

où A¡E.9I9 pour tout i et a-ajEf!JJ pour tout j. Comme dans le
lemme précédent, il suffit d’établir le résultat pour la fraction
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qui est une P-perturbée de f. Pour cela, on se ramène d’abord au cas des
fractions de la forme A /( X - a ) m où A e.We.
En effet, si le lemme est vrai pour les fractions de cette forme, on vérifie
immédiatement qu’il est satisfait par les fractions

Ainsi, pour chaque i = 1, ... , m, il existe un idéal premier .9j i et une

fraction rationnelle gi qui vérifient les conditions du lemme. Il suffit

alors de prendre .2 = n 1 12j et g(X) = Em 1 gi (X). Soit donc f ( X ) _
A I(X - a) m où A Ed9J et a OE W,Né9. Distinguons deux cas:

1er cas: Pour tout idéal premier 2 contenant strictement -9, A ew2.
Prenons pour 9’ l’intersection des idéaux premiers qui contiennent 1/ A.
On a ainsi 9 :) 2’ D .9 puisque 1/ A E RBP. De plus le seul idéal

premier 2 tel que 2’:D -9 D-- -9 est l’idéal 2’. Soient donc 2 =2’, c e 2 B,9
et b=a-c. On a

Posons
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Alors

Pour tout X Ed,qB(a+2), les éléments l/(x-a)j et l/(x-b)m+n
appartiennent à A2 et comme c E2, on a S(x) E2.
Or, d’après le Lemme (3.7), il existe n &#x3E; 0 tel que Acn Ed. Pour un tel n,
on aura bien f(x)-g(x)E2 pour tout x Ed,qB(a+2).

2ème cas: Il existe un idéal premier 21 contenant strictement P et tel
que A Ed,ql. Il en existe donc un, 2’, tel que * D 9’ Q éP et A Ed,q,.
Soit alors 2 un idéal premier tel que 2’ -:::J 2 P. En particulier a$.2 et
la fraction

est une 2-fraction.
On peut alors utiliser la proposition (3.5) sur la perturbation des pôles.

Soient c Ef2B&#x26;J et b = a - c, alors

est une 9-perturbée de f, et

4. Le Théorème de Mittag-Lef f ler

4.1. LEMME: Soient D un ouvert de K et f une fonction méromorphe sur D.
On suppose que 0 E D et que 0 n’est pas un pôle de f. Alors il existe un
idéal premier non nul -9 de W tel que 9 c D et f ( x ) OE fl our tout x E 9;
autrement dit, tel que f soit une 9-fonction.
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DÉMONSTRATION: L’ouvert D de K contient 0, il contient donc un idéal

premier non nul 2’ de W. La fonction f n’a qu’un nombre fini de pôles
dans 9’, d’après le Théorème (2.3), et 0 n’est pas un de ces pôles. On peut
donc choisir un idéal 9 c D tel que f n’ait aucun pôle dans 9. La
restriction f 12 est alors une fonction analytique sur 9 et, d’après le
Théorème (2.1) c’est un élément analytique sur .2. Il existe donc une
fraction rationnelle g sans pôle dans 2 telle que:

pour tout

et

Il existe un idéal premier non nul Y’ de .91 tel que P E .91,9’,[ [XI. Posons
alors 9 = 91 n.2. Pour tout x e .9, on a g(x) CAP et par conséquent
f(x) E.9I,9’. C.Q.F.D.

4.2. LEMME : Soient D un ouvert de K, Y un idéal premier non nul de .91,
A = D(.9) le 9-intérieur de D, f un élément analytique sur A. On suppose
que f est une f!JJ-fonction. Il existe alors une .9--fraction h E K [ X sans pôle
dans D et telle que f - h soit 9-négligeable sur A.

DÉMONSTRATION : Puisque f est un élément analytique sur A, il existe une
fraction g sans pôle dans A telle que

f ( x ) - g( x ) EE .9 pour tout x E A. Or f est une 9-fonction, donc g
l’est aussi. Soit Z l’ensemble des pôles de g. D’après le Lemme (3.3), g
peut se mettre sous la forme irréductible

Si q est un pôle de g qui n’est pas dans D posons t(q) = q.
Si q est un pôle de g qui appartient à D, deux cas peuvent se présenter:
Ou bien q $.dfAP et nous posons t ( q ) = oo . Ou bien q EAP, et alors

q + P ç D puisque q OE A; et il existe donc r e D tel que q - r E P, et
nous posons t ( q ) = r.
La fraction h définie par
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est une 9-perturbée de g. C’est donc une 9-fraction. Elle n’a pas de pôle
dans D et g( x ) - h(x) E 9 pour tout x E A, donc f(x) - h(x) E 9 pour
tout x E A. C.Q.F.D.

Rappelons que, pour chaque idéal premier non nul 9 de .s;/, on a désigné
par D(9) le 9-intérieur de D; et, pour chaque entier n, on a désigné par
Dn le 9n-intérieur de D; voir (1.1) ci-dessus.

4.3. THÉORÈME (de Mittag-Leffler): Soient D un ouvert quelconque de K et
Z une partie de D. Pour chaque a E Z, soit R a une fraction rationnelle
ayant pour unique pôle a et telle que R a ( oo ) = 0. Pour toute partie finie F
de Z, on pose

On suppose que 0 E DBZ. Les énoncés suivants sont alors équivalents:
(i) Il existe une fonction méromorphe f sur D dont Z est l’ensemble des

pôles et dont la partie principale en chaque pôle a E Z est R a.
(ü) Il existe une partie cofinie C de Z telle que, pour tout idéal premier

non nul .9 de W et tout .9-ouvert V contenu dans D, l’ensemble
F = C n V est fini et la fraction RF est une .9-fraction.

(iii) Il existe une partie cofinie T de Z telle que, pour tout couple
d’idéaux premiers non nuls .2 C:.9, l’ensemble F = T n ( D( 2 )B
D( P )) est fini et il existe une fraction rationelle S sans pôle dans D
telle que R F - S soit P-négligeable sur D( 9).

(iv) Il existe une partie cofinie T de Z telle que, pour chaque n E 1B1,
l’ensemble F( n ) = T n ( Dn + 1 B Dn) est fini et il existe une fraction
rationnelle Sn sans pôle dans D telle que RP(n) - Sn soit Pn-
négligeable sur Dn.

DÉMONSTRATION:

(i) =&#x3E; (ii).
Sur tout P-ouvert, l’ensemble des pôles d’une fonction méromorphe est
fini, d’après le théorème (2.3). D’après le lemme (4.1), il existe un ideal

premier non nul R de A tel que f soit une !1ae-fonction (et !1aee D ).
On pose alors N = Z r1 D( R ) et C = ZBN. Ainsi N est fini, c’est une

partie cofinie de Z, et la fonction f - RN est méromorphe sur D mais ne
possède plus aucun pôle dans D ( R ).

Considérons alors un idéal premier non nul 9 de A et un 9-ouvert
Vc D. On pose F = C n V et R=Rp.
On va montrer que R est une 9-fraction. Pour cela, on distingue les

deux cas suivants:
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(2) Si .9 c e, on pose U = V U.9. La fonction f1 = f - RN - R n’a
aucun pôle dans U qui est .9-ouvert. Donc f, 1 est un élément

analytique sur U d’après le théorème (2.1). Il existe donc une

fraction rationnelle g sans pôle dans U et telle que

De plus, la 9II-fonction f est alors une P-fonction, a fortiori, et

f E H(R) et 911 est le P-intérieur de R D’après le lemme (4.2), il existe
donc une P-fraction h telle que

pour tout

Donc t est une .9-fraction. Or, g = h - RN - R - t étant une fraction
sans pôle dans U, sa partie principale dans W= VBD(R) est nulle.
Autrement dit, R est la partie principale de la P-fraction h - t dans W
qui est £9-ouvert Donc R est une 9’-fraction d’après la Proposition (3.6).

(ü) ~ (iii).
Puisque 0 E D, il existe au moins un idéal premier non nul 91 de W tel
que -9 c: D. D’après (ii), l’ensemble C n D(R) est fini. Posons T = CB
D (R ). Ainsi T est une partie cofinie de Z et T n D(R) =,«.

Considérons alors deux idéaux premiers non nuls 2 C:.9. L’ensemble
V = D(2)BD(P) est un 9-ouvert et l’ensemble F = T n V est donc fini.
On va montrer qu’il existe une fraction rationnelle S sans pôle dans D

telle que R F - S soit 9’-négligeable sur D(P ).
Pour chaque a E F, désignons par 9’( a) le plus grand des idéaux

premiers de W pour lequel a E D(P( a )).
On a ainsi 2 C.P(a) c P et P(a) eR. Soit

On obtient ainsi une partition de F = U a E FF( a ).
Il suffira de montrer alors que, pour chaque a E F, il existe une fraction
rationnelle g sans pôle dans D et telle que R F(a) - g soit .9-négligeable
sur D(9).

Remarquons que a + P( a) est un 9( a )-ouvert contenu dans D B
D(R) et que F( a ) = C rl ( a +.P(a)). Donc RF(a) est une P(a )-fraction
(d’après (ii)) dont tous les pôles sont .9(a)-proches de a. D’autre part,
a E D( P( a)) mais a e D (J ) pour tout idéal premier J P(a). Ainsi
deux cas seulement peuvent se présenter:
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1 er cas : a EAj pour tout idéal premier J P(a). D’après le Lemme
(3.8.1), il existe alors un polynôme g E K [ X] tel que

2ème cas: Il existe un idéal premier J),P(a) tel que a E.9IJ. On va
utiliser le Lemme (3.8.2). On a dit que RF(a) est une P(a)-fraction dont
tous les pôles sont P(a)-proches de a. De plus a EAP(a)BR et W Q 9 (a).
D’après ce lemme, il existe donc un idéal premier 2’i).P(a) pour lequel
on a la propriété suivante: pour tout idéal premier E9 tel que 2’ Là
P(a) et pour tout c E LBP( a), il existe une fraction rationnelle g ayant
pour unique pôle b = a - c et telle que RF(a) - g soit L-négligeable sur
ALB (a +L.

Choisissons L tel que JnPn2’ L’ P(a); c’est possible. Alors
* e.WyB D donc a +!Rct D. Il existe donc c EE (a) tel que
a - c = b ft. D. Pour ce choix de c, la fraction rationnelle g n’a pas de

pôle dans D, et l’on a D ( P ) c AP, CAL. De plus, on a ( a + P) n D (P )
= , donc D ( P ) c ALB ( a +L); de sorte que R F ( a ) - g est 9-négligea-
ble sur D( P ).

(üi) =&#x3E; (iv) C’est immédiat.
(iv) =&#x3E; (i).
Pour chaque n E 1B1, posons

Ainsi, par hypothèse, u,, est Pn-négligeable sur Dn. Pour chaque
x EDBT, la série Ei ui (x) est convergente. Posons v (x) = Y-j ui (x) pour
x E DB T, et v ( x ) = 00 pour x E T. On va montrer que v est une fonction
méromorphe sur D et que, pour chaque n, la partie principale de v dans
Dn+1 BDn n’est autre que R F(n) -

En effet: Pour chaque n, la série Y-i 1 n U converge uniformément sur Dn
vers une fonction vn E H( Dn ) et, d’autre part, gn = LnU est une

fraction rationnelle dont la partie principale dans Dn est égale à Ei  n R F(i)
et l’on a v = g n + vn.
On pose enfin f = RZBT + v.

La fonction f possède la propriété (i).
Fin de la démonstration.

4. 4. Contre exemple

On considère une suite de points (an)nEN de W telle que ao = 0 et
ai - aj e,90 pour i =t--j. Ainsi les ensembles Vn = a n + .9n sont deux à
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deux disjoints. On considère une suite d’éléments (An)nEN tels que
An E KBAPn. On pose

pour n &#x3E; 0.
Il n’existe pas de fonction méromorphe sur D dont la partie principale en
chaque point a n serait égale à R n .

DÉMONSTRATION: Supposons qu’il existe une telle fonction méromorphe
f sur D. On a 0 E DBZ, chaque V,, est un 9,-ouvert de D, et la partie
principale de f dans V n’est autre que Rn. D’après le Théorème (4.3.),
chaque Rn, sauf un nombre fini, devrait donc être une Pn-fraction. Or
aucune R n n’est une Pn-fraction puisque An ft-AP .n 

C.Q.F.D.

5. L’anneau F( D ) des f onctions analytiques sur un ouvert D de K

5.1. THÉORÈME: Soit D un ouvert de K.

(1) S’il existe un idéal premier non nul 9 tel que D soit un .9-ouvert
alors F(D) est un anneau principal.

(2) Sinon, l’anneau F(D) n’est pas bezoutien, ni même prüférien.

DÉMONSTRATION :

(1) Si D est un P-ouvert, alors F(D) = H(D) d’après le Théorème
(2.1), et le résultat est déjà démontré dans [5] page 71.

(2) Par translation, on se ramène au cas où 0 E D.
On suppose que D n’est 9-ouvert pour aucun idéal premier P. La

suite ( Dn ) des .9n-intérieurs de D n’est donc pas stationnaire et, quitte à
utiliser une suite extraite, on peut se ramener au cas où cette suite est
strictement croissante.
On va construire deux fonctions analytiques "très proches" sur D.

Choisissons une suite de points an * 0 tels que an E Dn B Dn -1 et une

suite de points bn 0 tels que 0 =;&#x26; bn - an E -9n-
Distinguons deux cas (comme dans la démonstration de la proposition

4, page 72 de [5]):
1er cas: si an ft-d9n-l (et donc bn ft-d9n-l) on pose un ( X ) = 1 - X/an

et vn (X) = 1 - Xlbn - 
n

2ème cas: si an EAPn-l (alors bn Ed9n-l)’ on choisit en E ( a n +
gpn-1)BD et on pose 

n-1 n
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Enfin on pose

On va montrer successivement que:
(a) f E F(D) et g E F(D).
(b) Les zéros de f sont les an, les zéros de g sont les bn. Donc f et g

n’ont d’autres diviseurs communs dans F(D) que les éléments
inversibles de F(D).

(c) L’idéal ( f , g) engendré par f et g n’est pas égal à F(D).
(d) L’anneau F( D ) n’est pas bezoutien.
(e) L’anneau F( D ) n’est pas prüférien.

Ainsi

Dans les deux cas on a 1-un+1(x) E 9n. D’autre part, pour 1  i  n, on a

ui(x) EAP. En effet:

Finalement, pour tout XE Dn, on a fn(x) - fn+1(x) E Pn. · La suite ( fn )
converge donc uniformément sur chaque Dm. On montre de même que le
produit infini IIn &#x3E; lUn converge uniformément sur chaque Dm.

Remarquons également que f(x) EAPn; et g ( x ) E APn pour tout

x E Dn , puisqu’alors fn(x) EAPn; et gn ( x ) E APn. 
n

(b) Les an sont des zéros de 1 Pour montrer que ce sont les seuls, il

suffit de montrer que hn+1(X)=O;?;n+1U(X) n’a aucun zéro dans Dn .
Or, pour tout i &#x3E;, n + 1, on a 1 - ui(x)E Pn, quand x E Dn, et par

conséquent hn+1(X) EPn.
(c) Montrons que l’idéal ( f , g) n’est pas égal à F(D).

Si ( f , g) était égal à F(D) il existerait u et v dans F(D) tels que
1 = uf + vg. On aurait alors
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La fonction méromorphe u/g a pour seuls pôles les points bn . Les
deux fonctions méromorphes 1/fg et v/f devraient donc avoir les mêmes
parties principales en chacun des pôles an.

Autrement dit, il existerait une fonction méromorphe sur D, à savoir
vif, dont les seuls pôles seraient les an et qui aurait, en chaque an, pour
partie principale la partie principale Rn(X) de 1/fg.

Calculons Rn(X), et pour cela posons S(X)=Oi=l=nUi(X), t(X)=
ni =1= nVi( X), et distinguons les deux cas:

ler cas: Un(X) = 1 - X/an; a,, donc b,,

Par un raisonnement analogue à celui fait en a) on montre que s(an) Ed9J
et t(an) Ed9J. Il en résulte que An $.d9J. En effet si An Ed9J alors
Ans(an)t(an) == bn/(bn - an) Ed9Jn. Or si bn/(bn - an) Ed9J et bn - an
E 9"n alors bn E 9"n. Or par hypothèse bn $.d9Jn-l donc bn $. 9n.

2’-cas: un(X) = (X - an)/(X - cn);

Donc A,,Ia,, En effet si Anjan EdgJ alors An EdgJ car an E
dgJ. Mais si An OE W, , , alors An(an - bn)s(an)t(an) = (an - Cn)2 E 9i’n,
donc an - cn E 9i’n et par conséquent cn E D contrairement à l’hypothèse.
Ainsi Rn(X) n’est jamais une Pn-fraction. On conclut à l’aide du
Théorème (4.3.).
(d) Si F( D ) était un anneau de Bezout, l’idéal ( f , g ) serait principal. Or
f et g n’ont d’autres diviseurs communs dans F(D) que les éléments
inversibles de F(D), et on aurait donc ( f , g) = F(D)!
(e) Montrons, enfin, que l’anneau F( D ) n’est pas prüférien. On se réfère
à [2], exercice 12, pages 93-94. Il suffit de montrer que l’idéal ( f, g) n’est
pas inversible.

S’il l’était, il existerait deux fonctions méromorphes u et v sur D, telles
que 1 = uf + vg et telles que uf, vg, ug et vf soitent analytiques sur D.
Mais alors les pôles de u et de v devraient appartenir à l’ensemble
Z(f) n Z(g) des zéros communs à f et g, donc u et. v seraient analy-
tiques, et on aurait alors ( f, g) = F(D). C.Q.F.D.

5.2. PROPOSITION: L’anneau F( D ) est pseudo-principal, donc pseudo-be-
zoutien.
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DÉMONSTRATION: (Pour les définitions, voir [2] page 86, exercice 21, par
exemple). Désignons par M* le groupe multiplicatif des fonctions

méromorphes non nulles sur D, par I le sous-groupe des fonctions

analytiques inversibles sur D, et par G le groupe quotient M* II.
Dans G on définit la relation d’ordre suivante:

Dire que F( D ) est pseudo-principal (respectivement pseudo-be-
zoutien) veut dire que le groupe ordonné G est complètement réticulé
(respectivement réticulé).

Démontrons que G est complètement réticulé, ce qui veut dire qu’il est
filtrant et que toute partie majorée non vide admet une borne supérieure.
A chaque fonction méromorphe non nulle u associons la famille

ü: (ü(a))aED E 71.D où

On obtient ainsi un homomorphisme injectif et croissant du groupe
ordonné G dans le groupe additif ZD muni de l’ordre produit.

Dans ce langage, le théorème "de type Weierstrass" que nous avons
rappelé ci-dessus (2.2) s’exprime alors comme suit: (W ) "Soit d E 71. D. Il
existe une fonction u méromorphe sur D telle que u = d si et seulement
si le support de d, S = f a E D: d(a) * O}, est tel que S n D(9) soit fini
pour tout idéal premier non nul 9 de W ".

Soient alors u et v deux fonctions méromorphes non nulles sur D.
Une borne supérieure de û et v dans G est une fonction méromorphe w
pour laquelle w(a) = sup f ü(a), v ( a ) } pour tout a E D.

L’existence d’une telle fonction résulte immédiatement de l’énoncé

(W).
Le groupe (G, ) est donc filtrant et même réticulé. Montrons qu’il

est complètement réticulé. (Voir [1] page VI. 33, exercice 29). Soit (ui)i,-= ,
une famille non vide de fonctions méromorphes sur D non nulles telles
que

Il suffit de montrer qu’il existe une fonction v analytique sur D telle
que v( a) = infic- , û i (a) pour tout a E D.
Or cela découle également de l’énoncé ( W ).

5.3. PROPOSITION: L’anneau F(D) est complètement intégralement clos.
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DÉMONSTRATION: Cela veut dire que: si u est une fonction méromorphe
sur D, si f est une fonction non nulle méromorphe sur D telle que fu n
soit une fonction analytique sur D pour tout n &#x3E; 0, alors u est une

fonction analytique sur D.
Et cela est évidemment vrai car si u possédait un pôle au point a E D,

alors f posséderait un zéro d’ordre au moins égal à n au point a pour
tout entier n &#x3E; 0. Mais alors f aurait un zéro d’ordre infini au point a.

C.Q.F.D.

5.4. PROPOSITION: Pour que l’anneau F(D) soit factoriel il faut et il suffit
qu’il existe un idéal premier non nul 9 de A tel que D soit un P-ouvert.

DÉMONSTRATION: Si D est un P -ouvert on sait que F( D ) est un anneau
principal donc factoriel.

Supposons que D n’est r -ouvert pour aucun idéal premier 9 non nul
de A. Reprenons la construction de la suite Un(X) faite dans la
démonstration du Théorème (5.1) (2).

Pour chaque n &#x3E; 1, posons h n (X) = Fli ,, ui (X). Ainsi hn EF(D) et
la suite des idéaux principaux (h n) est une suite strictement croissante,
donc elle n’admet pas d’élément maximal et par conséquent l’anneau
F(D) n’est pas factoriel.
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