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Introduction

Considérons un germe de fonction analytique réelle positive 1 in :
(Rn+1, 0) - (R+, 0) et notons par f : (Cn+1, 0) - (C, 0) son complexifié.
Le théorème de contribution effective que l’on se propose d’établir dans

cet article donne une condition suffisante pour que le prolongement
méromorphe de la distribution XRf03BB~ admette effectivement un pôle
d’ordre au moins k en un point de la forme - u - v pour p E 1B1 et

u~Q n [0,1[. Ce théorème est directement inspiré de son analogue
complexe. Il en diffère de deux façons; la première est que, contrairement
au cas complexe, l’existence d’un block de Jordan (k, k) relatif à la

valeur propre e-2i03C0u pour la monodromie agissant sur la cohomologie de
la fibre de Milnor (complexe) est insuffisante: on doit tenir compte de la
position du réel dans le complexe (et plus précisément de la position de
l’image de la cohomologie de la fibre de Milnor réelle par rapport au bloc
de Jordan considéré). L’autre différence est une simplicité beaucoup plus
grande de la méthode (commune) utilisée pour la démonstration, due à la
disparition des termes "anti-holomorphes" dans le cas réel.

rrerminons cette introduction en faisant remarquer que les estimations
obtenues dans [3] sur le "décalage maximal" des pôles vers la gauche
dans le cas complexe (pour le prolongement méromorphe de |f|203BB)
donnent immédiatement les résultats analogues dans le cas réel. Nous
renvoyons donc à cet article le lecteur intéressé par des informations sur

ce point.
Nous nous proposons de prouver le résultat suivant:

THÉORÈME: Soit f : X - D une situation de Milnor, avec X~Cn+1.
Supposons que f|XR = X r1 Rnll 

1 
prenne ses valeurs dans R +. Soit so E

D * ~ (R+) et notons par X(s0) la fibre de f and so ( la fibre de Milnor
complexe ) et XR(s0) = X(s0)~Rn+1 1 ( la fibre de Milnor réelle : df ne
s’annulant pas sur f-1(R+ *), Rn+1 ~ f-1(R+*)~R+* n D est une fibra-
tion (triviale) C~ (*)).

Soit T la monodromie agissant sur H*(X(so), C) en degrés &#x3E; 0 et

supposons que T admette un bloc de Jordan de taille ( k, k) e1(s0)... ek(s0)

(*) en effet si g=f|XR, or a df|XR = dg~R1C.
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pour la valeur propre e -2,-u. Soit i: XR(s0)  X(so) l’injection naturelle.
Si on a eh(s0) ~ i(H*(XR(s0), C))~ (l’orthogonalité ici est prise au sens
de la dualité homologielcohomologie sur X(s0)) alors le prolongement
méromorphe de f XR IÀO admet un pôle d’ordre  k - h + 1 en - u - v
pour v E 1B1, v assez grand.

DÉMONSTRATION: commençons par traiter le cas k = h = 1.
Soit w E QP(X) (p &#x3E; 0) telle que l’on ait

et a |X(s0) = e1(s0) (voir Lemme A de [1])
Pour 0 E C~c(XR) de degré n + 1 - p posons

Ceci définit un courant de degré p sur XI..

LEMME 1: Si XR f03BB03C9 A B n’a jamais de pôle en À = - m - u - 1 pour tout
03B8 ~ C~c( XR), alors on a dT = 0 sur XR.

PREUVE : 

Pour cr E C~c(XR) de degré n - p on a

Pour Re(03BB) » 0 on aura 

par Stokes. Si XRf03BB(df/f) 039B 03C9 039B ~ n’a pas de pôle en 03BB = m - u on
aura donc (dT, (p) = 0 ce qui prouve le lemme 1.

(**) 
nous laissons à titre d’exercice l’analogue réel du lemme 1 de [1] qui est classique.
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Supposons maintenant que XRf03BB03C9 n e n’ait jamais de pôle en À = - m
- u - 1 pour tout 0 E C~c(XR) de degré n - p + 1. Alors on a d T = 0 sur
XIR et donc T = de sur XIR où 4Y est un courant de degré p - 1 sur X.
(on a p  1 et XIR est un ouvert contractible de Rn+1). Mais sur

XR - {f=0} on a T = (03C9/fm+u). Par hypothèse il existe y E

Hp(XR(s0), C) tel que

Choisissons ~ ~ C~c(XR(s0)) de degré (n - p), vérifiant d~=0 et
représentant y dans Hn-pc(XR(s0), C). Si a E C~c(]0, 2s0[) vérifie

alors a(/(x». F*(l1) A d/= F représente y dans
Hn-p+1c(XR-{f=0}, C) où

est une trivialisation C°° de f ) |XR - {f = 0} ~ R+* ~ D. En Effet pour
03B8 C~ de degré p et d-fermée sur XR - {f = 0} on aura

par Fubini. On a alors pour (03C9/fm+u) - 8

Mais aussi f r 039B (03C9/fm+u) = (T, 0393~ puisque Supp r c c XIR - f f = 0}
et donc

ce qui est absurde. Donc il existe 03B8 ~ C~c(XR) de degré p telle que le

prolongement méromorphe de XRf03BB03C9 A 0 ait un pôle en À = - m - u - 1.
Passons au cas général. On peut supposer données (toujours d’après le

lemme A de [1]) des formes holomorphes 03C91...03C9k de degré p &#x3E; 0 sur X
vérifiant
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(1°) d03C9J=(m+u)(df/f)039B03C9j+(df/f)039B03C9J-1
pour j ~ [1, k avec 03C90 = 0, m ~ N 0  Re(u)  1

(2°) les 03C9J|X(s0) engendrent le même sous-espace de Hp(X(s0), C) que
e1(s0)...ek(s0) et de plus

Nous supposerons de plus que h est le meilleur possible c’est-à-dire
que 03C9J~i[Hp(XR(s0),C)]~ pour 1  j  h - 1.

Définissons alors pour j ~ Z les courants TJ de degré p sur XR en
posant pour 0 OE C~c(X) de degré n - p + 1

LEMME 2: Si le prolongement méromorphe de XRf03BB03C9k A 11 n’a jamais de
pôle d’ordre  k - h + 1 en À = - m - u - 1 pour toute forme différen-
tielle 17 E CcOO(X) de degré n - p + 1, alors on a dTJ = 0 sur XR pour
j  - h + 1

PREUVE

Pour a  0 et cp E C~c(X) de degré n - p, on a pour Re(03BB) » 0

et on a XRd(f03BB03C9a+1 039B ~) = 0 par Stokes.
Par prolongement méromorphe on en déduit que

(*) Ici P03BC(z = a, F( z )) désigne, pour F méromorphe, le coefficient de (z - 03B1)-03BC dans le
développement de Laurent de F and z = a.
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Comme (d TJ, ~~ = (-1)p+1~TJ, d~~ on en déduit

avec la convention wo = 0. En posant a = b + 1 dans la seconde somme
(en tenant compte du fait que le terme pour a = 0 est nul) on obtient

car k-1+j+1=(k-h+1)+(j+h-1)k-h+1 et on n’a pas de
pôle d’ordre &#x3E; k - h pour XRf03BB(df/f)03C9k A cp pour 03BB = - m - u par
hypothèse.
On en déduit que l’on a d T’ = 0 V j à - h + 1 ce qui achève la preuve

du lemme.

Comme X. est un ouvert contractible et p &#x3E; 0, on peut trouver des
courants 4YJ sur Xu¡ de degré p - 1 vérifiant d4YJ = Ti sur XR sous les
hypothèses du lemme 2.

Montrons que ceci mène à une contradiction sous les hypothèses du
Théorème: Sur X. - {f = 0}, on a:

puisque pour q &#x3E; 0 Pq(03BB = - m - u, XRf03BB03C9j 039B 03B8) a son support dans
f = 0 ~j  0.

L’hypothèse 03C9j~ i[Hp(XR(s0), C)]~ 1  j  h - 1 montre que pour
tout j~[1, h - 1] on a 03C9J|XR(s0)=0 dans Hp(XR(s0), C).
Supposons, en raisonnant par récurrence sur j, qu’il existe

03B1j ~ C~(XR - {f = 0)) de degré p - 1 vérifiant

Alors la classe de cohomologie f-m-u03C9j-(df/f)039B03B1j de

Hp(XR - {f = 0}, C) ~ Hp(XR(s0), C) induit s-m-u003C9J, via cet isomor-
phisme (donné par restriction!). Comme on sait que wJ induit 0 dans
Hp(XR(s0), C) pour j  h - 1 on en déduit l’existence de 03B2 E C~(XR -
{f = 0}) de degré p - 1 vérifiant
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Considérons f-m-u03C9j+1; on a d(f-m-u03C9j+1)=(df/f)~f-m-u03C9J. Alors
d(f-m-u03C9J+1- (df/f) 039B 03B2) = 0; on peut donc choisir aj+l = - /3. Donc
il existe ah E C~(XR - {f = 0}) de degré p - 1 tel que

Calculons maintenant, pour a  0 et X E C~c(X)

Pour f ~ 0 on a (~/~03BB)(f03BB) = (Log f)f03BB et donc

Ceci donne sur XIR - (f = 0}:

et comme d(f-m-u03C9j- (df/f) A 03B1j) = 0 sur XI, - {f= 0} on aura

En reprenant les notations du cas k = h = 1 si 03B3 ~ Hp(XR(s0), C)
vérifie fWh = 1 on aura, puisque f-m-u03C9j- (df/f) A aj est d fermée sur
XR-{f=0}:
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car r A df = 0, et donc, puisque d0393 = 0

ce qui est absurde
Ceci achève la preuve du théorème.

REMARQUE: la démonstration montre en fait qu’il existe un pôle en
03BB = - m - u - 1 pour le prolongement méromorphe de XRf03BBdf039B03C9k A D,
d’ordre au moins égal à k - h + 1.

Pour conclure cet article, montrons que le phénomène de "contribu-
tion sur-effective" pour la valeur propre 1 que l’on a mis en évidence

dans le cas complexe dans [2], n’apparaît pas dans le cas réel (au moins
avec l’hypothèse du théorème).

Rappelons que dans le cas complexe le phénomène de contribution
sureffective se traduit de la manière suivante: pour la valeur propre 1, un
bloc de Jordan de taille (k, k) en degré strictement positif fait effective-
ment apparaître un pôle d’ordre au moins k + 1 aux points de la forme
- v avec v E N assez grand. Ceci n’est pas (toujours) vrai dans le réel
comme on peut le constater sur l’exemple

pour lequel l’espace H’(X(so), C) est de dimension 1 (avec monodromie
égale à l’identité) et la restriction H1(X(s0), C) ~ H1(XR(s0), C) est un
isomorphisme (donc la condition du théorème est vérifiée!) bien que le
prolongement méromorphe de XRf03BB~ ne présente que des pôles simples
aux entiers strictement négatifs.
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(*) Rappelons que pour 1  j  h - 1 on a supposé que 03C9j~ i[Hp(XR(s0), C)]~ et donc
la nullité de 03B303C9j Vy E Hp(XR(s0), C)!.



358

Appendice

Nous nous proposons de montrer dans cet appendice comment des
résultats, aujourd’hui classiques, de Lojasiewicz, Herrera et Poly sur les
ensembles semi-analytiques permettent d’obtenir le renforcement suivant
du théorème prouvé plus haut:

THÉORÈME RENFORCÉ: Soit f : (Rn+1, 0) ~ (R, 0) un germe de fonction
analytique réelle (non constante) et soit f : X - D un représentant de
Milnor de son complexifié (X est donc un voisinage ouvert de 0 dans
Cn+1 et D un disque de centre 0 dans C). Prenons comme point de base
dans D* = D - {0} un point so de D* n R +. Notons par X(so) la fibre
de Milnor (complexe) de f et par XR(s0)=X(s0)~Rn+1. Soit A une
composante connexe de f-1(R+*) et notons XAR(s0)=XR(s0)~A. Soit
jA: XAR(s0)  X(s0) l’inclusion naturelle, et supposons que la mono-

dromie T agissant sur H*(X(s0), C) admette, en degré strictement posi-
tif, un bloc de Jordan e1(s0),..., ek(s0) relatif à la valeur propre e - 2i,,
Supposons en outre que eh(s0) ne soit pas orthogonal (pour l’accouple-
ment homologie/ cohomologie) à jA(H*(XAR(s0), C)). Alors le prolonge-
ment méromorphe de la distribution sur XIR définie pour Re(z) &#x3E; 0 par

de degré n + 1, admet un pôle d’ordre  k - h + 1 en - u - m pour
m ~ N assez grand.

La démonstration du théorème renforcé étant calquée sur celle du
théorème, nous allons seulement commenter les points qui demandent à
être éclaircis.

D’abord le prolongement méromorphe de fAfz~.
Pour Re(z) &#x3E; 0 et ç OE C~c(X) l’intégrale est bien définie et dépend

holomorphiquement de z. Le prolongement méromorphe à C tout entier
s’obtient par exemple en utilisant le polynôme de Bernstein-Sato de f.

Le second point réside dans l’utilisation de la formule de Stokes dans
le lemme 1. Comme le bord de A est contenu dans (f = 01, pour
Re(z)  0 le terme de bord sera nul, d’où la conclusion désirée par
prolongement analytique. Pour l’utilisation du théorème de Stokes dans
le cadre semi-analytique on pourra consulter [B.H.].

Ensuite, pour montrer que A est contractible, on utilise d’abord le fait
que le bord de A l’est, grâce au théorème de triangulation de Lojasiewicz
(voir [L]), puis le résultat de Milnor ([M] lemme 5.9 p. 52) qui permet de
montrer que l’identité de A est homotope à une application continue
dont l’image est contenue dans un voisinage arbitraire donné de aA (ce
raisonnement est déjà utilisé dans l’appendice de [2]).
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On utilise enfin le résultat de Poly [P] qui montre que le complexe de
De Rham des courants de supports contenus dans A a pour cohomologie
l’homologie de Borel-Moore de A, pour conclure comme dans le cas où
A = XR. En effet la fibration

est triviale, puisque f : f-1(D~R+*)~D~R+* est une fibration triv-
iale (différentiablement) et puisque A est une composante connexe de
f-1(D~R+*).

On remarquera que l’ouvert {f ~ 01 de XIR n’a qu’un nombre fini de
composantes connexes (*) et qu’une composante connexe B de {f0}
donne également naissance à une distribution dépendant méromor-
phiquement de z en posant

On peut évidemment appliquer le théorème renforcé à une telle

distribution, quitte à changer f en -f.
On remarquera enfin que même quand la fonction f est positive, le

théorème renforcé peut apporter plus de précision que le théorème

précédent, pour peu que l’ouvert {f ~ 0} ne soit pas connexe!
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(*) On peut, par exemple, trianguler XR de manière que {f = 0} soit un sous-complexe.


