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SUR LA RAMIFICATION DES EXTENSIONS DE LIE

Francois Laubie

Abstract

Soit K un corps local de caractéristique résiduelle p > 0; une extension galoisienne infinie
de K dont I’extension résiduelle est finie et dont le groupe de Galois est un groupe de Lie
p-adique s’appelle une extension de Lie. Les extensions de Lie ont été étudiées par S. Sen [6]
dans le cas ol car(K) = 0 et par J.-P. Wintenberger [8] dans le cas ou car(K) = p.

Soit G le groupe de Galois d’une extension galoisienne, éventuellement infinie, d’un
corps local; la suite des groupes de ramification en numérotation supérieure qu’on note
habituellement (G*), . _; sera notée ici (G(x)), _;, comme dans [6]. On dit que deux
extensions galoisiennes de corps locaux de groupes de Galois respectifs G et G’ sont
identiquement ramifiées s’il existe un isomorphisme f de G sur G’ tel que f(G(x))=G'(x)
pour tout réel x > 0; un tel f s’appelle un isomorphisme de ramification.

Soit p un nombre premier; dorénavant, tous les corps locaux que ’on considére sont de
caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p.

Soit K un corps local d’indice de ramification absolu e. On sait [2] que toute extension
galoisienne finie totalement ramifiée de K est identiquement ramifiée 4 une extension
galoisienne d’une extension finie d’indice de ramification e sur Q,,.

L’objet de cet article est de généraliser ce résultat aux extensions de Lie dont le groupe
de Galois est un pro-p-groupe (voir le théoréme 1 du §4). Les trois premiers § établissent
des résultats intermédiaires nécessaires a la démonstration qui est achevée au §4.

Je remercie J.-P. Serre pour son aide et ses conseils pendant la préparation de ce travail.

§1 Stabilisation de la ramification dans les extensions de lie

Si G est un groupe et m un entier > 1, la notation G™ est réservée a
’ensemble des puissances m*™ des éléments de G.
Soit K un corps local d’indice de ramification absolu e et soit L une
extension de Lie totalement ramifiée de K de groupe de Galois G.
Considérons d’abord le cas ou I’extension L/K est abélienne; alors G
est un produit direct fini de groupes isomorphes a Z, et d’un groupe fini.

PROPOSITION 1: Supposons que [’extension de Lie L/K soit abélienne;
alors G(x)? = G(x + e) pour tout réel x >e/p — 1.

DEMONSTRATION: 11 s’agit d’un résultat bien connu de la théorie du corps
de classe local lorsque G est fini et lorsque le corps résiduel de K est

1]
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quasi-fini (voir par exemple [4]); cela reste vrai lorsque le corps résiduel
de K est quelconque ([2], th. 1). Enfin, si G est infini, soit x >e/p —1 et
soit y > x + e; G(p) est un sous-groupe d’indice fini de G (cf. [4] ou [6]);
d’aprés le théoréme de Herbrand ([7), ch. IV, §3), on a donc
[G(x)/G(y)]” =G(x+e)/G(y); donc, pour tout y>x+e, G(x+e)
= G(x)?G(y); mais G(x)” est un sous-groupe fermé de G et
(G(»)), > x+ st un systéme fondamental de voisinages ouverts de 1; il
s’ensuit que G(x + e) = G(x)”. O

Passons maintenant au cas général o L/K est une extensions de Lie
totalement ramifiée dont le groupe de Galois G n’est pas nécessairement
abélien. Les propriétés suivantes sont conservées:

— Pour tout réel x>0, G(x) est un sous-groupe ouvert de G ([6],
lemme 4.4); autrement dit: L/K est une extension arithmétique-
ment profinie (en abrégé APF) dans la terminologie de Fontaine [1];
en particulier, '’ensemble des sauts de ramification supérieurs de
L/K est discret dans R;

— Il existe un réel x, tel que G(x)? = G(x + e) dés que x > x, ([6],
prop. 4.5); on ignore, malheureusement, s’il est possible de choisir
un tel x, ne dépendant que de e et du groupe “abstrait” G.

Ces résultats permettent de décrire avec précision la filtration de
ramification d’un sous-groupe ouvert de G. On peut résumer la proposi-
tion suivante en disant que la ramification de L/K “se stabilise”; ce
phénoméne fut découvert par Tate [8] et étudié¢ par Wyman [10] pour les
Z -extensions.

PROPOSITION 2: i existe un réel x, vérifiant les conditions suivantes:

(i) Pour tout x > x, et tout € > 0 assez petit, I’élévation a la puissance
p induit un isomorphisme de G(x)/G(x + €) sur G(x +e)/G(x +
e+e);

(ii) Pour tout x > x,, G(x)= {0 € G(x;)|6? € G(x +e)};

(iii) Si u désigne la fonction d’ordre de la filtration (G(x)), . o, i.e. Si
u(o)> x e o € G(x), alors pour tout o € G(x,), u(e?)=u(o)+
e;

(iv) Si, parmi les sauts de ramification supérieurs u; <u, < ... <u, <

. de L/K, ug, u, q,...,u,,,_, désignent ceux qui sont dans

Dintervalle [x,, x, + e[, alors pour tout entier k >0, ona u,, , =
u,,,+meavecre{0,1,...,t—1} et k=mt +r.

DEMONSTRATION: Soit x > x, de sorte que G(x)? = G(x + e); I'éléva-
tion 4 la puissance p induit une surjection de G(x)/G(x+¢€) sur
G(x+e)/G(x + e+ €) pour tout €> 0; en particulier si v > x,+ e est
un saut de ramification alors v — e en est aussi un; on en déduit qu’en
notant vy, v,,...,0, les sauts de ramification qui sont dans l'intervalle
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[xg, xo + e[, tout saut de ramification v > x, s’écrit v=rv,+ me avec
re{l,2,...,t} et meN. _

Soit €>0 tel que e<min{v,—v,,...,0,—v,_;, v; +e—uv,}; alors
€ <|v—v'| quels que soient les sauts de ramification v et v’ > x,. Pour
X = X,, les quotients G(x)/G(x + €) étant des groupes abéliens finis, il
existe un réel x, > x, tel que, pour tout x > x,, 'élévation a la puissance
p induise un isomorphisme de G(x)/G(x +¢€) sur G(x +¢e)/G(x + e+
€); les autres assertions de la proposition 2 sont alors faciles a vérifier. O

REMARQUE: 11 serait intéressant de savoir si 'on peut choisir pour x; une
constante ne dépendant que de e et de G.

§2 Filtrations de lie et filtrations de ramification

On conserve les notations du § précédent et on rappelle que la notation
G™ (m entier >1) est réservé 4 I’ensemble des puissances m®™ des
éléments de G.

On appelle filtration de Lie de G une filtration (G,),, . ; vérifiant les
axiomes suivants:

(L 1) les G, forment une suite décroissante de sous-groupes ouverts de
G, distingués dans G, et tels que N, .G, = {1};

(L2) pourtout n>1, G,={c6€G,|6”€G,.,};

(L 3) pour tout n>2, G,,., =G?’;

(L4 sioceG,, 1€G, alors o6 a7 ' €G,, ,;

(en particulier les quotients G,/G,, sont abéliens).

Un groupe de Lie p-adique G posséde toujours une filtration de Lie
(G)ns1» G, est alors un pro-p-groupe, il est dit p-saturé dans la
terminologie de Lazard ([3], ch. III, §3) et pour tout n>2, on a
(G,:G,,,)=p" ou d est la dimension de G en tant que groupe analy-
tique sur @, ([3], Loc. cit.).

Si (G,),>; est une filtration de Lie de G, S. Sen a montré [6]
’existence d’une constante ¢ telle que, pour tout n > 1, on ait G(ne + ¢)
C G, C G(ne — c); c’était une conjecture de J.-P. Serre. On ignore s’il est
possible de choisir un tel ¢ ne dépendant que de p, de e et de la filtration
(G,), »1- Par contre il est possible de choisir de cette fagon une constante
¢’ telle que G(ne+c¢’)C G, pour tout n>1 et cela, pour des filtrations
(G,), >1 plus générales que les filtrations de Lie.

DEFINITION: On appelle pseudo-filtration de Lie de G, une filtration
(G,), > vérifiant les axiomes (L 1), (L 2), (L 3) et 'axiome (L’4) suivant:

(L’4) il existe un entier » tel que, pour tout n>w», le quotient
G,/G,,_, est abélien.

LEMME 1: Soit H un p-sous-groupe ouvert de G (i.e.: un sous-groupe ouvert
qui est un pro-p-groupe). Pour tout k € N, soit H, le sous-groupe de G
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engendré par les (p*)*™ puissances des éléments de H. 1l existe un entier
N=N(H) tel que (Hy ), soit une pseudo-filtration de Lie.

DEMONSTRATION: Soit (G, ), ., une filtration de Lie de G. Comme les H,
forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de 1 ([3], ch. III,
§3), on a H, C G, pour tout k assez grand. La conclusion du lemme
demeure inchangée si ’'on remplace H, par H, , pour tout n>0; on
peut donc supposer que H, C G,. Il existe alors un entier v > 1 tel que
G,,,CH,c G, pour tout n>1([3], loc. cit.). On a alors G,,C H,,,_, C
H,c G, pour tout n > ». Le quotient G,/G,,, étant abélien, H,,_, est un
sous-groupe distingué de H, et H,/H,,_, est abélien.

Pour tout n>», H,/G,, est abélien; I’élévation a la puissance p est
donc un homomorphisme surjectif de groupes de H, sur H, . ,/G,, ., et
on a: H, =H!G,,.,=H} car G,,,,=G{,C Hf, pour n>». On en
déduit que pour tout k>0, H,, , = H} est distingué dans H,.

Pour tout n>v», G,/H, est abélien et G,,, = G7; par suite I’élévation
ala puissance p induit un homomorphisme de groupes surjectif de
G,/H, sur G, ,/H,,;; mais G,/H, étant fini, il existe un entier N > »
tel que, pour tout n > N, ces surjections deviennent des isomorphismes;
on a, en particulier H,={o€G,|6”€H, ). Plus précisément, si
6E€ G, avec 6’ €H, alors o € G, et, d’apres ce qui précede, o € H,;
donc H,={o€G,|6”€H,,,} pour n>N.

Par suite ’entier N satisfait a la conclusion du lemme. O
REMARQUES:
1. Les pseudo-filtrations de Lie de G sont toutes fournies par le lemme
1.
2. Pour tout réel x assez grand, (G(x + ne)),, ., est une pseudo-filtra-
tion de Lie.

3. Soit E un corps local d’indice de ramification absolu e et soit F
une extension galoisienne infinie de E de groupe de Galois ¢. Pour
que F/E soit une extension de Lie, il faut et il suffit qu 1l existe un
réel x > 0 vérifiant: 9(x) est ouvert dans ¥, ?(x)" =%(x+ 2e)
et 9(x)/%(x + 2e) est abélien; de plus, si p > 2, ces deux derniéres
conditions se simplifient en: Z(x)? =¥ (x +e) et 9(x)/Y(x +e)
est abélien. Cela résulte immédiatement des critéres d’analyticité de
Lazard ([3], loc. cit.).

LEMME 2: Soient I et J deux p-sous-groupes ouverts de G tels que
IcJ. Pour toute partie A de G, on note A, le sous-groupe de G
engendré par les (p")*™ puissances des éléments de A. Il existe un
entier N = N(1I, J) verifiant les propriétés suivantes:

— pour tout sous-groupe H de J, contenant Iy, (H,),., est une
pseudo-filtration de Lie de G,

— pour tout entier m >0 et pour tout sous-groupe H' de G tel que
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Iy, ©H GJn,» il existe un sous-groupe H de G tel que IyC H &
Jyet H = HF"

- DEMONSTRATION: Soit (G,), -, une filtration de Lie de G. Comme dans
la démonstration du lemme 1, on peut supposer qu’il existe un entier n,
tel que, pour tout n > ng, on ait: G,,C I, CJ, C G,. Quitte a translater
leur numérotations, on peut aussi supposer que (I,), et (J,),., sont
des pseudo-filtrations de Lie.

Soit n, > n, un entier tel que, pour tout n>n,, I'élévation a la
puissance p induise un isomorphisme de groupes abéliens de J,_,/I,_;
sur J, /1. Soient n et n’ deux entiers tels que n’ > n > n; et soit H' un
sous-groupe de J,. contenant I,; appellons H le sous-groupe de J,
contenant I, tel que H /I, soit 'image réciproque de H'/I,, par I'éléva-
tion a la puissance p" ~"; on a: H' = H?" "I, = HP" ~"[F" "= HP""" =
H,. _,. On en déduit que I'application H — H,._, est une bijection de
I’ensemble des sous-groupes de J, contenant I, sur I'ensemble des
sous-groupes de J,. contenant I,.. Or, d’aprés le lemme 1, il existe un
entier ny > n, tel que (H,, . ;)x 1 soit une pseudo-filtration de Lie de G.
Dans ces conditions, il est clair que ’entier N = max n,, H parcourant
Pensemble fini des sous-groupes de J, contenant I, , vérifie les conclu-
sions de I’énoncé. O

Précisons maintenant les rapports existant entre les pseudo-filtrations
de Lie et les filtrations de ramification.

Pour tout sous-groupe ouvert H de G, on note vy, = inf{v > 0|Ve > 0,
G(v+e)C H}. Si H+# G, vy est le réel vérifiant G(v, +¢€)C H pour
tout €>0 mais G(vy)Z H; en outre, si H est distingué dans G, le
théoréme de Herbrand ([7], ch. IV, §3) montre que v, est le plus grand
saut de ramification de I'extension de K de groupe de Galois G/H.

Soit (H,,), ., une pseudo-filtration de Lie de G. Il existe un entier §
tel que, pour tout n > 8, H,/H,_ ,, ; soit un groupe abélien, d désignant
la dimension de G. Dans ces conditions, S. Sen a montré ([6], §3)
Pexistence d’un entier n,, tel que, pour tout n > ny, onait v,  =vy +e.
Un calcul simple, fondé sur la démonstration de Sen, montre qu’on peut
choisir ny; =(2+d)(1 +d+[log,(e(G: Hy))]) ou log, désigne le loga-
rithme en base p. Cette valeur ne dépend pas de la ramification de L/K.

En combinant ce résultat avec le lemme 2, on obtient immédiatement
la:

PROPOSITION 3: Soient G un groupe de Lie p-adique et e un entier > 1.
Pour tout couple (1, J) de p-sous-groupes ouverts de G tels que I C J, il
existe un entier v(I, J) vérifiant la propriété suivante: pour tout corps
local K d’indice de ramification absolu e, pour toute extension de Lie L de
K de groupe de Galois G, pour tous entiers n’ > n>v(I, J) et pour tout
sous-groupe H' de G tel que 1" C H' G J"", il existe un sous-groupe H de
G tel que H = H”" ", I""C HG J" et vy, = vy, + (n' — n)e.
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§3 Extensions de lie identiquement ramifiées

Soient K et K’ deux corps locaux de méme caractéristique résiduelle p et
de méme indice de ramification absolue e. Comme dans les § précédents, .
L désigne une extension de Lie de K de groupe de Galois G. Soit L’ une
extension galoisienne de K’ de groupe de Galois G’ isomorphe 4 G.

On rappelle qu’un isomorphisme de ramification est un isomorphisme
de groupes de Galois qui respecte les filtrations de ramification.

LEMME 3: Supposons que L/K est totalement ramifiée. Alors il existe un
sous-groupe ouvert G, de G tel que tous les sous-groupes ouverts H de G,
distingueés dans G vérifient la propriété (T R) suivante:

(T R): s’il existe un isomorphisme de groupes f de G sur G’ induisant un
isomorphisme de ramification de G/H sur G’/f(H), alors L'/K' est
totalement ramifiée.

DEMONSTRATION: Comme G = lim G/H, H parcourant ’ensemble des

sous-groupes ouverts distingués de G, il existe un sous-groupe ouvert
distingué G, de G tel que, pour tout sous-groupe ouvert H de G,
distingué dans G, le nombre minimal de générateurs de G/H soit égal au
nombre minimal de générateurs topologiques de G. Montrons qu’un tel
sous-groupe H satisfait a la condition (7 R). Soit f un isomorphisme de
groupes de G sur G’; on note H'=f(H) et f;, , lisomorphisme de
G/H sur G’'/H’ induit par f. Supposons que f; ,,; soit un isomorphisme
de ramification. Soit I’ le sous-groupe d’inertie de G’; on note M’ (resp.
L) le sous-corps des invariants de L’ sous ’action de H’ (resp. de I).
Comme M’/K’ est totalement ramifiée, M’ et L; sont des extensions
linéairement disjointes sur K’; il s’ensuit que G'/H' NI'=G’'/H' X
G’/I’; pour que les nombres de générateurs topologiques minimaux de
G’ et G'/H’ coincident, il faut donc que I' = G'. O

On se donne maintenant un isomorphisme de groupes f de G sur G'.
Pour tout sous-groupe H de G, on note H' = f(H), f, la restriction de f
a H et, si H est distingué dans G, f;,, lisomorphisme de G/H sur
G’ /H’ induit par f.

Si H est un sous-groupe de ramification de G, il est facile de montrer,
4 P'aide du théoréme de Herband ([7), ch. IV, §3) que, pour que f soit un
isomorphisme de ramification, il faut et il suffit que f,; et f; 5 en soient
aussi.

LEMME 4: Soit H= G(v) un groupe de ramification supérieur (i.e. v > 0)
de L/K. On suppose que H vérifie la propriété (T R) du lemme 3 et qu’il
existe u €10, v tel que H C G(u)”. Alors, si fg ;1 est un isomorphisme de
ramification, on a f(G(x))= G'(x) pour tout x < u.

DEMONSTRATION: Comme f;; ,; est un isomorphisme de ramification, le
théoréme de Herband déja cité nous dit que, pour tout x, f(HG(x))=
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H'G’(x); en particulier, pour x <v, on a f(G(x))= H'G’(x); il s’ensuit
que H' = f(H)C f(G(u)") = [H'G'(u)]".

Montrons que H’C G’(u). Soit v, la borne supérieure des réels
x> —1 tels que H' C G'(x); comme H' C G'(v,), il suffit de voir que
vy = u. Puisque H vérifie la propriété (T R), on a v, > 0. En fait v, > 0;
en effet: soit w (resp. w’) le plus petit saut de ramification >0 de L/K
(resp. de L’'/K’); G'(w’) est le p-sous-groupe maximal de G’, donc
f 1(G'(w")) est le p-sous-groupe maximal de G et f~1(G'(w'))= G(w);
par suite comme H C G(w), on a H' C G'(w’). Supposons que v, €10, ul;
on a alors:

H' c[HG(u)]” c [H'G (v)]” = G(v)";

comme la ramification de G'(v,) est totalement sauvage, il existe v, > v,
tel que G'(vy)? € G'(v,), C’est-a-dire tel que H' C G'(v;) ce qui contredit
I’hypothése de maximalité faite sur v,.

On a donc H' C G'(u) et, pour x < u, les égalités f(G(x))= H'G'(x)
deviennent f(G(x))= G'(x). O

On rappelle qu’au §2, on a posé v, =inf{v>0|Ve> 0, G(v+e€)C H}
pour tout sous-groupe ouvert H de G. On définit de méme v}, pour tout
sous-groupe ouvert H’ de G’'.

LEMME 5: Soit ry<r, <...<r,<... une suite de réels >0 et soit
G=H,2H,# ... 2H,2 ... une suite de sous-groupes ouverts de G telle
que N, . oH, = {1}. On suppose que pour tout sous-groupe H de G tel que
H,2HDH,, ,, onavy=r, Alorspourtoutn>0, H,=G(r,) et les H,
sont tous les sous-groupes de ramification de G.

DEMONSTRATION: Soit n>1; on a vy =r,_; donc pour tout €>0,
G(r,_y+€)C H,; mais pour e assez petit G(r,)C G(r,_, +¢€) donc
G(r,)c H,. Montrons que H, ,,G(r,)= H,. Comme G(r,)C H,,G(r,),
on a vy G, <, mais on a aussi H,,,CcH, G(r,)CH, donc
H, ,G(r,)=H, On en déduit que G(r,)=H,; en effet: pour tous
n>mz»1l,ona H,=H,, ,G(r,)=H,, ,G(r,)=...HG(r,); or G(r,)
est fermé et les H, constituent un systéme fondamental de voisinages
ouverts de 1; il s’ensuit que H, =N, ,H,G(r,)=G(r,), pour tout
m > 1 et comme 'unique saut de ramification de I’extension de groupe de
Galois G/G(r,) est ry, on a aussi G = G(ry). Enfin, soient u, <u,_,
deux sauts de ramification consécutifs de L/K; il existe un entier k tel
que G(r, 1) © G(u,,1) G G(r) donc u, = vg(,, )= ri- o
En combinant les résultats des §1, 2 et 3, on obtient la:

PROPOSITION 4: Soit K un corps local d’indice de ramification absolu e et
soit L/K une extension de Lie totalement ramifiée de groupe de Galois G.
1l existe un réel x, vérifiant la propriété suivante:

pour tout corps local K' d’indice de ramification absolu e pour toute
extension galoisienne L’ de K' de groupe de Galois G’ isomorphe a G, tout
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isomorphisme de groupes f de G sur G’ qui induit un isomorphisme de
ramification de G/G(x,) sur G’ /f(G(x,)) est un isomorphisme de ramifi-
cation.

DEMONSTRATION: On suppose que ’extension de Lie L/K est totalement
ramifiée. Soit x; le réel de la proposition 2; quitte & augmenter x, on
peut supposer que le sous-groupe G(x,) satisfait a la condition (7 R) du
lemme 3.

Soit u; <u,<...<u,<... la suite des sauts de ramification
supérieurs de L/K. On note u,, u,, q,...,u4,,,_; les sauts de ramifica-
tion de L/K qui sont dans lintervalle [x,, x; + e[. Pour tout n>1,
posons H,= G(u,). Enfin, avec les notations de la proposition 3, on
pose:

v= max »(H,,, ., H,,) e x,=u+e(v+2).

O<sr<t—1

Montrons que x, satisfait 4 la conclusion de notre proposition 4.

Soit K’ un corps local d’indice de ramification absolu e et soit L’ une
extension galoisienne de K’ de groupe de Galois G’ isomorphe 4 G. On
se donne un isomorphisme de groupes f de G sur G’ induisant un
isomorphisme de ramification de G/G(x,) sur G'/f(G(x,)). D’apres le
lemme 4, on a f(G(x))= G'(x) pour tout x <x,—e et il s’agit de
montrer que f(G(x))= G'(x) pour tout x.

Pour tout n> 1, posons H, =f(G(u,)) et montrons que la filtration
(H}), -, de G’ associée a la suite de réels (u,,), ., vérifie les hypothéses
du lemme 5.

11 est clair que pour n > 1, H, est un sous-groupe ouvert G’, que pour
n>s,ona H, ,=H?etqueN,  H,={1}. Soit H' un sous-groupe de
G’ tel que H,,,C H'CH,. Si n<s+t(v+1) alors, d’aprés la proposi-
tion2, u,<u +e(r+1)=x,—eetona G(u,.;)C H, g G'(u,) donc
Uy =u, Si n>s=tv alors on écrit n—s—tv=r+mt avec m>0 et
0 <r<tet, daprés la proposition 2, on a u, =u,,,,, +me. D’aprés la
proposition 3, il existe alors un sous-groupe H” de G’ tel que: H, ., .,
CH'GH,,.,, H= H"?" et v, = vy, + me; mais s+ tv+r<s+t(v
+1) donc vy =u,,,,,, et vy =n.

D’apres le lemme 5, pour toutn > 1, ona H, = G'(u,) donc f(H,) = H,
et comme les H), sont tous les sous-groupes de ramification de G’, pour tout
x>0, 0naf(G(x))=G'(x). O

§4 Problémes de plongement et conclusion de la preuve

On appelle p-extension de Lie d’un corps local de caractéristique résiduelle
p, une extension de Lie de ce corps local, dont le groupe de Galois est un
pro-p-groupe.

Le résultat principal de cet article est le suivant:
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THEOREME 1: Soit K un corps local d’indice de ramification absolu e.
Toute p-extension de Lie totalement ramifiée de K est identiquement
ramifiée a une p-extension de Lie d’une extension finie, d’indice de
ramification e, de Q ,.

DEMONSTRATION: Soit L une p-extension de Lie totalement ramifiée de
K. On note G son groupe de Galois, g le nombre minimal de générateurs
topologiques de G et F, le pro-p-libre a g générateurs.

Soit x, un réel vérifiant la propriété de la proposition 4; quitte a
augmenter x,, on peut supposer que le nombre minimal de générateurs
du groupe quotient G/G(x,) est égal a g. On note encore M le corps des
invariants de L sous I'action de G(x,).

On sait [2] qu’il existe une extension finie K’ de Q, d’indice de
ramification e et une extension galoisienne finie M’ de K’ identiquement
ramifiée a M /K.

D’aprés un résultat de Nguyen Quang Do ([5], corollaire 5 au théoréme
4), il existe une extension finie non ramifiée K" de K’ et une extension
galoisienne {! de K” de groupe de Galois F, qui contient I'extension
composée M” =K"”M’. Appelons ¢ la surjection naturelle de F, sur
Gal(M” /K").

Comme M’/K’ est totalement ramifiée, I'isomorphisme naturel de
Gal(M”/K") sur Gal(M’/K’) est un isomorphisme de ramification. Il
existe donc un homomorphisme surjectif f de G sur Gal(M” /K"') qui se
factorise en un isomorphisme de ramification f de Gal(M/K) sur
Gal(M” /K"). Comme F, est projectif, il existe ¢ € Hom(F,, G) tel que
foy=¢. Soit L"” le souscorps des invariants de £ sous l’action de
Ker ¢; par la théorie de Galois, ¢ définit un isomorphisme de G sur
Gal(L”/K") qui reléve f; d’aprés la proposition 4, c’est un isomor-
phisme de ramification. O

REMARQUES: 1. Le théoréme 1 repose sur trois bases: les résultats de Sen
concernant la ramification des extensions de Lie [6], le théoréme conjec-
turé par J.-P. Serre qui affirme que toute extension galoisienne finie
totalement ramifiée d’un corps local est identiquement ramifiée 4 une
extension d’un corps local a corps résiduel fini [2] et le théoréme de
plongement des p-extensions finies totalement ramifiées de Nguyen
Quang Do ([5], loc. cit.). La seule obstruction qui empéche de généraliser
le théoréme 1 a toutes les extensions de Lie totalement ramifiées est
Pabsence d’une généralisation du théoréme de Nguyen Quang Do a
toutes les extensions galoisiennes finies totalement ramifiées.

2. Dans un précédent article [2], nous démontrions que toute extension
abélienne totalement ramifiée d’un corps local K est identiquement
ramifiée 4 une extension d’un corps local & corps résiduel fini pourvu que
la caractéristique résiduelle de K soit > 2 et, quand celle-ci est égale a 2,
nous annoncions que le résultat restait vrai. Cela résulte de la généralisa-
tion suivante du théoréme 1.
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THEOREME 2. Soit K un corps local d’indice de ramification obsolu e et soit
L une extension de Lie totalement ramifiée de K de groupe de Galois G.
Supposons que G est produit-direct d’un pro-p-groupe et d’un groupe fini
d’ordre premier a p. Alors il existe une extension fini K’ de Q,, d’indice
de ramification e, et une extension de Lie de K' identiquement ramifiée a
L/K.

DEMONSTRATION: Par hypothéses, ’extension L/K est la composée de
deux extensions galoisiennes totalement ramifiées et linéairement
disjointes N/K et M/K avec V= Gal(N/K) isomorphe au p-sous-
groupe maximal de G et U= Gal(M/K) cyclique fini d’ordre m premier
a p.Ona U(0)= U, U(x)= {1} pour x > 0 et, pour tout x > 0, I'isomor-
phisme canonique de U X V sur G applique U(x) X V(x) sur G(x).
D’aprés le théoréme 1, il existe un corps local K’ dont I'indice de
ramification absolu est e est dont le corps résiduel est fini et une
extension de Lie N’ de K’ identiquement ramifiée 8 N/K. Quitte a
composer N’ /K’ avec une extension finie non ramifiée de K’, on peut
supposer que K’ contient une racine primitive m®™ de 'unité; alors, en
désignant par 7 une uniformsante de K’, ’extension M’ = K ’(”'\/77 ) de
K’ est cyclique, totalement et modérément ramifiée et linéairement
disjointe de N'/K’. Le groupe de Galois de M'N’/K’ s’identifie donc a
Gal(M’'/K’") X Gal(N’/K’) et si f, (resp. f,/) désigne un isomorphisme
de ramification de U sur Gal(M’/K’) (resp. de V sur Gal(N’/K")) il est
immédiat de vérifier que f,, X f,, est un isomorphisme de ramification de
G sur Gal(M’'N’/K"). O
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