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QUELQUES PROPRIETES ARITHMETIQUES DE CERTAINES
FORMES AUTOMORPHES SUR GL(2)

J-L. Waldspurger

Soit f une forme modulaire holomorphe parabolique de poids k pour le
groupe SL,(Z). Notons

()= % a, et
n=1

son développement en série de Fourier. Soit 6 un automorphisme du
corps C. Alors la fonction °f définie par

o0

f(2)= ¥ ola,) ¥

n=1

est encore une forme modulaire holomorphe parabolique de poids k£ pour
SL,(Z). On en déduit que si f est propre pour les opérateurs de Hecke, et
normalisée par a, = 1, le sous-corps Q(f) de C engendré par les a, est
une extension finie de Q.

Ces résultats, largement généralisés, qu’on démontre grace a I'isomor-
phisme d’Eichler-Shimura, sont a la base de la théorie arithmétique des
formes modulaires. Cette théorie se confond pour une large part avec
I'oeuvre de Shimura [Sh]. Le corps Q(f) est un des objets importants
attachés a f. Il joue un grand role dans la théorie des valeurs spéciales de
la fonction L attachée a f ([Sh], [D)).

Depuis I'introduction massive du langage adélique et des méthodes de
théorie des groupes dans la théorie des formes modulaires, divers auteurs
ont repris la théorie ci-dessus dans ce nouveau cadre. Citons Borel [B1]
pour I’étude de la correspondance d’Eichler-Shimura, et Harder pour
cells des questions de rationalité dans la théorie cohomologique des
groupes arithmétiques, et dans celle des valeurs spéciales de fonctions L
((H)).

Dans un premier paragraphe, on propose un exposé de la théorie
ci-dessus pour les représentations automorphes paraboliques de GL, sur
un corps de nombres, vérifiant certaines conditions aux places archimédi-
ennes. Les principaux résultats sont plus ou moins bien connus. Let
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122 J-L. Waldspurger [2]

méthodes employées sont sans originalité puisqu’elles remontent a
Shimura. Notre but est de fournir un exposé de référence pour des
travaux ultérieurs.

Un deuxiéme paragraphe est consacré a une étude analogue pour les
représentations d’'un groupe de quaternions. En se restreignant aux
représentations de caractére central trivial, la théorie est en tout point
analogue a celle concernant GL,.

Le troisiéme paragraphe est plus original. Soient 7 une représentation
comme ci-dessus, disons de PGL,, E P'espace de la représentation 7. On
peut définir le corps de rationalité Q(«) de la représentation «, qui est
un sous-corps de C et une extension finie de @. On définit un sous-
Q( = )-espace E°: ses éléments sont caractérisés (grosso modo) par le fait
que leur intégrale le long de tout sous-tore maximal de PGL, est, 4 un
facteur explicite prés, un élément de Q(=). Cet espace E° est stable par
la composante locale #, de = pour toute place finie v. En étudiant les
propriétés arithmétiques de l'intégrale d’'une forme automorphe le long
d’un tore, on montre que (grosso modo) E° engendre E sur C. On peut
considérer E° comme un sous-espace de formes “arithmétiques”. Un
résultat analogue a été obtenu par Shimura ([Sh2]).

L. Formes automorphes sur GL(2) et rationalite
I.1. Représentations des groupes et rationalite. Un Lemme

Notons % le groupe des automorphismes du corps C. Soient G un
groupe, E un espace vectoriel sur C, = une représentation de G dans E.
Pour ¢ € %, définissons une classe d’isomorphie de représentations °r de
G. Soient E’ un espace vectoriel sur C, et ¢’ un isomorphisme o-linéaire
de E sur E’ (on a t'(Ae)=0(A)t'(e) pour tous e€ E, A €C). Pour
g € G, on définit °w(g) € GL(E’) par la formule
m(g)=t'om(g)er .

Alors °7 est une représentation de G dans E’ dont la classe d’isomorphie
est indépendante du couple (¢/, E’). Soient

F(r)={o€S;m~7},
Q( ) le sous-corps des éléments de C fixés par & (7). On dit que Q(7)
est le corps de rationalité de la représentation . En général = n’est pas

réalisable sur Q(). On a toutefois le lemme ci-dessous.
Si H est un sous-groupe de G et x € Hom(H, C*), posons

*={e€E;VheH, n(h)e=x(h)e}.

Si x =1, on note simplement E# = E*'1,
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LEMME 1.1: Soient m une représentation irréductible de G dans E, H un
sous-groupe de G, x € Hom(H, Q(7)*), L un sous-corps de C contenant
Q(7). Supposons que dimcE™X=1. Alors il existe un sous-L-espace
vectoriel E° de E tel que

(i) E=E°®,C,

(i) E° est stable par m(g) pour tout g € G.
Get espace E° est unique a homothétie prés, et dim,(E#XN E%)=1.

DEMONSTRATION: Soient e € H”'X ¢ +#0, et E' le Q(7)-espace engendré
par les éléments w(g)e pour tout g€ G. Cet espace vérifie (i) et
engendre E sur C puisque  est irréductible. Supposons que ’application
naturelle E! ®qnC = E n’est par injective. On peut trouver des élé-
ments e, ..., e, de E', libres sur Q(7), et des AL, ..., A, €C, non tous
nuls, tels que

Z Ae =0. (A)

On peut supposer » minimal, A; =1, A, & Q(x). Il existe 6 € F(7) tel
que o(A,)#A,. Comme °7m ~ 7, il existe un isomorphisme o-linéaire
t: E— E tel que pour tout g€ G, m(g)=tonm(g)ot ' On voit alors
que t(e) € E™X, Quitte & multiplier # par un scalaire, on peut supposer
que t(e)=-e. Alors t(m(g)e)=m(g)e pour tout gE€ G, puis t(e’)=¢’
pour tout e’ € E'. En appliquant 7 a la relation (A4), on obtient

n

2 0(X;)e;=0.

i=1

D’ou
2 [0(}\1) _)‘i] e;=0.
i=2

Cette relation contredit la minimalité¢ de n. Donc E = E' ®¢,,,C. Posons
E°=E' ®q (L. Cet espace vérifie les propriétés voulues.

Soit E* un sous-espace vérifiant les mémes propriétés que E°. Soit
o €% tel que o|, = 1. Grace aux égalités (i) pour E® et E2, on définit
deux isomorphismes o-linéaires de E, °tg=1idgo®o0, o, =idp2®o0.
D’apreés (ii), ils commutent & 7. Donc (°ty) ™' ¢ °t, est un isomorphisme
(linéaire) de E commutant & . Grace 4 'hypothése dimc E#X=1, et a
lirréductibilité, = vérifie le lemme de Schur. Donc (°¢,) ™" © °t, est une
homothétie. Cela étant vrai pour tout o tel que o|, =1, on en déduit
facilement que E? est homothétique 2 E°. O
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1.2. Représentations de GL,(F) et rationalité, pour F un corps p-adique

Soient F un corps local non archimédien, ¢ son anneau des entiers, «
une uniformisante de F. On appelle caractére de F, ou F*, un homomor-
phisme continu de F, ou F* dans C*. Soient G=GL,(F), 7 une
représentation admissible irréductible de G dans un espace E, w son
caractére central. Si 0 €%, la représentation °r est encore admissible et
irréductible, de caractére central ¢ o w.

LemMEe 1.2.1: Soit L un sous-corps de C contenant Q(w). 1l existe un
sous-L-espace vectoriel E® de E tel que
(i) E=E°®,C,
(ii) E° est stable par w(g) pour tout g € G.
Cet espace E° est unique a homothétie pres.

Démonstration: Si dim¢ E =1, c’est évident. Sinon dim¢ E est infinie, la
théorie du nouveau vecteur nous,dit que pour un certain sous-groupe de
congruence H de GL,(¢), dim¢ E* = 1. On applique le lemme 1.1. a

La variante suivante est utile. Fixons sur G une mesure de Haar telle
que la mesure de tout sous-groupe ouvert compact appartienne a Q*. Soit
H Tespace des fonctions sur G, localement constantes, & support com-
pact. Muni du produit de convolution, 5# est une algébre (“de Hecke”).
Soit J#, le Q-espace des €léments de S a valeurs dans Q. Clest une
sous-Q-algébre. On peut identifier représentations admissibles de G et
représentations admissibles de J#, ou 5. En particulier, soient o6 €% et
(¢, E’) comme au (I.1). La représentation 7 de 5 est définie par la
formule

m(f)=tem(o o f)or'"!

pour toute f €.
Si K est un sous-groupe de G, on note X et G les sous-algebres
de fonctions biinvariantes par K.

LEMME 1.2.2: Soient L un sous-corps de C contenant Q( ), K un sousgroupe
ouvert compact de G. Il existe un sous-L-espace vectoriel E KO de EX tel
que
(i) EX=EX%g,C,
(ii) EXO est stable par w(f) pour toute f € #y'.
Cet espace EX° est unique a homothétie pres.

DEMONSTRATION: Soit E® vérifiant les conditions du Lemme 1.2.1. Par
intégration, on voit que (E°)¥ engendre EX sur C. Alors EX0=(E%)X
vérifie (i) et (ii). Par ailleurs EX est de dimension finie, et la représenta-
tion de g dans EX est irréductible. Elle vérifie donc le lemme de
Schur. L’unicité en résulte, ainsi qu’au lemme 1.1. O
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EXEMPLE: Soient p,, p, deux caractéres de F*, et o €%. Notons p;,
i=1, 2, les caractéres définis par

wi(x)=1x|"" %o (p, (x)|x]'?)

pour tout x € F*. Alors

—si m~a(py, pa), °m~ w(p, ph),

—si m~0(py, pa), °m ~ o(py, p3)
En effet si %(p;, p,) est le module induit des fonctions f:G — C,
localement constantes et telles que

(@ 2)s)=m@m@|4] " ra)

pour tous g € G, a, d € F*, b € F, 'application f+— ¢ o f est un isomor-
phisme o-linéaire de Z(u,, p,) sur Z(u}, p5). Let assertions en résultent.

LEMME 1.2.3: Soient p,, p, deux caractéres non ramifiés de F*. Si
a~ (i, By), Q(7) est le sous-corps de C engendré par (p(«w)+
pa(@))|ew|'/? et (o).

DEMONSTRATION: Cela résulte des assertions ci-dessus et du fait que si
Bi, m5, py, w4 sont quatre caractéres non ramifiés de F*, on a

4
1

m(py, wh)~m(py, uy) = (p, py)=(u7, p3) ou

(1, p2) = (13, 1Y),
e pi(w) tps(w)=pi(e)+p;(e), et
pips (@) =pips(«). ]

Soit ¥ un caractére de F, non trivial. Supposons provisoirement E de
dimension infinie. Soient %~ le mode¢le de Whittaker de # relatif a ¢, ¥
son modéle de Kirillov. Pour ¢ €%, soit °#", resp. °X", I'espace des
fonctions o ° f pour f€ #, resp. f€X . Le groupe G agit dans °#” par
translations a droite et dans °¢ via I'isomorphisme de restriction a la
diagonale *#"— °¢".

LEMME 1.2.4: Munis de ces actions, les espaces W, resp. °X", sont les
modéles de Whittaker, resp. de Kirillov, de la représentation °w relatifs au
caractere o ° .

C’est immeédiat. O
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PROPOSITION 1.2.5: Soient x un caractére de F*, et 6 €. On a les
egaliteés

L(°n®(0°x),1/2)=0(L(7®x,1/2)),
e(‘m®(0ox),1/2,00¢)=0(e(7®x,1/2,¢)).

DEMONSTRATION: Si 7 est cuspidale, °7 1’est aussi, les deux fonctions L
sont égales a 1. Si 7 n’est pas cuspidale, on calcule explicitement les
fonctions L grace aux formules de I'exemple ci-dessus. Pour les facteurs
g, on peut supposer, grace a [JL] p. 110, que E est de dimension infinie
(ou bien on traite a part le cas dim E = 1). Soit x le modéle de Kirillov
de = relatif a . Fixons sur F* une mesure de Haar telle que mes(+*) €
Q~. Pour e €X’, posons

Z(e, x)=L(n®x,1/2)"" [ e(x)x(x)dx,

quand cette intégrale converge. On sait que par prolongement analytique,
on peut définir Z(e, x) pour tout x, et on a I’équation fonctionnelle

Z(m(w)e, x o ) =¢e(r®x,1/2,¥)Z(e, x), (B)
pour
0 1
w=(_1 0)‘

Appliquons la méme théorie a la représentation °x, aux caractéres o o ¢
et oox, et alélément ooe de °x. On obtient

z("7(w)(oee), 00(x0) ) =e(*r®(0°X).1/2, 00 ¢)
XZ(ooe,o0%). (©)

D’apres le lemme 1.2.4, °m(w)(0 ¢ e) =0 o(7(w)e). Comme l'intégrale
Z(e, x) s’exprime facilement comme une somme finie, on voit que

Z(ooe,0°x)=0(Z(e, x))-

En combinant alors I’égalité (C) a I'égalité déduite de (B) par application
de o, on obtient 1’égalité de ’énoncé. O

1.3. Représentations aux places archimédiennes et rationalité

Soient h, a€Z tels que h>2, a=hmod?2, et e€{0,1}. On note
d=(h, a, €), r[d] la représentation de GL,(R) définie par
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r[d](g)=Sym"*(g)
® [(det g)l+(a—h)/2

pour tout g € GL,(R), et R[d] I'espace de cette représentation.

Soient k4, h,, a;, a, € Z tels que h,>2, a,=h, mod 2 pour i =1, 2.
On note d = (h;, h,, a;, a,), r[d] la représentation de GL,(C) définie
par

sgn(det g)e]

_ —hy,—2
r[d](g)=Sym" *(g)®Sym* (g)
®[(det g)1+(ﬂl‘h1)/2(d—e—t g)1+(ﬂz'hz)/2]

pour tout g € GL,(C), et R[d] I'’espace de cette représentation.

Soient F un corps de nombres, S;, resp. S,, I’ensemble des places
réelles, resp. complexes, de F, S=S,US,, S lensemble des plonge-
ments de F dans C. L’ensemble S est le quotient de S par la relation
d’équivalence identifiant deux plongements conjugués. On fixe une sec-
tion S — S. Pour toute place v de F, notons F, le complété de F en v,
G,= GL,(F,). Posons G, =11, sG,. Soit D le sous-ensemble de NS x
Z° x {0,1}*, formé des éléments d=((h,),c 5 (a,),e5 (&,),es,)s tels
que h,>2, a,=h, mod 2, pour tout v € S. Pour un tel d, notons r[d]
la représentation de G,

rld]= ® rld,]
veS
ou d,=(h,, a,, g,) si vE€S,, d,=(h,, hy, a,, a,) si vES,. On note
R[d] lespace de r[d], rg[d] la restriction de r[d] & Gp=GL,(F),
plongé naturellement dans G... Le groupe % agit par composition sur S.

I1 agit sur D par la formule suivante: pour d € D comme ci-dessus, et
cEeS,

od=((1,),es (a,)es (&) ves,)

ou h,=h,,,, a,=a,1,, pour tout v €S, & =¢, pour tout v € S;.
Pour d € D, notons ¥ (d)= {6 €%; od=d}, Q(d) le sous-corps des
éléments de C fixés par & (d).

ProposITION 1.3: Soit d € D.
(1) Pour tout o €, les représentations °ri[d] et ri[od] sont équiva-
lentes.
(i) Q(rpld]) = Q(d).
(iii) Soit L un sous-corps de C contenant Q(d). 1l existe un sous-L-
espace vectoriel R® de R[d] tel que
(a) R[d]=R"®,C,
(b) R° est stable par r[d](g) pour tout g € Gg.
Cet espace R est unique a homothétie pres.
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DEMONSTRATION: Pour tout entier n > 1, et tout v € S, notons encore v
le plongement naturel

v: GL,(F) - GL,(F,).
Notons Sym” ’homomorphisme évident
Sym": GL,(F) - GL,,(F).

Pensons 4 nos représentations comme a des représentations matricielles.
Pour d comme ci-dessus, on a alors, pour tout g € GL,(F),

reld](g)=| ® (veSym* %(g)®veodet(g)' " ""?)

vel

® [T sgn(vedet g)™.

VE S,

Appliquons o €% aux coefficients. Comme les signes appartiennent a
{£1} et sont donc invariants par ¢, on obtient

reld](g) = §§(0°v08ym"~“2(g)

®cov °det(g)1+(a”_h”)/2)

® [] sgn(vedet g)*.
VE S,

En écrivant od comme ci-dessus, on obtient

reld](g)=| ® (o°voSym""%(g)

vel

®cov odet(g)H(a"’""-h:"")/z)]

® ] sgn(veodet g).

vVES,
Une conjugaison indépendante de g permute les v. Donc °rp[d](g) est

conjuguée a

® (UOSymh'»-Z(g)@vodet(g)”‘“@""v’ﬁ)]

vel§

® [ sgn(veodet g)ez,

VE S,
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i.e. & rg[od](g). On obtient (i). Pour d,, d, € D, rg[d,] et rg[d,] sont
équivalentes si et seulement si d; = d,. Alors (ii) résulte de (i). Soient H
le sous-groupe diagonal de G et x son caractére

x((§ §))= TL(e(@)"o(ad)™™"72)- T sen(o(ad)) "

0 4 vel VES,

Posons R = R[d]. Il est clair que dimcR”X=1. On vérifie comme
cidessus que les valeurs de x sont invariantes par %(d), donc x €
Hom(H, Q(d)™). L’assertion (iii) résulte du lemme I.1. O

1.4. Rappels de £K cohomologie

On considére un groupe G égal a8 GL,(R) ou & GL,(C). On note ¢ son
algébre de Lie, K° le sous-groupe compact maximal O,(R) si G =
GL,(R), U,(C) si G=GL,(C), Z le centre de G, K= K°Z, £ I'algébre
de Lie de K.

Soit (p, U) in #K-module (p est la représentation, U I’espace).
Notons pour tout entier n >0

C"=C"(F, K, U)=Homy (A"(F/#),U),

ou K agit sur A"(#/#) via lapplication adjointe. Pour n & C”",
Xy, .-, X, €F, posons

n

dn(XoA ... AX) =Y (=D 'o(X)n(XoA ... AGA ... AX,)

i=

+ L (=D)"([X, x]AX
i,j0<i<j<gn
AAXACAKA AKX,
Cette expression ne dépend que des images des X; dans #/#, et définit
une cochaine dn € C**!, Alors (C"), , o muni de d, est un complexe. On
note H"(#, K, U) ses groupes de cohomologie.

Si G=GL,(R), soit d=(h, a, ¢) comme au (I.3). On note d’'=
(h,a,&¢)ou e¢=1-—g¢, a7=(h, —a, €). La représentation r[(f] est la
contragrédiente r[d]” de r[d]. Notons (7[d], E[d]) le S£K-module ad-
missible irréductible qui apparait comme sous-module du module induit
HB(pq, 1y), OU pq et p, sont les caractéres de R* définis par

pa(x) = x @271 x]V2 sgn(x)",

pa(x) = x (@724 x| 7172 sgn(x)”
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pour tout x € R*. Remarquons que le module quotient est précisément
(r[d), R[d]), et que w[d]~ =[d'].

Si G=GL,(C), soit d=(h,, h,, a;, a,) comme au (1.3). On note
d=(hy, hy, —a;, —a,), on a r[d]~ r[d]°. Notons (7[d], E[d]) le &
K-module admissible irréductible qui apparait comme sous-module du
module induit #(p,, p,), ol p, et u, sont les caractéres de C* définis
par

“](x) =x(@ +h,)/2—1)—€(a2+h2)/2—1(x)—c)1/2’

Hz(x) _ x(a,—h,)/2+1)—c(az—h2)/2+1(x)—c)—1/2

pour tout x € C*. Le module quotient est encore (r[d], R[d]).

Dans les deux cas, posons pour simplifier (r, R)= (r[d], R[d]). Soit
(7, E) un #ZK-module admissible irréductible Considérons le module
(p, U)=(7®r’, E®R"). Pour n>0, posons C"=C"(f#, K,U), H"
=H"(f, K, U).

PROPOSITION 1.4:
(1) Supposons G = GL,(R).
(i) Si 7 n’est isomorphe ni a r[d], ni a r[d’], ni a w[d), H" = {0}
pour tout n.
(ii) Si m~r[d], H°=C et H" = {0} pour n+ 0.
(iii) Si m~r[d’], H*=C et H" = {0} pour n # 2.
(iv) Si m~w[d], C'=H'=C et C"=H"= {0} pour n+1.
(2) Supposons G = GL,(C).
(i) Si 7 n’est isomorphe ni a r[d}, ni a w[d], H" = {0} pour tout n.
(i) Si m~r[d], H°=H*=C et H"= {0} pour n+0, 3.
(iii) Si m~w[d], C'=H'=C, C*=~H*=C, C"=H"={0} pour
n#+1l,2.
C’est bien connu. O

Donnons, dans les cas (1.iv) et (2.ii1), une construction d’un générateur
de C'. Posons (7, E)=(w[d], E[d)), soit (b, #) le FK-module induit
décrit avant la proposition. Il y a un sous-module invariant B, tel que si
b, est 'action b de #X K dans B,, (b;, B,) est isomorphe a (7, E). Il y
a un supplémentaire B, de B, invariant par K, tel que si p,: # — B, est
la projection de noyau B, et si #X K agit dans B, par l’action b,
définie par

by(k)=b(k), b,(X)=p,°b(X),

pour k€K, X€&¢, alors (b,, B,) est isomorphe a (r, R). Notons
p1: % — B, la projection de noyau B,. Définissons 7 €
Hom( ¢, Hom(B,, B,)) par

1(X)(x)=prob(X)(x)
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pour tous X€ ¢, x €B,. Comme B, est stable par K, n(X)=0 si
X € £. Faisons agir K sur g par l'action adjointe, et sur Hom(B,, B,) de
la fagon usuelle. Pour k€ K, X€ ¢, et x€B,, ona

n(Ad(k) - X)(x)=p,°b(Ad(k)- X)(x)
=p1ob(k)eb(X)ob(k™)(x).
Mais
prob(k)=by(k)opy, b(k™)(x)=by(k™")(x),
d’ol
1(Ad(k)-X)(x)=by(k)° pyeb(X)oby(k7")(x)
= by(k) o n(X)(b2(k) (),
= [k-n(X)](x).

En résumé n € Hom( ¢4, Hom(B,, B;)). De plus #0 sinon B,
serait stable par _#, ce qui n’est pas vrai. Identifions B,aE, B,aR, puis
Hom(R, E)AaE ® R’. Alors 7 s’identifie 4 un élément non nul de C'.

1.5. Formes automorphes et #K-cohomologie

Les hypothéses et notations introduites ici sont valables pour tout le reste
du chapitre.

Soient F un corps de nombres, A I’anneau de ses adéles, A / celui des
adeles finies, A* le groupe des idéles, et, pour toute place v de F, F, le
complété de F en v. On définit S, S, etc... comme au (I.3). Posons
s =|S|. Pour tout groupe algébrique H défini sur F, on note Hp= H(F),
Hp=H(A), H=H(A,), H,= H(F,) pour toute place v de F, H, =
[1,.sH,. Soient G=GL,, Z son centre, B le groupe des matrices
triangulaires supérieures. Pour toute place v € S, on définit ¢, = Lie(G,),
et des groupes K, K, comme au (L.4). On pose £, = &, 5.7 = Lie(G,,),
K2 =T1,csK?, K, =II,csK,. On note symboliquement s I'algébre
de Hecke de G, pour laquelle on adopte les mémes notations que pour un
groupe algébrique (Hf,, etc... ).

Donnons-nous un élément d€ D et un caractére continu w €
Hom(F*\ A%, C*). On note d=((h,),cs. (4,),5 (€,),cs,) et pour
v € S, on définit d, comme au (1.3). Notons w, les complétés locaux de
w. On suppose que pour toute place v €S, w, est égal au caractére
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central de r[d,], i.e.

w,(x)=x%, si veSs,

w,(x)=x%x%, si vES,,

pour tout x € F;*. L’existence d’'un tel w impose des conditions a d. On
peut voir que, pour d donné, il existe w comme ci-dessus si et seulement
si la condition suivante est vérifiée

- si §; #0, Papplication S—1Z, v~ a,, est constante;

- si §; =0, lapplication SX¥—>Z, (v,0)—~a,.,+a
stante.

Soient #/(w) l'espace des formes automorphes sur Gp\ G,, de
caracteére central w, % (w) le sous-espace des formes paraboliques.
L’algeébre %, agit sur &/(w) et &/(w) via les translations a droite. Soit
&1(w) lespace somme de &7;(w) et des sous-espaces irréductibles de
dimension 1 de &/(w). Notons Ay(w), resp. A;(w), 'ensemble des
sous-espaces irréductibles de &,(w), resp. #;(w). Grace au théoréme de
multiplicité 1, on peut considérer Ay(w) et 4;(w) comme des ensembles
de représentations. On note (7, E), ou 7, ou E, un élément de 4,(w) ou
A,(w), 7 étant une représentation et E son espace. Si m € 4;(w), il existe
pour toute place v de F une représentation admissible irréductible =, de
H,, telle que 7 soit isomorphe au produit tensoriel restreint ® ,.
Notons A,(w, d) 'ensemble des 7 € 4,(w) tels que pour toute place
v € S, resp. S,, 7, est isomorphe soit a r[d,], soit a r[d,], soit a 7[d,],
resp. soit a r[d, ), soita w[d,], cf. (1.3.4), et Ay(w, d)=A(w, d)NAy(w).
On a Ay(w, d)=A,(w, d) sauf si h,=2 pour tout v N S.

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G;, €(w, K) I'espace des
fonctions ¢: G\ Ga/K — C qui sont C* comme fonctions des com-
posantes aux places archimédiennes et qui vérifient ¢(zg)= w(z)p(g),
pour tous z € Z,, g€ Gy, €p(w, K) T'espace des fonctions sur Bp\
Ga/K vérifiant les mémes propriétés. Notons 5", ;% les sous-algeébres
des €léments bi-K-invariants de %, et ;. L’algebre HXK  agit sur
%(w,K) et €g(w, K) via les translations a droite. En particulier, ces
espaces sont des _#_-K_-modules. Posons, pour tout n >0

est con-

oD

H"= :,d,KzH"(joo’ Koo’ %(w’ K)®R[d]v)?
Hg:HI';,m,d,KzH"(/ooo Koo’ (gB(w’ K)®R[d]U)

L’injection naturelle ¢(w, K)— %(w, K) définit par fonctorialité une
application H" — Hj dont nous noterons H" le noyau.
Soit (m, E)€ A;(w). Ecrivons 7 ~ ®,m,, soient E, l’espace de la

représentation 7,, E;= ®,, ¢E, (produit restreint), EX et Ef les sous-
espaces des €léments de E ou E; fixés par K. On a EXc 4(w, K), dou
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une application
H'( s, K., EX®R[d]")>H".

Notons H"(E)= H_ ; x(E) son image. )
Lalgebre % agit dans les espaces H", Hy, H", H"(E), Ef".

THEOREME 1.5.1: (1) Il existe un ensemble & tel que

(i) fc 4)(w, d),

(i) si EEE&, on a Efksé {0}, et il existe un entier m>1 tel que les
A/ -modules H’(E) et m-Ef(=Ef® ... ®E[) soient iso-
morphes,

(iii) il y a une décomposition en somme directe de fo’K-modules

H'= @ H'(E).
Eeé&
2) SiE€ Ay(w, d) et EfK + {0}, alors E € & et I’entier m du (ii) est égal
al.

DEMONSTRATION: (a) Ici les propriétés de “rationalité” de w et r[d]
n’interviennent pas. Supposons démontré le théoréme pour le caractere
w|w| ™}, et la représentation r[d]® |w o det| /% On en déduit le théoréme
pour w et r[d], par un procédé de tensorisation. On suppose donc w
unitaire. Posons pour simplifier les notations (r, R)= (r[d], R[d]).

(b) Notons %,(w, K) l'espace des ¢ € ¥(w, K) tels que pour tout
i€EN, tous Xj, ..., X;EL,, | X;* ... * X, * ¢| est de carré intégrable sur
GrZa\ Ga. Pour tout n>0, soit Hj I'image de I'application naturelle

H(f,, K, (w0, K)®R") > H".

On sait qu’il existe un ensemble &, C 4,(w) tel que H(,, se décompose en
une somme directe de 9?}K-modules
H(sz)= @ Hs(E)-
E€é,

On peut supposer que si E€¢&,, H'(E)# {0}. On sait de plus que si
E € Ay(w), les modules H*(E) et H'(%,, Ko, EX®R") sont iso-
morphes ([B1]).

(¢) Soit (7, E) € A;(w), écrivons E = ® E, comme plus haut, posons
E,=®,.5E, Ona EX=Ef®E,, dou

H(fy, Ko EX® R")=EX®@ H'( 7, K, E,®R").
D’apreés la formule de Kiinneth, on a

H*(jw’ KOO’ E00®RU)= ® H*(jv’ KU’ EU®R[dU]U)

veS
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Grace a la proposition 1.4, ces formules montrent que si H°(E) # {0}, on
a E€Ay(w, d), Ef+ (0}, H'(E)=m-E} comme #;*-modules pour
un certain entier m, et méme H°( %, K., EX® R )=Ef si E€
Ag(w, d).

(d) On déduit de (b) et (c) que le théoréme est vrai si on remplace H*
par Hp,. Notons € (w, K) 'espace des ¢ € ¢(w, K) tels que |p| est &
support compact dans GpZ, \ G,, et pour tout n>0, H" I'image de
I’application naturelle

H'(fy K, 6.(0, K)®R") > H".

Notons %g(w, K) le quotient de ¥z(w, K) par le sous-espace des
éléments de €5(w, K) qui s’annulent dans un certain domaine de Siegel.
D’apres [L] Lemme 2.3, la suite naturelle

0->%(w, K)> (0w, K)—> Gj(w, K)—>0
est exacte. On en deduit que H* est le noyau de I’application
H - H(2,, K, €4(w, K)®R").

Comme I’application ¥(w, K)— €}(w, K) se factorise par ¢(w, K)—

%p(w, K), H* est inclus dans ce noyau. Donc H®c H°. De plus

%.(w, K)C % (w, K),dou H C H{,,. Alors H? est un sous-)f}’(-module

de Hp,), et il existe £Cé&, tel que Passertion (1) soit vraie. Pour

démontrer (2), il suffit de montrer que si £ € Ay(w), on a H'(E)C H".
(e) Soit ¥g(w, K) I'espace des ¢ € €»(w, K) tels que

Jratllo )sjee=o

pour tout g€ G,. Si E € Ay(w), lapplication EX —» @ (w, K)—
%p(w, K) se factorise par EX > €5 (w, K)— %z(w, K), donc I'applica-
tion

H(f2,, K, EX® R") - Hj

se factorise par H'( £, K, €5(w, K)® R"). La derniére assertion de
(d) résulte alors de la proposition ci-dessous. O

PROPOSITION 1.5.2: Pour tout n >0, H"( £, K, €5(w, K)® R[d]") =

{0}.
Pour F=Q, c’est le lemme 2.4 de [L]. Une démonstration analogue
marche dans le cas général. O

Soit (7, E)€ Ay(w, d). 1l est utile d’expliciter I'isomorphisme EfK =
H*(E) du (2) du théoréme 1.5.1. Fixons un isomorphisme i: ® E, > E,
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et pour toute place v €S, un élément non nul n,€ C*( %, K,, E,®
R[d,]") (cf. proposition 1.4). Soit n€ C°( 2., K, E., ® R[d]") I'élé-
ment déduit par tensorisation. Pour e € Ef, soit v, € C*( %, K, E®
R[d]") I'élément définit par

n.(X)=(i®id)(e®n(X)).

pout X € A°(£,./%.,) (le premier signe ® est relatif a la décomposition
(®,E,)®R[d]"’, le second & la décomposition (®,. E,)®[(®,csE,)®
R[d]’]. Ces espaces sont canoniquement isomorphes). Soit 7, €
C(f, K, €(w, K)® R[d]") I'image naturelle de 7/. Alors 7, définit
un élément 7, € H’, et 'application e — 7, est I'isomorphisme cherché.

1.6. £K cohomologie, et cohomologie des groupes discrets

Notons PG = PGL,, p: G — PG la projection naturelle. Pour toute place
v de F notons pr, la projection évidente de G, sur G, ou de PG, sur
PG,. On définit de méme pr; et pr,,.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G,. L’ensemble

I=I(K)=Gp\Ga/(G, XK)Zy

est fini (bien sir G, X K= { g € Ga; pr;,g € K, pr,g € G, }). Fixons un
systéme de représentants (x;), <, avec x; € G,. Pour tout i/ € I, posons
[/ = GpN (G X x,Kx; ) Za, T} = pr(IY), I, = p(I}") € PG,

1

LemMME 1.6.1: Si K est assez petit, T, est sans torsion pour tout i € I.

DEMONSTRATION: On montre facilement que, pour tout i € 7, il existe un
sous-groupe de congruence I; C I, d’indice fini et sans torsion. Il existe
un sous-groupe K, ouvert compact de K, d’indice fini, tel que

Popro(GrN (G X x,K,x; 1) Za) T

Soit K, un sous-groupe ouvert compact de K, distingué, d’indice fini,
contenu dans tous les K; pour i € I. Soient K un sous-groupe ouvert
compact de K, (X;),c, un systtme de représentants de I'ensemble
J=I(K), T}, pour j€J, les groupes analogues a I, Ces groupes sont
sans torsion. En effet cette propriété ne dépend pas du systéme de
représentants choisi, car changer de systéme conjugue les groupes T‘j par
des éléments de pr (PGg). On peut supposer que pour tout jeJ, il
existe i € I et k; € K tels que X, = x;k;. Alors pour tout j € J,

) s -1,-1_ -1
X;KX; CX,Kox, =xk;Kok; x; " =x;Kox; ",
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puisque K, est distingué dans K, d’ou

= -1 -1
X, Kx; " Cx,Kx; ",

puis T‘j c T, qui est sans torsion. a

Nous supposerons désormais le groupe K assez petit pour vérifier la
conclusion du lemme, et w|,mz =1.Soient i€l, yel], k€K, € Z,
tels que pry(y)=x;kx, 1. Posons w(y)=w(z)" ! Cela définit un
caractére de I/. On note encore w; le caractere de I'” qui s’en déduit par
I'isomorphisme I = I'/’. Notons % (w;, /") ’espace des fonctions ¢ sur
G, de classe C*, telles que

p(v28) = w;(v)w.(2)9(8)
pour tous YETI/, z€Z,, g€G,. Si p€ ¥ (w, K) et i €1, soit ¢, la
fonction sur G, définie par ¢;,(g)=@(x;g) pour tout g€ G,. Alors
@, € ¥(w;, I/") et application

(g(w’ K)_) @ (g(wir rz")

iel
e CARS

est un isomorphisme. Posons pour tous n >0 et i € 1
H'=H"(f%,, K., ¢(w,, I")®R[d]").

On a un isomorphisme

=@ H/.
iel
Fixons i € I. Posons (r, R)= (r[d], R[d]), soit (r;, R;) la représentation
de T/ définie par R,=R, r,=w; ' ® (r|r»). Elle est triviale sur I" N Z,
et définit une représentation de I); encore notée (r;, R;). On définit les
groupes de cohomologie H"(T;, RY). Nous allons définir pour tout n une
application A7: H" — H"(I}, R}) et prouver

PROPOSITION 1.6.2: Pour tous i € I, n >0, A} est un isomorphisme.
C’est bien connu, mais il est utile d’expliciter A7.
DEMONSTRATION: Soit C" = C"( 2, K, €(w;, I")®R").

(a) Soient X =G, /K, (rappelons que Z_ C K ), TX son fibré tangent,
C"(X, R}) I'espace des formes différentielles sur X, de degré n, de classe
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C*, avaleurs dans R;]. Le groupe I, agit sur X par translations a gauche,
donc sur TX, et sur C"( X, R?) par la formule

(yxp)(x)=(yxp)(x)=r"(y)n(vy"x)

pour p€ C*(X, R,), Yy €T, x € A"TX. Notons C"( X, R")"" I’espace des
invariants. Nous allons définir une application B": C" - C"( X, R%)".

Soient g€ G, YEZ /£, f une fonction C* sur X, quon peut
considérer comme fonction sur G, posons

(1) = 1(ge").

Alors 8, y définit une dérivation sur X. Elle ne dépend que de I'image de
(g, Y)dans [G, X (Z,/%..))/K,, ou K agit sur G par translations a
droite, et sur £ par I'inverse de I'application adjointe. Par tensorisa-
tion, on en déduit une application

[Goo>< /\”(joo/’{oo)]/Kco_) AN"TX. (D)

Cest un isomorphisme. Pour g € G, soit ¢,: ¥(w,, [”) > C I'évaluation
en g.
Soit n € C". On définit u: G, X A"( £./%,)— R! par

n(g, Y)=(e,®r’(g))en(Y).

On vérifie que p est invariante par K . D’aprés (D), elle définit un
élément de C"(X, R?). On vérifie que cet élément est invariant par T.
On le note B/'(n), ce qui définit 'application B;.

(b) L’application B/ “passe a la cohomologie”, et définit une bijection

B H' > H"(T\X, "),

si &, est le fibré sur I',\ X déduit de la représentation (r;, R,).

(¢) Nous allons définir une application Q7: H"([)\ X, %')—
H"(T;, RY). Cette construction est valable pour toute variété X iso-
morphe a4 R” pour un certain N, et tout groupe I'; y opérant proprement
et librement.

Pour m, n>0 soit C™" Tespace des fonctions de (I})" dans
C™(X, RY). La dérivation des formes différentielles définit une dériva-
tion

d . Cm,n N Cm+l,n
x: .
On définit une dérivation

d .Cm,n__)cm,n+1
I‘-
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par la formule habituelle

(dre)(Yis oo Yor1) =M1 X (Y2 ooy Yus1)

n
+ (_1)jc(71,---,Yij+1’--~,'Yn+1)
J=1

+(-1)"" (v, s v,)

pour c€ C™" vy, ..., Yo+1 €EI,. Les dérivations dy et dr commutent,
dy est exacte en degré m # 0, d est exacte en degré n # 0.

Soit pw€ C"(X, R°)", avec du=0. On définit par récurrence B €
C", j=0,...,n, tel que dyp, =0, drp,=0. Pour j=0, p, est
I'image de p par-la bijection naturelle C"° = C"( X, R"). L’invariance de
p par I implique drpo=0. Si on a construit p, pour j<n, comme
dyp; =0, il existe [L%E crimly tel que dyp; = p;. On pose p,,y =drp).
Les éléments de C°(X, R}) annulés par la différentielle sont les con-
stantes, qui s’identifient & leurs valeurs dans R;. On voit alors que g,
s’identifie & un n-cocycle sur I a valeurs dans R}, dont on note Q;'(p) la
classe de cohomologie. Elle est indépendante des choix effectués. Cela
définit 'application Q;. C’est un isomorphisme, son inverse se construi-
sant par le méme procédé.

(d) On pose A7 = Q} o B;". La proposition résulte de (b) et (c). O

On note A" la composée des applications

®A"
H"> @ H' - @ H"(T,, RY).
iel iel
Pour tout i € I, ’ensemble

J(i) =B\ Gg/T}

est fini. Soient (4,;);c (), un systéme de représentants, et, pour tout
JEJ(i),

A= (h'Behy;) N (G X x, KX 1) Za,
AY= prm(A’,-j), A,,=p(A§-’,»).

On vérifie que A;; C I. On peut alors définir des groupes de cohomologie

H"(A;., RY), des applications de restriction
ij i pp

res};: H'(T,, R") > H"(4,;, RY),

1jo
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puis par sommation

res": @ H'(T,,R))—> @& @& H"(A,, RY).
iel iel jeJ@i)

PROPOSITION 1.6.3: Pour tout n >0, [’isomorphisme A" envoie le sous-
espace H" sur le noyau de res”.

DEMONSTRATION: Pour i € I, j €J(i), soit €(w,, A7) 'espace des fonc-
tions ¢ sur G, de classe C*, telles que

¢(828) = w,(8) w,.(2)p(g)

7

pour tous § €AY, z€ Z,, g€ G,,. Comme I'ensemble (4,,X,), e, e )
est un systéme de représentants de

Br\Ga/(Gyy X K) Za,
lapplication suivante est un isomorphisme

C(w, K) > @ @ %(w,A))

i€l jeJ(i)

ou @;;(g)=e(h;;x;g) pour tout g€ G,. Pour tous n>0 et i€,
Jj € J(i), posons

H!'=H"( % Ko, (0, A};)®R").

Alors Hg = &, ;H. Pour tous i, j, on a A7, C T}, d’oli une application
% (w;, ") > €(w,;, A7), et par sommation un diagramme

C(w, K) — Fp(w, K)

D ¢(w, I[)— @ (v, A7)
i i,j

Il est commutatif, donc le diagramme

H" H}
| I ®
@ H! @ H

i ij

ui s’en déduit l’est aussi. Pour tous i, j, on définit comme i la
q
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proposition 1.6.2 un isomorphisme A4;,: H/, > H"(A, , R}). La construc-

tion montre que le diagramme

1]°

n 5 n
H1 III/

ar J AL j (F)
H"(T,, R")———H"(A,), R")

1)

est commutatif. En combinant (E), (F), et la définition de H", on obtient
I’énoncé. O

1.7. Action de 'algébre de Hecke

Fixons sur G; une mesure de Haar telle que mes(K ) € @*. L’algébre
est I'algebre de convolution des fonctions sur Gy, a support compact,
biinvariantes par K. Pour tout n >0, .}i?K agit sur H", donc sur
®, H"(I;, R}) via l'isomorphisme A”. On note p ces deux actions.
Nous allons expliciter la seconde.

Pour tout i € I, fixons des applications continues

h,:G—>Gp,k,:G~>K,z,:G>Z;,7(i,): G~ 1,

telles que
(1) pour tout g € Gf’ X, 8= prf(hl(g))x'r(l,g)kl(g)zl(g)a
(2) pourtousgE€ G, zE€Z;, h (8z)=h,(8), k (82)=k,(8),z,(82)=z
z,(8)
Un tel choix est possible. L’application 7(i,- ) est bien déterminée par (a).
Soient n > 0, g € G,. Nous allons définir une application

(I‘z)n - (rf(z,g))n
Y gy

Soient y=(v;,...,v,) € (L))", et, pour j=1,....,n, v/ € G, tel que
polproo(yj’) =v;. Posons g, =g, et pour j=1,...,n, g, =
X' pry(yi...y))” 'x,g. Pour j=1,...,n, posons & =h,(g,_,) " 'v/h(g,)
et §, =popr,(£). D’aprés (b), ce terme ne dépend pas du choix des v,.

Montrons que §, € I, ,,. Posons 7= 7(i, g). On a I'égalité

xigj = prf(Y{"‘Yj,)_1x1g= prf[(‘Yl"‘Yj’)_lhl(g)] x‘rkl(g)zl(g)'

Comme y, € G, pour tout ¢, c’est une décomposition du type (a). Donc
(i, g,) =7 et il existe »; € I tel que

(vi--.v)) ' (g)=h(g,)v.
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1

’

Alors &, =»'T !, =v_v/, si j>1,donc § et § €I’ pour tout

j. On peut poser g-v= (&, ..., &,).
Notons C"(T,, R}) l’espace des cochaines. Soient f e)f} ,a=(a)E
®,.,C"(T,, R}). Pour i € I, définissons B, € C"(T, R") par

Bv)= [ r'(pra e h(8))* Ty (87 V)2 (8) S (8)de.

REMARQUE: la fonction & intéger est invariante a droite par un sous-groupe
ouvert.

On pose po(f )@ =(B), < -

REMARQUE: cela ne définit pas une représentation d’algebre.

ProrosiTiON 1.7: Soient feaff , a € ® -, H'(I,, R)), ae
®,c,C"(T}, RY), (B); e 1= po(f Q). On suppose que « est la classe de a.
Alors dB, =0 pour tout i € I, et p(f)(a) est la classe de py( f )(&).

DEMONSTRATION: On pose /, ., =PI, ° b, pour tout i € I. Quand X
agit “naturellement” dans un espace, on note p cette action.

(a) Action de #~ dans ®,.,%(w, I[['). Soit ¢ =(¢,) dans cet
espace. Identifions ¢ & un élément de ¥(w, K). Pouri€let y € G, on
a

(el (»)=p(fo(x,y)= /G o(x,y8)f(g)dg.

Mais x,yg=h;(g)x
variances,

ki (8)2,(8)h, (g)"'y. D’aprés les différentes

[o(f)eli(y) =fG<PT(,,g)(hi,oo(g)_1y)wf°z,(g)f(g)dg-

(b) Action de s~ dans ®,c,C"(fp, Ko, €(w,, I[}')®R"). Soit
1 = (n,;) dans cet espace. Il résulte de (a) que pour tous i€/, y € G

Y € AN"(Fu/%kn) (&, ® idge)e [P(f)n] (Y) = fc; (e,
ldR”) "T-r(; g)(Y)wf °Z; (g)f(g)dg7 ou on a pOSC y _hl oo(g) y

(c) Action de J%; K dans ®,.,C"(X, R*)"" (cf. démonstration de la
proposition 1.6.2). Le groupe G, agit dans C"( X, R%) par la formule

(g m)(x)=r"(g)on(g™ " x)

pour p € C"(X, R}), g€ G,..
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REMARQUES: (1) on a R} = R’, donc I’action r“(g) on un sens;
(2) si g€I/, onn’a pas gX,u=g-pu. Par définition gX p=w,(g)g
p dans ce cas.
Soit p=(p,) € ®,,;C"(X, R¥)T". 1 résulte de (b) et des définitions
que pour tout i € I,

[0(/)8] = [ hoe( @) Ba  2.(8) 1 (8)d8.

(d) Soient p comme ci-dessus, » = p(f)u. Supposons du,=0 pour
tout i, donc dv,=0 également. Pour tout i/ € I. introduisons une suite
(p,;) j=0,...,n, avec p, ;€ C"~/, ainsi que dans la démonstration
de la proposition 1.6.2. (on a ajouté ici les indices i nécessaires). Pour tous
iel, je{0,...,n}, ye(L,)’, posons

v,»,,»(v)=th,,w(g)'(ﬂf(,,g>.j(g-v))wf°2,(g)f(g)dg- (G)

Cela définit », , € C/"™//. Montrons, par récurrence sur j, que (v, ),
j=0,..., n, est une suite qui, relativement a »,, vérifie les conditions
imposées dans la démonstration de la proposition 1.6.2.

Pour j=0, »,, est bien 'image de », par I'isomorphisme cr=
C"(X, R}). Cela résulte de (c).

Supposons démontrés dy», ;=0, dr»;, , =0, avec j<n. On doit
montrer qu’il existe v/, € C//~ "/ tel que dyv, =, ,, drv,,=v, 1.
Introduisons de tels éléments p; ; relatifs a la suite (g, ,). Posons pour
tous i €I, y € (I})’,

V.’,j(Y)=th.,oo(g)‘[u’T,,(g-Y)] wez,(g)f(g)ds,

ou on pos¢ 1=7(i, g) pour simplifier. On a »;, €/ /=1 Comme
dyp), ;=p, ;,onvoitquedyr, =» .Siye ()’ notons vy, ..., 7,4
see composantes, et posons Y= (v, ..., Y;+1) Y= (Y1 --s VYot
veeo Yyr1) Pour k=1,...,j, ¥v/*'=(v,...,7,). Puisque dpp, =
It- ;+1, €t par construction de d, il suffit, pour démontrer d v/, =v, .,
de démontrer les égalités suivantes pour tout y € (I})/*!

n X [v,(v°)] =th,-,oo(g)'[(g-v)1 X u’f,,((g-Y)O)]

Xw oz,(g)f(g)dg, (H)
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pourtout k=1,..., j+1, @
V:,.j(yk)=/‘Ghl,oo(g)'[“‘tr,j((g'Y)k)]
f

Xwoz,(g)f(g)dg.
Les égalités (I) résultent de la définition de v/, et des égalités faciles
k
(g-v) =87

pour tout k=1,..., j+ 1.
Par définition, on a

n X[, = o X [hew(e) i, (8:7°)] @y o 2i(8)(8)dg.

Soient y; € Gr tel que peopr,(vi)=v, KEK, z€Z, tels que
x! prs(v1)x, = kz. Effectuons dans l'intégrale le changement de variable
g~ k~'g. Comme f est invariante 4 gauche par K, et qu’on a vu plus
haut que 7(i, g)=7(i, kK 'g), on obtient

" >:< [”i,,j(YO)]
= fG " X [hw(k7 '), ((K7'8) - ¥°)] o 2:(k ') f(g)dg.

)
Soit g € G;. On constate que
— 0
(k7'g)-v*=(g-v)". (K)

Posons g, =x; ' pr,(vi) " xig=k"'27'g, (8- v)1="hi(8) '¥ihi(g)). On
vérifie les égalités

popr,[(g-v)i] = (g v),
R oo (8) Pro[ (8 7)1] = Proc(¥i) hi oo (K '),

121‘(8)21(81)_1,

x; ' pr[(g-v)i]x, = ki(g)ki(g)
d’ou

@, opro[(g-v)i] = @ oproo (v @y z;(k7'g)wpo2,(g) .
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On en déduit que pour tous k >0, p € C¥( X, R"),
n X [h,,w(k"lg)'u]wﬂz,(k“g)=h,,w(g)-[(g-v)1 X u]wf°z,(g

(L)

Alors (H) se déduit de (J), (K), (L).
(e) L’énoncé résulte des définitions et de (d), en appliquant la formule
(G) pour j =n. O

1.8. Formes automorphes et rationalité

Soit 0 €.%. Notons ow le caractére de F*\ A* tel que

- pour toute place v finie, (6w), =0 ° w,,

- pour toute place v € S, et tout x € F¥, (ow),(x)=x", ol b=a, -,

- pour toute place v € S, et tout x € F, (ow),(x)=x"x, ou b=
Ag-1ys €= Ag-1p.

De méme si 7 ~ ® 7, est une représentation admissible irréductible de
My telle que 7, ~ w[d,] pour tout v € S, notons ox la représentation
telle que

- pour toute place v finie, (o7), =°(7,),

- pour toute place v € S, (o7), = 7[(0od),]

THEOREME 1.8.1: Soient m € Ay(w, d), 0 €F. Alors om € Ay(ow, ad).

DEMONSTRATION: Soit E D'espace de #, utilisons les constructions des
paragraphes précédents pour un sous-groupe K tel que

(a) il existe pour toute place finie v un sous-groupe ouvert compact K,

de G, tel que K=T11,.K,,

(b) K vérifie la condition du lemme 1.6.1,

(c) dim Ef > 2.
Pour toute représentation admissible (7', E’) de G;, resp. G,, pour une
place v & S, on note 7', resp. #'X:, la représentation qui s’en déduit de
9?}1( dans E'X, resp. de %> dans E’X:. On introduit des indices d, w
dans les notations des paragraphes précédents, si besoin est.

Considérons le sous-espace 43 ,(Hj ,(E)) de &, ,H' ([}, R,[d, «]°).
D’aprés le théoréme 1.5.1 et la proposition 1.6.2, c’est un %”f’(-module
irréductible, isomorphe a EfK. Soit ¢': R[d]— R[6d] un isomorphisme
o-linéaire transformant rg[d] en rg[od] (cf. proposition 1.3). On en
déduit par fonctorialité en isomorphisme o-linéaire " : R[d]” = R[od ]’
transformant r;[d]’ en rg[od]’. Pour tout i € I, ¢” transforme r,[d, w]®
en r,[od, ow]’. Par fonctorialité, on obtient un isomorphisme o-linéaire

1 @® H T, R,[d, w]")—> & H(T,, R,[od, ow]").

iel iel
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Notons p, ,,, T€SP. Py4.4.,» 12 représentation de 9?}K dans le premier, resp.
second, terme. Pour f E)?}K , on a I'égalité

pod.ow(f)=topd_w(0*1 of)ot‘]

d’aprés la proposition 1.7. Alors 'espace ¢ o 4%, ,(H; ,(E)) est stable par
l’action de .9?}". La représentation de )?}K dans cet espace est isomorphe
a (om)f. Posons H' = (Aj3,,,) " ot Ay (H; (E)). 1l vérifie la méme
propriété. Je dis que H'C H,, . Il est clair en effet quon a un
diagramme commutatif

& H(T,, R,[d, w]") 5 @ H(T,, R,[od, ow]")
el iel
resy ., @ H*‘(A,j, R,[d, w]°) > resy 4., €B H'(4,,, R,[od, ow]")
ij i

On en déduit que t(Ker resj ,))= Ker(res'sd,ow). Comme H; (E)C
H; ., la proposition 1.6.3 implique I'assertion. D’apreés le théoréme 1.5.1
et ’hypothése (c) qui implique dim H’ > 2, il existe (7', E') € Aj(ow, od)
tel que H' = H}, ,,(E"). Donc =’} ~ (om)f, et 7’5" ~ (o)} pour toute
place finie v. Pour les places ou les deux représentations ne sont pas
ramifiées, cela implique 7, ~ (o7),. Par le théoréme fort de multiplicité
1, cela détermine 7', indépendamment de K. En choisissant alors K assez
petit, la relation w’f’( ~ (o'n)f implique 7/ ~ (am),, et 7’ ~ o O

COROLLAIRE 1.8.2: Si Ay(w, d)#0, on a h
o ES.

=h,; pour tous vES,,

ov

Rappelons que A4, fait partie de la donnée d,.

DEMONSTRATION: Si 7 € Ay(w, d), 7 ® ||~/ est unitaire. Donc r[d,]
®|w,|”'/* l’est aussi pour tout v € S,. Cela implique 4, = h,. Grace au
théoréme, on en déduit I’énoncé. O

Soient 7 € 4y(w, d), = un ensemble fini de places contenant S.
Posons

F(m,Z)={o0€S; °n,~m, pour tout v & X},
g(r)={oeF;0n~7}, F(w)={0EF;00=w}.

Soient Q(7, 2), Q(7) et Q(w) les corps des invariants de & (=, ),
P(7) et F(w).
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COROLLAIRE 1.8.3:
(1) On a l’égalité Q(7, 2)= Q(7).
(2) Le corps Q(m) contient Q(d), Q(w), Q(m,) pour toute place finie v.
C’est une extension finie de Q.

DEMONSTRATION: (1) résulte du théoréme fort de multiplicité 1. Les
premiéres assertions de (2) sont immédiates. L’ensemble

{(ow,0d); 0 €%}

est fini. Pour tout ¢ €, et tout sous-groupe ouvert compact K de G,
ensemble des E € A,(ow, od) tels que EX # {0}, est fini. Il résulte de la
démonstration du théoréme que (=) est d’indice fini dans %, d’ou la
derniére assertion. O

Soient L un sous-corps de C contenant Q(d) et Q(w), R un sous
L-espace de R = R[d] vérifiant les conditions de la proposition 1.3. On
en déduit par dualité un sous-L-espace R®’ de R’. Appliquons les
constructions des paragraphes précédents pour un certain sous-groupe K.
L’action r° du groupe T} laisse stable R**= R%®, pour tout i€ I. On
peut définir des groupes de cohomologie H"(T,, R%’) qui sont des
L-espaces vectoriels.

LeEMME 1.8.4: Pour tous i€ I, n >0, on a l’égalité

H"(T,, R!)=H"(T,, R"") ® C.
L

DEMONSTRATION: On a I'égalit¢ H"(T,, R})= Ext} (Z, R), et de méme
avec R%*. Dapres [S1] p. 124, Z posséde une résolution projective finie
par des Z[I;]-modules libres de type fini. L’assertion en résulte facile-
meni.

Pour tous i€I, n>0, posons H*(T,, R")=Ker(res") (cf. L6, la

notation est évidente), H"(T,, R**)= H"(T,, R®)NH"(T,, R%").
LEMME 1.8.5: Pour tous i€ I, n >0, on a I’égalité

H"(T,, R)=H"(T,,R"") ® C.
L
DEMONSTRATION: On a un diagramme commutatif

H'(T,R) - @ H'(A
JEJ()
T T
H'(T,R*)®C—> @& H"(A,, R*)®C
L jeJ(i) L

R))

10
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La premiére fléche verticale est un isomorphisme d’apres le lemme 1.8.4.

On vérifie que la seconde est en tout cas injective. L’assertion en résulte

facilement. O
Soit (7, E)€ Ay(w, d). Supposons Q(7)C L, EX # {0}. Posons

He(E)=4°(H'(E) @ H'(T,, RY),

HA(E) = He(E)n( @ H(T,, RIY)).

iel
Notons 4, = { fe A, Vge G, f(g)€Q}.

PROPOSITION 1.8.6: Sous ces hypothéses, H(E)° est un sous-L-espace
vectoriel de H(E) tel que

() Hy(E)=Hy(E)°®,C,

(i) Hy(E)° est stable par m/(f) pour toute f € H\,.

DEMONSTRATION: On peut trouver un ensemble fini = de places finies, et
un groupe K5 CI1,5G,, tels que K= K5 XI1, .5, sK,, ol pour v € =
U S, K, est le sous-groupe compact maximal standard de G,. Pour toute
place v & 2 U S, il existe un opérateur de Hecke bien connu 7, E%’c{f /7 €t
un scalaire a, € C tels que 7,(T,)| g« = a,,- id. Il résulte du théoréme 1.5.1
et du théoréme fort de multiplicit¢ 1 que Hy(E) est I'espace des
a € ®, . HT,, RY) tels que

Pw.a(T,)a=a,a, pour toute v & 2 U S. (M)

Alors H(E)° est 'espace des a € &, ,H*(T,, R%®) vérifiant (M). Un
calcul facile et le lemme [.2.3 montrent que pour toute place v & 2 U S,
a,€Q(m,)C L. Le lemme 1.8.6 et un lemme d’algebre (une matrice a
coefficients dans L, diagonalisable sur C, de valeurs propres dans L, est
diagonalisable sur L...) démontrent (i). L’espace H(E) est stable par
7,(f) pour toute f € .%”Q’ff. L’espace @, ;H*(T,, R®") également, comme
il résulte de la proposition 1.7. Leur intersection I’est aussi. O

11. Formes automorphes sur un groupe de quaternions et rationalite
On se borne dans ce chapitre a indiquer comment adapter les résultats du
premier chapitre quand on remplace GL(2) par un groupe de quatern-

ions.

11.1. Repreésentations d’un groupe de quaternions et rationalité; cas local
p-adique

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, M
I’algébre de quaternions sur F, non déployée, G =M™ le groupe de ses
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éléments inversibles, 7 une représentation admissible irréductible de G
dans un espace E. Cet espace est de dimension finie. On suppose que le
caractere central de = est trivial.

Si 0 €% la représentation °wr vérifie les mémes propriétés. Le lemme
1.2.1 reste vrai.

DEMONSTRATION: D’aprés [W2] proposition 18, il existe un sous-tore
maximal 7 C G tel que dim¢ E” = 1. On applique le lemme 1.1. O

REMARQUE: si on ne suppose plus le caractére central de « trivial, ce
lemme devient faux. On peut construire un contre-example a I'aide de
[S2] exercise 3, p. 108.

Le lemme 1.2.2 se démontre comme au premier chapitre.

La proposition 1.2.5 reste vraie.

DEMONSTRATION: Si dim E =1, 7 est un caractére, les fonctions L se
calculent aisément. Si dim E > 1, ces fonctions sont égales a 1. Cela
démontre la premiére égalité. Soit f une fonction de Schwartz sur M, on
définit sa transformée de Fourier %, f par

Fof ()= [ f(m") 4 (Te mm’dm’
pour tout mE€ M, ou dm’ est une mesure autoduale, et Tr la trace
réduite. Notons N la norme réduite, fixons une mesure de Haar sur M~

telle que la mesure de tout sous-groupe ouvert compact appartienne a
Q”. Soit ¢ un coefficient non nul de 7, posons

Z(f, x)=L(m®x, 1/2)_1fMXf(g)C(g)x °N(g)INgldg.

L’intégrale converge si |x(«)| est assez petit et la fonction Z, se
prolonge en une fonction définie pour tout x. On a I’égalité

Z(Ff, x7") = —e(m@x,1/2,¥) Z.(f, X)- (Noc)
La fonction o o ¢ est un coefficient de °7. Je dis qu’on a I’égalité

Zaoc(oof’ gox):o[zc(f, X)]

En effet, si n est un entier assez grand, on a 1’égalité

Z(fox)=L(mex. 1/ [ f(g)e()xe N(g)INglds

+fxf(w"u)c(w"u)x o N(w"u)|w|*"du,
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ou 4%, est le groupe des unités de M*, C(n)={g€ M*; |Ng|> |«|*"}.
De méme pour Z,,.(o°f, 0 °c). Maintenant les intégrales sont es-
sentiellement des sommes finies, et ’action de 0 commute a ces intégrales,
d’olr I'assertion. On fait alors agir o sur I'égalité (N, . ,). On compare
I’égalité obtenue a (N, ). En remarquant que 6 ° Z, f=0,.,(0° f),

moocCoe

on obtient I’égalité cherchée des facteurs e. O

Il y a une injection JL qui & une représentation = admissible irréduct-
ible de G, de caracteére central trivial, associe une représentation JL(7) de
GL,(F) ayant les mémes propriétés ([JL] théoréme 4.3).

LeMME I1.1.1: Soit m comme ci-dessus.
(i) Si o€, on al’égalité JL(°m)="(JL(m)).
(i) On a I’égalité Q(7)= QUL(7)).

DEMONSTRATION: La représentation JL( ) est caractérisée par les égalités

e(r®x,1/2,¢)=e(JL(7)®x,1/2, ¢),
L(z®x,1/2)= L(JL(n)®x, 1/2),

pour tout caractére x de F*. On démontre alors (i) en appliquant la
proposition 1.2.5 a 7 et a JL(7). Le (ii) résulte de (i). O

LeMME I1.1.2: Si 7 est une représentation de M comme ci-dessus, ou une
représentation irréductible spéciale ou cuspidale de PGL,(F), Q(7) est
une extension finie de Q, cyclotomique.

DEMONSTRATION: Dans le premier cas, notons Z le centre de M*, M*/Z
est compact, et # triviale sur un sous-groupe ouvert. Elle se factorise par
un groupe fini et la propriété est bien connue. Dans le second cas = est
dans 'image de I’'application JL. On applique le lemme I1.1.1. O

I1.2. Représentations aux places archimédiennes

Soient H I’algebre des quaternions sur R, ~ un entier pair > 2. On note
r[h] la représentation de H* (unique a isomorphisme pres), irréductible,
de dimension s — 1, de caractére central trivial, et R[] son espace. On
note également r[Ah] la représentation de GL,(R) notée r[(h, 0, 0)] au
1.3. Pour un couple (h,, h,) d’entiers pairs > 2, on note r[h,, h,] la
représentation de GL,(C) notée r[(h,, h,, 0, 0)] au 1.3.

Soient F un corps de nombres, M une algébre de quaternions définie
sur F, déployée ou pas, G = M* (comme groupes algébriques. On adopte
les notations du L.5). On définit S, S;, S, S comme au I.3. Soit H le
sous-ensemble de N° formé des h=(h,),c5 tels que h, est pair >2
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pour tout v € S. Pour un tel 4, on note r[4] la représentation de G,

)= ( @ rinl)e( @ rik. ).

vE S, vVE S,

R[] son espace, rg[h] la restriction de r[A] & G plongé naturellement
dans G_. On conserve, mutatis mutandis, les définitions du 1.3.
La proposition 1.3 reste vraie.

DEMONSTRATION: Soit k& un entier pair > 2. Définnissons un espace
vectoriel S* sur F de dimension k — 1, et une représentation s* de G
dans S, rationnelle, irréductible, de caractére central trivial. On pose
S§?=F, s>=1; S* est I'espace des éléments de M, de trace nulle, s* la
représentation de G, par conjugaisons, et pour k>4, (s*, §*) est
l'unique sous-représentation de dimension k—1 de Sym*/27!(s%),
irréductible. Pour v € §, s* définit une représentation complexe de G
dans S* ® C, quie se prolonge par continuité en une représentation s* de
G,, ol v est la place de F associée a v. On voit facilement que pour toute
place v € S,

rlh,]=s", si veS,,
rlh,, hy]=st®si,  si veS,.

Pensons a nos représentations comme a des représentations matricielles.
A isomorphisme pres, on a donc pour tout g € G, ’égalité

rr[h](g) = ® (ves(g)).

veS

On démontre alors (i) et (ii)) comme au 1.3.

Soit 7' un sous-tore maximal de G, défini sur F, tel que 7, soit déployé
en toutes les places v € S telles que G, le soit. On vérifie par un calcul
explicite que pour toute place v € S, resp. v € S,, dimcR[A, ] =1,
resp. dimgR[A,, h,]™=1. Comme T} est dense dans 7., on en déduit
que dim¢ R[h]7F = 1. Alors (iii) résulte du lemme L.1. O

REMARQUE: ici encore la proposition ne serait plus vraie si on ne se
limitait pas aux représentations de caractére central trivial.

Let résultats du 1.4 s’adaptent trivialement. Soient G=H*, _¢ son
algébre de Lie, posons K= G, £=_¢. Le groupe K est compact modulo
son centre. Pour un entier pair 4 > 2, notons (w[k], E[h])= (r[h], R[A])
la représentation de G définie plus haut. Soit (7, E) un ZK-module
admissible irréductible. On considére le module (p, U)= (7 ® r[h]’,
E® R[h]").Pour n > 0,posons C"=C"(Z, K, U), H"=H"(#, K, U).
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LemMME 11.2:
(1) Si m n’est pas isomorphe a w[h], H" = {0} pour tout n > 0.
(i) Si m=n[h], C°=H’=C, et C"=H"= {0} pour n+0.
C’est évident. a

Remarquons qu’ici r[h]”=r[h]. Le méme propriété vaut pour les
représentations de GL,(R) ou GL,(C) de caractere central trivial.

11.3. Formes automorphes. Cohomologie. Rationalité

Soient F un corps de nombres, M une algebre de quaternions définie sur
F, G=M"*, Z le centre de G. On adopte les notations de I1.2 et de L5.
Soient Sp, resp. S7, I’ensemble des places réelles v de F ou M, est
déployée, resp. non déployée. Posons t=|Si|+|S,|. Pour toute place
v € S, on pose £, = Lie(G,), on choisit un sous-groupe compact maximal
K? de G,, on pose K, = K2Z,. On se donne un élément h = (h,), 5 € H.

On considére les représentations automorphes de 5, de caractére
central trivial, de composantes infinies déterminées par h. Si M est
déployée, il suffit de poser w=1 et de remplacer d par 4 dans les
résultats de 1.5, 6, 7, 8. Indiquons ce qu’il faut modifier dans le cas ou M
n’est pas déployée.

Soient /=7, l’espace des formes automorphes sur GpZx\ G4, %,
le sous-espace somme des sous-espaces irréductibles de dimension infinie
de &/, A, resp. Ay, 'ensemble des sous-espaces irréductibles de <7,
resp. &,. Soit v € S. Si v € S{’, on a défini des représentations r[A4,] et
aw[h,]. Si v € S, on note r[h,], r'[h,], #[h,] les représentations notées
rl(h,, 0, 0)], r[(h,, O, 1)], =[(h,,0,0)] aux L3, 4. Si v € S;, on note
rlh,, h,), =[h,, h,] les représentations notées r[(h,, h,, 0, 0)],
w[(h,, hy, 0, 0)] aux 1.3.4. Notons A4;(h) ’ensemble des 7 € 4, telles que
pour toute place v € Sj, resp. Sy, resp. S,, 7, est isomorphe a r[h,] ou
r'lh,] ou =[h,], resp. & r[h,] ou «[h,], resp. r[h,, h,] ou w[h,, h,].
Posons A,(h)=A,N A;(h).

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G;, (K ) I'espace des
fonctions ¢ : GrZ,\ Ga/K — C qui sont C* comme fonctions des com-
posantes aux places archimédiennes. Pour n > 0, on pose

H'=H"=H"(f£,, K., ¢(K)®R[h]).

Si E € A4,, on définit H"(E) comme au L.5. Le théoréme 1.5.1 reste vrai
sous la forme suivante (valable d’ailleurs pour tout M).

THEOREME I1.3.1: (1) I existe un ensemble & tel que
(i) & Ay (h),
(ii) si EEE, on a EfK=# {0} et il existe un entier m > 1 tel que les
%”fK-modules H'(E) etm- EfK soient isomorphes;
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(iii) il y a une décomposition en somme directe de %’,K-modules

H'= @ H'(E).
Eeé&

2) SiE€Ay(h) et EfK # {0}, alors E € & et |’entier m du (ii) est égal
al.

La démonstration est identique 4 celle du théoréme 1.5.1, en plus
simple: GZa\ G, est compact, donc €(K)C L*(GrZa\ Ga). O

Soit E € Ay(h). On peut expliciter 'isomorphisme EfK = H'(E) comme
au L5, Si ve S7, il faut maintenant fixer un élément non nul 7, €
C°( A, K,, E,® R[h,)].

Les définitions des paragraphes 1.6, 7 s’adaptent sans changement. On
pose seulement w=1, et on utilise R[4] au lieu de R[A]’, ces deux
modules étant isomorphes.

La proposition 1.6.2 et la proposition 1.7 restent vraies.

Si m€ Ay (h) et 0 €%, on note encore o7 la représentation de %,
telle que

- pour toute place v finie, (o7),="(m,),

- pour toute place v € Sy, (o7),=7[(oh),]=7[hs1,],

- pour toute place v € S,, (o7), = 7[(oh),, (ch),]=7[h,,, h,-1;]
Comme au 1.8, on démontre le

THEOREME 11.3.2: Soient m € Ay(h), 6 €. Alors om € Ay(oh). O

REMARQUES: (1) Ce théoréme résulte aussi du théoréme 1.8.1 et de la
correspondance de Jacquet-Langlands, mais la démonstration directe a
plus d’intérét.

(2) Supposons F totalement réel et M totalement définie, i.e. M, non
déployée pour toute place v € S. Alors t = 0. La partie “cohomologique”
des démonstrations précédentes devient triviale. Le case le plus frappant
est celui ou A, =2 pour toute place v € S, ce qui correspond au cas des
formes modulaires holomorphes de poids 2. Pour v € S, n[h,] est la
représentation triviale. Posons

L= @ E,A,= @ E=,NnA,.
Eed,(h) T Eedo(h)

L’espace &/ des éléments de &/, invariants par K n’est autre que
I’espace des fonctions sur ’ensemble fini GzZ5 \ G4 /(G,, X K). L’espace
szolfh est le sous-espace des éléments de .«/,X orthogonaux aux caractéres,
i.e. annulés par certaines formes linéaires, d’ailleurs a coefficients ration-
nels dans la base des formes linéaires évaluations en un point. Le groupe
F agit alors sur &S et o/, par son action sur les valeurs des fonctions
dans ces espaces. Le théoréme cidessus est immédiat.
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Avec des modifications évidentes, les corollaires 1.8.2 et 1.8.3 restent
vrais. On a de plus

LeMME 11.3.3: Si 7 € Ay(h), le corps Q() est totalement réel.

DEMONSTRATION: Soit 2 un ensemble fini de places contenant S, tel que
si v& 3, M, est déployée et il existe un caractére p, de F,*, non ramifié,
el que 7, =7(p,, p,'). Comme 7 € Ay(h), 7 est unitaire. Si v & =, 7,
I’est aussi, donc p,, est unitaire ou a valeurs réelles. En tout cas, le terme
(p,(@)+u;(@))|w|/? est réel, ob « est une uniformisante de F,.
D’aprés le lemme 1.2.3, Q(m,) est réel. D’aprés le corollaire 1.8.3, (1),
Q(7) lest aussi. D’apreés le théoréme 11.3.2, Q(o7) I’est aussi pour tout
0 €%. Maissi 6 €%, Q(om)=0c(Q(7)). D’ou I'énoncé. a

Le lemme 1.8.4 reste vrai (on abandonne les *).
La proposition 1.8.6 reste vraie.

II1. Integrale d’'une forme automorphe sur un tore
II1.1. Préliminaires archimédiens

On conserve la situation du I1.3: F est un corps de nombres, M une
algébre de quaternions définie sur F, déployée ou pas, h=(h,),c5 un
¢élément de H. On suppose que h vérifie la conclusion du corollaire 1.8.2,
ie. h,,= h,, pourtous v € S,, 0 €. On pourra, si besoin est, considérer
h comme une suite indicée par S, au lieu de S. On se donne en outre un
sous-tore maximal T de M défini sur F vérifiant la condition

(P1)si ve S}, T, est déployé.

On suppose que pour toute place v € S, le groupe compact maximal K, 0
est tel que 7, N K2 est le sous-groupe compact maximal de 7.

Soit v € S. Notons £, Talgebre de Lie de T, &° celle de T,N K,.
L’espace ¢,/£¢ est de dimension 1si v € S]U S,, 0 si v € S}'. Fixons un
¢lément non nul 7, de A (4, /£°) dans le premier cas, de A °(£,/£¢) dans
le second. Si ve€S,, posons (r, R,)=(r[h,], R[A,]), (=, E,)=
(nlh,), E[h,]). Si v€ES,, posons (r, R,)=(r[h,, hyl, Rlh,, hy),
(m,, E,))=(7[h,, hy], E[h,, hy]). On note R*, EX les espaces duaux,
qui sont également des #,-K,-modules, R;:, R**, E** les sous-espaces
des invariants par £, X T, N K.

LemME II11.1: On a les égalités dimg R = dim¢ R*T: = dim ¢ E*T = 1.
DEMONSTRATION: Comme G, lui-méme agit dans R, Rf" est bien

I’espace des invariants par 7, qu’on calcule facilement en explicitant 7,.
Comme 7, = (r,)", le méme argument vaut pour R*. L’assertion concer-



154 J-L. Waldspurger [34]

nant E *UT en résulte si v € S7, auquel cas E, = R, et est démontrée dans
[W1], lemmes 19 et 22, pour v € S{ U S,. O

On fixe des éléments non nuls §, € R”:, £ € R*]», /€ E*].

LeMME 1I1.1.2: Le sous-espace des éléements de E, qui appartiennent a
I’espace du K -type minimal de ,, et qui sont invariants par T, N K, est
de dimension 1.

DEMONSTRATION: Le K -type minimal de #, intervient une seule fois
dans ,. On est ramené a la méme assertion pour le représentation en
question de K, qu’on connait. Le calcul est facile. O

On fixe un élément non nul €, de ce sous-espace. Fixons enfin un
élément non nul n,€ CY( %, K,, E,®R,) si vES|US,, 1,€
C% 2, K,, E,® R,) si vE S} (cf. proposition 1.4 et lemme I1.2).

LemMme II1.1.3:

(i) L’élément (id ® £))on,(%,) de E, est non nul et proportionnel @ é,.
(i) £ ,(&,)#0.

DEMONSTRATION: Identifions E, ® R, a Hom(R,, E,), l'application id
® Z, s’identifie a I’évaluation en §,.

(@) SiveSy,ona E,=R,, et 1,(7) s'identifie 2 A-idg , pour un
scalaire A #0. Donc (id X Z,)o 1,(%,)=A§,. Mais &, et §, sont pro-
portionnels par définition, d’ou (i). Pour (ii), il s’agit de montrer que
Z2,(8,)# 0. Soit x € R, tel que Z,(x)+ 0. Comme 7,/Z, est compact et 7,
est invariante par T,, on a

Cu(x)=mes(T,/2) " [ R(0)4,(x)dr

=mes(i,/Zu)_IfT/ZZv(rv(t)x)dt

ou
, ~ -1
x'=mes(T,/Z,) f r,(t)xdz.
1./Z,

Mais par unicité, x’ est proportionnel 4 §,. Comme Z,(x)+ 0, 2(8,)+#0.
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(b) Supposons v € S{ U S,. Adoptons les notations et interprétations
du L4, soit H un élément de Z se projetant sur 7. Le terme (id ®
Z)o n,(%,) s’identifie d p, o b(H)(8 ). S’il est nul, on a P1° b(H')(8,)=0
pour tout H' €4, par définition de 5,, pzob(H’)(S )=0 pour tout
H’ €i,. Donc b(H")(8,)=0 pour tout H’ €4, et §, est un élément non
nul de 2 invariant par la composante neutre de T A conjugaison prées
on peut supposer que T, est le tore diagonal et K 0 le groupe compact

usuel. Considérons la fonction f définie sur F, par

sn=3((_7 o)lo 1))

pour tout n € F,. L’invariance de §, implique que f(na)=
pa(a)lal; '/*f(n) pour tous n € F,, a dans la composante neutre de F;".
Alors f n’est pas continue en 0, ce qui contredit les conditions imposées
aux éléments de . Donc p, o b(H)(8,) # 0. On voit facilement que pour
tous x€B,, X€ 2, p,°b(X)x) est dans le K -type minimal de B;.
Comme p; commute & P'action de K, et d’apreés les définitions de H et
8,, on voit que p,ob(H)(S,) est mvanant par T,NK,. Par unicité
(lemme I11.1.2), il est proportionnel a é,.

Il résulte de la démonstration des lemmes 19 et 22 de [W1] que iE,U
n’est pas nulle sur le K -type minimal de «,. Comme au (a), on en déduit
par intégration que ZE,U(é,,) #0. O

Posons r = ®,c4r,, R= ®,c5R,, rp=r|g,. Solent L un sous-corps
de C contenant @(4), R® un sous-L-espace de R vérifiant les conditions
de 1a proposition 1.3, R°* son dual comme L-espace, qui s’identifie & un
sous-L-espace invariant par 7 du dual complexe R* de R. Soit T un
sous-tore maximal de G, défini sur F et vérifiant la condition (P1) si
v € Sy, T, est déployé.

Si vES, les tores T, et T, sont conjugués. Fixons gr., € G, tel que
g;’,})]—;gT,v= T soit &r= (gTU)UESEG

LeMME I1L.1.4: On a les égalités dim; (R®)"F = dim, (R**)Tr =1.

DEMONSTRATION: Par conjugaison par g;, le lemme 13 montre que
dim¢ R™= = 1. Comme T est dense dans T, cela implique dim¢ R7F = 1.
La derniére assertion du lemme 1.1 imPlique dim, (R%)™* = 1. De méme
pour R%* par passage  la contragrédiente. O

Posons § = ®, . ¢8,, /= ®,.sZ,. On suppose, grace au lemme ci-de-
ssus, que 8 € R®, 7€ R%*. 1l est clair que r(g;)8 € R™F, et #(g,)/€ R*r.
D’aprés le lemme ci-dessus ces termes sont proportionnels & des éléments
de R®, resp. R%*. Nous allons calculer la constante de proportionnalité.
Soient £, £ F* tels que Fi (‘/E ) et F(‘/E ) soient les extensions quadra-
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tiques associées a T et T. Posons, par abus de notations

o(T) =TT g€~

veS

LemMeE II1.1.5:
(1) L’image de c¢(T) dans C*/Q(h)™ ne dépend pas des choix de § et
£
(1) (T)’eQ(h)*. i i
(ili)  L’élément c(T)r(gr)8 appartient a R°, 1’élément c(T)¥(gr)?
appartient a R°*.

DEMONSTRATION: (a) Les assertions sont “invariantes par conjugaison”,
i.e. on peut remplacer T et T par des tores conjugués sous G. Comme
c(T)r(gy)8 est proportionnel 4 un élément de R°, et que Z(R%cL,il
suffit, pour démontrer que ¢(7T)r(g;)8 € R°, de prouver que, quitte 2
conjuguer T et T, on a Z(c(T)r(g;)8) € L*. On va calculer ce terme.

(b) Posons F=F(/E), F'=F(J("'), F’ I'extension biquadratique
composée de Fet F ’, ces extensions pouvant éventuellement étre
déployées. Notons 6, resp. o’, 1élément de Gal(F’/F) dont la restriction
a F, resp. F’, est non triviale, et la restriction a F’, resp. F est triviale.
Pour tout plongement v € S, on choisit un prolongement & : F” — C, on
pose 0 = ¥'|z, V' = ¥'| . On suppose que si v; et v, sont conjugués, ¥} et
75 le sont aussi. On sait qu’il existe une représentation fidele de G dans
GL,(F). Par extension des scalaires, elle se prolonge en une représenta-
tion de G dans GL,(F"). Plus précisément, il existe une constante non
nulle u€ F* telle que G soit isomorphe au groupe des matrices
(g Z) € GL,(F’) telles que d=6(a), c= u&fb), le groupe G s’iden-
tifiant a I'intersection de ce groupe et de GL,(F). On peut supposer que
T, et T. sidentifient aux sous-groupes respectifs des éléments di-
agonaux. Soient k un entier pair > 2, s la représentation de G, dans
GL,_,(F’) composée du plongement ci-dessus et de la représentation
Sym*~2 ® det! "%/? de GL,(F"). Soient v € S, v la place de F définie par
v, notons encore v son image par la section fixée S — S. Comme Tet T
vérifient I’hypothése (P1), £€~! est un carré de F,, donc F,=F, et
G(F.,)= G(F,). Il y a alors une représentation continue complexe s* de
G, telle que le diagramme suivant soit commutatif,

Gr »GL, _(F)

\ skIGF
k .
b > GL,_1(F")

G l /
3 k ~r
v S, v

G, GL,_1(C)
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ou les fléches v, etc ... ont une signification évidente. On voit que

she=r,, si v=v€ES,

shh@ st =r, si vES,.
Notons H,=C"~! I'espace de la représentation s.°, ef, ..., e, _; sa
base canonique, f7, ..., f; _1 la base duale. Comme Tr a été 1dent1f1e a

un sous-groupe du tore d1agona1 de GL,(F), on voit facilement que e} 2
et f, , sont invariants par T} identifions R 4 ®,.¢H,. On peut
supposer que & s’identifie & ®, < gey 2 €t ?a®,csff /2

Par définition de F”, les tores T et T sont conjugués sous G. Soit
g€ Gy tel que g 'Trg= T.. On peut supposer que pour toute place
vES, le terme gy, choisi plus haut est 'image de g par 'application

v . .
G — G,. D’aprés la commutativité du diagramme ci-dessus et nos
identifications, on obtient

Z(r(gT)S) = Ul;%f;:}v/zl(ﬁ/° S""(g))e;‘i,,/z] .

Chaque terme local n’est autre que le coefficient “central” de la matrice
9" o s"(g), qu’on va maintenant expliciter. 5
(c) Identifions Gy et G a leurs images dans GL,(F) et GL,(F"),

posons g = (Z Z), soit 1 € Ty tel que tr(z) = 0, det(z) = —§&. Posons

a‘/z B )
" R
avec a € F, B F, B=6(B), a*E + uBff = £ La définition de g équivaut

a dire que g ltg est diagonal. On voit par calcul qu’on peut poser
a=d=1b=x,c=y"}, ol x et y sont les deux solutions de I’équation

X*uf —2XaJE - B=0

pour peu que 8+ 0, ce qu’on peut supposer en conjuguant T si besoin
est. On a

x=yEuB) (a— EET),
y=vE@uB) (a+ VEET).

-1

(On vérifie que y~* = ud(x), ce qui confirme que g € Gp.).
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Si k est un entier pair > 2, le coefficient central de s*(g) se calcule
aisément. Cest

A= (ad-be) " S (';)2(ad)'(bc)"_',
i=0
ou n=k/2—1. On calcule
AF = (fEET) "B,
ou
p =2 (1) ) (ar )
Par symétrie, on voit que B¥ € F. On peut supposer B* # 0.

(d) D’apres (b) et (c), et puisque pour tout v € S, V| =0, ¥'|p=1v,
on obtient

F(r(gr)8) = [n o(VEET )/][n o(8")].

Le deuxiéme produit appartient 2 Q(4)*. En effet si 6 € ¥ (h), on a

o( Il v(B"")) = [Tocv(B")=T]v(BC").
vel

vesS veS

Mais oh = h, donc le produit est invariant par o.
Si v € 8, v’ est encore réel, car T et T vérifient (P1), donc

1,2

o(VEET) = £|VEETT| = £[eE )

Si v € S,, par hypothése v” = (). Donc

o(VEET) (o) (VEET) =|VEE T, =188

Dans se cas, on a en outre A, = h,. On déduit des égalités ci-dessus que
o1 (h=2)/8 « X
[T1eE [ 2(r(gr)3) < ()™

D’aprés (a), cela implique la premiére assertion du (iii).
(¢) Comme r=F, la seconde assertion du (iii) est immédiate. Par
ailleurs un calcul direct de passage a la contragrédiente déduit de la
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premiére assertion du (iii) la relation ¢(7)~'#(g;)7€ R°*. En comparant
les deux relations obtenues, on obtient ¢(7)> € L*, d’ou (ii) en choisis-
sant L = Q(h). Enfin la propriété (iii) est indépendante des choix de £ et
£ et détermine ¢(7') modulo Q(4)*, d’ot (i). |

REMARQUE: On peut démontrer directement (i) et (ii).
I11.2. Préliminaires concernant les tores

On conserve les hypothéses et notations du paragraphe précédent. On
fixe sur les groupes additifs et multiplicatifs intervenant dans nos calculs
des mesures de Tamagawa, de la fagon suivant. Soit { le caractére des
adéles de Q, égal a 1 sur Q et dont la composante réelle ¢ est définie
par Y (x)=e>"* pour tout x € R. Pour tout corps de nombres E, soit
Vg =Yg °Trg, q le caractére des adéles de E. Pour toute place v de E,
soit ¢, le caractére de E,, composante locale de ¢;. On fixe comme
mesure dx sur E, la mesure de Haar autoduale pour {,, et comme
mesure sur EX 1a mesure {,(1)|x|; 'dx, ou¢, est la fonction zéta du corps
E,. On définit par produit des mesures sur les adéles de E et sur les
idéles. On définit sur les groupes discretes la mesure de comptage, et sur
le quotient de deux groupes munis de mesures, la mesure quotient. En
particulier cela définit des mesures sur Ty, Tg, Z,, €tc...

Notons x ; le caractére quadratique de A" /F~ associé a T, et L(xr, §)
sa fonction L, produit sur toutes les places de F des fonctions L locales.
Supposons déformais que T vérifie

(P2) T n’est pas déployé.

LemME I11.2.1: On a I’égalité mes(TrZo\Ta)=2L(xs, 1).

Ce dernier terme est fini grace a (P2). L’assertion est bien connue. O
Notons T et T les images réciproques dans T, et T, des sousgroupes
compacts maximaux de T, /Z,., T,,/Z,. On fixe sur ces groupes des
mesures telles que mes(T°/Z ) mcs( TC /Z.)=1. On a une application
Ad(g;"): T, — T,,, qui envoie T° sur T° et passe donc au quotient.

LemME II1.2.2: L’application Ad(g7'):T,./T - T,/T¢ préserve les
mesures.

C’est évident. O

Notons ¢, t¢, f, i° les algébres de Lie de T,,, T, T,,, T¢. L’espace i/i°
est de dimension ¢ = |S}| + |S,|. La mesure sur 7, /7 définit une applica-
tion A ‘(f/f°)— R,. On choisit 7€ A ‘(f/f°) dont I'image par cette
application est 1. Cette condition détermine 7 au signe prés et le choix de
# équivaut au choix d’une orientation sur T, /T*.

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G;, Kr=KZ,N T, qui
est muni de la mesure induite par celle de 7;. Notons Dy le discriminant
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de F, |¢|, le produit des ||, sur les places finies v de F, ou on rappelle
que F(y/€) est I'extension associée a T.

LeEMME I11.2.3: On a la relation
172, , 172 N
|De| 1|7 mes(Kr/Z,) € Q@

DEMONSTRATION. Identifions T et F(\/E )*. Tous les sous-groupes ouverts
compacts de T;/Z, sont commensurables. On peut remplacer K par le
groupe op Z;, ouor ; ou o7 est le produit sur toutes les places finies v
de F(/£) des groupes des unités de F(,/£),. Notons o5, le groupe
correspondant pour F. Alors

1,2 1,2
mes( o}, Z;/Z;) = mes( o7 /0% ) =| Dy | | D T,

ou D; est le discriminant de F (‘/Z ), d’aprés nos définitions et [T'] p. 319.
Notons D lidéal discriminant relatif de F(,/¢)/F. On a I'égalité | D,| =
D:N, ,@(D¢). 1l est bien connu que pour toute place de F, les valuations
de D/ et ¢ ont méme parité. Donc Ny,q(D{)|£|;" est un carré de Q™.
Donc

mes( o} /2% ;) = |Del"V/?|€]7'/* mod @,
Posons Uy = TN (T, X K;), Uy = Ur/(Up N Zp).
LEMME I11.2.4: Si K est assez petit, Uy est un groupe isomorphe a 7"

REMARQUE: la condition “K assez petit” dépend de 7.
DEMONSTRATION. Identifions T et F(/£)*. Notons Ey, E, les groupes
d’unités de F(,/£)* et F*.

(a) Montrons qu’il existe deux sous-groupes d’indice fini de Uy et de
Er/E, isomorphes. On peut supposer K1 = o7 (Z, (cf. démonstration du
lemme II1.2.3). Alors E,C Ug. Cette inclusion définit une injection
Er/E;— Uy. Soient u€ Uy, x €0}, z € Z; tels que pry(u)=xz, ol
pr; est I'application évidente. Par finitude du nombre de classes de F, il
existe un ensemble fini {z;,..., z,} C Z, tel que pour tout z' € Z,, il
existe vE Zp, i€ {1,..., h}, y €07, vérifiant z’ = pr,(v)z;y. On peut
supposer z;=1. Ecrivons une telle décomposition pour I'élément z
ci-dessus. Alors prf(uv_‘)=z,xy. Quitte a supposer u dans un sous-
groupe d’indice fini de U, on peut supposer i=1, z;=1. Alors uw™ ' €
E;. Mais u et ww™! ont méme image dans Uy. Donc I'application
E;/E,— Uy a pour image un sous-groupe d’indice fini de Uy, ce qui
démontre ’assertion.
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(b) D’aprés le théoréme des unités, E, resp. E, est le produit d’un
groupe fini et d’un groupe isomorphe a Z°, resp. Z° ou

b=|8]+]S]-1,
et
a=2[S7| +|S7|+2|S,]| -1,

d’apreés ’hypothése (P1). Donc E;/E, est le produit d’un groupe fini et
d’un groupe isomorphe 4 Z'.

(c) Si U est un sous-groupe d’indice fini de U, il existe K’ C K tel
que Uy € U. L’énoncé résulte alors de (a) et (b). O

Posons Uy = pr.(Uy). Les groupes Uy et Uy son isomorphes. On
Suppose désormais K assez petit pour vérifier les lemmes 1.6.1 et 111.2.4.
Fixons des éléments (e;),_; ., de Uy, formant une Z-base de ce
groupe. Quitte a choisir K encore plus petit, on peut supposer que, pour
tout k, e, est dans la composante neutre de 7, /Z_. On fixe ¢, € ¢/7.
tel que e, = exp(eg,), ou £ = Lie(Z,). Remarquons que I'algébre en-
gendrée par les ¢, est supplémentaire de ¢¢/£_. On suppose alors les e,
rangés dans un ordre tel que Ad(g7')(g A ... Ag,) est, modulo 7, un
multiple positif de 7.

L’ensemble J = T\ T /(T X K;) est fini. Fixons un systéme de
représentants (f,);<,, avec ¢, €T, pour tout j€J. Introduisons les
objets définis au 1.6. Pour tout j € J, il existe des éléments i =i(j) € I,
m, € Gg, k; €K, z,€ Z, tels que

tj = prf(m;)xi(/)kaj'

Posons m, = pr,, o p(mj)), et pour tout k=1,...,1, e, , = mj_lekmj. On
vérifie que e, , € T}(;).

Soient ay, ..., a, la base canonique de Z', {C"(Z', C)}, ., le com-
plexe des cochaines de C’ dans C, ou Z' agit trivialement dans C, £
I’ensemble des permutations de {1,..., ¢}, et sgn: £ — {+1} la sig-
nature. Pour p € C/(Z’, C), posons

D(p)= Z Sgn(o)l‘(‘la(l)’---’ aa(l))'
cEYL

LemMme II1.2.5: L’application D définit par restriction et passage au
quotient une forme linéaire sur H'(Z', C).

On note encore D cette forme linéaire.
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DEMONSTRATION: Si ¢ =0, c’est évident. Si ¢ > 1, il s’agit de montrer que
pour tout p € C'~'(Z', C), D(dp) = 0. Le calcul est standard. a

Soient j€J, pe C'(T

.(;y» R) une cochaine. Posons

Dj(l‘)= Z Sgn(o)i°"(g;]m/)"l"(eo(l),p ) eo(l),])'
cEY

LemMme II1.2.6: L’application D, définit par restriction et passage au
quotient une forme linéaire sur H'(T, 1 B).

On note encore D, cette forme linéaire.
DEMONSTRATION: Soit U; le sous-groupe de I} ;) engendré par les ¢, ,
k=1,...,t. 11 'y a une application de restriction H'(T,,, R)—
H'(U, R). Comme ¢ est invariante par T, on veérifie que
Zor(grim ;) R— C commute aux actions de U, ou U, agit trivialement
sur C. Par fonctorialité, on obtient une application H'(U, R)—
H'(U, C). Identifions e, , & a, on obtient une application H'(U, C) >
H'(Z', C). Enfin, il y a la forme linéaire D: H'(Z', C) > C. 1l est clair
que D; est la composée de ces applications. O

111.3. Un lemme élémentaire

Munissons la variété Z'\ R’ de l’orientation et de la mesure usuelles.
L’intégration

—>
Z\R’

définit une forme linéaire sur I'espace de cohomologie de De Rham
H'(Z'\ R, C). Introduisons comme dans la démonstration de la proposi-
tion 1.6.2 I'isomorphisme Q: HY(Z'\R’, C) - H'(Z', C).

LEMME I11.3: Si p€ H(Z'\R’, C), on a I’égalité
1,2
fzt\wu=(—1)'('+ 2D Q(p).

DEMONSTRATION: Les deux membres définissent des formes linéaires sur
H'(Z'\R’, C) qui est de dimension 1. Il suffit de vérifier I’égalité pour
un élément p non nul, par exemple I'image de la forme p=dx;
A ... Adx,. Utilisons des notations analogues a celles du 1.6. On va
calculer une suite (g,),—o._ .., associée a p, avec pu, € C'~"",

,,,,,
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Soit N ={iy,..., i,} un sous-ensemble de {1, ..., ¢}, avec iy < ... <
i. Pour ke ({1,...,n} posons sy(i,)=(—1)*"1 Posons sy =
I, en(—1), dxy=dx, A ... Adx,, soit N le complémentaire de N.
Soient vy, ..., v, des éléments de Z', écrivons v;=(¥,1, ..., ¥, ), avec
Yi, €Z, on note Dy(7y, ..., ¥,) le déterminant extrait |y, |, i=1,..., n,
J € N. Notons enfin /, I'ensemble des sous-ensembles & n éléments de
{1,...,1}.

Pour n € {0, ..., ¢t} définissons p, € C'~™" par la formule

t—n)!
.U'n(Yh"" Yn)z(—ti—) Z SNDN(YI’--an)de‘
: Neuw,

pour tous v;, ..., ¥, € Z'. Montrons que ces termes vérifienit les condi-
tions voulues. Si n=0, p, s’identifie bien & u. On doit montrer que si
ne{0,...,t—1},ilexistep, € C'" """ tel que d yu), = p,,, dpt,, = 41
(en supposant ¢ > 1). Si M est un sous-ensemble non vide de {1, ..., ¢},
on vérifie la relation

1
d{ — Sy (i) x,dxp_ oy | =dx

ieM
e ,
Définissons alors u, par

, t—n)!
ILn(Ylv---’Yn)=(7)— 2 svDy(vs oo 1)
) Neu,

iENC

1 .
X[t—n Z SN‘(I)xzde"—(l)]'
On a bien d yu), = p,. Pour M e, | et i € M, on vérifie les relations
. . 1+1
SM“U(,)(’)SM(’):(_I) ’ )

(_1)1SM—(:) =Sm-
D’ou

t—n—1)!
""::(‘YI""’ Yn)=(—t|—) Z Sm
) MeN,

X|= Z SM(i)DM—(i}(‘Y]a”-,Yn)xi
ieM

Calculons d ;. Grace a la multilinéarité du déterminant, la plupart des
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termes s’annulent 2 a 2. Il reste, pour v, ..., ¥,41 €Z’

drpl (Vs oo Yar 1) = Y1 B (Yas o5 Yur1) = B (Y25 -5 Yos1):

Posons v, = (v11, ---» Y1,)> avec v;, € Z. Alors pour tous i € {1, ..., 1},
Mc{l,...,t},

Y1 X=X 7 Y
v - dx,, =dx,,.

(Il y a une inversion entre I'action de Z’ sur R’ et son action sur les
formes différentielles, qui explique la signe -). D’ou

(t=n-1)!
t!

ZSM

Mew,

dI‘“/n(Yl’ [RRR] Yn+1)_

X Z SM(i)Ylle—(l)(YZ""9 Yn+1) dxM"
ieEM

En utilisant la formule de développement d’un déterminant selon se
premiére ligne, cela démontre que dpp), =, ;.
Pour n =, on obtient

1
O(w)(v1s s Y)= Hs{l ,,,,, nDa,... t)(Yl’ oY)

On calcule

_ (_1)r(t+1)/2

et,si 0 €Z,
Dy, . ,)(ao(l),...,ao(,))=sgn(o).

Alors D o Q(p)=(—=1)""*Y/2 d’ou la formule de I’énoncé. a
1I1.4. Intégrale sur un tore d’une forme automorphe parabolique

On reprend les hypothéses et notations de 111, 1, 2. Posons é, = ®, < €,
n=®,csn, (cf. II1.1). On suppose que (id ® Zyon(F)=¢é,, (cf. lemme
I11.1.3).

Soient E € Ay(h), fixons un isomorphisme i: ® E,— E, avec E, =
E[h,lou E[h,, h,]si v € S. Supposons EX +# {0}. D’aprés L5, 6, et 11.3,
les choix de 1 et i déterminent une injection

c: Ef > @ H'(T,, R

iel

e (C(e):)iel-
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On définit par ailleurs une application

Ef>E

e g, =i(e®é,).
Soit enfin x un caractére de TpZ, \ Ty, trivial sur T, et sur K.

ProPOSITION 1I1.4: Sous ces hypotheses, si e € EfK , on a l’égalité

[ x(0elmr)dr=(=1)"""" mes(K;/Z,)

T;ZAN\Ta

x Y x(4)D;(c(e)up)-

JjEJ

DEMONSTRATION: On a I'égalité

x()e(1gr)dt=Y 4, Q)

TrZaA\Ta jeJ

ou pour tout jEJ,

4;= x(4;t) . (1tgr)dt.
Ui Za\(Too X K1)

Fixons j, posons i = i(j). Par invariance de ¢ par G a gauche, par K a
droite, et de x par T, et K, on a

A= x(tj) mes(KT/Zf)/U\PT (Pe(x,«m;lth)dt,
k 0

ou PT=T,/Z C PG,. Soit u la forme différentielle sur I';\ X associée
a e (cf. 1.6). On considére p comme une fonction sur PG X A'( £, /k ),
a valeurs dans R. Les définitions impliquent que pour tout g € PG,

e (x;8)=7or(g " )op(g, 7).
Si t € PT,, on a I’égalité
For(gr')er(t™)="F¢or(gr?)

par définition de g, et invariance de Z par T,,. Alors la relation ci-dessus
implique

A= mes(KT/Zf)X(tj)/U \PT. £e r(g;lmj)"“(mf_lth’ f)dt‘
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Soit '€ T¢. On a g, 't'gr€ T°C K_,. D’aprés Iinvariance de p sous
K, et le fait que Ad(z"")7 =7 pour tout ¢t” € T*, on a I'égalité

u(mj_ltt’gT, '?) =p.(mj_‘th, '7)

pour tous t € PT_, ' € T. Soit S la sous-variété de PT,, exponentielle
de I'algebre de Lie engendrée par les ¢, k=1, ..., ¢ (cf. II1.2). Alors S
est un sous-groupe de PT_ contenant Uy, et PT_ est le produit direct de
S par T°/Z,. Dou

AjzmeS(KT/Zf)X(tj)/U \Sior(gl—_lmj)op,<mj—ltgﬂ 'F)dt.

Posons e =¢ A ... Ag,. D’aprés le lemme II1.2.2, on peut remplacer
dans la formule ci-dessus 7 par Ad(gr')(¢), a condition de remplacer d¢
par la mesure sur S “valant 1 sur &”.

On voit facilement (grace par ex¢mple a la décomposition d’Iwasawa),
qu’il existe un isomorphisme f: X =G, /K, — R de variétés C*, ou
a =2|8;| + 3|S,|, tel que

(i) pour tous xy, ..., x, €ER,

t
f(mj_1 exp( Y xkek)gr) =(x1,..., x,0,...,0),

k=1
(ii) soient g€ G, f(g)=(xy, ..., x,); alors pour tout k€ {1, ..., t},
f(ek’jg)=(x1,...,xk+1,...,xa),

ou e, ;= mj"lekmj.

Notons p’ la forme différentielle sur R, a valeurs complexes, déduite
par f de la forme Z o r(g;lmj)o p sur X. Soit p” la restriction de p’ 4 R’,
plongé dans R par (xy, ..., x,) = (x1, ..., X,, 0, ..., 0). La forme p”’ est
invariant par Z* et on a I'égalité

A;=mes(Kr/Z;)x (1) fz I\R,""‘ (R)

Soit Q(u”’) Iélément de H'(Z', C) associé & p”. Considérons I’élément
c(e);€ H'(T,, R) associé 4 e. Dans la démonstration du lemme III.2.6,
on lui a associé un élément de H*(Z’, C). On vérifie que cet élément est

Q(p"): il s’agit essentiellement de montrer que le diagramme suivant est
commutatif

H'(T\X, R)— H'(T;, R)
l l
H'(U\S, R)>H'(U, R),
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ou les fléches horizontales sont les isomorphismes de la démonstration de
la proposition 1.6.2, la fleche de gauche est Iapplication déduite du
plongement ¢ — mj'lth de S dans X, et celle de droite la restriction. Les
lemmes I11.2.6 et II1.3 montrent alors que

Lot = DD (e(e)), ()

Les formules (Q), (R), (S) démontrent la proposition. O
I11.5. L’espaces des formes automorphes paraboliques arithmétiques

On converse les notations des paragraphes précédents. On considére E
comme fixé, et le tore T et le sous-groupe K comme variables.

Soient donc (7, E)€ Ay(h), i: ®,E,— E un isomorphisme. Posons
E= i(E;®é.,). On peut aussi définir E comme I'espace des ¢ € E
vérifiant

(i) pour toute place v € S, la représentation de K, dans I’espace

engendré par les translatés 7,(k), kK € K, est le K,-type minimal
de =,

(i) pour toute place v € S, ¢ est invariant par ,(¢) pour tout t € T<.

On considére les couples (7, x), ou T est un sous-tore maximal de G
défini sur F et x un caractere de TxZ, \ T4. On considére les conditions
(T1) pour toute place v € S}, si M, est déployée, T, I’est aussi,

(T2) T n’est pas déployé sur F,

(T3) x|, =1, et les valeurs de x appartiennent & Q()™.

Soit ¢ un élément de F* tel que F(‘/g ) soit I'extension quadratique
associée a T. On pose

p(T)= TTIEl"*.

veS

Comme au lemme III.1.5, ce terme modulo Q(=)*, ne dépend pas du
choix du £. Supposons (T1) vérifiée. On introduit un terme g; comme au
IIL.1. si p € E et g € Gy, on pose

-1
I(p, 8 T, x)=p(T) f x (1)@ (1ggr)dze.
TrZA\Ta

Soit E° Iensemble des @ € E tels que pour tout g e Gy, tout couple
(T, x) vérifiant (T1), (T2), (T3), on ait
(9, g, T, x)€Q(m).

Considérons enfin la condition

e(m, 1/2) =1, ou il existe une place finie v de F telle que M, (U)
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ne soit pas déployée, ou il existe une place finie v de F telle oue M, soit
déployée et m, soit spéciale ou cuspidale,
ou ¢ est le facteur habituel.

THEOREME I11.5.1: (1) E° est un sous-Q()-espace vectoriel de E, stable
par m,(8) pour toute place finie v de F et tout g € G,.

(2) E° engendre E sur C.

(3) Si (U) est vérifice, on a I’égalité E = E° ®q(mC-

DEMONSTRATION: Le (1) est évident. Posons L= Q(w). Soit R® un
sous-L-espace de R vérifiant les conditions de la proposition 1.3. Pour
toute place finie v, soit E® un sous-L-espace de E, vérifiant les condi-
tions du lemme 1.2.1, tel que pour presque toute place v, E contient le
vecteur “marqué” de E,. Posons Ef = ® . sE_. Nous allons montrer la
propriété suivante:

(V) soient ey, e, € Ef, gy = i(e; ® &,,), 95 = i(e;® 8,,), (Ty, x1). (T, X2)
deux couples vérifiant les conditions (T1), (T2), (T3). Supposons
I(p, 1, Ty, x1)# 0, I(@,, 1, T3, x,)# 0. Alors

-1
(9,1, T, x,)I(9:, 1, T, x,) €L

Le (2) en résulte. En effet, comme Efo est stable par 7, pour toute place
finie v, il résulte de (V) une propriété analogue ou on introduit des
éléments g, g, € G;. Alors ou bien pour tout e; EEf et _pour tout
triplet (g,, T}, x1), on a I(¢y, g, Ty, x;)=0, auquel cas E°=E. Ou
bien il existe (e, g1, T3, x1) tel que I(@,, g1, 77, X;)# 0. Quitte &
multiplier i par une constante, on peut supposer I(@,, g1, Ty, x1)=1.
Alors d’aprés (V), pour tout e, € E et tout (g,, T», x2), on a
I(9,, g5, Ty, X,) € L. Donc @, € E°. D’ou I(Ef ®&,)C E® et (2).

Fixons e, T}, X1, €2, T, X, Vérifiant les hypothéses de (V). Soit K
un sous-groupe ouvert compact de Gy, de la forme K =11, . 4K, ou K,
est un sous-groupe de G,, assez petit pour vérifier le lemme 1.6.1 et le
lemme I11.2.4 pour T} et T, tel que e; € Ef, e, € EfY, Xil7,n k= X2y, e &
= 1. Effectuons les constructions du 1.6 relatives a K. En particulier il y
a un isomorphisme

c:Ef > Hp(E)c @ H'(T,, R).

iel

Introduisons le sous-L-espace Hy(E)° de Hp(E). La proposition 1.8.6 et
l'assertion d’unicité du lemme 1.2.2 montrent que, quitte & multiplier i
par une constante, on peut supposer

o((E0)")=He(E)".

En particulier c(e,) et c(e,) sont représentés par des cocycles a valeurs



[49] Certaines formes automorphes sur GL(2) 169

dans R°. Considérons pour simplifier le seul triplet (e, T, x)=
(ey, Ty, x;) et les formes linéaires D, associées (cf. IIL.2). L’endomor-
phisme r(m,) préserve ROL car m; est 'image d’'un élément de Gy.
D’aprés le lemme I11.1.5, o r(g;") envoie R® dans ¢(T)L. Donc D,
envoie H'(T, ), R°) dans ¢(T)L. D’aprés la proposition I11.4, il existe
donc /< L tel que, pour ¢ = ¢,

(9,1, T, x)=p(T) " mes(K,/Z)e(T)¢.

D’aprés les définitions, le lemme II1.2.3, et la formule de produit, il existe
q € Q* tel que

p(T) ™" mes( Kr/Z,)e(T) = cq.

ou

_ > (2—h,)/4
c=|Dg| V2 TT IElL :

vES

Quitte a diviser i par ¢, on obtient I(¢;, 1, T}, x;) € L. De méme
I(p,, 1, T,, x,)€ L, dou (V).

Si (U) est vérifiée, il résulte de [W2] proposition 16 et théoréme 4,
qu’il existe un caractére quadratique w = ® w, de A*/F* tel que

() sives, w,=1,

(i) L(7® w, 1/2)#0,
ou L est la fonction L habituelle. Fixons un tel caractére. D’apres [W2]
proposition 22, il résulte de (ii) qu’on peut trouver un soustore T de G,
défini sur F, et vérifiant (T2), ¢ € E et g € G, tels que

/ weodet(tg)p(1g)dt #0.
TrZaA\Ta

Fixons un tel tore 7. Soit v une place de F. On sait qu’il existe qu plus
un espace de fonctions continues sur T,\ G,, stable par ’action de %,
agissant via les translations a droite, tel que la représentation de ¢, dans
cet espace soit équivalente & 7, ® w,. Le résultat ci-dessus montre que cet
espace existe pour tout v. D’aprés (i) et un calcul facile, cela implique
d’abord que T vérifie (T1). Ensuite on peut supposer que pour toute
place v, E, est ’ensemble des fonctions (w, °det)f, quand f parcourt
I’espace ci-dessus. Il existe alors ¢ € C* tel que pour tous e= ® ¢, €
®,E,, 2=1(g,) € G4, On a, en posant ¢ = i(e),

wodet(rg)@(1g)dr = d:[ev(gu)wu odet(g,).

TFA A
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Si v € S, une conjugaison par g, et le (ii) du lemme II1.1.3 montrent
que é,(gr.,)# 0. La relation ci-dessus et I'irréductibilité¢ de =, pour tout
place finie v montrent alors que pour tout ¢ € E, ¢ # 0, il exxste gEG,
tel que

f wodet(rg) p(1ggr)dt # 0,
TrZa\Ta

d’ou I(gp, g, T, x) # 0 pour x = w odet. Remarquons que le couple (7, x)
vérifie les conditions (T1), (T2), (T3). On a le lemme élémentaire

LeMME I11.5.2: Soient M un espace vectoriel sur C, L un sous-corps de C,
M° un sous-L-espace vectoriel de M. Supposons que pour tout m € M,
m# 0, il existe f € M* tel que f(m)+ 0 et f(M°)C L. Alors I’ application

naturelle M° @ C — M est injective. O
L

Par définition, les applications @ — I(¢, g, T, x) envoient E° dans
Q(vr) Le résultat ci-dessus et le lemme montrent que lapplication
E° ®qC E est injective, donc (3) résulte de (2). O
REMARQUES: (1) Si T ne vérifie pas (T1), alors pour tout x vérifiant (T3),
tous p E E, g € G,,

x()o(1g)dt=0

TpZa\Ta
(2) La condition (T2) est probablement superflue.
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