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SUR LA TOPOLOGIE DES SURFACES
AFFINES REGLEES

J. Bertin

Introduction

Le but de cet article est de déterminer le groupe fondamental des
surfaces affines réglées. Rappelant que les surfaces non complétes
sont clasifiées par leur dimension de Kodaira logarithmique k, voir
[MIY], nous considérerons exclusivement dans ce travail le cas
k = — . Dans [M-S], il est montré que les surfaces affines avec
—oo sont réglées. Soit S une telle surface, il existe alors un
pinceau de droites affines p: S—> C, o0 C est une courbe lisse et p un
morphisme surjectif avec pour tout point général A de C, p~'(A\) = A'.
Si-C est de genre g >0, nous dirons que S est réglée de genre g; si
g2 =0, S est rationnelle. Notons que pour une surface réglée, trivi-
alement k = — oo,

Comme résultat préliminaire, nous étudions les fibres multiples d’un
pinceau de droites et montrons que localement on peut les éliminer
par des revétements cycliques étales (§1). Nous en déduisons le
résultat suivant.

k=
k =

THEOREME: Soient S une surface réglée et p : S— C un pinceau de
droites. Supposons que p posséde p fibres singuliéres multiples, de
multiplicités m,, ..., m,, et que C soit une courbe complete de genre g
privée de n points. Alors le groupe m(S) est un groupe Fuchsien de
signature (my,...,m, ;n, g).

De plus pour tout groupe Fuchsien 3, il existe une surface affine
réglée S, avec 3, = m(S).

Gurjar dans [Gu,], [Gu,] a étudié la topologie des variétés affines S

0010-437X/82070071-13$00.20/0

!
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telles qu’il existe un morphisme propre C" — S. Sin = 2, S estisomorphe
a C’[M-S].

Dans le §3, nous donnons quelques exemples et applications. Pour
ce qui concerne les notations, nos surfaces sont non singuliéres et
définies sur C.

1. Fibres multiples

Soit S une surface affine; une pinceau de droites affines sur S est la
donnée d’un morphisme surjectif p : S —» C, ot C est une courbe non
singuliére, et pour un point général A €C, p~'(A\)=A'. Une fibre
p~'(A) non isomorphe & A' est une fibre singuliére. La structure des
fibres singuliéres est décrite par le lemme suivant [M-S].

1.1. LEMME: Soit p~'(A\) =3; m;C; une fibre singuliere, avec pour
tout i m; =1 et C; irréductible; alors
1—C;= A" pour tout i
2—si i#], C;ﬂC,~=¢.

Nous dirons qu’une fibre singuliére %; m; C; est une fibre multiple si
m: = pgcd (m;) > 1, m est alors la multiplicité de la fibre.

Dans la proposition qui suit, nous montrons comment éliminer
(localement) les fibres singuliéres multiples par des revétements

cycliques. Nous pouvons supposer quitte a rétrécir C, qu’un
paramétre local t de C en A est défini sur C, et a pour seul zéro A.

1.2. PROPOSITION: Il existe un carré commutatif

- °® .8
l¢
C

ol  est un revétement cyclique de degré m, ¢ un revétement étale et
un pinceau de droites affines sur S. Soit X tel que w(A\)= A, alors
’indice de ramification de w en X est m et la fibre y'(X) est de
multiplicité un.

€
U,

m
—_——

(@}

Si k = C, nous pouvons supposer que C est un disque complexe de
centre 0, de méme C, et w(z) = z™.
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PrREUVE: Considérons le diviseur effectif D = ¢ "'(A\)/m. Nous avons
O(D)™ = 0(y'(\)) = Os, en vertu de ’hypothese faite sur C. Par une
construction bien connue, D détermine un revétement étale cyclique de
degré m ¢: S > S. On note C la normalisation de C dans le corps k(S).
Plus précisément, si D a pour équation locale h; = 0 sur 'ouvert U; avec
S = U; U, la fonction b; = h;i™¢ est réguliére inversible sur U;, ¢ étant
une équation de ¢ '(A) sur S. Le revétement S est donné au-dessus de U;
comme la surface de S;x A' d’équation Y™ —b; =0. Alors k(S)=
k(S)(¢'™) et S n’est autre que la normalisation de S dans k(S); comme
£=¢*(1), il est clair que k(C) = k(C)(t"™) et que [k(C): k(C)]=

Considérons un point général y de C. Alors §!(y) est intégre et si
e(y)=p, ¥ (¥) C @ 'Y '(n)). Comme A est général, ¢ '(n)=A". Le
revétement induit ¢ '(y'(n))-> ¢ () est étale, et par simple con-
nexité de A', ¢ '(y'(n)) est somme disjointe de m copies de A'.
Donc ¢ '(y) = Al et § est un pinceau de droites sur S. Examinons la fibre
¢~'(0). On a:

i L w0 = 3™ oY,
PO =@ W) =2 o7 (C)

Par 'argument ci-dessus, ¢ '(C;) = 3,,C; avec C; = A'et C; U Cy = ¢ si
j#1;dou:

§0) =3 T

L]

C’est une fibre singuliére non multiple. c.q.f.d.

1.3. Avec les notations du début, si ¢y '(A) est singuliere, prenons un
petit disque D dans C, de centre A, de telle sorte que les fibres ¢ '(n)
soient réguliéres pour w € D/{A}. Nous pouvons effectuer ’opération
précédente; on obtient le diagramme (A = 0).

—

D = disque de centre 0 et 7(z) = z™; alors ¢: 558 est étale cyclique
d’ordre m. i.e. S = S/Z/mz.

1.4. Supposons que le morphisme ¢ : S— S soit un revétement étale
galoisien de groupe de galois T, |T'| = n. Soit ¢ : S— C un pinceau de

U*'—'—VJ
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droites. Normalisons C dans le corps k(S), on a un carré cartésien

C étant une courbe normale compléte et 7 : C - C un revétement
galoisien de groupe I'. Nous avons vu que ¢ est un pinceau de droites.

1.5. LEMME: Si € C est ramifié en A € C, ¢ '(A) est une fibre
multiple, soit m sa multiplicité et e I’indice de ramification d’un point
s€xw'(A), on a e|m et toute fibre &_1(8)(8 €¢y'(\)) est de multi-
plicité m/e.

PREUVE: Supposons ¢ '(A) =3!_, mC;, C;=A'; le revétement S >
S étant étale, ¢ '(C;) est somme disjointe de n copies de A', soit

¢_'(Ci)=$lc,-,-i =1...t
d’ou
‘P—I(’«//—l()\)) = ;2; mCi;.

Le groupe I' permute transitivement les courbes {C;}; par suite
permute transitivement les points {J/(Ci,-)}. Ces points forment donc la
fibre 7w '(A\)={8,...,8,} avec p =n/e. Donc pour tout indice a,
l1<a=<p, et tout indice i, 1<i=<t, il existe un indice j tel que
¥(C;) = 8,. Soit T, le stabilisateur de 8,, |T,|=e. Il est clair que T,
agit transitivement sur les courbes C;(i fixé€) qui ont pour image §,
par ¢. On a:

ies)= 3 mCy=3 m(3 o(Cy)),
i=1 8

W(Cyj)=8, €r,

(C;;, étant une quelconque composante au-dessus de 3,).
D’ou : e|m; pour tout i, donc e|pgcd (m;)) =m et

§7'(8) = 2 % (dgﬂ a(Cy),a=1...p =%

La conclusion est vérifiée.
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2. Groupe fondamental

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme énoncé en in-
troduction.

2.1. LEMME: Supposons la fibre singuliere ¢'(0) réduite (y~'(0) =
i1 G, alors m(S) ={1}.

PREUVE: Supposons m; = 1 et soit 'ouvert S; = (S\¢y '(0)) U C;, on a
S;=D x A' donc S; est simplement connexe; comme les S; recouv-
rent S,m(S) ={1}.

2.2. LEMME: Avec les mémes notations que dans 2.1., supposons
¢ 0)=mC, C=A"et m > 1. Alors m(S)=2Z/nz.

[De maniere précise, si o est un petit lacet dans D qui tourne une
fois autour de 0, et y un relevement dans So= S\y'(0), la classe (y)
de y dans w((S) est un générateur).

Notons D(resp. Dy) le disque privé de son centre. On a le
diagramme:

D > D

D() > DO

Les fleches horizontales étant induites par ¢ et les fleches verticales
par ¢. (resp. Jf). Il est clair que So—> D, et So— D, sont des
équivalences d’homotopie, d’ott m(Sp)=> m(Dp) et m,(Sp) = 7 (D).
Considérons a(resp &) des petits lacets dans D(resp. D) qui tournent
une fois autour du centre, et y(resp. ) des relévements dans Sy(resp.
So) (on a fixé un point de base j € S, et ses images dans Sy, D, et D).

Alors (y) est une base du groupe abélien libre m,(Sy) et de méme
pour (y) dans m1(Sy). D’autre part comme ¢ est le revétement z - z™,
il est clair que @ (¥) = (y)". Soit le carré commutatif
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‘lTl(So) —_— ’Tl'](S)

Les fleches verticales sont injectives car ¢ est étale sur S, et les
images d’indice m. D’autre part m(S) = {1} par 2.1. On a donc (y)" = 1
dans m(S); d’autre part un lacet de S se reléve en un chemin de S qui
joint deux points de S, mais S étant simplement connexe, ce chemin
est homotope 4 un chemin de S;. Ceci montre que o est une
surjection, comme ,(S) est d’ordre m, on a bien m,(S) =2Z(y) avec

M"=1
Dans le lemme suivant nous conservons les notations précédentes.

2.3. LEMME: Supposons ¢7'(0)=3{m,C, pgcd(m;)=m. Alors
(S) est cyclique d’ordre m et {vy) est un générateur.

PREUVE: Soit S;=S,UC;, 1=<i=t, S;—> D est une surface régliée
sur le disque D de fibre singuliere m;C;. Par 2.2. m(S;) est cyclique de
générateur (y) d’ordre m; Notons que S;NS; =S, pour i#j. Les
fleches m,(So) = 7(S;) étant surjectives le résultat est une application
facile du théoréme de Van Kampen : 7(S) est engendré par (y) avec
les relations (y)™ =1,...t donc {(y)" = 1.

Avant d’énoncer le résultat principal, rappelons la définition ab-
straite d’un groupe Fuchsien (de premiére espéce) [MAG].

2.4. DeFINITION: Un groupe Fuchsien de signature (p;,...,pPn;8)
oll w=p; =2 et g =0, est un groupe défini par n +2g générateurs:

Cy,...,Ch; Ay, By, ..., Ag, Bg
avec les relations:

4
Chi=1,i=1...netC:...C, ][] ABA'Bi'=1
i=1

Lorsque n =0(resp. p;= =p, =), ce groupe est le groupe fon-
damental d’une surface orientable compacte T, de genre g(resp. de
To\{xy, . . ., xa}, x4, . . ., X, étant des points de T).

Lorsque g =0, on retrouve les groupes triangulaires de Schwarz 3(p,
g, r) qui sont décrits avec beaucoup de détails par Milnor [MI]; et
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plus généralement les groupes de Dyck 3(py,...,p.)=
(e,....eed,...,ekn, e ...e,).

2.5. THEOREME: Soient S une surface affine réglée et  ; S—> C un
pinceau de droites affines de fibres singuliéres multiples ¢ ~'(\;) = 3; m;;
Cyj, 1=i=<r, et de multiplicités m,, ..., m,. Supposons que C soit une
courbe complete de genre g privée de n points. Alors w,(S) est un
groupe Fuchsien de signature m,,....m,m,...,m,.,;g) avec

Mg =...=Mpy =0,

Avant de donner la démonstration du théoréme, indiquons la forme
que prend (S) lorsque S est rationnelle, i.e. g = 0. Nous supposons
aussi Alb(S) = (0).

2.6. COROLLAIRE: (i) Si C=A!, m(S) est un produit libre
Zmzx- - xZlmz (i) Si C=P', m(S) est isomorphe au groupe de
Dyck X(m,,...,m,).

2.7. DEMONSTRATION DU THEOREME: Rappelons la structure du
groupe fondamental d’une courbe C = T,\{x,,...,x,} ou T, désigne
une surface de Riemann compacte de genre g. En utxllsant la présen-
tation par générateurs et relations, on a:

g
7T1(C) = (Ah .oy Ag, B], .oy Bg, C] PP C"IZ_T] [Ai, B,] C] s Cn>

La signification des lacest A; B; et C; étant sugérée par la figure
usuelle suivante avec x, = point de base:
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Pour démontrer le théoréme, il est commode de considérer la
totalité des fibres singulieres ¢ '(1)), . . ., ¢ '(A,), ¥ ~'();) demultiplicité
m; =1, pour tout i et m; =2 si ¢ '(\;) est multiple. Nous allons
procéder par récurrence sur r. Le cas r =0 est trivial car dans ce cas
¥ :S—>C est une fibration localement trivale de fibre C, donc
Yy - m1(S)— m(C) est un isomorphisme.

Supposons r =1. Posons C* = C\{A,}, resp. Co=C/{Ay,..., A} et
et S* = Y I(C*), resp. So= ¢ '(Cy). Alors m(C,) est engendré par des
éléments A,,..., A, By,.. B, Cy,...,Cpy..., Cripy..., Gy avec la
relation

[A; Bi] Ci...Cn=1.

3

i=1

]

Dans cette description de m(Co), Cr415. .., Crin sont des classes de
lacets qui tournent autour des points x, . . ., X,. En utilisant la remarque
du début, on voit que I’on peut relever des lacets o; € A;(resp. B; € B;
et y,€C;) en des lacets & (resp. B 7v;) de S,. L’hypothése de
récurrence donne, en désignant A; (resp. B, ;) la classe de a; resp.

(B'i, i’])
~ - ~ - ~ ~ g8 . L. = ~
WI(S*) = (Al’ ooy Ag9 Bl’ .oy Bg9 Cl’ ooy Cr+n | ‘I‘T[A,', Bl] Cl LI Cr+m
Cr,...,Crp).

Considérons un petit disque ouvert D dans C de centre A, tel que
pour u €D, p# A\, on ait Y '(u)=A'. Posons S;=y (D) et S,=
v (D\{A,)). I est clair que S; et S, sont des ouverts connexes de S et
que S,=S;NS* Nous pouvons supposer que les groupes fon-
damentaux sont calculés relativement au point de base y,E€
Sa(xo = ¥(yg)), et que le lacet v, est contenu dans D. Il est alors clair
que m(S;) est le groupe cyclique de base (y,) avec la relation
{(y.)™ = 1. Le théoréme de Van Kampen donne:

m1(S1) & m(S*) > m(S)
m(S2)
le résultat découle aussitdt de la description de m7;(S*). On ajoute

simplement la relation €™ = 1. Ce qui démontre le théoréme, compte
tenu de la définition d’un groupe Fuchsien.

2.8. NortE: Il est clair que si S admet un pinceau de droites p : S =
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C, S est simplement conneXxe si et seulement si g =0 et

(i) C = A' et S n’a pas de fibres multiples
ou

(ii) C =P' et S posséde une seule fibre multiple, ou deux fibres
multiples de multiplicités m,, m, avec (m,, m,) = 1.

2.9. Montrons que pour tout groupe Fuchsien I, il existe une surface
affine réglée S avec m(S)=3.

Partons d’une surface projective réglée p : P(Og@ L)— E, avec
L € Pic(E). La projection 0 L— L détermine une section A avec
A? = deg (L). La projection de Oz @ L sur Og, détermine une section A,
avec Ao A =0. Il est facile de voir que A, est caractérisée par cette
propriété. Considérons une fibre F, et soit Q un pointde F n’appartenant
pas a A U A,. Eclatons Q et soit E(resp. E,) la transformée propre de F
(resp. courbe exceptionnelle). On a E= E;=—1. Eclatons le point
Qi=E;NE, et ainsi de suite ... Aprés k(k =1) éclatements nous
obtenons un morphisme birationnel u : WV, la fibre p'(F) de W
étant décrite par:

E,

_2 Ez

-2 A,

-1 E,

Ek+l

Les assertions qui suivent sont immédiates
(1) E l2c+l =-k
(ii)) La multiplicité de E; dans sa fibre est k

Nous pouvons effectuer des opérations similaires sur des fibres
F,,..., F, avec pour k les valeurs m,, ..., m,. Prenons un point A; sur
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la composante exceptionnelle E’;,,i de u~'(F)) qui n’appartient pas aux
autres composantes, et éclatons successivement les points Ay,.. ., A,
On note encore W la surface résultante et u : W— V le morphisme
birationnel. Soient enfin C,, ..., C, les composantes exceptionnelles
des fibres p'(F)),. .., n"'(F,). Nous posons:

S=V\DavecD=A+ 2::1 w'F)-C)

of

-m,

Pour vérifier que S est affine, on utilise le critéere de Goodman.
Supposons que C C S soit une courbe compléte, et considérons la
courbe pw(C)CV; on a w(C)NA=¢. Si pu(C)~aA+p*(8) avec
a€Z et § €Div(E), on a si F est une fibre de p:

w(C)- F=a>0car u(F)Z une fibre

et comme p(C)#A, w(C)-Apj=deg(8)=0 dou u(C)-A=
aA’+deg 8 = aA’>=0 si on choisit un faisceau inversible L de degré
positif.

Pour terminer, il faut vérifier ’existence d’une courbe effective Y
de support D telle que Y - D; >0 pour toute composante irréductible
D; de D. Une telle courbe Y existera si A>= deg L est positif.

La fibration induite sur S par ¢ =p ou a des fibres multiples de
multiplicités m,,...,m,. Le groupe m(S) a pour signature
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(my,...,m, ;g). Pour avoir la signature la plus générale, il suffira de
sortir & S n fibres non singuliéres.

3. Applications

3.1. REMARQUE: Le groupe m(S) est fini si et seulement si 'une
des hypothéses suivantes est vérifiée:

(1) I existe un pinceau S — A' avec au plus une fibre multiple, alors
m1(S) est cyclique,

(2) 11 existe un pinceau S - P' avec au plus deux fibres multiples,
alors m(S) est cyclique d’ordre pgcd (m;, m,) si m; et m, sont les
multiplicités.

(3) Il existe un pinceau S—P' avec trois fibres multiples de
multiplicités m,, m,, ms, et 1/m;+1/my+1/m;> 1.

Dans cette situation, le revétement universel est une surface affine
réglée rationnelle. Un exemple évident du cas (1) est S = PAC ot C est
une conique lisse, le revétement universel étant P' X P'/A.

Supposons S simplement connexe, alors S est rationnelle et le
groupe Hy(S, Z) est sans torsion de rang y —1 ou yx est le nombre
d’Euler de S. En utilisant les théorémes de Hurewicz et Whitehead,
on conclut de suite que S a le type d’homotopie d’un bouquet de x
exemplaires de la 2-sphére S>. Un exemple typique est la surface
x"z =14+y™ réglée par x = const. Dans cet exemple y = m.

Comme application du théoréme 2.4, démontrons la proposition
suivante [MIY, p. 187].

3.2 PROPOSITION: Soit S une surface affine non singuliére telle qu’il
existe un morphisme dominantf : A'> S. Alors S est logarithmiquement
rationnelle (k(S) = —x) et

(i) Si S admet un pinceau S—A', il y a au plus une fibre multiple.

(i) Si S admet un pinceau S —-P', il y a au plus trois fibres multiples.
Dans le cas ou il y a trois fibres multiples, les multiplicités {m,, m,,
ms} coincident a une permutation prés a l’un des triples {2, 2, n}
(n=2),4{2,3,3}44{2,3,4}{2,3, 5}

PREUVE: En utilisant la description 3.1 des surfaces avec ; fini, il
suffit de montrer que sous ’hypothése du théoréme, le groupe m(S)
est fini. Le fait que k(S)=—« n’est pas difficile, nous laissons les
détails au lecteur, [MIY].

Si on restreint f a un sous-espace linéaire de dimension 2 généri-
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que, on obtient un morphisme dominant A S. La conclusion résulte
alors du résultat plus général suivant, voir par exemple [Gu,]:

Soit f : X > Y un morphisme génériquement fini, entre variétés non
singuliéres ; 7(X) = 1 implique (Y’ fini.

3.3. Comme autre conséquence de 2.5, nous pouvons donner une
démonstration du résultat classique suivant, sans interpréter le
groupe Fuchsien G comme groupe discontinu d’automorphismes du
disque unité.

THEOREME: Soit G un groupe Fuchsien de signature
Mmy...,m, ;g), et soit H un sous-groupe d’indice fini de G. Alors H
est un groupe Fuchsien et si on pose:

20501

on a:
pr =(G : H)ug.

PREUVE: Soit une surface affine réglée S avec 7 (S)=G. Le
sous-groupe d’indice fini H détermine un revément étale ¢ : S— S de
S avec m(S)=H. Alors k(S)=k(S)=~» par suite S est réglée
d’aprés le théoréme de Miyanishi-Sugie (on peut aussi faire une
vérification directe comme dans les exemples précédents). On conclut
de suite que H = m(S) est un groupe Fuchsien.

Pour vérifier I’égalité uy = (G : H)ug, on peut supposer le revétement
S — S galoisien. Si ¢ : S—> E est un pinceau de droites affines sur S,
en normalisant E dans k(S), on obtient un pinceau de droites sur S et
un diagramme:

7 "

U
-— W

L4
—

T
_—_—

o5
try

Notons ¢; 'indice de ramification de = en un point quelconque
au-desus de A; € E. Si n = (G : H), la surface S a n/e; fibres chacune
de multiplicité m;/e; et on obtient par la formule de Riemann-Hurwitz:

2§—2=n(2g—2)+§rl n(l—el),(§=g(f‘3))
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d’ou:
u(H)=Zg—2+§%<1—%)
=n(2g-2)+ ”(2: l-eli)+$_e'li(1 :;,)
= n[(23-—2)+2: (1 _le_)]
=nu(G)
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