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Soit X une variété différentiable de dimension finie. Appelons T* le
fibré cotangent de X et K le sous-fibré de Q?)4T* des éléments

possédant les symétries d’un tenseur de courbure de Riemann (cf. §2).
Si g est une métrique riemannienne sur X, on note e(g) sa courbure
de Riemann, section de K sur X. La métrique g nous donne un
opérateur de trace

où S 2T* désigne le carré symétrique de T*. La 2-forme symétrique
4 9 e(g) est par définition la courbure de Ricci Ric(g) de g. On dit
que g est une métrique d’Einstein s’il existe À ER tel que

Ric(g) = Àg.

Le principal résultat que nous démontrons dans cet article est le

théorème suivant, concernant l’existence locale de certaines

métriques d’Einstein.

THÉORÈME: Supposons que dimx - 3. Soient x E X, go un produit
scalaire sur l’espace tangent en x à X et Ro un élément de la fibre en x
de K tels que

où À E R. Alors il existe un germe en x de métrique riemannienne
analytique réelle g tel que

Du point de vue local, ce théorème est le meilleur possible, car il
montre qu’il n’y a pas d’obstruction à étendre au niveau des germes
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des données algébriques ponctuelles satisfaisant la condition d’Ein-
stein. En particulier, en dimension &#x3E;_4, on obtient facilement des

exemples de métriques à courbure de Ricci nulles et non plates.
L’opérateur courbure de Ricci est non-linéaire et nous commençons

par étudier, aux paragraphes 2 et 3, le linéarisé Ricg de cet opérateur
le long d’une métrique donnée g. Nous montrons qu’il est toujours
involutif (proposition 3.1). En dimension &#x3E;3, nous prouvons que
l’opérateur Ricg est formellement intégrable si et seulement si la

métrique g est à courbure de Ricci nulle. Dans cette situation, nous en
déduisons une résolution explicite du faisceau des déformations
infinitésimales analytiques réelles de g, préservant la platitude de la
courbure de Ricci. Nous obtenons en fait (théorème 3.2) une résolu-
tion du faisceau des déformations infinitésimales d’Einstein sur une

variété d’Einstein.
Par ailleurs, les calculs faits dans le cas linéaire au paragraphe 3,

nous donnent des informations sur l’opérateur courbure de Ricci.
Nous montrons essentiellement qu’il est formellement intégrable et
involutif. Ce résultat avait déja été obtenu par Elie Cartan en dimen-
sion 4, dans le cadre de sa théorie des systèmes de Pfaff en involution
(cf. [2]). Le théorème énoncé au début de cette introduction découle
alors aisément de l’intégrabilité de l’opérateur Ric. Remarquons
encore que cette intégrabilité formelle veut dire qu’on peut résoudre
localement l’équation Ric(g) = 0, mais ne signifie nullement qu’on
peut résoudre Ric(g) = R, où R est une 2-forme symétrique donnée
sur X.

Nous utilisons, dans ce papier, la théorie formelle des équations
différentielles surdeterminées linéaires ou non-linéaires de H.

Goldschmidt (cf. [6] et [7]).
Tout au long de ma carrière de mathématicien, j’ai bénéficié de

l’aide constante et des encouragements chalereux de Jacques Vey. Je
dédie, avec émotion, cet article à sa mémoire.

Je tiens aussi à remercier vivement J.P. Bourguignon et le Referee
qui m’ont permis d’améliorer notablement la version initiale de ce
papier.

1. Rappels sur la théorie formelle des équations différentielles
surdéterminées

Tous les objets considérés dans cet article seront supposés de
classe C°°. Soit X une variété différentiable de dimension finie n, dont
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on note T le fibré tangent et T* le fibré cotangent. On désigne par
(&#x26;’k T*, SlT* et A mT* la puissance tensorielle k-ième de T*, la

puissance symétrique e-ième de T * et la puissance extérieure m -ième
de T*, respectivement. On identifiera dans la suite Sk T* à un sous-
fibré de (&#x26;k T* grâce à l’application injective

qui, pour aï,..., ak E T*, envoie le produit symétrique ail .... ak sur

où Q5k désigne le groupe des permutations sur {1,..., k}.
Soit E un fibré vectoriel sur X. On note Z (resp. Jk(E)) le faisceau

des germes (resp. le fibré vectoriel des k-jets) de sections de E sur X
et 1Tk: Jk+,(E) --&#x3E; Jk(E) la projection naturelle. On identifiera toujours
Jo(E) avec E on pose Jk(E) = 0, pour k  0. On a, pour é * 0, la suite
exacte

où E est le morphisme défini comme suit: si x E X, s E Ex et si

f i, ..., f , sont des germes en x de fonctions sur X, à valeurs réelles et
nulles en x, alors

Si F est un autre fibré vectoriel sur X et si cp : Jk(E) - F est un
morphisme de fibrés vectoriels sur X, le l-ième prolongement de cp

est le morphisme p,(cp): Jk,,e(E) ---&#x3E; Je(F) de fibrés vectoriels sur X
défini par

pour tous x E X et s E Ex. Le symbole, ou symbole principal, u(cp) de cp
est la composition Cf&#x3E; 0 E : Sk T* 0 E - F. Si

est l’inclusion naturelle (cf. [7]), le e-ième prolongement du symbole
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de cp est le morphisme

de fibrés vectoriels sur X, égal à la composition

on pose uo( cp ) = u( cp). Si D : E --+ F est l’opérateur différentiel linéaire
d’ordre k tel que -

pour tous x E X et s E Ex, on posera

Rappelons q’une équation différentielle d’ordre k dans E est un

sous-fibré de Jk(E). Si e est de rang constant, alors Rk = Ker cp est
une équation différentielle d’ordre k dont le t-ième prolongement est
Rk+l = Ker pe(ço). Le symbole de Rk est gk = Ker u(cp) et le t-ième
prolongement du symbole de Rk est gk+l = Ker Ut(cp); on convient que
gk-l = Sk-IT* fg) E, si e &#x3E; 0. La projection naturelle

1Tk+l: Jk+l+l(E) - Jk+e(E) envoie Rk+e+l dans Rk,,e et on dit que Rk est
f ormellernent intégrable si, pour tout 1 &#x3E; 0, Rk+l est un fibré vectoriel
et si 1Tk+l: Rk+t+l - Rk+e est surjectif (cf. [6]).
On pose pour m - 0

et on étend 8 en un morphisme de fibrés vectoriels

envoyant CI) 0 u sur (-I)jCl) A 8u, pour tous w E AjT* et u E sm+1T*.
Rappelons que, pour m &#x3E; 1, on a la suite exacte
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si on convient que S’eT* = 0, pour t  0. Le morphisme 8 induit un
morphisme

et la cohomologie de Spencer de gk est la cohomologie des suites

où m ? k. On note H m-j,j(gk) la cohomologie de (1.1) en AjT* 0 gm-j.
On dit que gk est r-acyclique si H "’’ i(gk) = 0 pour m ? k et 0  j  r, et
que gk est involutif s’il est n-acyclique (cf. [6]).

Soient x E X et {ti,..., tn} une base de Tx. Si 1:5 j :.-5 n - 1, on note
SkT*{tt, ... til l’annulateur dans SkT* de l’espace engendré par les
vecteurs ti, ..., tj; c’est aussi le sous-espace de Sk T* engendré par les
produits symétriques t,t, - .... t 4,,, avec j + 1 s il S ... S ik s n, où
Itt,..., t n} est la base de T*, duale de la base {ti,..., tn} ; on pose
alors

On dit que {tl, ..., tn} est une base quasi-régulière pour gk en x si

J.P. Serre a montré que gk est involutif en x si et seulement s’il existe

une base de Tx quasi-régulière pour gk en x (cf. [9]).
Nous utiliserons dans la suite le critère d’intégrabilité formelle

suivant, donné dans [6]:

THÉORÈME 1.1: Soit Rk C Jk(E) une équation différentielle d’ordre k
dans E. Si Rk+l est un fibré vectoriel, si ’1Tk : Rk+l - Rk est surjectif et si
le symbole de Rk est 2-acyclique, alors Rk est formellement intégrable.

2. L’opérateur courbure de Ricci

Si h est une section de S2T* et si e E T, on note i(e)h l’élément de
T * défini par
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pour q ET ; on note alors h b : T --&#x3E; T* l’application qui envoie e sur
i(e)h. Si h est non-dégénérée, alors hb est un isomorphisme dont
l’inverse se note h#. Dans ces conditions, on peut définir un mor-
phisme de trace

égal à la composition

où lT est l’opérateur de trace usuel. Notons encore

et

les morphismes de fibrés vectoriels définis respectivement par

et par

pour ah a2, a3, a4 E T*.

Si h est une métrique riemannienne sur X, on note Vh la connexion
de Levi-Civita de h et R(h) la courbure de h, section de

A2T* (&#x26; T* (&#x26;’T définie par

pour tous e, 1), ’E T. La courbure de Riemann-Christofel de h est la
section 9é (h) de (D4 T* déterminée par

pour tous e, q, C, À E T. Si K est le sous-fibré formé des éléments m
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de (D"T* vérifiant

et

pour tous e, q, " À E T, il est bien connu que R(h) est une section de
K sur X.

La courbure de Ricci d’une métrique riemannienne h sur X est la
2-forme Ric(h) définie par

pour tous e,,q, C E T; puisque l’image par h # de la forme linéaire sur
T

est çi(h)(, q)Ç, on obtient

Si Cf) E K, on a (cf. [10, p. 198])

pour tous e, q, C, À E T. On déduit immédiatement de (2.2) que

Ainsi Ric(h) est une section de S2T* sur X. Si on note encore

la connexion dans S2T* induite par la connexion de Levi-Civita Vh de
h dans T, on définit un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1
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en posant

pour tout u E S2T*. L’operateur Divh s’appelle divergence des 2-

formes symétriques. On peut alors construire l’opérateur de Bianchi

associé à h, qui est l’opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 défini par

pour tout u E S2T*.

DEFINITION 2.1: Une section u de S2T* vérifie l’identité de Bianchi
pour une métrique riemannienne h sur X si Bh(u) = 0.

Le lemme suivant est bien connu (par exemple, cf. [11]).

LEMME 2.1: Soit h une métrique riemannienne sur X. Alors Ric(h)
vérifie l’identité de Bianchi pour h.

Soit h une métrique riemannienne sur X. Si w (resp. u) est une
section de K (resp. S2T*) sur X, nous poserons

et

Nous fixons, dans ce paragraphe et le suivant, une métrique rie-
mannienne g sur X et nous supposerons que dim 2. Si to est une

section de K sur X et u une section de S2T* sur X, notons

les linéarisés le long de g des opérateurs non-linéaires R, Ric, 0 et É.
respectivement; R’g et Ricg sont des opérateurs différentiels linéaires
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d’ordre 2 tandis que (Bu)g est d’ordre 1 et que (0w)g est d’ordre 0. Nous
poserons dans la suite

et

Soient x E X et h E S2’T*. Si t E R est assez petit, g + th définit un
germe de métrique riemannienne en x, et on a

D’après (2.1), on a, pour h E S2T*

et

D’après le lemme 2.1, le membre de gauche de (2.4) est identiquement
nul, donc on obtient

Notons R la courbure de Ricci de g, considérée comme section de

Hom(T*, T*) = T 0 T*. On a donc

où Ric(g) est vue comme section de T* 0 T* et où

LEMME 2.2: L’opérateur différentiel Bg - R 0 Bg est d’ordre zéro.
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DÉMONSTRATION: Soit h E S2T*. On a

modulo un opérateur d’ordre zéro. Soient e, q, i ET. On a

avec Lhnn = d v g+th el? jt=o D’après la formule (4.) de [5], on obtient

modulo un opérateur d’ordre zéro, où g*: S2 T* --&#x3E; S2T. Par ailleurs,
on voit facilement que

d’où le lemme.

Soit r : J2(S2T*) --&#x3E; S2T*, le morphisme de fibrés vectoriels sur X
défini par

pour tous x E X et h E S2T*. Le symbole o,(eD de l’opérateur
différentiel Rg est le morphisme de fibrés vectoriels

défini par

pour tous e,,q, C, À E T et C E S2T* @ S2T* (cf. [5, §4]).
Comme 8g provient d’un morphisme de fibrés vectoriels, on déduit
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de (2.3) que

Soient x E X et {tl, ..., t.1 une base orthonormée pour g de Tx.

D’après (2.6), on a alors

pour tous £, q E Tx et C E S2T* Q9 S2T De même, on a

pour tous e, TJ, , E Tx et C E S’T* (&#x26; S2T*.

LEMME 2.3: Le morphisme u(r): S2 T* 0 S2 T * ---&#x3E; S2T* est sur-

jectif, si n - 3.

DÉMONSTRATION: Prenons u E T* tel que u # = 9#(u) soit de

norme 1. Si h E S2T* est de la forme

où À E R, avec v E T* tel que v# soit orthogonal à u#, et h’ E S2T* tel
que iu#h’ = 0, alors on déduit facilement de (2.7) que

En particulier, si h’ = V2 et si v# est de norme 1, on a

Il en découle immédiatement que cr(r) est surjectif.

REMARQUE: Il y a beaucoup d’autres manières de prouver ce

lemme. Par exemple, si on utilise l’égalité r(S2 T* (D S2T*) = K, il

suffit de montrer que fT:K) = S2T*. Remarquons encore qu’il résulte
de la démonstration du lemme précédent que, pour u E T* - {0},
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l’application

est de rang !n(n - 1). Ceci signifie que l’opérateur de courbure de
Ricci en Géométrie riemannienne n’est jamais déterminé (cf. [13]),
contrairement à ce qui se passe pour l’opérateur courbure de Ricci en
Géométrie affine (cf. [4]).
Du fait que u(r) est un épimorphisme, R2 = Ker r est une équation

différentielle d’ordre 2 dans S2T*.

Puisque le symbole de la connexion Vg: S2T* ---&#x3E; T* (g) S2’T* est

l’identité de T* 0S2 T*, on a

Clairement, on a aussi

Si /3 : J1(S2T*) -+ T* est le morphisme de fibrés vectoriels sur X tel
que

pour tout h E S2T*, alors on obtient

Si (ti, ..., tn} est une base orthonormée de Tx, avec x E X, on voit,
d’après (2.11) que

pour tout C E Tt @ S 2 T * et £ E Tx.
Le lecteur vérifiera facilement que 0’(13) est surjectif.

PROPOSITION 2.1: Si dim X &#x3E;_ 3, on a la suite exacte

La preuve de cette proposition fait l’objet du paragraphe 5.
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3. Un théorème d’intégrabilité formelle

Nous supposerons désormais que dim X &#x3E; 3 et nous commençons

par étudier l’involutivité du symbole de R2.

LEMME 3.1: Soient x E X, Ut et M2ET* tels que {uf, un soit un
système orthonormé. Si V = RUI EB RU2, on a

DÉMONSTRATION: Posons, pour simplifier,

et prenons v dans T* tel que v# soit orthogonal à V, et de norme 1.
On a, d’après (2.10),

et

On en déduit que u i et M2 sont dans E, et il résulte de (2.9) que les h
de S2Tx tels que iufh = 0 ou iufh = 0 sont dans E. Nous aurons

terminé la preuve du lemme si nous montrons que w =

Mi ® U2 + U2 @ Ut est dans E. On vérifie facilement, avec (2.7), que

d’où le résultat.

LEMME 3.2: Soient x E X et {tt, ..., tnl une base orthonormée de Tx.
Alors l’application

est surjective pour 1  j  n 2013 2.

DÉMONSTRATION: Posons



56

pour j = 1, ..., n -1. Comme Yj,l C Yj, si j  n - 1, il suffit de montrer
que u(r)(Zn-2) = S2 T* x et cette dernière égalité résulte trivialement du
lemme précédent.

PROPOSITION 3.1: Le symbole g2 de R2 est involutif.

DÉMONSTRATION: Soit x E X. Nous allons montrer que toute base
orthonormée {tt,..., tn} de Tx est quasi-régulière pour g2, x. Comme

g2 = Ker cr(r), on a, d’après le lemme 2.3,

D’après la démonstration du lemme 2.3, on obtient

et, d’après le lemme 3.2,

on a
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Par ailleurs, g3 = Ker cri(r); donc, avec la proposition 2.1, on voit que

d’où la proposition.

PROPOSITION 3.2: Si R3 est le premier prolongement de R2, on a la
suite exacte de fibrés vectoriels à fibre variable sur X

où OÜ2(h)(x» = (Bg 0 Ricg(h))(jc) pour tous x E X et h E S2’T* tels que
j2(h )(x) E R2.

DÉMONSTRATION: Le diagramme

est exact et commutatif. Donc l’application 0 : R2 -&#x3E; T * qui envoie p E R2
dans

avec q E J3(S’T*) vérifiant 1T2(q) = P est bien définie et on obtient une
suite exacte



58

Soient x E X et h E S2T* tels que p = j2(h)(x) E R2. On a

Supposons que g soit une métrique d’Einstein, c’est-à-dire que

où À est une constante. Lichnerowicz a démontré (cf. [11, § 19]) que

On a le

THÉORÈME 3.1: Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Bg = 0;
(ii) g est à courbure de Ricci nulle ;
(iii) BgRiCg=0;
(iv) R2 est formellement intégrable.

DÉMONSTRATION: Puisque le symbole de Bg est surjectif, on

déduit facilement du lemme 2.2 que g est Ricci plate, si fig = 0. Si g
est à courbure de Ricci nulle, alors (iii) est vraie, d’après (3.2).
Supposons que Bg 0 Ricg = 0. D’après la proposition 3.2, l’application
’1T2: R3 -+ R2 est surjective. Il résulte de la démonstration de la pro-
position 3.1 que g3 est de rang constant, donc que R3 est un fibré
vectoriel. Comme g2 est toujours involutif, les hypothèses du

théorème 1.1 sont satisfaites et R2 est formellement intégrable. Main-
tenant, si R2 est formellement inégrable, on a fi = 0 et ainsi

pour tous x E X et h E ST* tels que j2(h)(x) E R2. En fait, Bg 0 Ricg
est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 et on aura Bg 0 Ricg = 0
si on montre que 1Tl: R2 -+ J1(S2T*) est surjectif. Ceci résulte de
l’exactitude et de la commutativité du diagramme
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Enfin (i) et (iii) sont équivalentes, d’après (2.5).
Supposons que g soit Ricci-plate. Puisque g2 est involutif, le

théorème 4.3 de [6] nous donne un complexe

où F est un fibré vectoriel sur X et D un opérateur différentiel
linéaire d’ordre 1, qui est formellement exact dans le sens suivant: si
v : jl(S2 T*) --&#x3E; F est le morphisme de fibrés vectoriels tel que D =

v 0 jt, les suites

sont exactes pour m &#x3E; 0. Comme u(r) est surjectif, r l’est aussi: on a
donc F = T* et v est l’unique morphisme de fibrés vectoriels de
J1(S2T*) dans T* tel que u(v) = o,(P) et que v 0 pl(r) = 0. Nous
déduisons de la condition (ii) du théorème 3.1 que D = Bg et que
v = 0. Supposons maintenant que X soit analytique réelle. On note E.
le faisceau des germes de section analytiques réelles d’un fibré

vectoriel analytique réel sur X. Dans un travail récent (cf. [16]),
DeTurck et Kazdan ont montré qu’une métrique d’Einstein est tou-
jours analytique réelle. Les résultats du paragraphe 7 de [6] nous
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disent que la suite

est exacte.

En d’autres termes le résultat ci-dessus nous dit qu’un germe
analytique réel h de S2T* est l’image par Ricg d’un germe analytique
réel de S2T* si et seulement si h satisfait l’identité de Bianchi pour g.
Il est probable qu’il puisse se généraliser au cas ’C’, par exemple en

.. 

ecomposi ion e icg aisan intervenir le Laplacien de
Lichnerowicz (cf. [1] ou [11]).
Par des techniques analogues à celles développées dans les lemmes 2.3

et 3.1, on peut montrer que 0’1(): S2T*  S2T * -&#x3E; @T* est surjectif.
On déduit immédiatement des résultats du paragraphe 7 de [6] que, sous
les hypothèses du théorème 3.1,

est surjectif.
Supposons que g soit une métrique d’Einstein, avec Ric(g) = Àg.

Posons

pour toute section h de S2T*. D’après (3.2), on a

et on déduit immédiatement de la preuve du théorème 3.1 que l’opérateur
différentiel PA est formellement intégrable.

Toujours d’après les résultats de [6], on obtient alors le

THÉORÈME 3.2: Si g est une métriques d’Einstein telle que Ric(g) =
Àg, alors on a la suite exacte

Si g est la métrique canonique plate dans R", le théorème 3.2 et le
théorème d’Ehrenpreis-Malgrange (cf. [12]) nous donnent, dans le cas
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°, un théorème d’existence pour un système différentiel à

coefficients constants que nous allons expliciter. Si xi, ..., xn désig-
nent les coordonnées canoniques sur R" et si h est une section de

S2T*(R"), on pose

pour 1:5 i, j:5 n. On a

et

Par conséquent, si ù est une section CX&#x3E; donnée de S2T*(Rn), le

système à coefficients constants

a une solution h E g,(S2 T*(R’» si et seulement si

sur R", pour j = 1, ..., n.

4. Résolubilité locale des équations d’Einstein

Nous utilisons dans ce paragraphe la théorie formelle des équations
différentielles non-linéaires surdéterminées de [7]. Soit S2T* le sous-
fibré ouvert de S2T* dont les sections sont les métriques rieman-
niennes sur X. Si k est un entier -0, le fibré Jk(S2Tf) des k-jets de
sections de S2 Tt est un sous-fibré ouvert de Jk(S2T*). On notera w la
projection naturelle de S2T* sur X ou de Jk(S2T*) sur X. Notons
encore V(E) le fibré vertical d’un fibré E sur X.

Soient À E R et r,, : J2(S2T *) --&#x3E; S2T* le morphisme de fibrés sur X
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défini par

pour tout x E X et tout germe en x de métrique riemannienne g sur
X. On posera N2 = Kerorx, où o désigne la section nulle du fibré vectoriel
S2T* sur X. Soit

- le morphisme -de fibré+ sur r : S£T t--+ X défini comme suit: si x E X
et h E S2Tf,x, on a

pour tout u E (S2T* ®’ S2 T)h = S2 T* OIS2 T*. Le fibré
S2Tt

7Tl: J2(S2T,) -+ J1(S2T*) est un fibré affine de fibré vectoriel associé

S2 T* (&#x26; V(S2 T*) (cf. [7]). Si on identifie le fibré vertical V(S2T*)
jl(S2Tt)

(resp. V(S2 T*+» au fibré image réciproque 7T-l(S2T*), avec

Ir: S2 T * --+ X (resp. 7T: S2T’ -+ X), le morphisme r,, est affine sur

7T : J1(S2T,) -+ X et son morphisme de fibrés vectoriels associés est
induit par p. Ceci veut dire que si h est un germe en x E X de

métrique riemannienne sur X, on a

pour tout a dans la fibre (S2 T* 0 V(S2 T*+»j,(h)(.,) identifiée à
h(S2Ti)

(S2T* (29 S2T*)h(x).
S2Tt

LEMME 4.1: On a W,(N2) = jl(S2 T*+) et N2 est une équation
différentielles non-linéaire d’ordre 2 dans S2T,.

DÉMONSTRATION: Soient x E X et p = ji(h)(x), où h est un germe
en x de métrique riemannienne sur X. D’après (2.6) et le lemme 2.2, le
morphisme p est surjectif, donc il existe a E (S2 T* 0 S2T*)h(x) tel

S2Tt
que
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Il résulte de (4.1) que q = j2(h)(x) + a est dans N2. Comme wi(q) = p,
la première partie du lemme est démontrée. Toujours à cause de la
surjectivité de p, la différentielle verticale

est surjective, donc N2 est un sous-fibré de rang constant de j2(S2 T*),
d’où le lemme.

THÉORÈME 4.1: L’équation différentielle N2 est involutive et for-
mellement intégrable.

DÉMONSTRATION: Notons encore p le morphisme de S2 T*o S2T*
N2

dans S2T* induit par p. Le symbole de N2 est alors le sous-fibré à
fibre variable

de S’T * e2 S2T* (cf. [7]). Si p = jz(g)(x) e N2, avec x e X et g germe
en x de métrique riemannienne sur X, on a, d’après (2.6),

Il résulte donc de la proposition 3.1 que h2 est involutif. La preuve de
la proposition 3.1 nous permet aussi de déduire que le premier
prolongement h3 de h2 est un fibré de rang constant sur N2. Si w-’T*
est le fibré image réciproque de T* par ’U: N2 ---&#x3E; X, considérons le
morphisme

de fibrés vectoriels sur N2 défini ainsi: si x E X et si g est un germe en
x de métrique riemannienne sur X tel que p = j2(g)(x) E N2, alors

est le symbole en x de Bg. D’après la proposition 2.1, la suite
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est exacte. La proposition 2.1 de [8] nous donne une suite exacte

de fibrés à fibre variable sur N2, où N3 est le premier prolongement de
N2 et où fi est défini de la manière suivante: si p = j2(g)(x) E N2, avec
x E X et g germe en x de métrique riemannienne sur X, on a

où e-ljl(Ric(g) - Ag)(x) est considéré comme un élément de

(T*  S2T*)p. On a donc
N2

On a

d’après le lemme 2.1, mais on a aussi

puisque la connexion Vg parallélise g et que la trace de g est égale à n.
Ainsi fi = 0 et IF2: N3 --+ N2 est surjectif. Le hypothèses du théorème
8.1 de [7] sont satisfaites et N2 est formellement intégrable.

Considérons le morphisme

de fibrés sur X défini par

Le morphisme CI) est affine sur w : Jl(SZT*) - X et son morphisme de
fibrés vectoriels associés est induit par T. Puisque T est surjectif (cf.
[3]), on en déduit que m est surjectif, et que irl: Kers m - Jl(S2T*) est
surjectif pour toute section S de K.

Supposons que X soit une variété analytique réelle. On a le
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THÉORÈME 4.2: Soient x E X, go E S’T+*,x et Ro E Kx tels que

Il existe un germe en x de métrique riemannienne analytique réelle g tel
que

DÉMONSTRATION: Il existe p E J2(S2T*)x tel que w(p) = Ro et que
wo(p ) = go. Avec nos hypothèses, p est dans N2. Le théorème 4.1 et le
théorème 9.1 de [7] nous donnent l’existence d’un germe en x de
métrique riemannienne analytique réelle g solution de N2 et tel que
j2(g)(x) = p, d’où le théorème.
Dans le cas À = 0 et lorsque dim X - 4, le théorème ci-dessus nous

fournit beaucoup d’exemples locaux de métriques riemanniennes à cour-
bure de Ricci nulle et non plates, car le sous-espace des Ro satisfaisant
(4.2) est de dimension [n(n - 1)(n 2 - n - 6)]/12. Il est bien connu que
l’existence globale de métriques riemanniennes à courbure de Ricci
nulle et non plates est une question difficile, par contre, il n’ap-
paraissait pas clairement que le problème local présente peu de
diffcultés. Signalons encore que les seuls exemples connus de telles
métriques étaient kahlériens, à savoir ceux donnés par le théorème de
Calabi-Yau pour les variétés kahlériennes compactes à première
classe de Chern nulle (cf. [16]).

Lorsque À 0 0, le théorème 4.2 peut aussi s’obtenir plus simplement
à l’aide du théorème de Cauchy-Kovalevski et des techniques de [17],
où l’on utilise les coordonnées harmoniques pour résoudre les équa-
tions d’Einstein dans le cas extérieur. Remarquons aussi que les

résultats de ce paragraphe s’étendent sans difficulté au cas de

métriques de signature quelconque.

5. Preuve de la proposition 2.1

Comme dans le lemme 2.2, plaçons-nous en un point x de X;
posons g (x ) = g, Tx = T et T* = T*. On déduit facilement de (2.8) et
(2.12) que U(J3)oul(r)=O. Remarquons tout de suite que (2.13) n’est
pas exacte lorsque dim X = 2, car Im ul(r) = T* 0 g, tandis que
Ker u(J3) est de dimension 4. Nous supposons dans la suite que
dim X - 3.
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L’espace T étant muni de la métrique g, considérons T*,
T* @ S2T*, S3T * et S3T* @ S2T* en tant que 0(n)-modules. Les
applications al(r) et u(p) sont clairement 0(n)-équivariantes. L’ap-
plication

donnée par

pour tous C E T* 0 S2T* et e, q, C E T est aussi 0(n)-équivariante et
la suite

est exacte. Notons

l’espace des formes harmoniques de degré 3 sur T. On a la somme
directe

et les sous-espaces H3 et ¡..t(T* 0 g) sont des 0(n)-modules irréduc-
tibles (cf. [14]). On a

sur S2 T*, donc H3 C Ker u(f3). Par ailleurs, le 0(n)-module Mo =
(Ker IL) fl Ker(id ® Jg) est irréductible et

où Mi est un 0(n)-module isomorphe à T* (cf. [14]). On a aussi

sur Ker g. On déduit de (5.2), (5.3) et de l’exactitude de (5.1) que la
décomposition du 0(n )-module Ker u(l3) en somme directe de sous-
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modules irréductibles est donnée par

où M est un module isomorphe à T* qu’il est inutile d’expliciter pour
les calculs que nous allons faire.

LEMME 5.1: On a

DÉMONSTRATION: Comme H3 est irréductible, il suffit de trouver

un élément non nul de H3 qui soit dans l’image de o,,(r). On déduit
facilement de (2.7) et (2.9) que

pour u E T* tel que u" soit de norme 1 et pour h E S2T tel que

iu#h = 0 et Jgh = 0. En particulier, si u, v, w E T* sont tels que

{u", v*, w*l soit un système orthonormé, alors u (&#x26; (v (D w + w (D v)
est dans l’image de ul(r). On voit donc que le produit symétrique
w = u.v.w, identifié à un élément de T* 0 S2T*, est dans Im cri(r).
Maintenant w est aussi H3 - {0}, d’où le résultat.

Soit {ti,..., t.1 une base orthonormée de T, dont on note

{dx 1, ..., dx.1 la base duale dans T*. Appelons W le sous-espace de
Im ut(r) engendré par les

pour t = 3,..., n. Il est facile de voir que dim W = n - 2, que W C
Ker(id (g) Jg) et que W fl S3 T* = 101. D’autre part, le sous-espace L
de Im Ut(fJ), engendré par les

si t 0 n, a une intersection nulle avec Ker(id ® Jg). Fixons un sous-
espace U de dimension 3 de L, ce qui est toujours possible. On a
U n W = {0} et on pose



68

Soit p : Ker u(J3) --&#x3E; H3 la projection sur H3 parallèlement à Mo E9 M.
Il est clair que

On en déduit immédiatement le

LEMME 5.2: Si V = {u - p(v) v E V}, alors on a dim V = n + 1.

Soit {v1, ..., Vn+l} une base de V. On a

où ak E Mo et /3k E M. Comme dim M = n, on a peut supposer, quitte
à changer l’ordre des vk, qu’il existe À1, ..., An E R tels que

Alors V,,+I-Yk"=IÀkVk est dans M0-10}. Par construction et d’après
(5.4), on a V C Im ul(r); comme Mo est irréductible, on obtient

Prenons to dans U -{0}; on a

On peut écrire

avec a 1 E H3, a2 E Mo et a3 E M. Puisque

on voit, d’après (5.6), que a3 0 0. Comme U c Im o,,(r), il résulte de

(5.4) et (5.5) que a3 E Im Ul(r) et donc que M C lm O"I(r), ce qui
achève la preuve de la proposition.
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