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1. Einleitung

Es wird vermutet, daß für eine große Klasse von Singularitaten
analytischer Raume das Komplement der Diskriminante im Basis-
raum der semi-universellen Deformation ein Eilenberg-MacLane
Raum K(03C0, 1) ist, d.h. daß alle Homotopiegruppen aul3er der ersten
verschwinden ([10], §4). Für die einfachen Hyperflàchensingularitàten
wurde diese Vermutung von Brieskorn und Deligne bestâtigt ([1], [2],
[3]); und dies sind zur Zeit auch die einzigen Hyperflâchen-
singularitäten, für die diese Vermutung nachgeprüft werden konnte.

In dieser Arbeit wird das K(03C0, l)-Problem für zwei isolierte Sin-
gularitaten von vollstândigen Durchschnitten entschieden. Für die

nulldimensionale Singularität mit den Gleichungen x; + x22 = 0, XIX2 = 0
(die Singularitat 63 in der Notation von [6], F2,23 in Giusti’s

Klassifikation [4]) wird gezeigt, daB das Komplement der Dis-
kriminante im Basisraum der semi-universellen Deformation kein

K (7T, 1) ist. Dagegen ist für die Kurvensingularitât mit den Glei-

chungen x21 + x22 + x23 = 0, x1x2 = 0 (D4 in der Bezeichnungsweise von
[6], S5 in Giusti’s Notation) das Komplement der Diskriminante

wieder ein K(03C0, 1).
Zum Beweis reprâsentieren wir gewisse verselle Deformationen

dieser Singularitaten durch Familien F’:X’~S von affinen

Durchschnitten zweier Quadriken. Ist s E S ein Punkt im Komple-
ment der Diskriminante, so läßt sich der projektive AbschluB der
Faser X s : = F’-1(s) durch einen projektiven Automorphismus auf eine
gewisse Normalgestalt bringen. Das Bild der ’unendlich fernen

Hyperebene’ unter diesem Automorphismus ist dann eine Hyper-
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ebene, die den Durchschnitt von zwei Quadriken in Normalgestalt
transversal trifft. Durch diese Konstruktion lâ6t sich die Unter-

suchung des Komplements der Diskriminante bei den Singularitâten
D3 bzw. D4 zurückführen auf die Untersuchung des Raums aller

Hyperebenen in P2(C) bzw. P3(C), die zu einem festen null- bzw.

eindimensionalen nichtsingulären Durchschnitt von zwei Quadriken
transversal sind.

N. A’Campo, F. Ehlers, H. van der Lek und E. Looijenga môchte
ich für viele interessante und nützliche Diskussionen danken. Ihren

Anregungen ist es u.a. zu verdanken, daB mein ursprünglicher Beweis
des Resultates über die Singularität D3 wesentlich vereinfacht werden
konnte.

2. Die Singularitât D3

Ahnlich wie in [6] reprâsentieren wir eine verselle Deformation
dieser Singularität durch eine Familie F : X ~ S von projektiven
Durchschnitten zweier Quadriken, wobei

F : X - S die von der Projektion P2(C) x S ~ S induzierte
Abbildung bezeichnet.

Die Fasern von F bestehen aus - mit Multiplizität gezàhlt-vier
Punkten in P2(C), und die Diskriminante D C S ist die Menge der-
jenigen s E S, für die mindestens zwei der vier Punkte in der Faser
Xs: = F-’(s) zusammenfallen. Die C*-Aktion auf S, die durch

t·(u, v, w) = (tu, tv, t2w) gegeben ist, führt die Diskriminante D C S in
sich über; deshalb repräsentiert das Paar (S, D) den Homotopietyp
des Keims von (S, D) im Nullpunkt (im Sinne von [8], prop. 2). Da
F:X ~S eine verselle Deformation ist, hat also nach [9], III. 2.1

S - D den Homotopietyp des Komplements der Diskriminante im
Basisraum der semi-universellen Deformation der Singularitât 3. In
diesem Paragraphen wollen wir zeigen

SATZ 1: S - D ist kein K(7T, 1).

Zum Beweis konstruieren wir zunächst eine Überlagerung von
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S - D, die es ermôglicht, die Punkte in den Fasern Xs zu numerieren.
Wir setzen

03C0:S-D~S-D, 9 = (s ; PI(S), ..., p4())~ S ist dann eine unverz-

weigte Überlagerung, also ist 03C0i(S-D) = 03C0i(S - D) für i 2: 2.

Für s E S - D sind je drei der vier Punkte PI(S),.,., P4(g) E P2(C)
nicht kollinear. Wählen wir also vier Standardpunkte 1,...,4 in

P2(C), von denen keine drei auf einer Geraden liegen, so gibt es für
jedes s E S - D einen eindeutig bestimmten projektiven Automor-
phismus o-(§) E PGL(3, C) mit 03C3()(pi()) = pi.
Da keiner der Punkte pi(g) auf der ’unendlich fernen’ Geraden

H := {x E P2(C)/x0 = 0} liegt, ist für jedes s E S - D das Bild von H
unter a(§) eine Gerade in P2(C), die die Punkte p,, ..., p4 nicht trifft.
9 o,(§)(H) definiert deshalb eine holomorphe Abbildung (P von
S - D in den Raum T aller Geraden in P2(C), die 1,...4 nicht
treff en. Zwei Punkte , ’ von S - D liegen offenbar genau dann in der
gleichen Faser von CP, wenn es einen projektiven Automorphismus
gibt, der H in sich überführt und die Punkte p1(),...,p4() auf die
Punkte p¡(s’),..., P4(9’) abbildet. Sei deshalb G die Gruppe aller

Automorphismen von P2(C), die die Punkte (0,1, 1) und (0,1, -1) von
H entweder festlassen oder vertauschen. G operiert auf S fol-

gendermaßen:

Für einen Punkt s = (u, v, w) E S ist X, die Menge der Basispunkte
des Büschels Y, von Quadriken in P2(C), das durch x21 + x22 +
UIXOX1 + U2XOX2 - w1x20 = 0 und x1x2 + VIXOXI + v2xox2 - w2xô = 0
definiert wird. Dieses Büschel induziert auf der ’unendlich fernen’

Geraden H das Büschel if, das von x21 + x22 = 0 und x,x2 = 0 auf-
gespannt wird. Umgekehrt ist jedes Büschel Y von Quadriken in
P2(C), das auf H das Büschel  induziert, gleich einem der Büschel
Y, für einen eindeutig bestimmten Punkt s = p (Y) E S. Die beiden
singulâren Quadriken von 3 sind gerade 2 x {(0,1,1)} und 2 x

{(0,1,-1)}(1); und diese beiden Quadriken spannen 3 schon auf. Ist
also s ~ S und g E G, so induziert das durch g transformierte
Büschel Lgs auf H wieder das Büschel 2, und wir setzen

’ Nulldimensionale singulare Quadriken sind doppelt zu zahlende Punkte.
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Die Operation von G auf S führt D in sich über. Die G-Operation auf
S - D läßt sich liften zu einer freien Operation auf S - D durch

LEMMA 1: 4l : S - D ~ T ist ein G-Prinzipalbündel.

BEWEIS: Ist g E PGL(3, C) ein Automorphismus, der

Pl(S), P4(g) auf Pl(S’), ..., P4(S’) abbildet und H in sich überführt,
so führt g auch das von L03C0() auf H induzierte Büschel L03C0()|H = in
L03C0(’)|H =  über. Die singulâren Quadriken von if werden also von g
permutiert. Dies sind die Quadriken 2  {(0, 1, 1)} und 2 x {(0, 1, -1)},
deshalb ist g E G. Dies zeigt, daß die Fasern von O aus G-Orbits auf
S - D bestehen.
Für eine Gerade h E T hat die Einschrânkung :£Ih des Büschels if

aller Quadriken durch p 1, ..., p4 genau zwei - voneinander

verschiedene - singulare Quadriken 2 x {q1} und 2 x {q2}. Wâhlt man
einen projektiven Automorphismus p mit p(q1)= (0,1,1) und p(q2)=
(0,1, -1), so ist offenbar p(h) = H und Y’IH = il. h ist also das Bild
von (p(LP); p1, ..., pp4) E S - D unter 0; und dadurch ist auch die
Surjektivität von 45 gezeigt.
Weil G frei auf S’- D operiert, ist damit Lemma 1 bewiesen.

Da die Zusammenhangskomponente der Eins in der Gruppe G
homotopieäquivalent zu S1  SI 1 ist, genügt es wegen der langen
exakten Homotopiesequenz für die Faserung 0: S - D ~ T zum
Beweis von Satz 1 zu zeigen, daB 7T2(T) nicht endlich erzeugt ist. Dies
folgt aus

LEMMA 2: Die universelle Überlagerung von T ist

homotopieiiquivalent zu dem Raum {(y1, Y2, Y3) E R 31yi E Z f ür min-
destens ein i}.

BEWEIS: Sind P-*1, ..., p-*4 die den Punkten PI, ..., P4 entsprechenden
Geraden in dem zu P2(C) dualen projektiven Raum P*2, so ist T =

P*2 - *1 ~... ~*4. T ist also isomorph zum Komplement von drei
nicht duch einen Punkt gehenden Geraden in einer afhnen Ebene.
Nach [5], Theorem 1 ist deshalb T homotopieäquivalent zu

{(~1, ~2, ~3) E SI x SI x S1/~i = 1 für mindestens ein i}. Dieser Raum
hat die in Lemma 2 angegebene universelle Überlagerung.
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3. Die Singularität Ô4

Analog wie für die Singularität D3 reprâsentieren wir auch für diese
Singularitât eine verselle Deformation durch eine Familie F : X ~ S

von projektiven Durchschnitten zweier Quadriken, wobei

S := C3 x cC3 x cC2 und für einen Punkt s = (u, v, w) E S die

Faser Xs C P3(C) durch die beiden Gleichungen 1 + x2 +

x23 + ulxoxl + U2XOX2 + U3XOX3 = WIXÕ und XIX2 + VIXOX1 +

v2xox2 + v3xox3 = W2XÕ beschrieben wird.

D C S sei die Diskriminante D = f s E SIX, ist singulär}. Genau wie in

§2 sieht man, dafi S - D den Homotopietyp des Komplements der
Diskriminante im Basisraum der semi-universellen Deformation der

Singularität 64 repräsentiert.

Der Beweis folgt der gleichen Linie wie in §2; allerdings sind die
Fasern X, für s E S - D jetzt elliptische Kurven, und deshalb treten
Moduli auf.

Nach [11], 1., Lemma 1.1 ist für einen Punkt s E S die Faser X,
genau dann nichtsingulâr, wenn das Büschel Es aller Quadriken durch
X, genau vier verschiedene singulâren Quadriken enthâlt. Es sei

sind die singulàren Quadriken von LJ.

Die kanonische Projektion 03C0:S-D~S-D ist dann eine unverz-

weigte Überlagerung. Wir konstruieren nun eine Familie f : Z - B
von eindimensionalen Durchschnitten zweier Quadriken in "Stan-

dardform". Sei

f : Z ~ B die von der Projektion P3(C) x B ~ B
induzierte Abbildung.

Die vier singulâren Quadriken im Büschel L’b aller Quadriken durch
Zb werden dann durch die Gleichungen ql(b, z) = 0, q2(b, z) = 0,



338

q3(b,z) : = q2(b,z) - q1(b, z) = 0 und q4(b, z) : = q2(b, z) - bq1(b, z) = 0
beschrieben. Für b E B ist also das Doppelverhàltnis der vier Punkte
auf der projektiven Geraden L’b, die den Quadriken Q’i(b):= Iz E
P3(C)/qi(b, z) = 01 entsprechen, gleich b.

0 : S ~D ~ B sei die Abbildung, die jedem Punkt  ~ S ~ D das
Doppelverhàltnis von QI(§), Q2(s), Q3(g), Q4(§) in L03C0(s) zuordnet.
Dann gibt es für jeden Punkt s E S D wenigstens einen projektiven
Automorphismus von P3(C), der Qi() auf Q’i(~()) und somit auch
X03C0() auf Z~() abbildet (vgl. etwa [11], 1, §2). Man prüft leicht nach,
daß für jedes b E B die Gruppe aller projektiven Automorphismen,
die die Quadriken Q’I(b), .. Q4(b) jeweils in sich überführen, stets
aus den Atumorphismen (zo, ..., Z4)~ (± z0,..., ± z4) besteht. Folglich
gibt es für jedes  ~ S ~D genau 16 projektive Automorphismen
(r e PGL(4, C) mit (r ’ Qi() = Q’i(~()). Wir setzen

S - D ist dann eine unverzweigte Überlagerung von S - D und somit
auch von S - D. Für jedes s E S - D trifft X, die ’unendlich ferne’
Ebene H : ={x E P3(C)/XO = 01 transversal in den vier Punkten

P1:=(1,0,i), P2:=(1,0,-i), P3: = (0,1,i) und P4:= (0, 1, -i).
Deshalb ist für jedes (9, a) (E S - D die Ebene a(H) transversal zu
Z~(s). Sei P*3 der Raum aller Ebenen in P3(C) und

T := {(h, b ) ~ P*3 x Blh ist transversal zu Zb}.

LEMMA 1: Die Abbildung 0 : S - D - T, (s, 03C3)~(03C3(H), ~(s)) ist

ein lokal triviales Faserbündel. Die Faser von 0 ist homoto-

pieiiquivalent zu einer disjunkten Vereinigung von endlich vielen 1-

Sphiiren.

BEWEIS: Wir bezeichnen mit G C PGL(4, C) die Gruppe aller

Automorphismen von P3(C), die die Punkte Pl, ..., P4 von H per-
mutieren. G operiert auf S - D folgendenmaBen:

Ist s E S - D und g E G, so ist g(X,) ein nichtsingulärer
Durchschnitt von zwei Quadriken in P3(C) mit g(x,) fl H =

{P1,..., P4}. Man sieht leicht, daB g(X,) von der Form Xg . s
für einen eindeutig bestimmten Punkt g · s ~ S - D ist.

Diese Operation liftet sich auf S durch g :  ~ (g · 03C0();
gQl(S), 9 - Q4(g» und auf S~D durch g : (s, 03C3) ~ (g · , 03C3 03BF g-1).
Wie im Beweis von Lemma 1 in §2 prüft man nach, daß 03A6 : S~D ~ T
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ein G-Prinzipalbündel ist. Die Zusammenhangskomponente der Eins
in G hat den Homotopietyp von S1. Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Aus der langen exakten Homotopiesequenz für Faserungen folgt,
daß der Totalraum einer Faserung ein K(03C0, 1) ist, wenn Basis und
Faser der Faserung es sind. Deshalb wollen wir nun zeigen, daß die
Basis T der Faserung (P : S-D~ T ein K(7r, 1) ist. Dazu zeigen wir
zunàchst

LEMMA 2: Die Projektion T ~ B, (h, b) - b ist ein differenzierbareslokal triviales Faserbündel. Ist E der Torus R 2/Z2 undlokal triviales Faserbündel. Ist E der Torus R2/Z2 und

A := 1(yl,. - -, Y4) E E 4/yi:;,, Yj f ür i ~ j und 1 Il=, Yi = 01, so ist die Faser
dieses Bündels diffeomorph zu A’ : = A/S4, wobei die symmetrische
Gruppe S4 auf E4 durch Vertauschen der Komponenten operiert.

BEWEIS: Sei bo E B, U eine zusammenziehbare Umgebung von bo
und s : U~Z ein Schnitt von f|U : Z|U ~ U. Indem man s (b) als

Nullpunkt für die Addition in der elliptischen Kurve Zb wàhlt, wird
f|U : Z|U ~ U ein (differenzierbar) triviales Bündel von Gruppen mit
Faser E. Ist (h, b ) E T|U, so sind die vier Durchstoßspunkte von h mit
Zb verschieden, und ihre Summe in Zb ist Null. Umgekehrt spannen
vier voneinander verschiedene Punkte in Zb, deren Summe Null ist,
eine Ebene h in P3(C) auf, die Zb transversal trifft. Deshalb ist T|U
(differenzierbar) isomorph zu U x A’.

Da die Basis B der Faserung T - B ein K(1T, 1) ist, brauchen wir

wegen Lemma 1 und 2 zum Beweis von Satz 2 nur noch zu zeigen,
daß auch die Faser A’ = A/S4 ein K(03C0, 1) ist. Weil S4 frei auf A

operiert, folgt dies aus

LEMMA 3: (Okonek [7].) iri (A) = 0 f ür i 2:: 2.

B EWEIS : Sei An := {(y1,..., Yn) E (E -{0})n/yi~ yj für i~j und yi ~ 0
für i = 1,..., n}. An ~An-1, (y1,..., yn)~(y1,...,yn-1) ist eine

Faserung, deren Faser ein gelochter Torus ist. So beweist man

induktiv, da0 die Rame An alle K(03C0, 1) sind. Anderseits liefert die
Abbildung A~ A3, (y1,..., y4)~(y1 - Y4, Y2 - Y4, Y3 - y4) einen

Isomorphismus zwischen A und A3.

LITERATUR

[1] E. BRIESKORN: Singular elements of semi-simple algebraic groups. Actes du
Congrès intern. Math. 1970, Tome 2, 279-284.



340

[2] E. BRIESKORN: Sur les groupes de tresses (d’apres V.I. Arnold). In: Séminaire
Bourbaki 24 (1971/72), no. 401, p. 21-49. Lecture Notes in Mathematics 317, Berlin
Heidelberg New York, Springer-Verlag 1973.

[3] P. DELIGNE: Les immeubles des groupes de tresses géneralisés. Inventiones math.
17, 273-302 (1972).

[4] M. GIUSTI: Classification des singularités isolées simples d’intersections com-
plètes. Preprint, Ecole Polytechnique 1977.

[5] A. HATTORI: Topology of Cn minus a finite number of affine hyperplanes in

general position. Journ. Fac. Science Tokyo 22, 205-221 (1975).
[6] H. KNÖRRER: Die Singularitäten vom Typ D. Math. Ann. 251, 135-150 (1980).
[7] Chr. OKONEK: Das K(03C0, 1)-Problem für affine Wurzelsysteme vom Typ An, Bn.

Math. Zeitschr. 168, 143-148 (1979).
[8] D. PRILL: Local classification of quotients of complex manifolds by discontinuous

groups. Duke Math. Journ. 34, 375-386 (1967).
[9] B. TEISSIER: Cycles évanouissants, sections planes et conditions de Whitney. In:

Singularités ä Cargèse, p. 285-326. Asterisque 7-8 (1973).
[10] R. THOM: The bifurcation subset of a space of maps. In: Manifolds-Amsterdam

1970, p. 202-208. Lecture Notes in Mathematics 197, Berlin Heidelberg New York,
Springer-Verlag 1971.

[11] A. TYURIN: On intersections of quadrics. Russ. Math. Surveys 30, 51-105 (1975).

(Oblatum 12-III-1981) Horst Knôrrer

Mathematisch Instituut

Rijksuniversiteit Leiden
Wassenaarseweg 80
2333 AL Leiden
The Netherlands

und

SFB 40 Theoretische Mathematik

Beringstr. 1

D 5300 Bonn 1

W.-Germany


