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ZUM K(m,1)-PROBLEM FUR ISOLIERTE SINGULARITATEN
VON VOLLSTANDIGEN DURCHSCHNITTEN

Horst Knorrer

1. Einleitung

Es wird vermutet, daB fiir eine groBe Klasse von Singularititen
analytischer Raume das Komplement der Diskriminante im Basis-
raum der semi-universellen Deformation ein Eilenberg-MacLane
Raum K(m, 1) ist, d.h. dafl alle Homotopiegruppen auBler der ersten
verschwinden ([10], §4). Fiir die einfachen Hyperflichensingularititen
wurde diese Vermutung von Brieskorn und Deligne bestatigt ([1], [2],
[3); und dies sind zur Zeit auch die einzigen Hyperflichen-
singularititen, fir die diese Vermutung nachgepriift werden konnte.

In dieser Arbeit wird das K(m, 1)-Problem fiir zwei isolierte Sin-
gularititen von vollstindigen Durchschnitten entschieden. Fiir die
nulldimensionale Singularitit mit den Gleichungen x}+ x3=0, x;x, =0
(die Singularitit D; in der Notation von [6], F3}* in Giusti’s
Klassifikation [4]) wird gezeigt, daB das Komplement der Dis-
kriminante im Basisraum der semi-universellen Deformation kein
K(m, 1) ist. Dagegen ist fiir die Kurvensingularitit mit den Glei-
chungen x}+x3+x3=0, x,;x,=0 (D, in der Bezeichnungsweise von
[6], S5 in Giusti’s Notation) das Komplement der Diskriminante
wieder ein K(m, 1).

Zum Beweis reprisentieren wir gewisse verselle Deformationen
dieser Singularititen durch Familien F':X’'—>S von affinen
Durchschnitten zweier Quadriken. Ist s € S ein Punkt im Komple-
ment der Diskriminante, so ldBt sich der projektive Abschlu der
Faser X:= F'"'(s) durch einen projektiven Automorphismus auf eine
gewisse Normalgestalt bringen. Das Bild der ‘unendlich fernen
Hyperebene’ unter diesem Automorphismus ist dann eine Hyper-
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ebene, die den Durchschnitt von zwei Quadriken in Normalgestalt
transversal trifft. Durch diese Konstruktion 148t sich die Unter-
suchung des Komplements der Diskriminante bei den Singularititen
D; bzw. D, zuriickfilhren auf die Untersuchung des Raums aller
Hyperebenen in P,(C) bzw. P3(C), die zu einem festen null- bzw.
eindimensionalen nichtsinguliren Durchschnitt von zwei Quadriken
transversal sind.

N. A’Campo, F. Ehlers, H. van der Lek und E. Looijenga mochte
ich fiir viele interessante und niitzliche Diskussionen danken. Ihren
Anregungen ist es u.a. zu verdanken, da mein urspriinglicher Beweis
des Resultates tiber die Singularitdt D; wesentlich vereinfacht werden
konnte.

2. Die Singularitat D,

Ahnlich wie in [6] reprisentieren wir eine verselle Deformation
dieser Singularitit durch eine Familie F:X — S von projektiven
Durchschnitten zweier Quadriken, wobei

S:=C?*xC*x C?

X :={(x; u, v, w) EPHC) X S/x?+ x3+ u1XoX1 + UsXoX2 = W1X3.
und x;X; + v1XeX1 + V2XoX2 = WrXx3}

F:X — S die von der Projektion P,(C) X S — S induzierte
Abbildung bezeichnet.

Die Fasern von F bestehen aus-mit Multiplizitit gezihlt — vier
Punkten in P,(C), und die Diskriminante D C S ist die Menge der-
jenigen s € S, fir die mindestens zwei der vier Punkte in der Faser
X,:=F7!(s) zusammenfallen. Die C*-Aktion auf S, die durch
t-(u, v, w) = (tu, tv, t’'w) gegeben ist, fiihrt die Diskriminante D C S in
sich iiber; deshalb repréisentiert das Paar (S, D) den Homotopietyp
des Keims von (S, D) im Nullpunkt (im Sinne von [8], prop. 2). Da
F:X - S eine verselle Deformation ist, hat also nach [9], III. 2.1
S —D den Homotopietyp des Komplements der Diskriminante im
Basisraum der semi-universellen Deformation der Singularitit Ds. In
diesem Paragraphen wollen wir zeigen

SaTz 1: S — D ist kein K(m, 1).

Zum Beweis konstruieren wir zunidchst eine Uberlagerung von



3] Zum K(m, 1)-Problem 335

S — D, die es erméglicht, die Punkte in den Fasern X zu numerieren.
Wir setzen

S=D:={5 = (s; p(5), P5), P3(5), Pu(5) € (S — D) X PC)'/
Xs = {pl(g)’ ey P4(§)}}-

7:S°“D->S— D, §=(s;pi3),.. ,p4(s))f—>s ist dann eine unverz-
weigte Uberlagerung, also ist 1r,(S D) mi(S— D) fir i =2.

Fir §€S—=D sind je drei der vier Punkte p(5),..., p«5) € P»(C)
nicht kollinear. Wihlen wir also vier Standardpunkte p,,..., P4 in
P(C), von denen keine drei auf einer Geraden liegen, so gibt es fiir
jedes § € S=D einen eindeutig bestimmten projektiven Automor-
phismus o (§) € PGL(3, C) mit o(5)(p:(§)) = D
Da keiner der Punkte p;(§) auf der unendhch fernen’ Geraden
= {x € Py(C)/x, = 0} liegt, ist fiir jedes § €S — =D das Bild von H
unter o(§) eine Gerade in P,(C), die die Punkte p,,.. ., p4 nicht trifft.
§ t\—)a(§)(H) definiert deshalb eine holomorphe Abbildung & von
S—D in den Raum T aller Geraden in Py(C), die py,..., P4 nicht
treffen. Zwei Punkte §, §’ von S — [y liegen offenbar genau dann in der
gleichen Faser von (D, wenn es einen projektiven Automorphismus
gibt, der H in sich tiberfiihrt und die Punkte p(5), ..., p«(§) auf die
Punkte p(§'),..., ps5’) abbildet. Sei deshalb G die Gruppe aller
Automorphismen von P,(C), die die Punkte (0,1, 1) und (0,1, —1) von
H entweder festlassen oder vertauschen. G operiert auf S fol-
gendermafen:

Fiir einen Punkt s = (u, v, w) € S ist X; die Menge der Basispunkte
des Biischels #, von Quadriken in P,(C), das durch x}+x3+
WiXoX1 + UpXoXs — WiXx3=0  und  X;Xp+ 01X0X; + V2XoXs— Wox3=0
definiert wird. Dieses Biischel induziert auf der ‘unendlich fernen’
Geraden H das Biischel %, das von x}+x3=0 und x,x,=0 auf-
gespannt wird. Umgekehrt ist jedes Biischel £ von Quadriken in
Px(C), das auf H das Biischel £ induziert, gleich einem der Biischel
%, fur einen eindeutig bestimmten Punkt s = p(¥) € S. Die beiden
singuliren Quadriken von £ sind gerade 2x{(0,1,1)} und 2Xx
{(0, 1, —1)}¥; und diese beiden Quadriken spannen £ schon auf. Ist
also s€S und g € G, so induziert das durch g transformierte
Biischel £% auf H wieder das Biischel £, und wir setzen
g s :=p(£9).

! Nulldimensionale singulire Quadriken sind doppelt zu zidhlende Punkte.
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Die Operation von G auf S fiihrt D in sich iiber. Die G-Operation auf
S — D 14Bt sich liften zu einer freien Operation auf S — D durch

g §=(g m(3);8(pi(5), ..., 8(P«3)).
LEMMA 1: & STD—> T ist ein G-Prinzipalbiindel.

Beweis: Ist g&PGL@3,C) ein  Automorphismus, der
Pi(8), ..., p«§5) auf py(5),..., p«§’) abbildet und H in sich tiberfiihrt,
so fithrt g auch das von %, auf H induzierte Biischel £, )|y = £ in
Lol = 2 iiber. Die singuldaren Quadriken von &£ werden also von g
permutiert. Dies sind die Quadriken 2 X% {(0, 1, 1)} und 2 x{(0, 1, —1)},
der@alb ist g € G. Dies zeigt, daB die Fasern von @ aus G-Orbits auf
S — D bestehen.

Fiir eine Gerade h € T hat die Einschrinkung |, des Biischels &£
aller Quadriken durch p,...,ps genau zwei-voneinander
verschiedene - singuldre Quadriken 2 X {q;} und 2 X {q,}. Wiahlt man
einen projektiven Automorphismus p mit p(q;) = (0, 1, 1) und p(q,) =
(0,1, 1), so ist offenbar p(h) = H und ¥°|y = £. h ist also das Bild
von (p(£?); pp1s- - ., pP4) € STD unter @; und dadurch ist auch die
Surjektivitdt von ¢ gezeigt.

Weil G frei auf S=D operiert, ist damit Lemma 1 bewiesen.

Da die Zusammenhangskomponente der Eins in der Gruppe G
homotopiedquivalent zu S'x S' ist, geniigt es wegen der langen
exakten Homotopiesequenz fiir die Faserung ®:S—-D->T zum
Beweis von Satz 1 zu zeigen, daB m,(T) nicht endlich erzeugt ist. Dies
folgt aus

LEMMA 2: Die universelle Uberlagerung von T st
homotopiedquivalent zu dem Raum {(yi, y2, y3) ER*lyi €Z fiir min-
destens ein i}.

Beweis: Sind p¥, ..., p* die den Punkten p,, .. ., ps entsprechenden
Geraden in dem zu P,(C) dualen projektiven Raum P%, so ist T =
Pf—pYuU---Up% T ist also isomorph zum Komplement von drei
nicht duch einen Punkt gehenden Geraden in einer affinen Ebene.
Nach [5], Theorem 1 ist deshalb T homotopiedquivalent zu
{(n1, M2, m3) € S' X 8'x S'm; =1 fiir mindestens ein i}. Dieser Raum
hat die in Lemma 2 angegebene universelle Uberlagerung.
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3. Die Singularitit D,

Analog wie fiir die Singularitét D; reprisentieren wir auch fiir diese
Singularitit eine verselle Deformation durch eine Familie F: X - S
von projektiven Durchschnitten zweier Quadriken, wobei

S:=C3x C*%x C? und fiir einen Punkt s =(u, v, w) ES die
Faser X, C P5(C) durch die beiden Gleichungen X3+ x3+
x34 wixoX) + UsXoXz + UsXoXs = wix§ und X1 X2+ v1Xex; +
V2XoX2 + D3XoX3 = waxg beschrieben wird.

D C S sei die Diskriminante D := {s € S/X, ist singulir}. Genau wie in
§2 sieht man, daB S — D den Homotopietyp des Komplements der
Diskriminante im Basisraum der semi-universellen Deformation der
Singularitit D, reprisentiert.

Sarz 2: m(S—D) =0 fiiri =2.

Der Beweis folgt der gleichen Linie wie in §2; allerdings sind die
Fasern X, fiir s € S — D jetzt elliptische Kurven, und deshalb treten
Moduli auf.

Nach [11], I., Lemma 1.1 ist fiir einen Punkt s €S die Faser X;
genau dann nichtsingulir, wenn das Biischel ¥, aller Quadriken durch
X, genau vier verschiedene singulire Quadriken enthilt. Es sei

S=D:={5=(s; Q). ..., QuE)s €S =D, Q). ..., Qu(5)

sind die singuliren Quadriken von Lg}.

Die kanonische Projektion 7 : .§{I)—>S — D ist dann eine unverz-
weigte Uberlagerung. Wir konstruieren nun eine Familie f: Z—>B
von eindimensionalen Durchschnitten zweier Quadriken in “‘Stan-
dardform”. Sei

B:={beC/b#0, 1},

Z:={(z,b) EPs(C) X Blqy(b, 2) := z3+ z3+ 2}=0
und qa(b, z) 1= 23+ 23+ bz} =0}
f : Z— B die von der Projektion P;(C) X B> B
induzierte Abbildung.

Die vier singularen Quadriken im Biischel £} aller Quadriken durch
Z, werden dann durch die Gleichungen q(b,z)=0, qi(b,z)=0,
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qs(b, z) 1= qa(b, 2) — qu(b, z) =0 und qu(b, z) := qa(b, 2) — bqi(b, 2) =0
beschrieben. Fiir b € B ist also das Doppelverhiltnis der vier Punkte
auf der projektiven Geraden ¥}, die den Quadriken Qi(b):={z €
P3(C)/qi(b, z) = 0} entsprechen, gleich b.

¢ :STD 5B sei die Abbildung, die jedem Punkt § € S=D das
Doppelverhiltnis von Qi(§), Qi(%), Q;(s), Q4S) in &, zuordnet.
Dann gibt es fiir jeden Punkt § €S — y)) wenigstens einen projektiven
Automorphismus von P3(C), der Q;(5) auf Qi(¢(5)) und somit auch
X5 auf Zg; abbildet (vgl. etwa [11], I, §2). Man priift leicht nach,
daB fiir jedes b € B die Gruppe aller projektiven Automorphismen,
die die Quadriken Qj(b),..., Qi(b) jeweils in sich iiberfiihren, stets
aus den Atumorphismen (zo,. . ., zy) = (£2,, . . ., = 2z4) besteht. Folglich
gibt es fiir jedes § €S=D genau 16 projektive Automorphismen
o € PGL(4, C) mit o - Qi(§) = Q¢ (5)). Wir setzen

$YD :={(5, o) € (S~D) x PGL®4, O)fo - Qi(5) = QUd()}.

S =D ist dann eine unverzweigte Uberlagerung von S~D und somit
auch von S — D. Fiir jedes s € S — D trifft X; die ‘unendlich ferne’
Ebene H :={x €P3(C)/xo =0} transversal in den vier Punkten
P;:=(1,0,i), P;:=(1,0,—i), _P3:=(0,1,i) und P,:=(0,1,—i).
Deshalb ist fiir jedes (§, o) € S=D die Ebene o(H) transversal zu
Z4s)- Sei P3 der Raum aller Ebenen in P3(C) und

T :={(h, b) €P% x B/h ist transversal zu Z,}.

LeMMA 1: Die Abbildung & : SED—>T, (s, o)~ (o (H), $(s)) ist
ein lokal triviales Faserbiindel. Die Faser von @ ist homoto-
piedquivalent zu einer disjunkten Vereinigung von endlich vielen 1-
Sphdren.

BEweEIls: Wir bezeichnen mit G C PGL(4,C) die Gruppe aller
Automorphismen von P;(C), die die Punkte Py,..., P, von H per-
mutieren. G operiert auf S — D folgendenmaBen:

Ist s€S—D und g €G, so ist g(X;) ein nichtsingulirer
Durchschnitt von zwei Quadriken in P3(C) mit g(X,) N H =
{P1, ..., Ps}. Man sieht leicht, daB g(X;) von der Form X, .,
fiir einen eindeutig bestimmten Punkt g - s €S — D ist.

Diese Operation liftet sich auf S D durch g: s*—)(g w(§);
gQi(5),...,8 - Q«5)) und auf S~D durch g:(5,0)~>(g-3§, 9,08 .
Wie im Beweis von Lemma 1 in §2 priift man nach, da ¢ : S — ~p T
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ein G-Prinzipalbiindel ist. Die Zusammenhangskomponente der Eins
in G hat den Homotopietyp von S'. Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Aus der langen exakten Homotopiesequenz fiir Faserungen folgt,
daBl der Totalraum einer Faserung ein K(m, 1) ist, wenn Basis und
Faser der Faserung es sind. Deshalb wollen wir nun zeigen, dal die
Basis T der Faserung @ : S ZD->T ein K(mw, 1) ist. Dazu zeigen wir
zunichst

LEMMA 2. Die Projektion T — B, (h, b)— b ist ein differenzierbares
lokal triviales Faserbiindel. Ist E der Torus R?*Z?> und
A:={(y1,...,y4) EE*yi#y fiiri#jund =}, y, =0}, so ist die Faser
dieses Biindels diffeomorph zu A':= A[S,, wobei die symmetrische
Gruppe S, auf E* durch Vertauschen der Komponenten operiert.

BEwEIs: Sei bo€ B, U eine zusammenziehbare Umgebung von b,
und s: U —Z ein Schnitt von f|y: Z|y - U. Indem man s(b) als
Nullpunkt fiir die Addition in der elliptischen Kurve Z, wéhlt, wird
flu : Z|lu > U ein (differenzierbar) triviales Biindel von Gruppen mit
Faser E. Ist (h, b) € T|y, so sind die vier DurchstoBspunkte von h mit
Z, verschieden, und ihre Summe in Z, ist Null. Umgekehrt spannen
vier voneinander verschiedene Punkte in Z,, deren Summe Null ist,
eine Ebene h in P3(C) auf, die Z, transversal trifft. Deshalb ist T|y
(differenzierbar) isomorph zu U X A’.

Da die Basis B der Faserung T — B ein K(w, 1) ist, brauchen wir
wegen Lemma 1 und 2 zum Beweis von Satz 2 nur noch zu zeigen,
daB auch die Faser A’'= A/S; ein K(m, 1) ist. Weil S, frei auf A
operiert, folgt dies aus

LeEMMA 3: (Okonek [7].) m;(A) =0 fiiri =2.

Bewers: Sei An:={(yi,..., ya) E(E—{0D"/yi# y; fiir i# j und y;#0
fir i=1,..,n}. Av=>Aw1, Oieeo¥)=>G1y-.., yu1) ist eine
Faserung, deren Faser ein gelochter Torus ist. So beweist man
induktiv, dafl die Rdume A, alle K(, 1) sind. Anderseits liefert die
Abbildung  A—>As,  (yi,..., Y (Y1~ Ya Y2~ Y4, y3—Ys)  einen
Isomorphismus zwischen A und A;.
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