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(c) 1982 Martinus Nijhoff Publishers - The Haque
Printed in the Netherlands

Einleitung

Die gute Reduktion von Shimurakurven wurde von Eichler, Shi-

mura, Ihara u.a. untersucht, um die 03B6-Funktionen dieser Kurven zu
bestimmen. Sie zeigten, daB die e-Funktionen bis auf endlich viele
Eulerfaktoren Produkte automorpher L-Reihen sind und bestâtigten
so die Vermutung von Hasse und Weil für diese Kurven (siehe:
Shimura [22] Chapt. 7).
Im hôherdimensionalen Fall erhâlt man Shimuramannigfaltigkeiten

auf die folgende Weise. Es sei G eine reduktive Gruppe über Q und
h:C* ~ G(R) ein Homomorphismus, der gewissen Bedingungen
genügt. Der Zentralisator von h in G(R) sei Coc und C C G(Af) sei eine
genügend kleine offene, kompakte Untergruppe. Man weiß, daB

Mc(G, h) = Coo x CBG(A)/G(Q)

die Struktur einer glatten, quasiprojektiven Mannigfaltigkeit über C
besitzt. Man kann nach Deligne [4] ein kanonisches Modell dieser

Mannigfaltigkeit über einem Zahlkôrper E(G, h) definieren und weiß
in vielen Fâllen, daß es existiert.
Es sei t eine genügend gute Primstelle des Shimurakôrpers E(G, h)

und k(f) der Restklassenkôrper. Langlands [9] hat für eine geeignete
Reduktion von Mc eine hypothetische Beschreibung der Menge der
k()-wertigen Punkte MC(k()) zusammen mit der Aktion des Fro-
benius gegeben, die nur von (G, h) abhângt. Die Beschreibung ist

bestâtigt, wenn G die multiplikative Gruppe einer total indefiniten
Quaternionenalgebra über einem total reellen ZàhlkôrpeT ist (Milne
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[15]). Mit Hilfe der Beschreibung hat Langlands [10] für Shi-

muramannigfaltigkeiten, die zu Quaternionenalgebren gehôren ein

analoges Resultat über C-Funktionen bewiesen wie Eichler und
Shimura für Kurven.

Über die Reduktion von Shimuramannigfaltigkeiten an schlechten
Primstellen ist weniger bekannt.
Cerednik [2] hat den Fall einer indefiniten Quaternionenalgebra D

über 0 und einer Primstelle p des Shimurakôrpers Q betrachtet, an
der D verzweigt ist. Mc ist dann eine Kurve, die in p schlechte

Reduktion hat. Ceredniks Satz besagt, daB Mc ~Op eine der Kurven
von Mumford [18] ist.
Wir wollen dieses Resultat genauer beschreiben, da es im weiteren

eine wichtige Rolle spielt. Wir verwenden einige der Bezeichungen,
die am Anfang von § 1 zusammengestellt sind.
Es sei C = CPCP C D*(Af) eine offene, kompakte Untergruppe, so

daß CP C D*(A00FF) und Cp C D*(Op) die maximale kompakte Un-
tergruppe ist. D- sei die Quaternionenalgebra, die man aus D erhàlt,
indem man in p und im Unendlichen twistet. Wir fixieren Isomor-

phismen D-(Apf) ~ D(A00FF) und D*(Qp) ~ G12(0p)-
Es sei F die unverzweigte quadratische Erweiterung von Qp und Op

der Ring der ganzen Elemente. Es sei gc eine geeignete Reduktion
der Shimuramannigfaltigkeit Mc über OF.
Es sei â2 die p-adische obere Halbebene über Zp. Das ist ein

formales Schema über Zp. Seine allgemeine Faser kann man als eine
projektive Gerade interpretieren, aus der alle über Op rationalen
Punkte entfernt sind.

Nach Cerednik hat man einen Isomorphismus

itc bezeichnet das formale Schema von «c. D* operiert auf n2 über
die Einbettung D* c Gl2(Op).

Drinfeld [6] hat dieses Resultat folgendermal3en bewiesen.
Rc ist ein Modulproblem abelscher Mannigfaltigkeiten. Da sie den

p-Rang 0 haben, sind ihre Barsotti-Tate Gruppen formale Gruppen.
Es zeigt sich, daß sie alle isogen sind. Es sei A eine abelsche

Mannigfaltigkeit des Modulproblems und X ihre formale Gruppe.
Jede Isogenie formaler Gruppen Y ~ X wird durch eine Isogenie
abelscher Mannigfaltigkeiten B ~ A induziert. B ist ein Punkt des

Modulproblems gc. Umgekehrt erhâlt man jeden Punkt auf diese
Weise. Anstatt abelsche Mannigfaltigkeiten zu klassifizieren, hat man
daher das einfachere Problem der Klassifikation von Isogenien formaler
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Gruppen zu lôsen. Es führt in diesem Fall auf das formale Schema 2C.
Rapoport hatte die Idee, Ceredniks Satz auf hôherdimensionale

Shimuramannigfaltigkeiten zu verallgemeinern. Wie er mir zeigte, ist
das leicht môglich, wenn D eine total indefinite Quaternionenalgebra
über einem total reellen Zahlkôrper K ist, in dem p total zerfâllt und
wenn D an den Primstellen über p verzweigt ist.

Langlands hat anschlieBend an Diskussionen mit Rapoport in

einigen Briefen an ihn den Fall betrachtet, wo p in K unverzweigt
und unzerlegt ist, und wo D in p verzweigt ist. Der Inhalt dieser

Briefe ist in [11] zusammengfaBt. Es zeigt sich, daB es nicht mehr
môglich ist, eine p-adische Uniformisierung zu finden, d.h. das for-
male Schema zu berechnen. Das wichtigste Hindernis dafür ist das
Vorhanden sein mehrerer Isogenieklassen formaler Gruppen. Man
kann das Modulproblem nicht mehr wie in Ceredniks Fall auf ein
Problem über formale Gruppen zurückführen.

Langlands hat im Fall [K : 0] = 2 jedoch eine Beschreibung von
Rc ~Fp gegeben. Sein Beweis enthâlt ernsthafte Lücken, die in [11]
diskutiert sind.

In dieser Arbeit betrachten wir den Fall eines total reellen Zahl-

kôrpers vom Grad n über Q, in dem p prim ist. Wir geben eine
Beschreibung von Rc, die im Fall n = 2 die Beschreibung von Lan-
glands noch etwas verbessert.

Ich môchte mich bei Langlands und besonders bei Rapoport für die
geduldige Unterstützung bei dieser Arbeit bedanken.
Wir geben jetzt eine zusammenfassende Beschreibung des Modul-

schemas. Dabei beschrânken wir uns auf das Wichtigste und ver-
weisen für Details auf die entsprechenden Stellen der Arbeit.
Es sei OD eine Ordnung in D, die in p maximal ist. In §3 zeigen wir,

daB Mc die allgemeine Faser des folgenden feinen Modulproblems
über Z(p) ist. Ein Punkt des Funktors R c über einem Z(p)-Schema T
besteht aus:

(a) einem abelschen Schema A über T bis auf zu p prime Isogenie
und einer Einbettung

TrOT((d)| Lie A) = TrK/Q Tr0D d für d E OD,

(b) einer Âquivalenzklasse von OD-Modulisomorphismen

Dabei bezeichnet p(A) das eingeschränkte Produkt über die Tate-
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moduln

Wir bemerken, daß der Funktor Rc nicht von der gewâhlten
Ordnung OD abhàngt. Rc bezeichne das entsprechende Modul-

schema. Es ist projektiv und hat die allgemeine Faser gc Q9 Z(p) C =
Mc. Es sei F C D ein total imaginärer Zerfàllungskôrper, in dem p
prim ist. Wir betrachten das Schema .ÂIlc Q9 OF/pOF.

Eine Teilmenge S C Z/2nZ hei6t zulâssig, wenn i oder i + n E S für

alle i E Z12nZ. Die zulàssigen Teilmengen klassifizieren die môgli-
chen Darstellungen von OD auf Lie A über OF/pOF. Wir erhalten eine
Stratifizierung des Modulraumes.

Satz (3.10): Einer zulässigen Menge S entspricht ein glattes ab-
geschlossenes Unterschema JUc,s C MC ~ OFIPOF der Dimension card
(Z/2nZBS). Die Unterschema JUc,s schneiden sich transversal, d.h.

der Tangentialkonus von MC Q9 OFI pOF in einem geometrischen
Punkt ist der induktive Limes der Tangentialräume der ,«c,s. Es gilt:

(1) MC,S C MC,S’ ~ S’ C S,
(2) MC,S n MC,S’ = «c,sus,,
(3) Rc Q9 OFIPOF = U JUc,s.
Wir betrachten Funktionen t : Z/2nZ~{-1,0,1}, so dal3

Jeder Funktion t entspricht eine zulâssige Menge:

Eine zulâssige. Menge heiBt gesâttigt, wenn S = Z/2nZ oder S = St für
ein t.

Wir assoziieren zu einer gesättigten Menge eine Quaternionen-
algebra über K. Dazu fixieren wir Einbettungen Q~C, Q~Cp, K
0. Es bezeichne 0’ E Gal(Õp/Op) ein Frobeniuselement. Dann sind

die archimedischen Stellen von K.
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Wenn S = St, so assoziieren wir die Quaternionenalgebra D, über K
mit den folgenden Invarianten:

invp Dt = 0, inv03C5i Dt 1 2 it(i)1, invv Dt = invv D
für die übrigen Stellen von K

Wenn S = Z /2n Z, so assoziieren wir D-/K mit den folgenden In-
varianten :

invp D- = 2 (n + 1), invv, D- = 1 2, invv D- = invv D sonst.

Wir fixieren Isomorphismen Dt(Apf) ~ D-(Apf) ~ D(Apf). Es seien

Ct = Ct,pCP C Df(Aj) und C- = C-pCP C Dtf(Aj) offene, kompakte
Untergruppen, so daB CP = Cp- = CP und so daB Ct,p und C-p maximal
kompakt sind.
Zu den Gruppen D* und D gehôren Shimuramannigfaltigkeiten

MDT,Ct und MD.,c_, die über Fp definiert sind und gute Reduktion

besitzen, d.h. es existieren glatte, projektive Schemata JUDT,Ct und JUD!.c-
über OFp mit den allgemeinen Fasern MD*t,Ct und MD*,c_ (4.21).

K*(Aj) operiert auf diesen Schemata. Es sei k = 03A3i~Z/nZ It(i)l. Das
Idèle hpk k = (1, ..., pk, ..., 1) (bzw. l6pn) aus K*(Af), das an den von p
verschiedenen Stellen gleich 1 ist, definiert einen Automorphismus
endlicher Ordnung von MD*t,Ct (bzw. MD*,C).
Es sei D*t,Ct die Form von MD*t,Ct, so dal3

und so daB der Frobenius auf der linken Seite wie hpk multipliziert mit
dem Frobenius auf der rechten Seite operiert.

Analog ist D*C definiert.

Satz (4.21, 4.8): Es sei |t| ~ 1. Dann existiert ein eigentlicher,
radikaler, surjektiver Morphismus (universeller Homôomorphismus)
von OplpOp-Schemata

Für variables C ist das ein Morphismus von Proschemata, der die
Wirkung von D*(Af) = D*t(Apf) auf beiden Seiten respektiert.

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente von Rc liegt
genau eine geometrische Zusammenhengskomponente von NC,St
(4.22).
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Wenn S = Z/2nZ, so hat man einen Morphismus

der ein Isomorphismus für gerades n und eine Etaleüberlagerung vom
Grad pn + 1 für ungerades n ist (4.7).

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente liegt ein Punkt
von .ÂtC,Z/2nZ (4.7).
Wenn S nicht gesâttigt ist, so gibt es in MC,S. Untermannigfaltig-

keiten der Dimension ~ 1, làngs denen der Isogenietyp der abelschen
Mannigfaltigkeiten konstant ist. Wie im Fall von Cerednik kann man
diese Untermannigfaltigkeiten berechnen.

Satz (5.15): Es sei S eine zulàssige Menge und S’ = S U {i1, ..., im
eine minimale gesâttigte Menge, die S umfaBt. Dann gibt es eine
Folge von P1-Faserungen (im Sinne von 5.14)

wenn S U {i1, ..., im} ~ Z/2nZ. Wenn S U {t1,..., iml = Z/2nZ, so hat
man den letzten Pfeil durch

zu ersetzen.

Grob gesagt sind alle «cs (P1)m-Faserungen über guten Reduktionen
von Shimuramannigfaltigkeiten.
Man kann «C ~ OFIPOF einen simplizialen Komplex zuordnen, der

eine geometrische Vorstellung von diesem Schema vermittelt. Die
zugrundeliegende Menge ist Z/2nZ und die Simplexe sind die Kom-
plemente von zulässigen Mengen.

Für n = 2 ergibt sich folgendes Bild:

Die Eckpunkte entsprechen den gesâttigten Mengen. Die assoziierten
Schemata MC,Z/4ZB{i}, i = 0, ..., 3 sind annâhernd gute Reduktionen von
Shimurakurven. Die Seiten entsprechen Flàchen mit einer P1-

Faserung.
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Die Fasern der P1-Faserung schneiden MC,Z/4Z/{0} mit der Multiplizitât p
und MC,Z/4ZB{1} mit der Multiplizitât 1 (5.15). Die Schnittpunkte der
Kurven MC,Z/4ZB{i}, i = 0, 1 sind die Punkte von MC,Z/4Z.

Für n = 3 erhâlt man ein Prisma:

Die gesättigten Mengen entsprechen den Kanten, die die Grundflâche
mit der Deckftâche verbinden. Die P1-Faserungen verlaufen horizon-
tal. Insbesondere sind die der Grund- und Deckftâche entsprechenden
Jaec,s universell homôomorph zu (P1)3.

§1. Das Modulproblem

Wir werden die folgenden Bezeichnungen verwenden:

K ein total reeller Zahlkôrper,
OK der Ring der ganzen Elemente von K,
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n = [K : Q],
p eine rationale Primzahl, die in K prim ist,
D eine Quanternionenalgebra über K, die in p verzweigt ist,

und in allen archimedischen Stellen von K unverzweigt ist,
d ~ d*, d e D die Hauptinvolution von D,
Tr° d, Nm° d, d E D die reduzierte Spur und Norm von D,
 = lim Z/mZ die totale Vervollstàndigung von Z,
2p = lim Z/mZ,

Z(p) die Lokalisierung von Z in dem Primideal pZ,
A der Adèlering von Q,
,
gR = RC/RGm,C die Weilrestriktion der multiplikativen Gruppe.

Wir fassen die multiplikative Gruppe D* als algebraische Gruppe
über Q auf und definieren

Die Konjugationsklasse von ho ist unabhângig von dem gewâhlten
Isomorphismus D*R ~ H G12(R).
Nach Deligne [4] gehôrt zu dem Paar (D*, ho) eine Shimuraman-

nigfaltigkeit MD*. Genauer sei C~ ~ D*(R) der Zentralisator von

ho(1/-1) und C C D*(,Af) eine offene, kompakte Untergruppe. Der
Quotient MD*,c = C~  C/D*(A)/D*(Q) besitzt die Struktur einer

quasiprojektiven Mannigfaltigkeit über C. Auf dem projektiven Sys-
tem MD* = lim MD*,c operiert die Gruppe D*(Af) von links.

Wir betrachten offene, kompakte Untergruppen der Form C =

CPCp C D*(Af), wobei CP C D*(Apf) und Cp C D*(Qp) die maximale
kompakte Untergruppe ist. In diesem Paragraphen definieren wir die
Reduktion der Mannigfaltigkeiten MD*,c modulo p. Dazu erinnern wir
daran, daB MD*,c die Lôsung eines Modulproblems abelscher Man-
nigfaltigkeiten ist.
Wir wâhlen einen total reellen Zerfâllungskôrper E von D der in p

unverzweigt ist. Es sei T der nichttriviale Automorphismus von E
über K. Nach dem Satz von Skolem-Noether finden wir ein a E D, so
daB ae = e03C4 · a für e E E. Es gilt a2 ~ K. Da a nur bis auf Multi-
plikation mit einem Element aus E bestimmt ist, kônnen wir es so
wâhlen, daß a2 = -8 E OK, wobei 5 ein total positives Element ist und
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ordps = 1. Es sei OE der Ring der ganzen Elemente von E. Dann ist
OD = OE[a] eine Ordnung von D, die in p maximal ist. Man sieht

leicht, daB à = ad * a -’, d E D eine positive Involution auf D ist. Es
sei V = OD aufgefaBt als OD-Linksmodul. Wir definieren auf V eine
Bilinearform

1.1 LEMMA: 41: V X V - OK ist eine nichtausgeartete alternierende
Bilinearform, die an allen in E unverzweigten Primstellen von K

perfekt ist. Es gilt

BEWEIS: Wir definieren eine Einbettung OD 4 M2(OE) durch die

Zuordnung e ~ (e 0) a- 0 0 1 Dann gilt:

Es sei v = ( XI x2 x03C41), W = ( y1 03B4y03C42 y, . Y2) Das Lemma folgt unmittel-
bar aus der Formel 03C8(03C5, w) = TrE/KxIY2 - TrE/Kx2Yl. 

1.2 LEMMA: Es sei F ein Kôrper der Charakteristik 0 und VF =

V Q9 zF. Dann ist t/1F = t/1 Q9 F eine Bilinearform auf V Q9 zF mit Werten
in OK Q9 zF. Es sei tÍ1 eine alternierende nichtausgeartete Bilinearform
auf VF mit Werten in OK Q9 zF, so dal3

Dann existiert eine Konstante f E (OK Q9 zF)*, so daß  = ftpf.

BEWEIS: Als K-Algebra ist OK Q9 F ein direktes Produkt von

Erweiterungskôrpern L von K. Auf W = V Q9 OKL indu ziert gi eine
L-Bilinearform 03C8L und  eine L-Bilinearform .j;L. Offenbar genügt es
zu zeigen, daB tÍ1L = f03C8L, f E L. Wir kônnen dafür L als algebraisch
abgeschlossen voraussetzen. OD Q9 OKL = M2(L) operiert auf W. Wir
identifizieren W mit M2(L) und schreiben
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Da  alternierend ist finden wir c = -c. Wegen Troc = Tr°c, folgt
c + c* = 0. Die Gleichung c = c* besagt, daB die Matrizen a und c
vertauschbar sind. Da a und c halbeinfach sind, kann man sie

gleichzeitig auf Diagonalform bringen. Daraus erhâlt man unmittelbar
die Behauptung.
Es sei G die Gruppe aller D-linearen Transformationen g aus

G1D(V Q), für die ein 03BC(g) ~ K existiert, so daß 03C8(gv, gw) =
03BC(g)03C8(v, w) für v, w E Va. Nach dem letzten Lemma gilt G = G1D( V 0)
Wenn wir ein d E D durch Rechtsmultiplikation mit d* auf Va = D
wirken lassen, so erhalten wir einen Isomorphismus GlD(VQ) ~ D*.

1.3 LEMMA: Es existiert ein k E K, so daB

(1) kgi ist alternierend,
(2) k03C8(03C5, wh0(-1)) ist eine symmetrische, positiv definite Bilinear-

form auf VR.

BEWEIS: Offenbar genügt es ein k E K ~ R zu finden, so daB

k03C8(03C5, whoCV -1) positiv definit ist. Da K 0 R 03A0R, finden wir eine
03C8-orthogonale Zerlegung

Identifizieren wir Vp mit M2(R), so hat die Einschrânkung gi’ von gi
auf Và die Form

Dabei ist ai eine Matrix deren Spur Null ist und deren Eigenwerte
total imaginâr sind. Wir finden nach Skolem-Noether ri E R und

di E M2(R), so daB riai = di (01 -10)d-1i. Dann gilt

Man sieht, daB man k = TIrididi E 03A0R wâhlen kann. ho definiert eine
Hodgestruktur vom Typ (-1, 0), (0, -1) auf VR, die mit der OD-
Modulstruktur vertauschbar ist. Man sieht leicht, daß ho durch diese
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Eigenschaft bis auf Konjugation mit einem Element aus (D 0 R)*
eindeutig bestimmt ist. Es sei

Dann gilt to(d) + to(d) = TrC(d/Vc) = 2 TrK/Q Trod. Da K total reell ist,
muß t0(d) reell sein. Wir erhalten t0(d) = TrK/Q Tr°d.
Wir sind jetzt in der gleichen Situation, wie Deligne [4] 4.13 und

kônnen ein grobes Modulproblem definieren, dessen Lôsung MD*,c
ist. Wir wollen dazu noch einige Bemerkungen über Polarisierungen
abelscher Mannigfaltigkeiten machen.
Es sei B ein abelsches Schema über einem lokal noetherschen

Basisschema T. Das duale abelsche Schema bezeichnen wir mit B*.

Unter einer Polarisierung von B verstehen wir eine Quasiisogenie
À E Hom"(B, B *) = Hom(B, B *) 0 0, so daB eine natürliche Zahl m
existiert, für die mÀ durch ein amples Linienbündel induziert wird.
Wenn À eine Isogenie ist, so nennen wir À effektiv. Wenn À einen

Isomorphismus der p-dividierbaren Gruppen von B und B * induziert,
so heiBt À in p prinzipal. Es sei t eine Primzahl, die verschieden von
den Restklassencharakteristiken von T ist. Es sei T~(B) = lim Ben der

Tatemodul von B und V~(B) = T~(B) ~ Q der rationale Tatemodul.
Wenn T ein 0-Schema ist, so sei (B) = 03A0 Te(B), (B) =

,eespec Z

(B)~Q. Wenn T ein Z(p)-Schema ist, so sei P(B) = il T~(B),

p(B) = p(B)~Q. Eine Polarisierung À induziert auf dem

rationalen Tatemodul eine Riemannsche Form.

Es sei t : K ~ End°B eine Einbettung und À eine Polarisierung auf
B, so daß 03BB   (k) = (k)*  À, wobei k E K und t(k)* die duale Abbildung
bezeichnet. Wir schreiben dafür À E Hom’(B, B *). Dann gilt für die
Riemannsche Form

Wir definieren eine K Q9 Q~-Bilinearform

durch die Gleichung TrK~Q~/Q~kKE03BB(x, y) = E03BB(kx, y). Die Bilinearform
KE03BB ist alternierend und nichtausgeartet.
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Unter einer K-homogenen Polarisierung über einem zusammen-
hângenden Schema T verstehen wir ein Element aus

Hom’(B, B*)/K*, das durch ein amples Linienbündel induziert wird.
Eine K-homogene Polarisierung À definiert eine positive Involution
auf EndKB. Es seien 03BB1, 03BB2 ~ 03BB zwei Polarisierungen. Nach dem
folgenden Lemma unterscheiden sich die Riemannschen Formen KE03BB1
und KE03BB2 um eine total positive Konstante aus K.

1.4 LEMMA: Es sei K ein total reeller Zahlkôrper und B ein abel-
sches Schema auf dem K operiert. Es seien À E Hom’(B, B *) eine

Polarisierung und k E K. Dann ist kÀ genau dann eine Polarisierung
von B, wenn k total positiv ist.

BEWEIS: Man kann sich auf den Fall eines algebraisch abgesch-
lossenen Grundkôrpers beschrânken. In Charakteristik 0 folgt das
Lemma aus den Riemannschen Periodenrelationen.

Offenbar dürfen wir annehmen, da8 À durch ein amples Linien-
bündel JK und kÀ = À Ot(k) durch ein Linienbündel L induziert wird.
Nach Mumford [17] (Beweis des Theorems aus §17) ist 5£ genau dann
ample, wenn der Index von Y gleich 0 ist. Der Index von Y ist gleich
der Anzahl der positiven Wurzeln des Polynoms P(s) = ~(Ms Q9 L),
s E Z([17] 16). Nach dem Satz von Riemann-Roch folgt

Da deg auf K eine Potenz der Norm induziert, hat P2(s) genau dann
keine positiven Wurzeln, wenn k total positiv ist. Q.E.D.
Wir definieren einen Funktor auf der Kategorie der C-Schemata.

Ein Punkt mit Werten in einem C-Schema T ist:

MI

(a) ein abelsches Schema A über T bis auf Isogenie,
(b) ein Homomorphismus t: D ~ Endo A, so daB

(c) eine K-homogene Polarisierung À von A, so daß  involutionstreu
ist, d.h. () ist die Rosatiinvolution von (d),

(d) eine C-Âquivalenzklasse von D Q9 Aj-Molulisomorphismen
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die die K Q9 Ay-Bitinearformen auf beiden Seiten bis auf eine

Konstante erhalten.

MD*,c ist ein grobes Modulschema für diesen Funktor. In der Tat, es
sei (A, t, À, fi) ein C-wertiger Punkt des Funktors. Wir finden einen
D-linearen Isomorphismus 03B1: VQ ~ H1(A, Q). Es sei 11 E ~. Dann ist
11 0 (a Q9 Af) : V Q9 Aj - V Q9 Af die Rechtsmultiplikation mit einem

endlichen Idèle x*f ~ D*(Af). Es sei hA die Hodgestruktur auf

H1(A, R). Nach der Bemerkung hinter Lemma 1.3 finden wir ein

XocE D*(R), so daB 03B1-1RhA03B1R = x*~h0x*-1~. Die Klasse von (xf, xx) in

ist unabhângig von der Wahl von a und q. Umgekehrt bestimmt
(xf, xoe) den Punkt (A, t, À, ~), da ç die Bilinearformen auf H,(A, Q)
und Va nach 1.2 respektiert.

BEMERKUNG: Prâziser kann man (c) folgendermaBen formulieren.
Es sei T zusammenhângend und to E T(C). Dann ist - eine Klasse

von D~Af-Modulisomorphismen ~:(At0) ~ V ~ Af mod C, die

invariant unter der Wirkung der Fundamentalgruppe nj(T, to) ist. D.h.
für g E 03C01(T, to) und q E ij gilt ’Tl 0 g = qc * für ein c e C.
Es sei A eine abelsche Mannigfaltigkeit über C der Dimension 2n

auf der D operiert. Die Lemmata 1.2 und 1.3 zeigen, daB A eine
eindeutig bestimmte involutionstreue K-homogene Polarisierung
besitzt. Jeder D-Modulisomorphismus q : (A) ~ V 0 Aj erhâlt nach
1.2 die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante.

SchlieBlich haben wir bereits gesehen, daB die Spurbedingung unter (b)
erfüllt ist. Über einem beliebigen Basisschema T, das kein Q-Schema
ist, ist die Spurbedingung im allgemeinen nicht erfüllt.

1.5 DEFINITION: Es sei B ein abelsches Schema über T und

t : OD - End B ein Homomorphismus, so dag

Dann nennen wir (B, t) ein spezielles abelsches (s.a.) OD-Schema.
Es sei CN C AutOD(V Q9 Z), N ~ Z die Untergruppe aller

Automorphismen, die auf V ~ Z/NZ trivial wirken. Wir betrachten
im weiteren nur offene kompakte Untergruppen C C D*(Af), die den
folgenden Bedingungen genügen.
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(1.6)
(a) C = CPCp, wobei CP c D*(Aj) und Cp = GloD(V 0 Zp).
(b) C C CN für ein N - 3.

Es sei (A, t,À, ij) ein Punkt von Ml. Dann ist q-’(V (D Z) C V(A)
unabhângig von der Wahl von q E Ty und definiert ein abelsches

Schema B aus der Isogenieklasse A. Wir erhalten eine Klasse von
OD 0 Z-Modulisomorphismen ij: (B) ~ V 0 Z mod C. Man kann ij
aus ~p : p(B) ~ V~p mod Cp rekonstruieren. In der Tat sind

Tp(B) und V0Zp als torsionsfreie OD 0 Zp-Moduln vom Rang 1

isomorph. Da nach der Wahl von Cp die Äquivalenzklasse ~p aus
sämtlichen OD Q9 Zp-Modulisomorphismen besteht, folgt die Behaup-
tung.

Deshalb ist ein T-wertiger Punkt des Modulproblems Ml daselbe
wie:

M2

(a) ein s.a. OD-Schema (B, t) über T,
(b) eine involutionstreue K-homogene Polarisierung À von (B, t),
(c) eine Cp-Aquivalenzklasse von OD 0 p-Modulisomorphismen

Dieser Funktor ist offenbar für ein beliebiges Zp-Schema T definiert.
Wir bezeichnen ihn mit M c.

1.7 SATZ: JKc besitzt ein grobes projektives Modulschema MC über
Zp.

BEWEIS : Wir definieren ein feines Modulproblem ilc, das eine

endliche Galoisüberlagerung von MC ist.
Mit Hilfe der Methoden von Mumford [16] folgt, daß wir ein feines

Modulproblem erhalten, wenn wir an Stelle von M2 b) die Existenz
einer effektiven involutionstreuen Polarisierung fordern.
Es sei (B, , À, ~) E .Mc(T). Wir wâhlen eine Polarisierung À E À. In

einem geometrischen Punkt to von T, wâhlen wir ein q ~ ~. Dann
existieren nach 1.2 Konstanten ke E K ~ Z,,(- 1), so daß
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wobei 11e die ~-Komponente von q bezeichnet und Bto die Faser im
Punkt to. Es sei

Wir setzen k = (k~) ~ K *(Apf(-1)). Die Restklasse K E

Nm0Cp)BK*(Apf(-1)) von k ist unabhângig von der Wahl von q E ~. In
der Tat, es sei ~’ = qc*, c E CP. Dann gilt

Da die Klasse invariant unter der Wirkung der Fundamentalgruppe
03C01(T, to) ist, erhalten wir, daB auch K invariant ist. Deshalb kônnen

wir K als Schnitt der Garbe Nm0CpBK*(Apf(-1)) über T auffassen.
Wir werden später beweisen (3.8), daß eine Polarisierung À E À

existiert, die in p prinzipal ist. Zwei solche Polarisierungen un-

terscheiden sich nach 1.4 durch ein total positives Element k’ ~ K*+
mit ordpk’ = 0. Wir schreiben dafür k’ ~ Up(K+). Es gilt

Die Klasse K E Nm0Cp)K*(Apf(-1))/Up(K+) hângt folglich nur von
dem Punkt (B, , 03BB, ~) ab.
Wir bemerken, daß Nm0CpBK*(Apf(-1))/Up(K+) als Gal(Qnrp/Qp) -

Modul isomoph zu Nm’CBK*(Af)IK* ist, wobei der Frobenius wie
das Idèle (1, ..., p, ..., 1) wirkt, das an allen von p verschiedenen
Stellen 1 ist und an der Stelle p gleich p.
Über einer geeigneten endlichen unverzweigten Erweiterung R von
p finden wir Schnitte 03BA1, ..., 03BAh ~ m0CpBK*(Apf(-1)), die ein

Reprasentantensystem der endlichen Menge Nm0Cp)K*(Apf(-1))/
Up(K+) bilden.
Ein Punkt des Funktors Mc über einem R-Schema T ist:

M3

(a) ein s.a. OD-Schema (B, t) über T,
(b) eine involutionstreue Polarisierung À von B, die in p prinzipal ist.
(c) eine Klasse von OD ~ p-Modulisomorphismen

so daB K (B, t, À, ~) = Ki, für ein i = 1, ..., h.)

Wenn wir die 03BAi so wâhlen, daB sie Reprâsentanten ganzer Idèle
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sind, so ist À eine effektive Polarisierung, deren Grad sich aus 03BAi

berechnet. Deshalb ist ilc nach Mumford durch ein quasiprojektives
Schema Mc über R darstellbar.

Die Gruppe Kt nNm’C operiert durch Abânderung der

Polarisierung auf ilc. Der Quotient unter dieser Wirkung ist Rc. Wir
zeigen, daB K*~ ~ Nm0C über den endlichen Quotienten K*~ ~
Nm°C/(K* f1 C*)2 operiert. Es seien (B, t, À, ~) ein Punkt von C und
03B6 ~(K* ~ C*)2. Dann definieren (B, t, À, ~) und (B, t, 03B603BB, ~) den

gleichen Punkt von ilc. Denn es sei C 03B621, Cl E K* f1 C*. Dann gilt
(03B61)*03BB(03BE1) = 03BB(1)(03BE1) = Àt(e) und ~ = ~03BE1. Die Multiplikation
(03BE1):B~B liefert den gewünschten Isomorphismus. Der Quotient
von ilc nach der Wirkung der endlichen Gruppe K*~ ~
Nm°C/(K* f1 C*)2 ist ein grobes Modulschema Rc. Die Projektivitât
erhâlt man aus dem folgenden:

1.8 LEMMA: Es sei B ein abelsches OD-Schema der Dimension 2n
über einem diskret bewerteten Kôrper F. Dann hat B potentiell gute
Reduktion.

BEWEIS : Es sei B das Néronmodell von B über dem Ring der
ganzen Elemente OF. Wir dürfen annehmen, daB B semistabile

Reduktion hat. Die Zusammenhangskomponente der 1 der speziellen
Faser É’ ist dann eine Extension einer abelschen Mannigfaltigkeit mit
einem Torus S, dim S  2n. Da es keine nichttrivialen Homomor-

phismen zwischen einer abelschen Mannigfaltigkeit und einem Torus
gibt, operiert OD auf S und auf der Gruppe der rationalen Charaktere
von S. Da es keine Darstellung von D in einem Q-Vektorraum der
Dimension kleiner als 4n gibt, folgt dim S = 0. Q.E.D.
Es sei Mp’ = lim «c, wobei 19 das System aller offenen kompakten

Untergruppen von D*(Af) ist, die den Bedingungen 1.6 genügen. Auf
dem Proschema Jae P Q9 ( operiert die Gruppe D*(Af) von links. Es
seien C’E C(6 und g E D*(Af). Wir wâhlen C ~ L, so daß g-’Cg C C’.
Wenn wir mit dem Modulproblem Ml arbeiten, sieht die Operation
von g wie folgt aus:

Wir wollen zeigen, da8 sich diese Operation auf das Proschema JKP
fortsetzen läßt. Dafür formulieren wir das Modulproblem M2 fol-
gendermaBen:
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M4

(a) ein s.a. OD-Schema (A, t) bis auf zu p prime Isogenie,
(b) eine K-homogene involutionstreue Polarisierung À,
(c) eine Aquivalenzklasse von D ~ Apf-Modulisomorphismen

~ : p(A) ~ V ~ Apf mod Cp.

Die Wirkung eines g E D*(Apf) auf einen Punkt des Modulproblems
M4 definieren wir wie unter 1.9. Es sei g E D*(Af), g = gpgp, gp E
D*(AY), gp E D*(Gp). Wenn gp E Cp, so lassen wir g wie gP auf JKP
wirken. Auf Mp(C) stimmt diese Operation offenbar mit 1.9 überein.
Wir betrachten ein d E D, so daB dd E K und dODd-’ = OD. Dann ist

int d ein involutionstreuer Automorphismus von OD. Es sei X =

(A, , À, ~) ein Punkt von M4. Wir definieren

Dadurch erhalten wir einen Morphismus MC ~ Md*-1Cd* Wenn X E
MC(C), so haben wir andererseits die Wirkung des adelischen Punktes
d E D*(0) C D *(Af), X H dX.

1.10 LEMMA: Für einen Punkt X E JKP(C) gilt Xd = d*X.

BEWEIS : Es sei (A, t, À, ij) der Punkt des Modulproblems Ml, der
X entspricht. Die Isogenie (d):A ~ A definiert einen Isomorphismus
der Punkte (A, t, 03BB, ~) und (A, t 0 int d, À, d-1~). Deshalb gilt d*X =
(A,  int d, 03BB, int d-1~). Die Behauptung folgt, da ~-1(V ~ Zp) =
(int d-1~)-1(V 0 Zp).

Jedes g E D*(Af) besitzt eine Zerlegung g = g’a r, wobei r E Z und
g’e Cp. Nach Definition normalisiert a die Ordnung OD = OE[a] und
es gilt aâ = 8 E K. Wir definieren die Wirkung von g auf einen Punkt
X von M4 durch gX = g’Xar.

1.11 KOROLLAR: Die Wirkung von D*(Af) auf JUP 0 C läßt sich
auf JKP fortsetzen.

§2. Formale OD-Moduln

Um uns Indexe zu ersparen, modifizieren wir in diesem Para-

graphen die Bezeichnungen. Es sei K eine unverzweigte Erweiterung
von Op vom Grad n. Es sei D eine Quaternionenalgebra über K mit
der Invariante 2 und E eine unverzweigte, quadratische Erweiterung



32

von K, die in D enthalten ist. Die Ringe der ganzen Elemente

bezeichnen wir mit OK, OE und OD. Es sei u der Frobenius von EIOP.
Der nichttriviale Automorphismus von E/K ist T = O’n. Es sei II ein
Primelement von OD, so daß 03A02 = p, He = e03C403A0 für e E E.

Ein formaler OD-Modul ist eine formale Gruppe X über einem

Zp-Schema T zusammen mit einem Algebrahomomorphismus

Wir interessieren uns für formale OD-Moduln mit einer vorgesch-
riebenen Aktion von OD auf Lie X. Dazu betrachten wir Funktionen
t : Z/2nZ ~ {-1, 0,1} mit folgenden Eigenschaften

2.1 DEFINITION: Ein formaler OD-Modul vom Typ t ist ein for-

maler OD-Modul über einem OE-Schema T, so daß für e E E

Wenn t = 0, so nennen wir X einen speziellen formalen (s.f.) OD-
Modul.

Für t ~ 0 gilt |03A3i+nk=i+1 t(k)1 = 1. Das folgt aus der Gleichung

Einen guten Überblick über die formalen OD-Moduln vom Typ t
erhâlt man mit Hilfe der Cartiertheorie.
Es sei T = Spec R. Cart R bezeichne den Cartierring der Zp-

Algebra R.

Die Zp-Algebrastruktur auf Cart R ist durch Funktorialität und die
folgenden Relationen eindeutig bestimmt.

1 = [1], FV = p, F[x] = [xP]F, [x]V = V[xP], [x][y] = [xy], wo x, y E R
[x] + [y] = [x + y] + 03A3r~1 Vr[zr]Fr, für gewisse Elemente Zr E R.
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Die Elemente der Form 1 Vr[xr]Fr bilden den Teilring der Witt-
vektoren W(R) C Cart R.
Es sei R ein Ring der Charakteristik p, d.h. pR = 0. Dann gilt

VF = FV = p. Die Erhebung in die p-te Potenz R ~ R induziert

wegen der Funktorialität einen Homomorphismus Cart R ~ Cart R,
den wir mit u ~ u F bezeichnen. Wenn

Ein Cart R-Modul M heiBt reduziert, wenn V injektiv auf M
operiert, M/VM ein projektiver, endlich erzeugter R-Modul ist und
wenn lim M/V’M = M. Die Kategorie der formalen Gruppen über R

ist âquivalent zur Kategorie der reduzierten Cartiermoduln. Den

Tangentialraum der entsprechenden formalen Gruppe kann man dabei
mit M/ VM identifizieren.
Es sei M/ VM ein freier R-Modul. Wir nennen yj,..., yd E M eine

V-Basis, wenn ihre Restklassen mod VM eine Basis des R-Moduls
M/ VM bilden. Jedes Element des reduzierten Moduls M hat eine

eindeutige Darstellung

2.2 SATZ: Es sei R eine OE-Algebra. Dann ist die Kategorie der
formalen OD-Moduln vom Typ t über R âquivalent zur Kategorie der
Z/2nZ-graduierten, reduzierten Cartiermoduln M = (B Mi mit fol-
genden Eigenschaften: 

iEZ/2nZ

(1) V, F und [x], x E R operieren auf M als homogene Abbildungen
vom Grad 1, -1, 0.

(2) Es existiert ein homogener Endomorphismus II vom Grad n des
Moduls M, so daB ll2 = p.

(3) rgRMi/VMi-1 = 1 + t(i), i E Z/2nZ.

BEWEIS : Es sei X ein formaler OD-Modul vom Typ t über R und
M sein Cartiermodul. Die Operation von OD auf X induziert einen
Homomorphismus :OD ~ EndCart RM. Es führt« nicht zu Ver-

wechslungen, wenn wir den Endomorphismus (03A0): M - M einfach
mit H bezeichnen.
Es gibt einen kanonischen Homomorphismus OE ~ Cart R. In der

Tat, da OE aus Zp durch Adjunktion der (p2n - l)-ten Einheitswurzeln
e entsteht, genügt es deren Bild anzugeben. Man nimmt [C] E Cart R.
Wir erhalten eine Operation von OE auf M, die wir mit em, e E OE,
rn E M bezeichnen. Andererseits operiert OE über auf M. Deshalb
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erhalten wir eine Zerlegung

Wir zeigen, daß deg II = n. Es sei m E Mi. Dann gilt

Folglich gilt IIm E Mi+n. Vôllig analog zeigt man deg V = 1, deg
F = -1, deg [x ] = 0 für x E R. Daß rgRMi/VMi-1 = 1 + t ( i ) âquivalent
mit 2.1.1 ist, sieht man unmittelbar. Damit ist der Satz bewiesen.

2.3 BEMERKUNG: Es sei X ein formaler OD-Modul vom Typ t ~ 0
über einer OE-Algebra R. Dann gilt pR = 0. Um das einzusehen,
betrachten wir einen Index i, so daB t(i) = 1. Die Multiplikation mit p:
Mi/VMi-1 ~ Mi/VMi-1 faktorisiert sich

Da Mi+n/VMi-1+n = 0, erhalten wir pR = 0.
Wir zeigen jetzt, wie man formale OD-Moduln vom Typ t mit Hilfe

der Cartiertheorie konstruieren kann.
E+ sei der folgende Teilring von Cart R

Der Ring E+ enthâlt die zweiseitigen Ideale

Den folgenden Satz findet man bei Lazard [12] Chapt. V3.

2.4 LOKALER STRUKTURSATZ: Es sei L der freie Cart R-Modul
mit der Basis 03B31.,..., yd. Gegeben seien Relationen der Form

Dann ist M = L/1 Cart R · pi ein reduzierter Cartiermodul und die
Restklassen der y; in M eine V-Basis.
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Wir sagen, daB die Gleichungen F-yi = 1 c;,;y; einen reduzierten

Cartiermodul M mit der V-Basis y; definieren. Anstelle von 2.4.1

kann man auch Relationen der folgenden Art betrachten

Dann existiert ein eindeutig bestimmter reduzierter Cartiermodul M
mit der V-Basis y;, in dem die Relationen 2.4.2 erfüllt sind. In der Tat

ist p - [p] = VeF, wobei e eine Einheit im Wittring W(R) ist. Da V auf
einem reduzierten Cartiermodul injektiv operiert, sind die Relationen
2.4.2 âquivalent mit

Offenbar liegen die Elemente e-l.V-1c¡,j in dem Ring E+.
Es sei X ein formaler OD-Modul vom Typ t über einer OE-Algebra

R. Wir setzen voraus, daB die MilVMi-, freie R-Moduln sind. Es seien
03B3(j)i E Mi, 1 s j s 1 + t(j), Elemente, deren deren Restklassen modulo
VMi-1 eine Basis des R-Moduls MilVMi-, bilden. Wir nennen die

Elemente 03B3(j)i eine homogene V-Basis von M. Wenn X ein s.f.

OD-Modul ist, so setzen wir zur Abkürzung 03B3(1)i = y;.

2.5 SATZ:

(a) Gegeben seien Relationen der Form

so daB cm,; E W(R) ai E R, aiai+n = p.
Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter s.f.

OD-Modul X mit einer homogenen V-Basis 03B3i seines Cartiermoduls

M, so daB in M die Relationen 2.5.1 erfüllt sind. Ist umgekehrt X ein
s. f. OD-Modul und 1’1, ..., y2n eine homogene V-Basis seines Cartier-
moduls, so sind Relationen der Form 2.5.1 erfüllt.

(b) Es sei t ~ 0 und Reine OE-Algebra der Charakteristik p. Gegeben
seien Relationen der Form

Wobei 1~j~1+t(i), 1~~~1+t(i-,m+n), a(j)i ~ R, c(~)m,i ~ W(R),
a (j) ist eine Einheit, wenn t(i) = 0 und 03A3i+nk=i+1 t(k) = -1, a(j)i = 0, wenn
t(i) 0 0 oder k=i t(k) = 1.
Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter formaler
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OD-Modul vom Typ t und eine homogene V-basis seines Cartier-

moduls 03B3(j)i, so daß die Relationen 2.5.2 erfüllt. sind.

BEWEis: Berechnet man p03B3i = II2Yi mit Hilfe von 2.5.1 bzw. 2.5.2,
so erhâlt man Relationen der Form

Nach dem lokalen Struktursatz finden wir einen reduzierten Cartier-

modul M mit einer V-Basis 03B3(j)i, so daB die Relationen 2.5.3 erfült
sind. Es sei

Wenn wir deg V = 1, deg 03B3(j)i = i und deg x = 0 für x E W(R) setzen,
so sind die Relationen 2.5.3 homogen. Deshalb sind die Mi eine

Graduierung von M. Wir definieren den Operator II mit Hilfe von
2.5.1 bzw. 2.5.2. Die Existenz von X folgt dann aus 2.2. Die Umkeh-
rung von (a) ist off ensichtlich. Wir werden später eine Umkehrung von
(b) beweisen.
Wir betrachten jetzt den Fall, wo R = L ein perfekter Kôrper der

Charakteristik p ist. Es sei X eine formale Gruppe der Hôhe h über
L. Ihr Cartiermodul M ist dann ein freier W(L)-Modul vom Rang h.
Es sei K der Quotientenkôrper von W(L). Für zwei Gitter G1 und

G2 in einem K-Vektorraum definieren wir

2.6 SATZ: Es sei X ein formaler OD-Modul vom Typ t und der Hôhe
h über L. Dann ist h ein Vielfaches von 4n. Der Cartiermodul M
eines formalen OD-Moduls der Hôhe 4nho vom Typ t lâbt sich fol-
gendermaBen charakterisieren. Es existiert eine Zerlegung M =

EB Mi mit den Eigenschaften von 2.2, so daB
iEZ/2nZ

(i) Mi sind freie W(L)-Moduln vom Rang 2ho,
(ii) pMi+n C IIMi C Mi+n,

BEWEIS : Da VMi in Mi,, einen endlichen Index hat, ist rgw(L)M¡ = r
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unabhângig von i. Es gilt:

Wir erhalten: 2[Mi+n : 03A0Mi] = r + 2 03A3+nk=i+1[t(k).
Also mu6 r gerade sein und wir kônnen schreiben

Der Satz ist damit bewiesen.

Wir betrachten im folgenden nur noch formale OD-Moduln vom
Typ t und der minimalen Hôhe 4n. Dann gilt für einen s.f. OD-Modul

und für einen formalen OD-Modul vom Typ t ~ 0

Wir kônnen jetzt die partielle Umkehrung von 2.5 (b) beweisen.

2.7 KOROLLAR: Es sei X ein formaler OD-Modul der Hôhe 4n und
vom Typ t 0 0 über einer OE-Algebra R der Charakteristik p. Es sei 03B3(j)i
eine homogene V-Basis seines Cartiermoduls M. Dann erfüllen die 03B3(j)i
Relationen der Form 2.5.2.

BEWEIS : Wenn t(i) = 1, so gilt Mi,, = VMiln-1 und wir finden eine
Relation der gewünschten Form. Wir betrachten den Fall t(i) = 0.
Dann ist a(1)i eine Einheit, wenn 03A3i+nk=i+1 t(k) = -1. In der Tat genügt es
zu beweisen, daB a(1)i in keinem geometrischen Punkt R - L versch-



38

windet. Das folgt aus 2.6.2. Wegen n2 = 0 erhalten wir schlieBlich
a (1)i+n = 0.
Mit Hilfe des Bruhat-Titsgebäudes von PGl2(K) kann man den Satz

2.6 in einer besonders handlichen Weise formulieren. Wir wahlen

dazu eine W(L)-lineare Einbettung ~0: M0 ~ K2. Es wird nicht zu
Verwechslungen führen, wenn wir den Frobenius automorphismus
von W(L) ebenfalls mit 0’ bezeichnen, da wir im Beweis von 2.2 eine
kanonische Einbettung OE ~ W(L) definiert haben. Wir finden ein-
deutig bestimmte u’-lineare Einbettungen ’Pi: M1 ~ X2, i E Z, so daB
folgendes Diagramm kommutativ ist.

Die Abbildung 03A0:M0 ~ Mn induziert eine - n-lineare Abbildung
U : K2 ~ K2, Ux = J-’X’", X E X2, J E M2(K). Wir bezeichnen mit Ai
das Bild der Abbildung CPi und mit ai die Klasse des Gitters Ai im

Bruhat-Titsgebâude von PGl2(K) (siehe [21]).

SATZ 2.7: Es sei X ein f ormaler OD-Modul vom Typ t und der Hôhe 4n
über L. Es sei M der Cartiermodul von X und ~0:M0 ~ K2 eine

W(L)-lineare Einbettung. Dann genügen U : K2 ~ X2 und {ai}i~Z den
folgenden Bedingungen :
(i) ord det U = ord det J-’ = 1 - n,
(ii) d(ai, ai-,) = 1 -|t(i)|, (d ist der Abstand im Gebâude)
(iii) Ua; = ailn, wenn t ~ 0,

d(Uai, ailn) = 1 und U2ai = ai+2n, wenn t = 0.
Umgekehrt wird jedes Paar U, {ai}i~Z, das ’den Bedingungen (i)-(iii)
genügt durch einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten formalen
OD-Modul X vom Typ t und der Höhe 4n und eine bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmte Einbettung cpo: M0 ~ K2 induziert. Bei vorgegebenem
U definieren zwei Diagramme {ai}i~Z und {bi}i~Z genau dann isomorphe
formale OD-Moduln, wenn eine Matrix A E Gl2(K) existiert, so daB
JA = A’-"J und Aa; = bi.

BEWEIS : Die Bedingungen (i)-(iii) folgen direkt aus 2.6. Es seien
ungekehrt U und ai gegeben. Wir wâhlen Gitter Ai aus den Klassen
ai, so daß pAi C Ai-, C Ai, [Ai: Ai-,] = 1 + t(i). Wir bezeichnen mit

Ai,[,, das Gitter, das durch Restriktion der Skalare bezüglich
u: W(L) ~ W(L) aus Ai entsteht. Es sei Mi = Ai,[03C3i] und Ni = Mi Q K.
Wir identifizieren Ni und Ni,2n mit Hilfe des W(L)-linearen Isomor-
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phismus U 2/p : Ni ~ Ni+2n. Dann erhalten wir einen Z/2nZ-graduierten
3t-Modul N = EB N,. Der Operator U induziert eine W(L)-lineare

iEZ/2nZ

Abbildung H: N ~ N vom Grad n, so daB n2 = p. Die Einbettung
Ai-, C Ai induziert eine 03C3-1-lineare Abbildung V : Ni-1 ~ Ni, so daß

Der Satz folgt, wenn wir zeigen: Mi = Mi,2,,, 03A0Mi C M;+n. Es gilt:

da ord det U = 1 - n. Wir erhalten 03A0Mi C M;+n, da der Abstand der

Gitter HM; und Mi+n hôchstens 1 ist. Es gilt weiter

Da wegen U2 ai = a,+2n die Gitter Mi und Mi,2,, âhnlich sind, erhalten
wir Mi = Mi+2,. Die letzte Behauptung des Satzes ist klar.
Wir werden die formalen OD-Moduln vom Typ t über einem

algebraisch abgeschlossenen Kôrper L klassifizieren. Dazu erinnern
wir uns an die Resultate von Dieudonné (siehe [5]).
Es sei W ein endlichdimensionaler Vektorraum über 3t und

T : W ~ W eine 03C3m-lineare Abbildung, wobei m E Z, m ~ 0. Wir nen-
nen (W, T) einen o-’-Raum. Einen o,’-Raum kann man auch als

Modul über dem nichtkommutativen Polynomring K03C3m[T] auffassen,
in dem gilt Tk = k03C3mT für k E K. Wenn in W ein W(L)-Gitter exis-
tiert, das .durch T in sich abgebildet wird, so nennen wir (W, T) einen
effektiven 03C3m-Raum.

Satz (Dieudonné): Es sei (W, T) ein effektiver um -Raum über einem
algebraisch abgeschlossenen Kôrper L. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Zerlegung

Man nennt 1 ri die Hôhe, 1 si die Dimension und si/ri die Anstiege
von W. Es sei

die Sequenz der Anstiege von W. Jeder Anstieg À wird dabei so oft
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aufgefürt, wie die Hôhe der isotypischen Komponente mit dem Ans-
tieg À ist (Multiplizitât). Aus der Sequenz der Anstiege erhâlt man das
Newtonpolygon von W.

2.8 SATZ: Es sei X ein formaler OD-Modul vom Typ t und der Hôhe
4n über einem perfekten Kôrper L. Der Cartiermodul von X sei
M = E9 Mi. Dann ist (Mo0 W(L)K, Vn03A0-1) ein effektiver U’-n-Raum

iEZ/2nZ

der Hôhe 2 und der Dimension n - 1, der den formalen OD-Modul X
bis auf Isogenie bestimmt.

BEWEIS : Man weil3, daß der Cartiermodul M ~ K die formale

Gruppe X bis auf Isogenie bestimmt. Die Kenntnis des formalen
OD-Moduls X bis auf Isogenie ist deshalb äquivalent mit der Kenntnis
der Vektorräume Mi 0 3t und der Operatoren II und V. Identifizieren
wir Mi ~ 3t und (Mo 0 K)[03C3] mit Hilfe von Vi, i = 0, ..., 2n - 1, so
sehen wir, daß die Kenntnis von Mo und des Operators VnII-1
ausreichend ist. Die Effektivitàt folgt, wenn wir einen Index i finden,
so daB VnMi C IIMi. Wenn t ~ 0, so existiert ein i mit IIMi = Mi,,, und
die Behauptung ist klar. Für den Fall t = 0 führen wir folgenden
Begriff ein, der im weiteren wesentlich sein wird.

2.9 DEFINITION: Es sei X ein s.f. OD-Modul über einem Ring R
der Charakteristik p und M = E9 Mi sein Cartiermodul. Ein Index i E

Z/2nZ heiBt kritisch, wenn die Abbildung H : M;1 VM; - j -
Mi+n/VMi-1+n gleich Null ist.

Die Menge der kritischen Indexe von X bezeichnen wir mit S(X).
Wenn R ein Integritätsbereich ist, so folgt aus II2 = 0 auf M/ VM, daB i

oder i + n in S(X) liegt. Eine Teilmenge S ~ Z/2nZ, so daB ioder
i + n E S für alle i E Z/2nZ nennen wir zulâssig.
Wir beenden jetzt den Beweis von 2.8. Es sei i ein kritischer Index
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von X. Dann gilt 03A0Mi C VMi-,,, und da beide Gitter nach 2.6.1 in

Mi,,, den Index 1 haben, sogar 03A0Mi = VM;-i+n. Daraus folgt V nM; C
VMi-1+n = IIMa, was wir zeigen wollten.

In der Ausdrucksweise von 2.7 bestimmt die Matrix J den formalen

OD-Modul vom Typ t bis auf Isogenie. Nach dem Satz von Dieu-
donné sind über einem algebraisch abgeschlossenen Kôrper L der
Charakteristik p für J die folgenden Normalformen môglich:

Den Isogenietyp geben wir im folgenden durch die Normalform von
J an.

Wir berechnen den Endomorphismenring End DX = EndODX 0 Q,
der zu dem Isogenietyp J gehôrt. Dazu betrachten wir den 03C3-n-Raum

Ein Endomorphismus von (W, T) ist offenbar durch das Bild der 1

bestimmt. Wir erhalten einen Isomorphismus

In der Tat genügt das Bild x E W der 1 der Gleichung T’x = psx. Es
sei x = 03A3aiTi und p = a-". Dann gilt

Folglich erhalten wir a; E W(Fpnr)[1/p]. Es sei cp der Endomor-

phismus mit ~(1) = T. Wir finden natürliche Zahlen s und m, so daß
ss’ - rm = 1. Es sei fI = ~s’/pm. Dann gilt

Also ist End (W, T) die Divisionsalgebra über W(Fpn)[1/p] mit der
Invariante - s’/ r.
Wir erhalten EndtX für einen formalen OD-Modul vom Typ t’über

einem algebraisch abgeschlossenen Kôrper L der Charakteristik p :
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Unter den Anstiegen von X versteht man die Anstiege des U’-l-
Raumes (M ~ K, V). Sie berechnen sich wie folgt:

2.11 SATZ: Es seien 03BBi = si/ri die Anstiege von (Mo Q9 K, 03A0-1Vn),
wobei der Bruch so geschrieben sei, daB ri die Multiplizitât von Xi ist.
Dann sind À) = (ri + 2si)/2nri die Anstiege von X und 2nri ihre Multi-
plizitâten.

BEWEIS: Es sei N0 = K03C3-n[T]/Tri-ps (M0 ~ K, 03A0-1Vn) ein
2n-1

direkter Summand. Dann ist EB N0[03C3] = N ein 03C3-1-Unterraum von
i=O

(M Q9 3t, V), wobei die Operation von V auf N folgendermaBen
gegeben ist:

Wir erhalten v2nr’T = priT2r¡ = pr¡+2s¡. Daraus folgt unmitelbar die

Behauptung.
Wir zeigen im folgenden, wie man s.f. OD-Moduln aus formalen

OD-Moduln vom Typ t ~ 0 konstruieren kann. Der Funktion t ordnen
wir eine zulàssige Teilmenge St c Z/2nZ zu.

Die Teilmengen St lassen sich folgendermaBen charakterisieren.

2.12 DEFINITION: Es sei S ~ Z/2nZ eine zulàssige Teilmenge und
S = S fl S + n. Wir nennen S gesâttigt, wenn folgende Eigenschaft
erfüllt ist. Für beliebige i, j ~ Z/2nZBS gilt:
i ~ S ~ j e S, wenn card [i,j] n S gerade
i ~ S ~ j~ S, wenn card [i,j] n S ungerade.
Dabei bezeichnet [i,j] das Intervall {i, i + 1, ..., jl und S + n =

{i + n 1 i ~ S}. Wir erhalten ein gutes Bild einer gesâttigten Menge S,
wenn wir Z/2nZ mit den 2n-ten Einheitswurzeln auf dem Einheits-
kreis identifizieren.
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Die dick gezeichneten Intervalle liegen in S und "gerade" bzw.
"ungerade" bezieht sich auf die Anzahl der Elemente in den ent-
sprechenden Intervallen. S entspricht einer Funktion t. Die Menge
der Punkte, wo t den Absolutbetrag 1 hat, ist S. An zwei benach-
barten Punkten aus S hat t unterschiedliches Vorzeichen. Die Zahlen
in der Abbildung sind die Werte von t in den entsprechenden
Punkten.

Wir bemerken, daB für eine gesâttigte Menge S~ Z/2nZ die Zahl
2card S = card[i, i + n] f1 S ungerade ist.

2.13 SATZ: Es sei t ~ 0. Dann ist St eine gesâttigte Menge.
Umgekehrt sei S eine gesâttigte Menge, so daß S ~ Z/2nZ für gerades
n. Dann ist S = S,, und t ist eindeutig bestimmt, wenn S~ Z12nZ.

BEWEIS: Es seien i, j ~ Z/2nZ. Dann gilt

Deshalb mu6 für zwei in S, benachbarte Indexe k, und k2 gelten, daß
t(k1) + t(k2) = 0. Wir erhalten

Aus den beiden Formeln folgt unmittelbar, daß St gesâttigt ist.
Umgekehrt sei Sgé Z/2nZ eine gesâttigte Menge. Es gibt einen

Index i + 1 E S, so daß i + 2 E SBS. Wir setzen t(i + 1) = 1 und

definieren t(j) rekursiv mit Hilfe von 2.13.2. Dann gilt Sr = S. Der Fall
S = Z/2nZ ist trivial.
Es sei Y ein s.f. OD-Modul über einem perfekten Kôrper L der
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Charakteristik p, so daß3 S(Y) ~ St für ein t ~ 0. Der Cartiermodul

von Y sei M = ~ Mi. Wir definieren
iEZ/2nZ

Wir verifizieren, daB M’ = EB Mi der Cartiermodul eines formalen

OD-Moduls X vom Typ t ist.

Es sei i E StBSt. Dann gilt Mi = Mi und Mi-l = Mi-1. Wir erhalten rg
MiIVMi-1 = 1 = 1 + t(i). Wenn 1§É Sr, so f olgt das gleiche Resultat, da
Mi = VM;-i und M’i-1 = VMi-2. Wenn t(i) = 1 so gilt Mi = Mi, Mi-l =

VMi-2 und i -1 + n E St. Da St C S(Y), gilt pMi = 03A02Mi = 03A0VMi+n-1 =
V2Mi-2. Wir erhalten: pM’1 = VM’i-1, rg Mi/VMi-1 = 2 = 1 + t(i).
SchlieBlich gilt für t(i) = -1, daß Mi = VMi-1, Mi-l = Mi-, und rg
M’i/VM’i-1 = 0. Es bleibt noch zu verifizieren, daB HM) C Mi+n. Es sei
1 §É St oder t(i) = -1. Dann gilt HM) = llVMi-1 = ll2Mi+n = pMi+n. Der
Fall i E StBSt oder t(i) = 1 ist analog.
Wir haben damit für jeden s.f. OD-Modul Y mit S(Y) D St einen

formalen OD-Modul X vom Typ t konstruiert und eine Isogenie ay :
X ~ Y formaler OD-Moduln.

2.14 SATZ: Es sei |t| ~ 0, 1. Die Zuordnung Y - X ist eine Bijektion
zwischen den Isomorphieklassen s.f. OD-Moduln Y mit S(Y):D St und
den Isomorphieklassen formaler OD-Moduln X vom Typ t.

BEWEIS: Es seien ai, i E Z ein Diagramm von Punkten im Bruhat-
Titsgebâude und U ein Operator, die Y im Sinne von 2.7 ent-

sprechen. Für das gleiche U entspricht X dem Diagramm ai:

Wir bezeichnen mit k(i) den ersten auf i folgenden Index, so daB
d(a’k(i), ai) = 1. Da St ~ Z /2 n Z, existiert k(i). Man erhâlt umgekehrt ai
aus den a’i.
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Um das einzusehen bemerken wir, daB a;-2 = aj, wenn j, j + n - 1 E
S,. In der Tat: a;+2n = U2aj = Uaj+n-1 = aj+2n-2·
Es sei ié St. Wenn i + 1 ~ St, so ist k(i) = i + 1. Dann gilt a’k(i) =

a’i+1 = ai. Wenn i + 1 E St, so gilt t(i + 1) = 1. Wir betrachten zunâchst
den Fall [ + 1, i + 2m] C St, i + 2 m + 1 ~ St. Dann gilt nach der obigen
Bemerkung

Der Index k(i) ist folglich i + 2m + 1. Wir erhalten ai = ai+2m+l = a’k(i).
Wenn [i + 1, i + 2m - 1] ~ St und i+2m E S,BS,, so gilt

Hier ist k(i) = i + 2m und wieder ai = a’k(i). Den Fall t(i) = -1 erledigt
man mit der gleichen Überlegung.
Es sei umgekehrt ai das Diagramm eines formalen OD-Moduls vom

Typ t. Wir müssen beweisen, daB durch 2.14.1 das Diagramm eines s.f.
OD-Moduls definiert wird. Nach 2.7 ist das äquivalent mit:

Wir lassen die einfache, aber etwas lange Verifikation aus.

2.15 SATZ: Es sei S ~ Z/2nZ eine gesâttigte Menge. Dann existiert
über jedem algebraisch abgeschlossenen Kôrper L der Charakteristik p
ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter s.f. OD-Modul Y, so daB
S(Y) ~ S. Y ist supersingulâr, wenn S = Z12nZ un’d wenn S ~ Z/2nZ,

so ist sein Isogenietyp J = ps1 0 p°’2)’ wobei si = 1(lcard S -1) und S2 =
n - I(lcard S + 1).

BEWEIS: Wir betrachten zunâchst den Fall S~Z/2nZ. Es sei S = S,
und Y ein s.f. OD-Modul, so daB S(Y) ~ St. Wir benutzen die

Bezeichnungen des Beweises von 2.14. Ich behaupte, daß ein Index
i~ St genau dann für Y kritisch ist, wenn a i-l = a’k(i). In der Tat:
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Geometrisch bedeutet das, daß das Diagramm {a’j} an der Stelle ai
einen Schritt rückwàrts macht,

Da Ua; = a’j+n, ist es dasselbe zu fordern, daß das Diagramm an der
Stelle a J+n einen Schritt rückwàrts macht. Es sei jetzt S( Y) = St. Dann
gibt es in dem Diagramm a’j keine Rückwàrtsschritte. Da für jedes
j E Z ein i E l existiert, so daß i mod 2n~ 9, und ai = a;, bilden die
ai, i E Z, i mod 2n~St ein Appartement d auf dem U durch
Translation um n - icard 2 S operiert. Nach [21] (Chapt. II Annexe) ist
U ein hyperbolischer Operator und A das eindeutig bestimmte Ap-
partement auf dem U durch Translation operiert. Wir erhalten, daB

Umgekehrt existiert zu diesem J ein bis auf Translation eindeutig
bestimmtes Diagramm a’j ohne Rückwàrtsschritte. Ihm entspricht ein
formaler OD-Modul X vom Typ t. Nach der letzten Behauptung von
2.7 definieren zwei Diagramme isomorphe OD-Moduln vom Typ t,
wenn sie sich um ein Element von End(K2, U) = End0DX = K x K
unterscheiden. Folglich. ist X und damit nach 2.14 Y bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmt.
Es sei S = Z/2nZ. Da alle Indexe kritisch sind, folgt wie oben

ai = ai-2 für i E Z. Das Diagramm von Y sieht deshalb wie folgt aus:

Im Fall n ungerade kônnen wir Ux = p1/2(1-n)x03C3n, x E ;X2, annehmen.
Da Uai = ai+n-1 = ai, werden die Punkte ai durch über K rationale
Gitter definiert. Zwei Diagramme der Form 2.15.1 für die die ai

rational ùber K sind, kann man offenbar durch ein Element aus

G12(K) = Endg Y ineinander transformieren. Sie entsprechen deshalb
nach 2.7 isomorphen s.f. OD-Moduln.
Wenn n gerade ist, kônnen wir annehmen, daß

U operiert ohne Fixpunkte auf dem Bruhat-Titsgebâude und läßt das
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Segment

als einziges fest. Weil U das Diagramm 2.15.1 fest 1äßt, folgt 03B6 =

(a2k, a2k+1). Da (0 1 0) ~ EndDY die Ecken von vertauscht, ist Y
dadurch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

§3. Die lokale Struktur des Modulraumes .Mc

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie in §1. Es seien
Dp = D Q9 Op, Ep = E ~ Qp, Kp = K Q9 Qp und ODp, OEP, OKP die

Ringe der ganzen Elemente. Da die Erweiterung E/K in p unverz-
weigt ist, finden wir ein u E OEP, so daß (au )2 = a2u03C4u = -8NmE IK u =
p. Wir setzen II = au E ODP. Dann gilt:

Die Klassifikation der s.f. ODp-Moduln in §2 legt nahe, das Schema
MC 0 ZpOEP zu betrachten.
Es sei T ein OEp-Schema und A ein s.a. OD-Schema über T. Die

formale Gruppe X von A ist ein s.f. OD p -Modul. Wenn T die

Charakteristik p hat, so bezeichnen wir die Menge der kritischen
Indexe von X mit S(A) und sprechen von den kritischen Indexen von
A. Wenn T das Spektrum eines algebraisch abgeschlossenen Kôrpers
der Charakteristik p ist, so bezeichnen wir die Matrix J von X auch
mit J(A) (siehe 2.7)

3.1 SATZ: Es sei A ein s.a. OD-Schema über einem algebraisch
abgeschlossenen Kôrper der Charakteristik p. Dann hat A den p-Rang
0. A ist genau dann isogen zu einem Produkt von supersingulâre
elliptischen Kurven, wenn die formale Gruppe von A supersingulâr ist,
d. h. wenn
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Wenn S(A) = Z/2nZ, so ist A isomorph zu einem Produkt von super-
singuliiren elliptischen Kurven.

BEWEIS: A hat den p-Rang 0, da die formale Gruppe von A nach
2.6 mindestens die Hôhe 4n hat. Die zweite Behauptung des Satzes ist
wohlbekannt (Oort [19] Theorem 4.2). Nach Oort [20] ist A isomorph
zu einem Produkt von supersingulären elliptischen Kurven, wenn die
Hasse-Wittmatrix von A verschwindet. Das bedeutet in der Ter-

minologie der Cartiermoduln FM C VM. Da alle Indexe kritisch sind,
gilt

3.2 SATZ: Es sei A eine s.a. OD-Mannigf altigkeit über Fp, Wenn A
nicht supersingulâr ist, so ist EndDA eine total imaginâre, quadratis-
che Erweiterung von K, die in p zerlegt ist. Wenn A supersingulâr ist,
so ist D- = EndDA die Quaternionenalgebra über K mit den fol-
genden Invarianten :

BEWEIS: Wir betrachten zunâchst den Fall, wo A nicht super-

singulär ist. Es sei Fq ein Definitionskôrper für A und für sàmtliche
Automorphismen von A. Es sei A = A0 ~ ,,Fp. Wir bezeichnen mit F :
A0~A0 den Frobenius von Ao über Fq. Nach dem Satz von Tate [23]
gilt K [F] = Zentrum End’Ao. Offenbar haben wir K[F] C End’Ao.
Der Grad von K[F] bzw. EndDAo über K ist hôchstens zwei, da nach
2.10 der Endomorphismenring End0DX der formalen Gruppe von A
isomorph zu Kp x Kp ist. Nach dem Satz von Manin [5] und 2.11 sind
die p-adischen Absolutbetràge der Wurzeln des Minimalpolynoms
von F über K (1 + 2s1)/2n und (1 + 2s2)/2n, wobei s1 ~ S2, SI+ S2 =

n - 1. Da nach Weil die archimedischen Absolutbetràge dieser Wurzeln
q 1/2 sind, kônnen sie nicht reell sein. Deshalb muß K[F] eine total
imaginâre, quadratische Erweiterung von K sein.
Es sei A supersingulâre. Dann ist A isogen zu C2n, wobei C eine

supersingulâre elliptische Kurve über Fp ist. Q = End"C ist die Qua-
ternionenalgebra über Q, die nur in p und im Unendlichen verzweigt
ist. Wir erhalten:
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Der Kommutator von D in M2n(Q) sind die D ~QQ-linearen
Endomorphismen des Q- V ektorraumes Q2n. Man berechnet leicht die
Invarianten von D ~QQ = D 0 K(K ~QQ) und erhàlt D 0 oQ ==
M2(D-). Die Behauptung ist dann klar.
Wir betrachten offene kompakte Untergruppen C C D*(Af), die den

Bedingungen 1.6 genügen. Insbesondere gilt C C CN für ein N ~ 3,
(N,p)= 1.

3.3 KOROLLAR: Es sei (A, t, À, fi) ein Punkt von MC(T). Dann gilt

BEWEIS: Da s.a. OD-Mannigfaltigkeiten potentiell gute Reduktion
besitzen, kann man sich auf den Fall beschrânken, daB A über Fp
definiert ist. Gegeben sei ein Automorphismus

Da a die K-homogene Polarisierung À auf sich abbildet, gilt 03B1 · â =

k E K*, wobei à die Rosatiinvolution von a bezeichnet.
Die einzige positive Involution auf einer imaginârquadratischen

Erweiterung von K ist die Konjugation a-a*, und die einzige
positive Involution auf einer im Unendlichen überall verzweigten
Quaternionenalgebra über K ist die Hauptinvolution 03B1 ~ 03B1*.

Da a e EndDA, folgt aus 3.2, daß à = a*. Ein q ~ ~ definiert einen
Homomorphismus von K-Algebren

Dabei wird a auf ein Element aus C C CN abgebildet und folglich a*
auf ein Element aus CN. Wir erhalten k E CN. Der Endomorphismus
a2k-l wirkt also auf den N-Teilungspunkten von A trivial und fixiert
jede Polarisierung À E À. Nach dem Lemma von Serre (Mumford
[17]) erhalten wir 03B12 = k. Daraus folgt a = a* E K. Q.E.D.

3.4 KOROLLAR: «c ist ein feines Modulschema.

BEWEIS: «c ist der Quotient von itc nach der Wirkung der Gruppe
(K* n Nm C)/(K* ~ C)2. Wir müssen beweisen, daß diese Gruppe
fixpunktfrei auf MC operiert. Es sei (A, t, À, ~) E Àc(Fp) ein Fixpunkt
von 03B6 ~ K*+ ~ Nm C. Dann existiert ein Isomorphismus a :

(A, , 03BB03B6, ~) ~ (A, , 03BB, ~). Da nach 3.3 aEK*nC, foigt a 1 E
(K* n C)2. Q.E.D.
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Wir wollen im folgenden zeigen, daß jedes s.a. OD-Schema (A, L)
über einem Zp-Schema T eine eindeutig bestimmte involutionstreue,
K-homogene, Polarisierung besitzt.

3.5 LEMMA: Es sei (A, L) ein s.a. OD-Schema über einem zusam-
menhiingenden Zp-Schema T. Dann gibt es zu jeder positiven Involution
auf D hôchstens eine K-homogene, involutionstreue Polarisierung von
A.

BEWEIS: Wegen der potentiell guten Reduktion kann man wieder
T = Spec Fp annehmen. Es seien 03BB1 1 und À2 involutionstreue

Polarisierungen. Dann gilt 03BB1 = À2a, wobei a E End°A invariant unter
der durch À2 induzierten Rosatiinvolution ist. Da 03BB1 und À2 die gleiche
Involution auf D induzieren, folgt a E EndDA. Aus der Invarianz
unter einer positiven Involution erhalten wir wie im Beweis von 3.3,
daB a E K*.

3.6 LEMMA: Es seien T und T’ zwei OEP-Schemata, auf denen p
lokal nilpotent ist, und es sei T - T’ eine Nilimmersion. (B’, L’) sei ein
s.a. OD-Schema über T’ und (B, L) seine Reduktion über T. Dann läßt
sich jede effektive, involutionstreue Polarisierung von B zu einer

effektiven, involutionstreuen Polarisierung von B’ liften.

BEWEIS : Wir wenden das Kriterium von Messing [14] (Chapt. V
Theorem 1.6) an. Offenbar dürfen wir voraussetzen, daB T ~ T’

dividierte Potenzen besitzt. Es sei M die Liealgebra der universellen
Erweiterung von B’. Da M ein OD ~ OT,-Modul ist, finden wir eine
Zerlegung

Eine effektive Polarisierung À definiert eine alternierende Bilinear-
form

Da À involutionstreu ist, gilt
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Wenn m E Mi und m’ E Mj, so folgt

Wir erhalten 03A6(Mi, Mj) = 0 für i ~ j.
Es sei Fil ~ M die Hodgefiltration. Wir finden Fil = E9 Fili,

iEZ/2nZ

wobei Fili C Mi ein direkter Summand vom Rang 1 ist. Wir dürfen

nach dem Kriterium von Messing liften, da Fili bezüglich 03A6 isotrop
ist.

3.7 LEMMA: Es sei (A, t) ein s.a. OD-Schema über einem zusam-

menhiingenden Zp-Schema T und À eine involutionstreue Polarisierung
von A. Dann existiert ein s E Z, so daß pSÀ in p prinzipal ist.

BEWEIS: Wir zeigen zunâchst, daß man sich auf den Fall besch-
rânken kann, wo T = Spec L das Spektrum eines algebraisch ab-
geschlossenen Grundkôrpers ist. Wir dürfen annehmen, daB À

effektiv ist. Es bezeichne K die p-Komponente des Kerns von

03BB : B ~ B*. Nach Voraussetzung gilt für jeden geometrischen Punkt t
von T, daB Kt = Ker ph(t). Da K lokal konstant ist, muß h (t) = h
konstant sein. Es genügt zu zeigen, daß Ker p h C K. Offenbar kann
man dafür annehmen, daB T artinsch ist. Wenn T von der Charak-
teristik 0 ist, so ist K étale. Die Behauptung ist dann klar. Es sei T
von der Charakteristik p. Nach Voraussetzung ist p-h03BB eine effektive
Polarisierung über dem Restklassenkôrper, die sich nach 3.6 zu einer
effektiven Polarisierung À’ über T liften läßt. Nach dem Rigiditâts-
lemma (Mumford [16]) folgt schlieBlich 03BB’ph = À.
Es sei T = Spec L. Wenn L die Charakteristik 0 hat, so folgt das

Lemma unmittelbar aus 1.1, 1.2 und 1.4. Es sei Char L = p. Wir
wâhlen einen Homomorphismus OEP ~ L und erhalten eine Zerlegung
des Cartiermoduls M von A:

Die Polarisierung À definiert eine alternierende Bilinearform 0: M x
M ~ W(L), so dal3

Aus. dem Beweis von 3.6 folgt O(M;, Mj) = 0 für i ~ j. Da VMi in Mi,,
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den Index 1 hat, folgt aus 3.7.1

Weil 039B2M0 = W(L), finden wir ein s, so daß ps 03A6|M0 eine perfekte
Paarung ist. Offenbar ist dann p sÀ in p prinzipal.

3.8 SATZ: Es sei (A, t) ein s.a. OD-Schema über einem Zp-Schema
T. Dann gibt es zu jeder positiven Involution auf D genau eine

K-homogene Polarisierung, so daB L involutionstreu ist.

BEWEIS : Die Eindeutigkeit haben wir bereits bewiesen. Wir geben
zunâchst auf D unsere fixierte Involution d H d vor.

Es sei T’ ~ T ein f.p.q.c. Morphismus. Wir zeigen, daß aus der
Existenz einer K-homogenen Polarisierung À’ auf AT, die Existenz
einer solchen auf A folgt. Wenn T’ ~ T eine unverzweigte Galoisüb-
erlagerung mit der Galoisgruppe G ist, so ist SGEG 9*(À’) die gewünschte
Polarisierung auf A.
Über einer geeigneten unverzweigten Galoisüberlagerung von T

finden wir eine Rigidifizierung

Wenn wir A in seiner Isogenieklasse abândern, so dürfen wir

annehmen, daß ~ einen Isomorphismus induziert

Wir dürfen deshalb voraussetzen, daB A über T eine Rigidifizierung
~ besitzt. Dann ist (AT-, T’, À’, ijT’) ein Punkt des Modulproblems JUCN.
Wegen der Eindeutigkeit von K-homogenen Polarisierungen erhalten
wir nach treuflachem Abstieg einen Punkt von JUcN(T) und folglich
eine K-homogene involutionstreue Polarisierung von A.
Wir zeigen, daß es genügt, den Satz über einem Grundkôrper zu

beweisen. Es sei t E T. Da es ausreicht, lokal für die f.p.q.c. Topologie
eine involutionstreue Polarisierung zu finden, genügt es, deren Exis-
tenz über Spec ÔT,t zu zeigen. Wir kônnen deshalb annehmen, daB T
artinsch ist. Wenn T die Charakteristik p hat, so folgt die Behauptung
aus 3.6. Wenn T die Charakteristik 0 hat, so kônnen wir annehmen,
daß T ein Schema über C ist. Die alternierende Form qi auf

H1(A, Q) ~ D respektiert die Hodgefiltration auf HI(A, Q) 0 OT.
Daher definiert 03C8 eine Abbildung A ~ A*, die nach 1.1 und 1.3 die

gewünschte Polarisierung ist.
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Es bleibt der Fall, wo T = Spec L das Spektrum eines. Kôrpers der
Charakteristik p ist. Wegen 3.6 und da s.a. OD-Mannigfaltigkeiten
potentiell gute Reduktion besitzen, beschrânkt man sich weiter auf
den Fall, wo L ein endlicher Kôrper ist.
Es sei zunâchst A nicht supersingulâr. Dann ist Z = EndDA eine

total imaginâre, quadratische Erweiterung von K und F’ = EZ ein

CM-Kôrper von A. Wir haben eine Einbettung K : F ~ End°A. Nach
Tate [25] Lemme 3 finden wir ein abelsches F-Schema À über einem
diskreten Bewertungsring der Charakteristik 0 mit dem Restklas-

senkôrper L, dessen Reduktion isogen zu A ist. Man weil3, daß Ã eine
Polarisierung besitzt, für die F ~ End0Ã involutionstreu ist. Deshalb
finden wir eine Polarisierung Ai 1 von A und eine involutionstreue

Einbettung 03BA1: F ~ EndoA. Es sei K = x-1 k1x, X E Endo A. Dann ist

À2 = x*Àlx eine Polarisierung, für die K involutionstreu ist. Die Rosa-
tiinvolution x - x’ von À2 läßt D invariant und ist auf E trivial. Man
sieht leicht, daß x’ = axa -1, a E E, x E D. Da die Involution x H x’ =
aax*(aa)-’ positiv ist, erhalten wir, daB (aa)2 = a2aTa ein total nega-
tives Element von K ist. Dann ist aTa total positiv. Nach Abânderung
durch ein Element aus K, kônnen wir annehmen, daß a total positiv
ist. Nach 1.4 ist dann À = À2a die gewünschte Polarisierung.

Für den Fall A supersingulâr benôtigen wir das folgende elemen-
tare Lemma.

3.9 LEMMA: Es sei Q eine Quaternionenalgebra über einem total

reellen Zahlkôrper K, die überall im Unendlichen verzweigt ist. Wir

bezeichnen mit x H x*, x E Q die Hauptinvolution auf Q. Jede positive
Involution auf Mr(Q) hat die Form X - AtX*A-1, wobei A = CtC*,
A, C e Mr(Q).

BEWEIS : Jede Involution auf Mr(Q) ist von der Form

X ~ AtX*A-1, wobei A = ±tA*. Wir zeigen, daß für eine positive
Involution der Fall A = -’A* ausgeschlossen ist.
Es sei A = (ai;), A-1 = B = (bij). Wir betrachten Matrizen X = (xij),

so daß xi j = x und sonst xij = 0. Da die Involution positiv ist, gilt

Setzen wir x = an, so folgt Tr’a 11 b 11 &#x3E; 0. Da all 1= - 03B1*11, existiert nach
dem Satz von Skolem-Noether ein x E Q, so daB xa11x-1 = -a11.

Wir erhalten den gewünschten Widerspruch Trgallb11  0.
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Es sei (v, w) = t03C503BD*Bw, v, w E Q". Das ist eine hermitsche Bilinear-
form auf dem Q-Rechtsmodul Qr. Wir kônnen sie auf Diagonalform
bringen

Da die Involution positiv ist, folgt, daß die kii entweder alle total

positiv oder alle total negativ sein müssen. Ersetzt man eventuell A
durch -A, so kann man annehmen, daß der erste Fall vorliegt. Dann
existieren qij E Q, so daB kii = qiiq *ii. Daraus erhâlt man unmittelbar die

Behauptung des Lemmas.
Es sei C eine supersingulâre elliptische Kurve und Q = End’C.

Nach einer endlichen Erweiterung des Kôrpers L dürfen wir anneh-
men, daß A isogen zu C"’ ist. Wir erhalten eine Einbettung

Aus 3.9 sieht man leicht, daB jede positive Involution auf M2n(Q)
durch ein amples Linienbündel auf C2" induziert wird.
Wir zeigen, daB eine Einbettung to: D~M2n(Q) und eine positive

Involution X - X’ auf M2n ( Q) existiert, so daB (,o(d) = (,o(d)’. Dann
finden wir eine Matrix G E M2n(Q), so daB 0 = G-1(,G. Offenbar ist
X - GG’X’(GG’)-1 eine positive Involution auf M2n(Q) für die t

involutionstreu ist.

Es bleiben also (,0 und X H X’ zu konstruieren. Wir betrachten auf

D ~ Q = M2(D_) die positive Involution d ~ x ~  ~ x*. Auf

M2(D-) hat diese Involution die Form X ~ A-1tX*A. Nach 3.9 kann
man annehmen, daB (v,w)=Trt_tv*Aw, 03C5, w ~ D2 eine positiv
definite, symmetrische K-Bilinearform auf D2 ist. Es gilt

Deshalb induziert (,) auf EndQD2 = M2n(Q) die gesuchte positive
Involution. Damit ist die Existenz von to und X H X’ bewiesen.

Wir haben 3.9 für die Involution d - d auf D gezeigt. Es sei d H d’
irgendeine andere positive Involution auf D. Dann gilt d’ = a -’ da, wobei
a E D, à = a und Nm°a total positiv ist. Es sei À eine K-homogene
Polarisierung von A, die auf D die Involution d H d induziert. Mit Hilfe
von 1.4 sieht man, daß Àa eine K-homogene Polarisierung ist, die die
Involution d H d’ induziert. Der Beweis von 3.9 ist beendet.

Einen T-wertigen Punkt von Rc kann. man jetzt folgendermaBen
beschreiben:
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(a) ein abelsches Schema A über T bis auf zu p prime Isogenie und
eine Einbettung  : OD Q9 Z(p) H End A Q9 Z(p), so daB

(b) eine Aquivalenzklasse von D ~ Âj-Modulisomorphismen

Da OD ~ Z(p) die eindeutig bestimmte Z(p)-Maximalordnung in D ist,
hangt dieses Modulproblem auch nicht mehr von der Wahl von OD ab.
Es sei S ~ Z/2nZ eine zulâssige Menge, d.h. i oder i + n ~ S für

i ~ Z/2nZ. Wir bezeichnen mit .Aaec,s das abgeschlossene Unter-

schema von MC~ZpOE/pOE = MC~ZpFp2n, das aus allen Punkten

(A, , ~) besteht, so daß S(A) D S.

3.10 SATZ: ,iGlc,s ist ein glattes Schema der Dimension 2n-card S
über OE/pOE. Die abgeschlossenen Unterschema MC,S von

.ililc ~ZpOE/pOE schneiden sich transversal, und es gilt U s.Aaec,s =

’«C Q9 ZPOEIPOE, MC,S n MC,S’ = MC,S~S’.
Es sei x ein abgeschlossener Punkt von MC~zpOEp und Ox der

lokale Ring im Punkt x. Die Menge der kritischen Indexe des s.a.

OD-Schemas, das über dem Punkt x liegt, bezeichnen wir mit Sx. Es sei
Sx = Sx fl (Sx + n), S’x = SxBSx. Dann gibt es einen Isomorphismus

Es sei S C Sx eine zulâssige Teilmenge. Dann wird das Schema MC,S
lokal im Punkt x durch die Gleichungen Uj = 0 f ür j E S rl Sx definiert.

BEWEIS: Wir werden im nächsten Paragraphen sehen, daß .Áilc,s
nicht leer ist. Offenbar genügt es, die Behauptungen über Ox zu
beweisen. Es sei Ax das s.a. OD-Schema über dem Punkt x und Xo
seine formale Gruppe. Wir fixieren eine homogene Basis Yi, i E Z/2nZ
der Liealgebra von Xo. Unter einer Deformation von (Xo, 03B3i) über
einer artinschen W(k(x»-Algebra () mit dem Restklassenkôrper k(x)
verstehen wir einen s.f. OD-Modul X’ über 6 zusammen mit einer

homogenen Basis 03B3’i von Lie X’ und einem Isomorphismus (Xo, -) =

(X’, yD ~ k(x). Offenbar existiert die universelle Deformation (Y, 03B4i)
über einer kompletten lokalen W(k(x))-Algebra R. Es sei



56

Wenn der Index i bezüglich Xo kritisch ist, so liegt i im Maximalideal
von R. Deshalb haben wir einen Homomorphismus

der nach Satz 2.5 formal glatt ist.
Nach dem Kriterium von Serre und Tate (Drinfeld [6]) ist Ôx die

Basis der universellen Deformation von Xo. Deshalb finden wir einen

Homomorphismus (3 : x ~ R, der ebenfalls formal glatt ist. Es sei X
der s.f. OD-Modul über Ox. Da Ox lokal ist, finden wir eine homogene
Basis von Lie X und damit einen Schnitt s : R ~ x. Wir werden
zeigen, daB sa eine Surjektion in den Tangentialräumen induziert.
Es sei M der Cartiermodul von Xo, und es sei k = k(x). Wir wâhlen

eine Basis y;, Si des k-Vektorraumes Mi/pMi, so daB Si E VMi-, und y;
mod VMi-, = y,. Dann erhalten wir Gleichungen

Der Index i ist genau dann kritisch, wenn ai = 0, und i + n ist ganau
dann kritisch, wenn bi = 0. In der Tat:

Deshalb kônnen wir nach Abânderung der Si annehmen, daB bi = a;+n.
Wir betrachten die Deformationen von Xo über dem Ring k[E],

E2 = 0. Nach Messing [14] entsprechen sie den Liftungen der Fil-

trationen VMi1-/pMi C MilpMi zu Filtrationen Li C Mi/pMi~ k[~] =

Mi/pMi ~ ~Mi/pMi. Man kann die Li in der Form Li = k[E](S; + ~03B2i)
schreiben, wobei Li nur von Pi modulo VMi-, abhângt. Die Invarianz
von OL, unter II bedeutet

Betrachtet man diese Gleichungen modulo E, so folgt ui = a;+n. Wir

erhalten:

Der Raum der infinitesimalen Deformationen von Xo ist folglich
isomorph zum Raum aller 03B2 = (03B2i) E EB Mi/VMi-1, so daß die Glei-
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chungen 3.10.1 erfüllt sind. OfFenbar sind diese Gleichungen
âquivalent mit

Die universelle, erste infinitesimale Deformation von Xo läßt sich
deshalb folgendermaBen beschreiben. Sie ist definiert über dem Ring
k[uj]j~Sx, ujuj = 0, durch die Filtrationen

Die Liealgebra dieser Deformation ist (D (M;/pMi Q9 kk[ud)/Li und y;

ist eine homogene Basis über k[ujl. Wenn i und i + n kritisch sind, so
gilt Ci 9-’ 0, ny, = ci8i+n = -Ciui+nyi+n mod Li.
Der Morphismus sa sieht deshalb auf der ersten infinitesimalen

Umgebung wie folgt aus

Die Injektivitât der Abbildung sa auf den Kotangentialrâumen ist

jetzt offensichtlich.
Es seien fI,..., f2n Erzeugende des Kerns von s. Die Injektivitât

besagt, daß das Bild von da und (df ,, ..., df2n) den Durchschnitt 0
haben. Da R eine Potenzreihenalgebra über W(k)[Uj]j~Sx/(UjUj+n - p)
ist, folgt dasselbe f ür R/(fl, ..., f2n) = x. Die übrigen
Behauptungen von 3.10 sind jetzt klar.

§4. Die Schéma gcs für gesâttigte Mengen S

Wir beginnen mit einer Bemerkung über die Zusammenhangskom-
ponenten von «c. Die reduzierte Norm Nm": D 4 K induziert einem
Abbildung

Nach Deligne [4] 2.7.1 sind die Fasern dieser Abbildung die Zusam-
menhangskomponenten von MD*,c. Offenbar ist Nm°Cx gleich der

Menge der -total positiven Elemente von (K~R)*. Die Einbettung
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K*(Af) C K*(A) definiert daher eine Bijektion

Nach 1.6 ist Cp die Menge der Einheiten in D~Qp. Da folglich
Nm°Cp = OK,, erhalten wir eine Bijektion

Andererseits haben wir wâhrend des Beweises von 1.7 einen Mor-

phismus definiert.

Man sieht leicht, daß K ~ C = Kc, wobei man über C mit Hilfe des
Exponentials Af(-1) und Aj identifiziert (vergl. Deligne [4] 4.6). Aus
dem Zusammenhangssatz von Zariski folgern wir:

4.1 SATZ: Die geometrischen Fasern von K sind zusammenhângend.

Die gesâttigte Menge S = Z/2nZ spielt eine besondere Rolle. Wir
betrachten daher zunâchst diesen Fall.

4.2 LEMMA: Es gibt über einem algebraisch abgeschlossenen KÕr-
per bis auf zu p prime Isogenie genau eine s.a. OD-Mannigfaltigkeit
(B, t) mit S(B) = Z/2nZ.

BEWEIS: Wir zeigen zunâchst die Eindeutigkeit. Es sei C eine

supersingulâre elliptische Kurve und Q ihr Endomorphismenring.
Nach 3.1 ist B isogen zu C2" und hat den Endomorphismenring
M2n(Q). Da alle Einbettungen D ~ M2n(Q) konjugiert sind, ist (B, t)
bis auf Isogenie eindeutig bestimmt. Wir erhalten die Eindeutigkeit
bis auf zu p prime Isogenie aus 2.15.
Es seien OQ = End C, A = OQ ~ Z(p) und 2 = OD Q9 Z(p). Zur Kon-

struktion von (B, ) genügt es, eine Einbettung

zu finden, so daß die Spurbedingung erfüllt ist und alle Indexe kritisch
sind.

Wir bezeichnen mit , ,  die p-adischen Komplettierungen. Da
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D 0 Q = M2(D-), finden wir einen D Q9 Q-Modul vom Rang 8n über
Q und folglich eine Einbettung

Es sei Y die formale Gruppe von C. Wir betrachten den s.f. OD-
Modul X für den alle Indexe kritisch sind (2.15). Nach 3.1 gibt es
einen Isomorphismus X ~ y2,,. Wir erhalten eine Einbettung

so daB die Spurbedingung erfüllt ist und alle Indexe kritisch sind.

Nach dem Satz von Skolem-Noether sind die Einbettungen
Co, aa : D - End° y2n konjugiert.

Es gilt x = î - y, wobei î E Gl2n(), y E Gl2n(Q). Off enbar definiert
t = ytoy-l die gesuchte Einbettung D ~ M2n(039B).
Das Lemma 4.2 gibt uns die Môglichkeit, MZ/2nZ(Fp) zu berechnen.

(B, ) sei die s.a. OD-Mannigfaltigkeit bis auf zu p prime Isogenie über
Fp aus 4.2. Den Endomorphismenring End’B identifizieren wir mit
D-. Wir wâhlen einen D(Apf)-Linksmoduisomorphismus

qo definiert einen Isomorphismus

so daB qo(dx) = ~0(x)~(d), x E Vp(B), d E D-(Apf).
Es sei I c D* die Untergruppe aller Automorphismen von (B, t),

d.h. der zu p primen Isogenien (B, ) ~ (B, t). Man kann I fol-

gendermaBen berechnen. Es sei {ai}i~Z das Diagramm von B im
Bruhat-Titsgebâude. (D- ~ Op)* operiert auf dem Gebâude. 1 ist der
Durchschnitt von D- mit der Untergruppe Ip ~ (D_ ~ Qp)* aller

Elemente, die das Simplex (ao, ai) fixieren und deren Determinante
eine Einheit ist. Wenn n gerade ist, so ist D- Q Qp die Quater-
nionenalgebra mit der Invariante 2 übeç KP und Ip die Gruppe ihrer
Einheiten. Wenn n ungerade ist, so gilt D- ~ Op = G12(KP). Wir
kônnen annehmen, daB ao die Klasse des Gitters OKp ~ OKp und ai 
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die Klasse des Gitters OKp (DPOKP ist. Dann gilt

Es sei Pp = Ip für n gerade und Pp = G12(OK,) für n ungerade.
Ein beliebiger Punkt aus .Átz/2nz(Fp) ist von der Form (B, , ~). Es

gilt ~ = qod, d E D*(AY) wobei die Klasse dCP durch ~ eindeutig
bestimmt ist. Wir erhalten

Die Gruppe ~-1(Cp) bezeichnen wir mit CP C D*(Apf). Es sei C-p =

Pp, C_ = C_pCp und P = Pp f1 Df. Wir haben eine Bijektion

Deshalb erhalten wir eine Abbildung

4.4 LEMMA: Wenn n gerade ist, so ist 4.3 eine Bijektion. Wenn n
ungerade ist, so enthâlt jede Faser der Abbildung 4.3 genau p n + 1
Elemente.

BEWEIS : Der Fall n gerade ist bereits klar. Es sei n ungerade. Wir
betrachten zwei Punkte (B, , ~) und (B, t, ij’) aus MZ/2nZ(Fp). Sie

liegen genau dann in der gleichen Faser, wenn es eine Quasiisogenie
der Hôhe Null gibt

so daß a (ao) = ao. Es sei M =  Mi der Cartiermodul von B. Das
Diagramm ai haben wir mit Hilfe einer Einbettung ~:M0 ~ K2 erhal-
ten. Wir wâhlen cp’ : M0 ~ K2, so daß cp’ 0 a = cp. Es sei ai das Diagramm
von B bezüglich der Einbettung ~’. Wir kônnen annehmen, daß U auf
dem Gebâude wie die n-te Potenz 03C3n des Frobenius operiert. Die
Diagramme ai und a’i sehen folgendermaBen aus.
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Der Strukturmorphismus OEp ~ Fp liefert eine Einbettung Kp - K.
Die Invarianz unter 03C3n besagt, daß die Diagramme bereits im

Gebâude von Sl2(Kp) liegen. Umgekehrt definiert jeder über Kp
rationale Punkt a’1 im Abstand 1 von ao ein Diagramm a  und eine
Quasiisogenie der Hôhe 0 a: (B, , ~) ~ (B, t, ~’) mit a (ao) = ao. Es
bleibt also zu beweisen, daß (B, , ~) und (B, t, ij’) genau dann

isomorph sind, wenn a 1= a 1. Das erhalten wir aus:

4.5 LEMMA: Es sei (B, t, ~) ~ MC,Z/2nZ(Fp) und a : (B, t, ~) ~ (B, t, ij)
eine Quasiisogenie der Hôhe Null, so daß 03B1(03B1i0) = aio für ein io E
Z/2nZ. Dann ist a ein Isomorphismus.

BEWEIS: Wir müssen beweisen, daß a(ai) = ai für alle i. Wenn n

gerade ist, so gilt Uai = ai,,. Wir erhalten die Behauptung, da a und U
vertauschbar sind. Mit den oben gewâhlten Bezeichnungen gilt
a(ai)= ai. Da es für ai nur endlich viele Môglichkeiten gibt, ist eine
geeignete Potenz a r ein Isomorphismus. Aus 3.3 erhalten wir a r E
K* n C. Andererseits folgt wie im Beweis von 3.3, daß 03B1* = k ~
CN f1 K für ein N 2:: 3. Dann ist al = a2k-1 eine Quasiiosogenie, so
daß 03B11 = 1 mod CN und 03B1r1 = 1. Die Behauptung folgt, wenn wir
zeigen kônnen, daß ai = 1, da dann a = a* E K.
Der Rest des Beweises ist analog zum Satz von Serre (Mumford

[17] Chapt. IV §21 Thm. 5). Wir wahten B so in seiner Isogenieklasse,
da0 ~(p(B)) = V Q9 ZP für ~ ~ ~. Dann ist pSal für eine genügend
hohe Potenz von p ein Endomorphismus von B, der auf den N-
Teilungspunkten wie die Multiplikation mit p wirkt. Wir erhalten

Wenn 03B11 ~ 1 sein sollte, so kann man annehmen, daß a, eine primitive
é-te Einheitswurzel ist. Nimmt man die Norm der Gleichung ps (03B11 -
1 = N03B2, so erhâlt man ps(~-1)~ =N~-1m für m = Nm 03B2 ~ Z. Da

(N, p) = 1, erhalten wir den gewünschten Widerspruch N’-’Ie.
Um das Schema JaeC,Z/2nZ vollstândig zu beschreiben, müssen wir

noch berechnen, wie der Frobenius auf MC,Z/2nZ(Fp) wirkt. Wir

bemerken, daß MC,Z/2nZ über IF p definiert ist.

4.6 LEMMA: Es sei II E D ~ Qp ein Primelement. Wir fassen II als
Idêle von D*(Af) bezüglich der kanonischen Einbettung (D 0 Qp)* ~
D*(Af) auf. Die Wirkung 1.11 von II auf dem Proschema MpZ/2nZ ist

gleich der Wirkung des Frobenius.
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BEWEIS: Wir wâhlen a ~ D ~ D 0 Qp (Bezeichnungen von §1) als
Primelement. Es sei C ~ D*(Af) eine offene kompakte Untergruppe,
die durch a normalisiert wird. Nach 1.10 ist die Wirkung des Idèles
(1,..., a,..., 1) = a(a-1,...,1,..., a-’) auf MC,Z/2nZ:

Die Multiplikation mit a definiert eine Isogenie

Andererseits haben wir die Wirkung des Frobenius auf MC, Z/2nZ:

Der relative Frobenius definiert eine Isogenie

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen, daB Fr 0 a -1 eine zu p prime
Isogenie ist.
Es seien M =  Mi, M’ = Q Mi und M(p) = Q Mi(p) die

Cartiermoduln von (B, t), (B,   int a) und (B(p), (p)). Dann gilt Mi =
Mi+n und M(p)i = Mi+1,[03C3-1]. Die Abbildungen a und Fr sehen auf den
Cartiermoduln wie folgt aus.

Da i + 1 kritisch ist, gilt aMi+,.= VM;+n, d.h. V 0 a -1 ist ein Isomor-

phismus auf den Cartiermoduln. Q.E.D.
Insbesondere operiert der Frobenius über Fp2 wie das Idèle

(p-1, ..., p-1) ~ D*(Apf). Wir bezeichnen mit C_/D*(Af(-1 2))/D* den
Gal(F,/Fp2)-Modul auf dem der relative Frobenius wie das Idèle

(1, ..., p, ..., 1) wirkt, das an der Stelle p gleich p und sonst 1 ist. Da

die Abbildung 4.3 vertrâglich mit der D*(Apf) = D*-(Ay)-Aktion auf
beiden Seiten ist, folgt:

4.7 SATZ: Wir haben ein kommutatives Diagramm von F p 2-Sche-
mata
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a ist ein Isomorphismus, wenn n gerade ist und eine Etaleüberlagerung
vom Grad p" + 1, wenn n ungerade ist.

In jeder Zusammenhangskomponente von MC Q9 Fp gibt es einen

Punkt von .MC,Z/2nZ.

BEWEis : Die letzte Behauptung erhâlt man aus 4.1. Damit ist die
Lücke aus dem Beweis von 3.10 gefüllt.
Es sei h_ : JR ~ (D- ~ R)* der triviale Homomorphismus h-(z) = 1

für z E YR. Die assoziierte Shimuramannigfaltigkeit MC_(D*, h-) ist

das konstante Schema C_BD*(Af)/D*. Sie besitzt gute Reduktion
modulo p. Der Satz 4.7 besagt für gerades n, daß MC,Z/2nZ eine Form
einer guten Reduktion einer Shimuramannigfaltigkeit ist. Wir wollen
diesen Sachverhalt für gesâttigte Mengen S ~ Z/2nZ beweisen.
Da das Modulproblem Rc nicht von der gewâhlten Ordnung OD

und der Involution abhângt, dürfen wir eine neue Wahl treff en. Wir
setzen dafür die entsprechenden Bezeichnungen von § 1 aul3er Kraft.
Es sei F eine total imaginâre, quadratische Erweiterung von K, die in
p unverzweigt ist und die D zerfällt. Wir finden ein u E D, so daß

Es sei OD = OF[UL und V = OD aufgefaBt als OD-Linksmodul. Mit
a E F bezeichnen wir ein Element, so dag a + a T = 0 und ordp a = 0.
Dann ist à = a’d*a-1 eine positive Involution auf D. SchlieBlich

definieren wir auf V eine alternierende OK-Bilinearform

Dann gilt 03C8(d03C5, w) = 03C8(03C5, dw) und das Lemma 1.2.
Es sei S ~ Z/2nZ eine im folgenden fixierte gesättigte Menge und

t:Z/2nZ-~{-1,0,1} die assoziierte Funktion (2.13). Für eine offene
kompakte Untergruppe, die der Bedingung 1.6 genügt, definieren wir
ein Modulproblem At t,C über OFp. Ein Punkt über einem OFp-Schema
T ist:

At t,C

(a) ein abelsches Schema A bis auf zu p prime Isogenie über T und
eine Injektion t : OD - End A, so daß TrOr(e/Lie A) =
TrFiolel + -ieZ/2nZ t(i)03C3-iu(e), e E F,

(b) eine K-homogene involutionstreue Polarisierung À von A, so daß
ein À E À existiert, das in p prinzipal ist,

(c) ein D ~ Apf-Modulisomorphismus
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der die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante

erhâlt.

Die formale Gruppe von A ist ein formaler OD-Modul vom Typ t.

Nach der Bemerkung 2.3 gilt daher pOT = 0.

4.8 SATZ: Mt,C is t repriisentierbar durch ein glattes projektives
Schema Mt,C über OF/pOF. Es gibt einen universellen Homôomorphismus
MC,S+1 ~ Mt,c.

BEWEIS : Wie im Beweis von 1.7 definiert man ein Modulproblem
.,«,,c. Ein Punkt von Mt,C über einem OFp-Schema T ist ein abelsches
OD-Schema (B, t), so daß die Spurbedingung unter a) erfüllt ist

zusammen mit einer Polarisierung À und einer Rigidfizierung ~, die den
Bedingungen M3b-c) aus § 1 genügen. Nach Mumford ist t,C durch ein
quasiprojektives Or-Schéma t,C repräsentierbar. Auf t,C operiert
die Gruppe (Kt ~ Nm0C)/(K* n C)2. Man erhâlt ein grobes Modul-
schema als Quotient dieser Wirkung. Es sei T das Spektrum eines
perfekten Kôrpers. Dann ist B nach 2.14 isogen zu einer s.a.

OD-Mannigfaltigkeit und folglich nach 3.4 Aut(B, , À, ~) = K * fl C.
Daraus erhàlt man wie unter 3.5, daß Mt,C ein feines Modulschema ist.
Da abelsche OD-Mannigfaltigkeiten der Dimension 2n potentiell gute
Reduktion besitzen, ist Mt,C ein projektives Schema über OF/pOF.
Um zu zeigen, daß Mt,C glatt ist, betrachten wir das Spektrum T’

einer lokalen artinschen OF/pOF-Algebra mit perfektem Restklas-

senkôrper. Es sei T ~ T’ eine Nilimmersion mit dividierten Potenzen.
Es genügt zu beweisen, da6 Mt,C(T’) ~ .;(,lt,c(T) surjektiv ist. Es sei

(B, t, À, ~) E .;(,lt,c(T) und À E À eine effektive Polarisierung, die in p
prinzipal ist. Nach 2.7 und dem Kriterium von Serre und Tate läßt

sich (B, t) zu einer abelschen OD-Mannigfaltigkeit (B’, t’) über T’
liften, so daß die Spurbedingung unter (a) erfüllt ist. Wir müssen

zeigen, daß sich À zu einer effektiven Polarisierung À’ von (B’, t’)
liften lâßt, die dann in p prinzipal ist. Es sei M’ die Liealgebra der
universellen Erweiterung von B’ und Fil c M’ die Hodgefiltration. Wir
finden Zerlegungen

Die Polarisierung À definiert eine perfekte Paarung

Da À involutionstreu ist, findét man 03A6(M’i, M;) = 0 für i ~ j + n. Nach
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dem Kriterium von Messing [14] liftet die Polarisierung genau dann,
wenn

Wir kônnen annehmen, daß 03A3i+nk=i+1 t(k)=-1. Dann ist 03A0:M’i~ M’i+n
ein Isomorphismus, da nach 2.6.1 II einen Isomorphismus über dem
Restklassenkôrper induziert. Genauso erhâlt man mit Hilfe von 2.2
und 2.6.1, daB Fili+n = 0, wenn t(i) ~ 0 und H Fili = Fili+n, wenn t(i) =
0. Die Behauptung folgt, da die Fili für t(i) = 0 lokal frei vom Rang 1
sind und 03A6(x, Hy) eine alternierende Bilinearform ist.
Um den universellen Homôomorphismus zu konstruieren, betrach-

ten wir das universelle abelsche Schema (A, t, À, ~) über .ÂIlc,s+ 1. Die
formale Gruppe von A ist ein s.f. OD-Modul X. Die Liealgebra von X
zerfâllt in eine direkte Summe von Linienbündeln Lie X =

~ Lie’X. Wir betrachten eine offene affine Menge T = Spec R C
iEZ/2nZ

MC,S+1, über der die Lie’X freie R-Moduln sind.
Es sei y; eine V-Basis des Cartiermoduls Mx von X, so daB

y; E MX,i+1. Es sei a : OFp ~ R der Strukturmorphismus. T[03C3r] bezeichne
das Schema T mit dem Strukturmorphismus 03B103C3r : OFp ~ R. Es sei

Frob: T ~ T[03C3-1] der absolute Frobenius. Mit X(p) bezeichnen wir die
formale Gruppe Frob* X[03C3-1] über T und mit FrX:X ~ X(p) den rela-
tiven Frobenius.

Die Strukturgleichungen von X haben die Form

Dann ist X(p) durch die folgenden Gleichungen definiert

Wir definieren Elemente 03B4(j)i E MX(p),i, i E Z /2 n Z, 1 :5 j :5 1 + t(i):

Wir werden Gleichungen angeben, denen die 03B4(j)i genügen und die
Strukturgleichungen eines formalen OD-Moduls Y vom Typ t sind.
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Die Abbildung 03B4(j)i ~ 03B4(j)i definiert dann eine Isogenie Y ~ X(p), von
der man leicht nachweist, da8 sie unabhângig von der gewàhlten
V-Basis ist.

Die Gleichungen 4.8.3 erhàlt man, wenn man 03A003B4(j)i E VMx(p) mit
Hilfe von 4.8.1 berechnet und dabei beachtet, da8 man Ausdrücke der
Form Vm[ap]03B3’i-1, i~ S oder t(i) = 1, m ~ 1, als Vm-1[a]03B4(i)i schreiben
kann.

Um zu zeigen, da8 wir einen formalen OD-Modul vom Typ t

erhalten, müssen wir noch 2.5.2 verifizieren: r(1)0,i ist eine Einheit für

i E SBg und rl(/ = 0 für t(i) = 1 oder i~ S.
Es sei i E SBS. Dann gilt:

Wenn c1,i keine Einheit ware, so fanden wir einen geometrischen
Punkt s : Spec L- T mit c1,i(s) = 0. Es sei M = Ms*x(p) und 03B3’i die

induzierte V-Basis von M. Dann gilt II.yi E V2Mi+n-2. Da i - 1 für X(p)
kritisch ist, folgt 03A0VMi-1 C V2Mi+n-2. Daraus erhalten wir den Wider-
spruch IIMi C V2Mi+n-2.
Es sei i~ S. Dann gilt:

Wenn i - 1 ~ S, so folgt i - 1 + n E SBS und 03B4(1)i-1+n = 03B3’i-1+n.
Wenn i - 1 E S, so folgt t(i - 1) = -1 und t(i - 1 + n) = 1. Dann gilt
’Yi Iln = 03B4(2)i-1+n. Wir erhalten in beiden Fâllen rl(/ = 0.
Es sei schlie131ich t(i) = 1. Dann gilt wie oben:

Wenn i -1 E S, so folgt t(i - 1) = -1 und wir schließen wie oben.
Wenn i - 1 ~ S, so gilt i - 1 + n E SBS und 03B3’i-1+n = 03B4(1)i-1+n.
Wir finden eine Isogenie abelscher OD-Mannigfaltigkeiten

(B, , ~’) ~ (A(p), (p), ~(p)), die Y ~ X(p) induziert. Die K-homogene
Polarisierung von A(p) induziert eine K-homogene Polarisierung À’
von B. Wir müssen zeigen, daB ein 03BB’ ~ À’ existiert, das in p prinzipal
ist. Der Beweis ist analog zu 3.7. Zunâchst kann man sich wie dort auf
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den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkôrpers besch-

ränken. Wir betrachten ein effektives 03BB’ ~ 03BB’ und die zugehôrige
Paarung auf dem Cartiermodul von B

Dann gilt 03A6(Mi, Mj) = 0 für i ~ j + n.
Wir müssen zeigen, daB für ein geeignetes von i unabhângiges s E Z

die Paarung

die durch ps03A6 induziert wird, perfekt ist. Das ist âquivalent mit ordp
det 03A6i = -2s, da 03A6(x, Hy) eine alternierende Bilinearform auf Mi ist
und die Gitter M;+n und 03A0Mi àhnlich sind. Die Unabhângigkeit von i

erhâlt man aus der Gleichung

(B, ’, 03BB’, ~’) definiert einen Morphismus Spec R ~ Mt,C. Wegen der
Unabhângigkeit der Konstruktion von der V-Basis, erhalten wir den
gewünschten Morphismus

Es bleibt zu beweisen, daß a : MC,S+1(L)-Mt,C(L) für jeden perfekten
Kôrper L bijektiv ist. Der Frobenius induziert eine Bijektion

Wir zeigen, daß j3 = a - Frob-’ eine Bijektion ist.
Es sei (A, t, À, ~) ein Punkt von «c,s(L) und M der assoziierte

Cartiermodul. Der Punkt 03B2(A, , À, il) ist gegeben durch eine Isogenie
M’ ~ M. Aus 4.8.2 erkennt man sofort

Die Bijektivitât von f3 folgt daher aus 2.14. Q.E.D.

BEMERKUNG: Es sei (B, t) ein abelsches OD-Schema vom Typ t.

Analog zu 3.8 zeigt man ohne Schwierigkeiten, da6 es zu jeder
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positiven Involution von D genau eine K-homogene Polarisierung
von B gibt, für die t involutionstreu ist.
Wir môchten Mt,C zu einem glatten Schema über Opp liften. Dazu

definieren wir im folgenden ein glattes Modulschema MGt,C über OFp ,
dessen spezielle Faser JUt,c als offenes und abgeschlossenes Un-
terschema enthàlt.

Wir fixieren ein Langlandsdiagramm

und ein Frobeniuselement 03C3 E Gal(Fp/Op). Es seien 03C50 : K ~ R und

w0 : F ~ C die dadurch fixierten archimedischen Stellen. Es sei wi =
w003C3-i: F ~ C, i E Z/2nZ und vi = 03C5003C3-i : K ~ R, i E Z/NZ. Es sei D,
die Quaternionenalgebra über K mit den folgenden Invarianten.

Das ist sinnvoll, da It(i)1 eine wohldefinierte Funktion auf Z/nZ ist

und da Y |t(i)| = 1 mod 2. F ist in Dt enthalten.
Dt aufgefaBt als Dt-Linksmodul bezeichnen wir mit Wt. Wir

betrachten auf Wt die K-Bilinearform 03C8t(03C5, w) = Tr0 a-1w03C5*, wobei
a E F die Spur 0 hat und in Fp eine Einheit ist.
Es sei Gt. die folgende algebraische Gruppe über Q

Es sei (e, d) E F* x D*. Der Automorphismus v H evd*, v E Wt von
Wt ist F-linear und erhâtt die Bilinearform t/1t bis auf eine Konstante
aus K. Wir erhalten eine Abbildung algebraischer Gruppen über Q

4.9 LEMMA:

ist eine exakte Folge algebraischer Gruppen.
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BEWEIS : Wir zeigen die Surjektivität der Abbildung F*(0)x
D*t(Q) ~ Gt(Q). Die Exaktheit an den übrigen Stellen der Sequenz ist
klar. Offenbar hat man einen kanonischen Isomorphismus
GlF(Wt) = (F~ KDt)*. Jedes Element g E Gt(Õ) hat deshalb die Form
g = 1~d*1 + a ~d*2, wobei d1, d2 ~ Dt ~ Q. Die Behauptung folgt,
wenn wir zeigen, daß dl und d2 linear abhângig über K ~ Q sind.

Es sei k = JL(g) - (didt + aa*d2d*3) E K ~ Õ. Dann folgt

Da die Spur eine nichtausgeartete Bilinearform definiert, folgt

ka-’ muB also im Zentrum von D, ~ Ô liegen. Wir erhalten k = 0 und
d2dt E K Q9 Õ. Dann sind aber di und d2 linear abhângig über K Q9 Q.

In der Tat, wenn für irgendeine Einbettung K - Q d1d*1 = d1d*1 = 0, so
folgt g(1 Q9 di) = 0. Wir erhalten dl = 0 für diese Einbettung. Q.E.D.
Wir definieren einen Homomorphismus

indem wir die Komponenten

angeben. Wenn t(i) = 0, so wählen wir einen Isomorphismus
Dt 0 K,03BDiR = M2(R) und setzen

Es sei It(i)1 = 1 und j E Z/2nZ, so da0 j = i mod n und t(j) = 1. Wir
identifizieren F Q9 K,vjlR und C mit Hilfe von Wj und setzen h¡(x +
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yv-1) = (x + y -1)-1  1. Die Konjugationsklasse von ht ist unab.-

hângig von den gewâhlten Isomorphismen DtQ9 K,03BDiR = M2(R).

4.10 LEMMA: Es existiert ein k E K, so daB kt/1t die Riemannschen
Periodenrelationen erfüllt :

(1) k03C8t ist alternierend,
(2) k03C8t(03C5, ht(-1)w) ist eine symmetrische, positiv definite Bil-

inearform auf Wt Q9 R mit Werten in K Q9 R.

BEWEIS: Man hat eine orthogonale Zerlegung

Wie im Beweis von 1.3 genügt es ki ~ R zu finden, so daß ki03C8i die

Periodenrelationen erfüllen. Wenn t(i) = 0, so gilt wôrtlich der Beweis
von 1.3. Wenn |t(i)| = 1, so gilt

Da a rein imaginâr ist, haben wir a-1Y-1 E R. Die Behauptung folgt,
da Dt 0 K,03BDi R isomorph zu den Hamiltonquaternionen ist. Die Ab-

bildung h-1t definiert einen Algebrahomomorphismus

Es sei Vt C Wt ein OF-Gitter. Dann ist A = Wt ~ Rl vt ein komplexer
Torus auf dem OF operiert. Die Form t/1t definiert eine K-homogene
Polarisierung von A. Wir berechnen die Spur der Wirkung von OF auf
Lie A = Wt~R.

4.11 LEMMA:

BEWEIS: Wir betrachten die Zerlegung Wt Q9 IR = E9 Wt Q9 K,03BDiR. Es sei
j E Z/2nZ, so da6 j = i mod n und t(j) = |t(i)|. Wir müssen zeigen:

Es sei t(j) = 0. Dann ist Dt Q9 K,03C5iR = M2(R) ein F ~ K,viC-Modul,
auf dem F durch Matrixmultiplikation von links und C durch
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Matrixmultiplikation von rechts operiert. Deshalb ist M2(R) ein treuer
F 0 K,v; C-Modul und als solcher isomorph zu F ~ K,03C5iC. Daraus folgt
die Behauptung in diesem Fall.
Es sei t(j) = 1. Dann gilt:

Die komplexe Struktur auf H ist die Linksmultiplikation mit Elemen-
ten aus C. Wir erhalten die Behauptung, da dimc H = 2.
Wir sind jetzt wieder in der Situation von Deligne [4] 4.13 und

kônnen das dort angegebene Modulproblem in unserem Fall for-

mulieren.

Es sei C C Gt(Af) eine offene, kompakte Untergruppe. Ein Punkt
des Modulproblems über einem Fp-Schema T ist:

M,Gt.c.
(a) ein abelsches Schema A bis auf Isogenie und eine Injektion

:F ~ End0 A, so daß

(b) eine K-homogene Polarisierung À von A, so daß  involutionstreu
ist,

(c) eine C .-Äquivalenzklasse von F Q9 Af -Modulisomorphismen

die die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante

aus K erhalten.

Wir wollen zeigen, dal3

Nach Deligne [4] 4.10 müssen wir dazu folgendes beweisen:
Es sei (A, t, 03BB, ~) E MGt,C(C). Dann gibt es einen F-linearen Isomor-

phismus a : Hl(A, Q) - Wt, der die Bilinearformen auf beiden Seiten bis
auf eine Konstante erhâlt. Es sei h-1A: C~ EndFHI(A, R) die komplexe
Struktur auf Hl(A, R). Dann ist aRhAa-R’ konjugiert zu ht unter Gt(R).

4.12 LEMMA: Es sei H ein F ~ R-Modul, h : C ~ EndFH eine kom-
plexe Struktur auf H und cp eine alternierende Bilinearform mit Werten
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in K (D R, so daB die folgenden Bedingungen erfüllt sind
(1) ~(ex,y)=~(x,e03C4y),x,y~H,e~F,
(2) cp genügt den Riemannschen Periodenrelationen,

Dann ist (H, cp, h) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Wir haben Zerlegungen

die mit der komplexen Struktur verträglich und bezüglich cp ortho-

gonal sind. Es sei ~ | Hi = CPi. Wir definieren eine R-Bilinearform 03A6i
mit Werten in C durch die Gleichung

Nach den Periodenrelationen ist 03A6i eine positiv definite, hermitsche
Form auf Hi.
Die komplexe Struktur auf Hi sieht folgendermaßen aus:

Für t(i) = 0 gilt: 

Da 03A6i(ex, y) = 03A6i(x, eTy) für e E F, sind die beiden Faktoren auf der
rechten Seite orthogonal bezüglich 03A6i. Nach geeigneter Wahl der

Basisvektoren in beiden Faktoren erhâlt 03A6i die Form 1 0 1). Damit
ist (H;, ~i, h) als F Q9 K,03BDi R-Raum bis auf Isomorphie eindeutig bes-
timmt.

Wenn |t(i)| = 1, so gilt AutF~K,03C5iRHi = Gl2(C). Wir erhalten die

Behauptung, da sich jede positiv definite, hermitesche Bilinearform

auf cC2 auf die Form 1 0) bringen läßt.
Es sei 03B1:H1(A, Q) ~ W, eine symplektische Âhnlichkeit von F-

Moduln. Nach 4.12 existiert eine symplektische Âhnlichkeit von



73

F ~ R-Moduln 03B2 : H1(A, R) ~ Wt 0 R, so daß 03B2hA03B2-1 = ht. Folglich ist
03B1RhA03B1-1R konjugiert zu ht unter 0 o 03B1-1R E Gt(R). Es bleibt also nur die
Existenz von a zu beweisen.

Aus der Eigenschaft (a) der Punkte vonMG;,c erhalten wir

Der Zerlegung F ~ Q = ~ F Q9 F,w.Õ entspricht daher eine Zer-

legung H1(A, 0) = 0 Hj in zweidimensionale Vektorräume. Für

die Riemannsche Form einer Polarisierung À E À gilt

Da eine entsprechende Überlegung für Wt gilt, finden wir eine sym-
plektische Âhnlichkeit über à.

Die Formen von (Wt, t/1t) über 0 werden bis auf symplektische
Âhnlichkeit durch die Gruppe H1(Gal(Q/Q), Gt(Q)) klassifiziert. Wir
müssen deshalb beweisen

Aus der Existenz von 1j und dem Lemma 4.12 wissen wir bereits, daß
diese Klassen lokal gleich sind. Andererseits erhalten wir aus der

exakten Folge 4.9.1 ein kommutatives Diagramm

Die Abbildung 5 ist nach Hilbert Satz 90 injektiv, und y ist nach der
Klassenkôrpertheorie injektiv. Daraus erhalten wir die Behauptung.
Wir definieren jetzt eine Reduktion von MGt,C modulo p. Es sei OD,

eine Ordnung von Dt, die OF enthàlt und die an der Stelle p maximal
ist. Da ODt Q9 Zp ~ M2(OKp) und ordp a = 0, erhalten wir eine perfekte
Paarung

Umgekehrt sei Tp ein freier OFp-Modul vom Rang 2 und cp : Tp x
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Tp ~ OKp eine alternierende Bilinearform, deren Diskriminante eine
Einheit ist und für die

4.13 LEMMA: (Tp, cp) ist als symplektischer OFp-Modul isomorph zu
(ODt ~ Zp, 03C8t).

BEWEIS: Wir definieren auf Tp eine hermitsche Form 0 durch die
Gleichung

Die Diskriminante von 0 ist dann ebenfalls eine Einheit. Es existiert

ein x E Tp, so daß 03A6(x, x) eine Einheit ist.
In der Tat, es sei 0(x, x) = 0 mod p für alle x E Tp. Wir finden

x, y E Tp, so daB 03A6(x, y) eine Einheit ist. Es gilt:

Da Tr : OFp ~ OKp sujektiv ist, erhalten wir einen Widerspruch.
Da Nm: O*Fp ~ O*Kp surjektiv ist, kann man 03A6 auf die Form (1 0 0 1)

bringen. Damit ist das Lemma bewiesen.
Es sei Vt = ODt aufgefaBt als ODt-Linksmodul. Wir betrachten

offene, kompakte Untergruppen C. ~ Gt(AF), so da6 C=CpCp,
Cp ~ Gt(Apf), Cp = Gt(Qp) ~ AutOFp (Vt ~ Zp). Wir wollen außerdem
annehmen, daß CN D C für ein N ~ 3, (N, p) = 1. Dabei bezeichnet CN
die Hauptkongruenzuntergruppe (vergl. 1.6).
Wir definieren einen Funktor über Opp, dessen allgemeine Faser

Mc;,c ist. Ein Punkt über einem Opp-Schema T ist:

MGt,C.
(a) Ein abelsches Schema A über T und eine Einbettung  : OF ~ End

A, so daß

(b) Eine K-Homogene Polarisierung À von A, so daß  involution-
streu ist und so daß ein À E À existiert, das in p prinzipal ist,

(c) eine Âquivalenzklasse von Op Q9 p-Modulisomorphismen
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die die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante

aus K erhalten.

Aus 4.13 erhâlt man unmittelbar

4.14 LEMMA: Der Funktor M Gt,C. ist glatt und eigentlich über OF..

BEWEIS: Um die Glattheit zu beweisen, wenden wir wieder das
Kriterium von Messing an. Es seien T und T’ artinsche Opp-Schemata
auf denen p nilpotent ist. Es sei T ~ T’ eine Nilimmersion mit

dividierten Potenzen. Wir zeigen, daß wir einen Punkt (A, , À, ij) E
.ÂaeG;,c’(T) nach T’ liften kônnen. M bezeichne die Liealgebra der
universellen Erweiterung von A über T’. Dann haben wir eine Zer-
legung in freie OT’-Moduln vom Rang 2.

Wir finden eine effektive Polarisierung À E À, die in p prinzipal ist. Sie
definiert eine perfekte Paarung 0 auf M, so daß 03A6(Mi, Mj) = 0 für
i ~ j + n. Es sei FiiT ~ MiT = Mi ~ OT die Hodgefiltration. Fil iln ist

das orthogonale Komplement von Fitr.
Wir wâhlen Liftungen Fili ~ Mi von FiliT für i = l, ..., n und

definieren Fil’+’ als das orthogonale Komplement von Fil‘ bezüglich
03A6. Damit erhalten wir die gewünschte Liftung. Die Glattheit der

Einschrânkung des Funktors auf die OFP-Schemata, auf denen p lokal
nilpotent ist, ist dadurch bewiesen. Die Glattheit wird daraus folgen,
sobald wir die Darstellbarkeit des Funktors bewiesen haben.

Um zu zeigen, daß A potentiell gute Reduktion hat, benutzen wir
eine Variante des Kriteriums von Néron-Ogg-0160afarévic.

4.15 BEMERKUNG: Es sei B eine abelsche Mannigfaltigkeit über
einem separabel abgeschlossenen Kôrper L. Es sei K ein Zahlkôrper,
der auf B operiert.
Der rationale Tatemodul Ve(B), e 0 Char L ist ein K ~ Q~-Modul.

Wir haben deshalb eine Zerlegung

wobei v die Primstellen von K durchlâuft, die über e liegen. Es sei
g = dim B. Dann gilt
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In der Tat, es sei dimKvVv(B) = nv und k E K. Dann gilt

Andererseits ist det(k/V~(B)) = deg k eine polynomiale, multiplikative
Funktion vom Grad 2g auf K. Daraus folgt

Die Behauptung folgt aus 4.15.1 und 4.15.2.
Es sei L ein diskret bewerteter Kôrper, dessen Restklassen-

charakteristik verschieden von ~ ist. L sie der separable Abschlul3
von L. Wir nehmen an, daß B mit seiner K-Aktion über L definiert

ist. Dann erhalten wir eine Darstellung

NO0160: B besitzt genau dann gute Reduktion, wenn pv unverzweigt
ist.

Der Beweis ist vôllig analog zu dem von Serre und Tate [26] für den
Fall K = Q.

Wir kônnen jetzt den Beweis von 4.14 beenden. Es sei OL ein
diskreter Bewertungsring über OF p und L sein Quotientenkôrper. Wir
zeigen, daß ein Punkt (A, t, À, T)) E MGt,C(L) potentiell gute Reduktion
besitzt. Es sei v ~ p eine endliche Stelle von K, wo Dt nicht zerfàllt.
Die Trägheitsgruppe I von L operiert auf dem Tatemodul

Indem wir L erweitern, dürfen wir nach dem Monodromiesatz
annehmen

Da pv(g) die Bilinearform auf Wt Q9 Kv respektiert, ist es nach 4.9 von
der Form pv(g)x = exd, e E F, d E Dt Q9 Kv. Dann gilt

Wâhlt man zuerst x = 1 und dann x so, daß x-1 ex = e T, so erhâlt man
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das Gleichungssystem

Diese Gleichungen widersprechen sich, wenn e -:;é eT. Wir finden e E

Kv, d = e-’. Daraus folgt pv(g) = 1. Der Beweis von 4.14 ist damit

beendet.

Da D und Dt an allen von p verschiedenen endlichen Stellen von K
die gleiche Invariante haben, finden wir einen Algebraisomorphismus

Nach Skolem-Noether kônnen wir ihn so wâhlen, daß er auf F ~ Apf
die Identitât induziert. Die symplektischen F 0 Apf-Räume
( Vt, 03C8t) 0 Aï und (V, 03C8) ~ Aï kônnen wir dann miteinander

identifizieren.

Es sei C C D*(Af) eine offene kompakte Untergruppe, die den

Bedingungen 1.6 genügt. Es sei Ct = CptCt,p C Df(Af) die offene kom-
pakte Untergruppe, für die Ct,p = (ODt 0 Zp)* und CP = CP. Der

Durchschnitt CK = C ~ K*(Af) = Ct ~ K*(Af) ist eine offene, kom-
pakte Untergruppe von K*(Af), die in p maximal ist. Man findet eine
offene, kompakte Untergruppe CF C F*(Af), so daB

In der Tat, findet man ein CF, das der ersten Bedingung genügt und
für das CF ~ K*(Af) C CK. Es genügt ein CF zu finden, das der ersten
Bedingung genügt und für das CFF* fl K*(Af) C CKK*. Denn wenn CF
beide Inklusionen erfüllt, so leistet CKCF das Gewünschte.

Deshalb genügt es, die Injektivitât der folgenden Abbildung zu
beweisen.

Dabei durchlaufen CK und CF alle Kongruenzuntergruppen, die durch
eine zu p prime Kongruenz definiert werden.
Es sei T ein Torus über Q und UT C T die Einheitengruppe. Nach

einem Satz von Chevalley [3] ist die Topologie, die durch UnT, n EN
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auf T(Q) definiert wird âquivalent mit der Topologie C n T(Q), wobei
C C T(Af) alle Kongruenzuntergruppen durchläuft, die durch eine zu
p prime Kongruenz definiert werden.

Die Injektivitât der Abbildung a erhâlt man jetzt genauso wie
Deligne [4] 1.15.3.
Das Bild von CF X Ct bei der Abbildung F*(Af) X D*t(Af) ~ Gt(Af)

bezeichnen wir mit Ct. Das ist eine offene, kompakte Untergruppe der
Form Cttp. Ct ,p, wobei Cr ,P = AutOF(Vt ~ Zp) ~ Gt(Qp).
Wir definieren einen Morphismus

Dabei ist CFBF*(Af)IF* als konstantes Schema über OF/pOF auf-
zufassen. Es sei Up(F) die Menge der Elemente von F, die an der
Stelle p eine Einheit sind. Dann gilt

Der Morphismus at ordnet einem Punkt (A, t, 03BB, ~) von Mt,C  und
einem f E F*(Apf) den Punkt (A, t OF, À, f~) zu. 
Ein k ~ CpK/K*(Apf)/Up(K) operiert auf Mt,C durch Multiplikation

von ij mit k und auf CpKBF*(Apf)/Up(F) durch Multiplikation mit k-1.

4.17 SATZ: MGt,Ct ist repriisentierbar durch ein glattes projektives
Schema. Der Morphismus at ist eine konstante Galoisüberlagerung mit
der Galoisgruppe CKBK*(Af)/K*.

Für den Beweis benôtigen wir einige Lemmata.

4.18 LEMMA: Es sei L ein perfekter Kôrper über OF/pOF. Es sei X
eine Barsotti-Tate Gruppe über L. Gegeben seien ein Homomor-

phismus  : OFp ~ End X und ein Isomorphismus 03BB : X ~ X* auf die
duale Barsotti-Tate Gruppe, so daB

(1) 03BB=03BB*,
(2) die Rosatiinvolution von 03BB induziert auf Opp den Automor-

phismus T,

Dann existiert ein bis auf Konjugation mit einem Element aus OFp
eindeutig bestimmter involutionstreuer Homomorphismus

so daB (X, ’) ein formaler’OD p -Modul vom Typ t ist und ’l OFp = t.
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BEWEIS: Es sei M der kovariante Dieudonnémodul von X. Wir

haben eine Zerlegung

Die Verschiebung V ist ein Operator vom Grad 1, und es gilt dim
Mi/VMi-1 = 1 + t(i). Da Hôhe X = dim X + dim X* = 4n, sind die Mi
freie W(L)-Moduln vom Rang 2. Der Isomorphismus À definiert eine
perfekte Paarung 0: M x M ~ W(L), so daß

Es sei N = M Q9 Q der rationale Dieudonnémodul. Ich behaupte,
daß auf N eine nichtausgeartete, alternierende Bilinearform 1/1 exis-
tiert, so dal3

Jede andere Form mit diesen Eigenschaften hat die Gestalt

03A8((e)x, y) für ein e E Fp.
In der Tat, wir wâhlen eine nichtausgeartete, alternierende Bil-

inearform 1/10: No x N0 ~ W(L) Q9 Q und definieren rekursiv

Da dim MdVMi-l = 1 + t ( i ), folgt

1JI Ó und 1/I’2n sind alternierende Bilinearformen auf Mo, die sich wegen
4.18.2 und 03A32n-1i=0 t(i + 1) = 0 um eine Einheit w E W(L) unterscheiden.

Es sei lJfo = u1Jlü. Dann gilt 03A8i = u03C3-i03A8’i und folglich

Da jede Einheit im Wittring von der Form uu-2"U-l ist, erhalten wir für
geeignetes u
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Die orthogonale Summe EB 1/Ii ist das gewünschte 1/1. Die Eindeutig-
keitsaussage ist klar.
Nach 4.18.2 kann man 1/1 so wâhlen, dal3

Wir definieren einen Homomorphismus 03A0:N ~ N durch die Glei-
chung

Dann ist II ein Operator vom Grad n. Eine leichte Verifikation zeigt:

Da e eine perfekte Paarung ist folgt

Wir erhalten

Die Abbildung n2: Mi ~ Mi ist selbstadjungdiert bezüglich ’/Ii und
deshalb die Multiplikation mit einer Konstanten ci E W(L). Da n2
und V vertauschbar sind, folgt ci+1 = c03C3-1i. Deshalb gilt 03A02 = (03B4),
03B4 E OFp. Da nach der ersten Gleichung von 4.18.3 II2 invariant unter
der Involution ist, folgt 5 E OKp und nach 4.18.4 ordp 03B4 = 1. Also ist
OFp[03A0] isomorph zu ODp. Wir erhaleinen Homomorphismus

Daß t’ involutionstreu ist, folgt aus fI = a03A0*-1a = a03A0a-1 = -aa-03C403A0 =

H.

Es sei umegkehrt cl : ODp ~ End X gegeben. Dann ist 1Jtl(x, y) =
03A6(1(03A0)-1x, y ) eine alternierende Bilinearform auf N, die den Bedin-
gungen 4.18.1 genügt. Aus der Eindeutigkeit von W erhalten wir
ii(H) = (e)’(03A0). Dann gilt:
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Wir finden ein e, E OF,, so daß e1e-03C41 = e. Es folgt

Es sei (A, L, À, ij) E MGt,Gt(Fq). Die Barsotti-Tate Gruppe X von A
genügt den Voraussetzungen von 4.18. Nach dem Satz von Tate ist
die Abbildung End A ~ Zp ~ End X bijektiv. Da jedes lineare Glei-
chungssystem über Z, das über Zp eine Lôsung hat auch über Z eine
Lôsung hat, finden wir ein lI E End A, so daß 03A0(e) = (e03C4)03A0, e E OF
und 03A0 invariant unter der Rosatiinvolution ist. Dann ist 03A6(03A0-1x, y)
eine alternierende Bilinearform auf N, die 4.18.1 genügt. Deshalb
finden wir

Wir zeigen, daß die Quaternionenalgebra 0394 = F[H] isomorph zu D
ist.

Es sei u E D ein Element mit der Spur 0, so daB int u auf F den
Automorphismus T induziert. Es sei eo p eine Primzahl. Wir haben
einen Isomorphismus symplektischer F-Moduln gewàhlt

Über q E Ty induziert JT eine t/1-selbstadjungdierte Abbildung
D ~ Q~ ~ D Q9 06 die wir ebenfalls mit 03A0 bezeichnen. Ich behaupte,
daB 03A0 die Linksmultiplikation mit einem Element der Form eu,

e E F Q9 Of ist. Daraus folgte dann D Q9 Q~ ~ 0394 Q9 Ge.
Da u-1n ein F-linearer symplektischer Automorphismus ist, folgt

aus 4.9 u-1nx = fxd, d E Do Q~. il und eu sind bezüglich tp selb-

stadjungdiert. Wir erhalten

Deshalb gilt d = d* ~ K ~ Q~, was wir zeigen wollten.
Wir brauchen nur noch zu beweisen, daß 0394 an den archimedischen

Stellen von K isomorph zu D ist, d.h. daß 0394 dort zerfällt. Die

Rosatiinvolution auf à ist aber x H ax*a-1, wâhrend die einzige
positive Involution auf den Hamiltonquaternionen die Hauptin-
volution ist.

Wir haben eine OD-Aktion auf A gefunden
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so daß L’IOF = . Wir wâhlen einen OD 0 Q~-Isomorphismus

Da ’Tl e die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante
erhâlt (1.2), gilt nach 4.9 ~~ = e~’~d, e ~ F ~ Q~, d ~ D ~ Q~. Das
bedeutet, daß ein e E F*(Apf) existiert, so daß e~ ein OD 0 Ay-
Modulisomorphismus ist. Dann ist (A, L’, À, en) aus Mt,C(Fq), was die
Surjektivitât von at auf den Fq-wertigen Punkten beweist.

4.19 LEMMA: Es sei (A, t, À, ~) ein Punkt von MGt,Ct. Dann gilt :

BEWEIS: Da A potentiell gute Reduktion besitzt, beschränkt man
sich leicht auf den Fall eines Fq-wertigen Punktes. Dann gibt es auf A
eine OD-Aktion ’. Wir finden ein f E F*(Apf), so daß (A, L, À, fq) ein
Punkt von Mt,C ist. Wir kônnen f = 1 annehmen.
Es sei y ein Automorphismus von (A, t, À, ~). Da die OD-Aktion ’

bis auf Konjugation mit einem Element aus F* eindeutig bestimmt
ist, finden wir

Folglich ist y(e) ein Endomorphismus von (A, i’). Es sei ~ G 7) ein
OD ~ Apf-Modulisomorphismus. Dann gilt

Da andererseits y die Klasse 7) fixiert, haben wir

Nach 4.9 finden wir ein k E K*(Apf), so daB kc = d und k-lel = e-1.
Dann folgt k ~ CpFF* ~ K*(Apf) = CpKK*. Wir kônnen nach Abän-
derung von (e, d) durch ein Element aus K und von (el, c) durch ein
Element aus CK annehmen, daß k = 1. Dann ist yi(e) ein Automor-
phismus von (A, i’, À, ~) E JUt,c. Die Behauptung folgt wie im Beweis
von 4.8 aus 3.4.

Wir definieren in vôlliger Analogie zu 1.7 ein feines Modulproblem
Gt,Ct, das eine endliche Galoisüberlagerung von MCt,Ct ist.

Es sei (A, , 03BB, ~) ein Punkt von MGt,Ct. Wir wâhlen eine p -prin-
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zipale, effektive Polarisierung À E À und in einem geometrischen
Punkt ein q ~ ~. Dann gibt es ein kP E K*(Apf(-1)), so dal3

Wir setzen kp = 1 und erhalten ein Idèle aus K*(A/(-1)). Die Klasse K
dieses Idèles in Nm CF - Nm0CtBK*(Af(-1)) hângt nicht von der Wahl
von q Ei’- und K E Nm CF Nm0 CtBK*(Af(-1))/K*~ hängt nicht von
der Wahl von q ~ ~ und À E À ab. Wir wâhlen ein Reprâsentanten-
system 03BAi ~ Nm CF Nm0 CtBK*(Af(-1)) der endlichen Menge
Nm CF Nm° CtBK*(Af(-1))/K*~. Mit Hilfe der Ki definieren wir Gt,Ct
genauso wie ilc. Da nach Lemma 4.19 Nm CF Nm0Ct n
K */Nm(F n CF) fixpunktfrei auf Mt,Ct operiert, erhalten wir, daß MGt,Ct
repräsentierbar ist.

Die Gruppe CKBK*(Af)IK* operiert fixpunktfrei auf dem Schema
.Âltt,c x CFBF*(Af)IF*. Der Quotient dieser Wirkung ist Nt = Mt,C x

CFK*(Af)BF*(Af)IF*. Die Abbildung 4.16 faktorisiert sich über

(3t : Nt ~ MGt,Ct~ OFp OF/pOF. Es bleibt zu beweisen, daB (3t ein Isomor-
phismus ist. Wir wissen bereits, daB (3t auf den Fp-wertigen Punkten
surjektiv ist. Da MGt,Ct 0 OF p OFf pOF ein reduziertes Schema ist,
genügt es zu beweisen, daB (3t eine abgeschlossene Einbettung ist.

Nach EGA IV 8.11.5 ist das âquivalent damit, daß 03B2t eigentlich,
unverzweigt und radikal ist. Off ensichtlich ist (3t eigentlich. Die

Unverzweigtheit folgt aus der Tatsache, daß man einen Homomor-
phismus abelscher Mannigfaltigkeiten auf hôchstens eine Weise

infinitesimal liften kann.
Um zu zeigen, daB (3t radikal ist, betrachten wir zwei Punkte

(A, t, À, ij) und (A’, t’, 03BB’, ij’) von .Âltt,c über einem algebraisch ab-
geschlossenen Kôrper L und zwei Elemente e, e’ E F*(Apf). Gegeben
sei ein Isomorphismus von Punkten von AtG;,c;

Wir müssen zeigen, daß ein k E K*(Apf) existiert, so daß e’k = e
mod CFF* und ein Isomorphismus von Punkten von .Mt,c

Wir finden Elemente u E CF und w E Ct, so daß

Da t und L’ durch ihre Einschrânkungen auf OF bis auf Konjugation
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eindeutig bestimmt sind, finden wir ein f E F*, so daß

Dann gilt:

Folglich liegt f-1ue’-1 e = k im Zentrum K*(Apf) von D 0 Apf.
Wir erhalten, daB e’k = e mod CFF und daB ~1 = (f-1)~ einen

Isomorphismus von Punkten von MGt,Ct definiert

Damit ist Satz 4.17 bewiesen.

Wir kônnen jetzt eine Liftung des Schemas Mt,C nach Charak-
teristik 0 definieren. Die Einschrânkung von at auf Mt,C x 1 ist eine

offene und abgeschlossene Einbettung. Wir bezeichnen mit ltt,C die
Vereinigung aller Zusammenhangskomponenten von .Ma;,c;, die mit

03B1t(Mt,C X 1) einen nichtleeren Durchschnitt haben. t,C ist ein glattes
Schema über OF, und 03B1t induziert einen Isomorphismus

Da CFBF*(Af)IF* auf MGt,Ct operiert, erhàlt man einen Morphismus

Wenn wir C alle offenen, kompakten Untergruppen von D*(Af)
durchlaufen lassen, die der Bedingung 1.6 genügen, so erhalten wir
ein Proschema ilf = lim ilt,c. Da Gt(Apf) auf dem Proschema MpGt =

lim MGt,Ct operiert, kônnen wir die Operation von D*(Apf) = D*t(Apf)
auf .Âl f = lim Mt,C nach ilt,c liften. Wir erhalten eine Abbildung von
Proschemata

wobei (F*(Af)/F*)039B = lim CFBF*(Af)/F*. Nach Definition der

Aktionen ist âP äquivariant bezüglich der Abbildung D*t(Apf)
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F*(Apf) ~ Gt(Apf). Nach 4.17 sind ât und â p t konstante Galoisüber-

lagerungen.
Wir wollen die allgemeine Faser von itt,c berechnen. Dazu erinnern

wir an die Definition der seltsamen Modelle.

Der Morphismus 4.9.1 faktorisiert sich folgendermal3en:

Die Paare (D*, hD*t) und (F*, hF*) definieren Shimuramannigfaltig-
keiten MD*t und MF*. Der Shimurakôrper E(D*, hD’) von MD’ ist der
Teilkôrper von C, der von allen Elementen 03A3i~Z/nZ |t(i)|03C5i(k), k E K
erzeugt wird. Nach Deligne [4] §6 besitzt MV1 ein kanonisches Modell.
Im Sinne des vor 4.9 gewàhlten Langlandsdiagramms liegt E(D*, hV1)
in Fp. Es ist daher sinnvoll, wenn wir im weiteren MV1 als Proschema
über Fp auffassen.
Der Frobenius p E Gal(Fnrp/Fp) definiert durch Wirkung auf dem

zweiten Faktor einen Morphismus aP : MV1,Ct ~ FpFnrp ~ MV1,Ct Q9 FpFnrp,
den wir den Frobenius von MV1,Ct nennen. Es sei h irgendein
Automorphismus endlicher Ordnung des Fp-Schemas MD*t,Ct. Dann
existiert eine Form von MD*t,Ct, d.h. ein Fp-Schema M’, das über Fnrp
isomorph zu MV1,Ct ist, so daß a. 0 hFpr der Frobenius von M’ ist.
Es sei 03A3i~Z/nZ It(i)1 = k. Wir bezeichnen mit hpk E K*(Af) das Idèle,

welches an der Primstelle p gleich pk und sonst gleich 1 ist. Da

K*(Af) auf MV1,Ct operiert, erhalten wir einen Automorphismus endli-
cher Ordnung von MD*t,C*t. Die hpk k entsprechende Form von MD*t,Ct
bezeichnen wir mit MV1,Ct.
Lâ6t man C wieder das System aller offenen, kompakten Un-

tergruppen mit der Eigenschaft 1.6 durchlaufen, so erhâlt man Pros-
chemata auf denen Df(AJ) operiert.

4.21 SATZ: Es existiert ein glattes OFp-Proschema pt = lim t,C mit
einer D*t(Apf)-Aktion. Die spezielle Faser ilr ~ o, OF/pOF ist isomorph
zu .M r, und die allgemeine Faser t~ o, P FP ist isomorph zu pDt. Diese
Isomorphismen respektieren die Dt(Apf)-Aktionen.

BEWEIS: Die erste Aussage haben wir bereits bewiesen. Wir erin-
nern an die Definition des kanonischen Modells MF.
Es sei Wj die Fortsetzung von 03C5i : K - R, für die t(j) ~ 0. Wir haben
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nach Definition

Es sei 1£ das Kompositum von hF 0 RC mit der Abbildung

Die Abbildung 03BC faktorisiert sich:

Der Shimurakôrper E(F*, hF) ist der Definitionskôrper von JL. Er

wird erzeugt von den Elementen 03A3t(j)=1 wj(f), f E F, Im Sinne des
gewâhlten Langlandsdiagramms ist er in Fp enthalten. Wir betrachten
MF*,CF als Schema über Fp..Da CF in p maximal ist, ist MF*,CF endlich
und étale über Fp. Der Frobenius über Fp operiert auf MF’,CF nach
Definition wie das Bild von p-’ bei der Abbildung

Man sieht leicht, daß r(p-’) das Idèle hpk ist. Aus 4.9 folgt ohne
Schwierigkeiten, daß die kanonische Abbildung

eine unverzweigte Galoisüberlagerung mit der Gruppe CKBK*(Af)IK*
ist.

Der Morphismus 03B2t ist über Fp definiert. Wenn man die linke Seite
von 4.21.1 mit Hilfe des Automorphismus endlicher Ordnung hpk x
hp-k twistet, so ergibt sich eine konstante Galoisüberlagerung

Geht man zu den Proschemata über, so erhâlt man einen bezüglich
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7T: D1(Aj) x F*(Apf) ~ Gt(Apf) aquivarianten Morphismus

der eine konstante Galoisüberlagerung mit der Gruppe (K*(Af)/K*)039B
ist.

Andererseits definiert 4.20.1 eine 03C0-äquivariante, konstante

Galoisüberlagerung von Fp-Schemata mit der Gruppe (K*(Af)/K*)039B

Die letzte Behauptung von 4.21 folgt, wenn wir zeigen, daß ein
f E F(Aj) existiert, so daB

Beide Seiten der Gleichung sind Vereinigungen von Zusammen-
hangskomponenten von MpGt. Wir kônnen f so wâhlen, daß sie eine
Zusammenhangskomponente gemeinsam haben. Ich behaupte, daB
Df(AJ) transitiv auf den geometrischen Zusammenhangskomponen-
ten 03C00(pD*t) = 03C00(MpD*t) operiert. Dann folgte pt(MpDt) ~ f7T’(M’ x 1)
und damit die Gleichheit.

Nach dem chinesischen Restsatz liegt D*(G) dicht in D*t(R) x

D*(Q,), Daraus folgt

Wir erhalten die behauptete Transitivitât.
Der Beweis zeigt, daß die 03C0-äquivarianten Galoisüberlagerungen 03C0’

und 4.21.2 isomorph sind.
Es sei S C Z/2nZ die gesâttigte Menge, die der Funktion t ent-

spricht. Wenn wir die Sâtze 4.21 und 4.8 kombinieren, so erhalten wir,
daß JUC,S+1 universell homôomorph zur Reduktion des Pp-Schemas
MD*t,Ct ist. Der Satz 4.7 sagt aus, daß das auch noch richtig ist, wenn
t = 1, S = Z/2nZ und n gerade ist.

4.22 SATZ : Es sei S~ Z/2nZ eine gesâttigte Menge. Z sei eine

Zusammenhangskomponente von JUc - Q9 OFp Fp. Dann ist der

Durchschnitt Zs von Z mit JUc,s Q9 OF/pOFFp nicht leer und zusammen-
hängend.
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BEWEIS: Wir wissen bereits, daß Zs nicht leer ist. Nach 4.7 enthàlt
Z nâmlich einen Punkt, für den alle Indexe kritisch sind. Deshalb

genügt es zu beweisen:

Die letzte Gleichung folgt aus 4.1.
Es sei t die zu S - 1 assoziierte Funktion. Da JUc,s Q9 OF/pOFFp

universell homôomorph zur Reduktion von MD!,ct Q9 FpFnrp ist, genügt
es, nach Zariskis Zusammenhangssatz zu beweisen, dal3

Es sei D*’ die Untergruppe der Elemente von D* mit der Norm 1.

Das ist eine einfach zusammenhängende Gruppe über Q, die im Un-
endlichen nicht kompakt ist. Deshalb kônnen wir Deligne [4] 2.7.1

anwenden. Ct,oo bezeichne den Zentralisator von hD*t(-1) in Df(R).
Dann ist N mOCt,oo gleich der Menge der total positiven Elemente von
K*(R). Wir erhalten eine Bijektion

Da Nm°Ct = Nm°C, folgt die Behauptung.

§5. Die Schéma MC,S für nichtgesâttigte Mengen S

Wir zeigen in diesem Paragraphen, daß die MC,S im gewissen Sinne
(P1)r-Faserungen über «c,s, sind, wobei S’ eine minimale gesâttigte
Menge ist, die S umfaBt. Der Beweis beruht auf dem lokalen Struk-
tursatz 2.4. Wir beginnen mit einigen Betrachtungen, die das Haup-
tresultat plausibel machen und die wir später präzisieren werden.
Es sei X ein s.f. ODP-Modul über einem perfekten Kôrper L. Es sei

k ~ Z/2nZ ein Index, so daß k und k + n - 1 für X kritisch sind.

M = 0 Mi sei der Cartiermodul von X. Wir wâhlen eine Einbettung
iEZ/2nZ

~0 : M0 ~ K2 und erhalten ein Diagramm ai, i ~ Z im Bruhat-Tits-

gebäude. Wir fixieren einen Reprâsentanten aus der Klasse k mod 2n
und bezeichnen ihn ebenfalls mit k. k ist genau dann kritisch, wenn
Uak = ak+n-i. Da k und k + n - 1 kritisch sind, erhalten wir:



89

Es sei a’k-1 irgendein Punkt im Abstand 1 von ak. Wir definieren

a’j = a;, wenn j ~ k - 1 mod 2n und a’k-1+2jn = U2ja’k-1 für j E Z.

Nach 2.7 definiert das Diagramm ai einen s.f. ODp-Modul X’ und
eine Quasiisogenie der Hôhe Null X ~ X’. Da die Punkte im Abstand
1 von ak durch P’(L) parametrisiert werden, erhalten wir eine Menge
von Quasiisogenien

Wir bemerken, daß S(Xt) ~ S(X)B{k-1, k + nl. Es sei n 2: 2. Dann

gibt es genau einen Punkt t E P’(L), so daß k - 1 E S(Xt). Er ist
bestimmt durch die Gleichung Uak-1(t) = ak+n-2, wobei aj(t) das

Diagramm von Xt bezeichnet. Entsprechend gibt es genau ein t, so
daß k + n E S(Xt). Es wird durch Uak-n = ak-1(t) bestimmt. Es sei

n = 1 und L algebraisch abgeschlossen. Wir kônnen annehmen, daß U
wie der Frobenius o- operiert. Dann lauten beide Gleichungen
Uak-,(t) = ak-1(t) und haben p + 1 Lôsungen.
Um uns von dem Fall eines perfekten Grundkôrpers zu lôsen,

übersetzen wir die Konstruktion in die Sprache der Cartiertheorie.
Mit den gleichen Bezeichnungen gilt:

Es sei y; eine homogene V-Basis von M. Nach 5.2 ist yk, Vyk-i eine
Basis des W(L)-Moduls Mk. Die Gitter im Abstand 1 von Mk lassen
sich folgendermal3en parametrisieren

Wir setzen:
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Dann ist M’ = ~M’i der Cartiermodul eines s.f. OD-Moduls. Eine

homogene V-Basis sieht fogendermal3en aus:

Wir werden zeigen, daB die Konstruktion 5.1 in dieser Form über

einem Basisschema T der Charakteristik p môglich ist.
Es sei (A, t, ij) ein L-wertiger Punkt von gc und X seine formale

Gruppe. Die Quasiisogenien X ~ Xt, t ~ P1(L) definieren Quasi-
isogenien pt : (A, t, ~) - (At, Lt, 71t). Wir erhalten eine Abbildung

5.5 LEMMA: Die Abbildung 5.4 ist injektiv.

BEWEIS: Wir beginnen mit einer Definition. Es sei lX : X - X’ eine

Quasiisogenie s.f. ODp-Moduln über L. Es seien M und M’ die
Cartiermoduln von X und X’ und ~0:M0~K2, ~’0:M’0 ~ K2 Ein-

bettungen, so daß cpo = lX 0 ~’0. Wir sagen dann, daß die entsprechen-
den Diagramme ai und ai von X und X’ kompatibel bezüglich a
gewàhlt sind.
Wir kônnen voraussetzen, daß k - 1 für (A, , ij) kritisch ist. Es sei

a : (At, tt, ~t) ~ (At,, Lt,, ~t’) ein Isomorphismus. Wir betrachten fol-

gendes Diagramm von Quasiisogenien der Hôhe 0.

Die Diagramme seien kompatibel bezüglich der Quasiisogenien
gewählt. Da a ein Isomorphismus ist, gilt ci = c’i. Nach Konstruktion
von P, und pf haben wir ai = ci für i fl k - 1 und ai = ci für i ~ k-1.
Da k - 1 kritisch ist, folgt weiter Uak-1 = ak-n-2 und Ua’k-1 = a’k-n-2.
Es sei n ~ 2. Dann erhalten wir ai = ai für alle i und damit ai(t) =

ci = c’i = ai (t’), was wir zeigen wollten.
Es sei n = 1. Wir müssen zeigen, daß 03B2=03C1-1t’, 03B103C1t ein Isomor-

phismus ist. Da alle Indexe kritisch sind, folgt die Behauptung aus 4.5.
Unser Ziel ist es, projektive Geraden in MC,S zu finden. Leider liegt
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für einen Punkt (A, L, ij) E .Átc,s(L) das Bild von 5.4 nicht notwendig in
.Átc,s(L). Deshalb müssen wir die Konstruktion 5.1 etwas verall-

gemeinern.
Wenn S nicht gesâttigt ist, finden wir ein Intervall [i + 1, j] in S, so

daß i ~ SBS, j + 1 ~ S und j + 1 ~ SBS genau dann, wenn j - i un-
gerade ist. Wir nennen dann [i + 1, j] und [i + n + 1, j + n] ungesâttigte
Intervalle von S. Dabei lassen wir auch den Fall eines leeren Inter-

valles zu : f E SBS, i + 1 ~ S.
Wir beschrânken uns im folgenden auf den Fall j = i + 2k und

i + 2k + 1 ~ S. Der Fall j - i ungerade ist vôllig analog.
Man betrachte die folgenden Paare kritischer Indexe.

Nach 5.1 gibt jedes Paar Anlaß zu einer Menge Xt, t E P’(L) s.f.

ODp-Moduln, wenn wir die Punkte ai+n, a;+,, ai+n+2, ai+3, ..., ai+2n+k in

der dort beschriebenen Weise bewegen. Insgesamt erhalten wir eine
Menge von Quasiisogenien der Hôhe Null von s.f. ODP-Moduln.

Da nach Voraussetzung i + n, i + 2k + 1 ~ S, gilt

Die Menge der Punkte t, so daß S(Xt) ~ S wird durch die folgenden
Gleichungen definiert.

Wir erhalten:

Es sei n ~2k + 1. Dann bestimmt die Gleichung Ua;+n(t) = ai-I (bzw.
Uai+2k+l = ai+n+2k(t)) den einzigen Punkt der Menge 5.6.2, so da8
i + n E S(Xt) (bzw. i + 2k + 1 E S(X,».
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Es sei n = 2k + 1. Dann gilt S = Z/2NZB{i + nl. Wenn j = i mod 2, so
ist j und j + n - 1 kritisch. Daraus folgt a; = a;-2 und Ua; = aj+n-1 = aj.
Wir erhalten, daß X supersingulàr ist. Es sei L algebraisch ab-

geschlossen. Wir kônnen annehmen, daß U wie 03C3n auf dem Gebâude

operiert. Dann gibt es pn + 1 Punkte t E P1(L), für die i + n =

i + 2k + 1 E S(Xt). Es sind die Lôsungen der Gleichung

Es sei X der s.f. OD,-Modul eines Punktes (A, , Ti) E MC,S(L). Dann
definieren 5.6.1 und 5.6.2 Abbildungen

5.8 LEMMA: Die Abbildungen 5.7.1 und 5.7.2 sind injektiv.

Der Beweis ist vôllig analog zu dem von 5.5.
Es sei n ~ 2k + 1. Wir erhalten Abbildungen, deren Fasern isomorph

zu P’(L) sind.

Es sei L = Fp und n = 2k + 1. Dann gilt S = Z/2nZB{i + n}. Es sei
zunâchst i ungerade. Dann ist der Durchschnitt des Bildes von 5.7.2
mit MCZ/2nZ(Fp) gleich einer Faser des Morphismus 4.3. Deshalb
erhalten wir eine P1(Fp)-Faserung, die die Aktion des Frobenius auf
beiden Seiten respektiert.

Wir bemerken, daB 4.3 willkürlich gewàhlt ist. Wir hâtten für Pp auch
den Stabilisator von ai wàhlen kônnen. Dann gilt eine analoge
Betrachtung für i gerade. Wir erhalten 5.9.2 auch in diesem Fall.
Zu dem ungesâttigten Intervall [i + 1, i + 2k] C S assoziieren wir das

Paar {i + n, i + 2k + 1} C Z/2nZBS. Analog assoziieren wir zu einem
ungesâttigten Intervall [i + 1, i + 2k - 1] mit i, i + 2k E SBS das Paar
{i + n, t + 2k + n} ~ Z/2nZBS. Wenn t ~ SBS und i + 1 ~ S, so assozi-
ieren wir fi + n, i + 1} C Z/2nZBS.
Es sei {i, j} ein auf diese Weise zu S assoziiertes Paar. Wenn t?" j,
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so erhalten wir auch in diesem allgemeineren Fall P1(L)-Faserungen

Wenn {i, il ein ungesättigtes Paar ist, so haben wir den Fall 5.9.2.

5.10 LEMMA: Es seien {i1, j1}, .., {ik, jk} die zu S assoziierten Paare.
Es seien m1,...,mk ~ Z/2nZ verschiedene Indexe, so daB in jedem
assoziierten Paar mindestens ein ms liegt. Die Mengen der Form
S ~ {m1, ..., mk} sind die minimalen gesâttigten Mengen, die S

umfassen.

BEWEIS: Wir zeigen durch Induktion nach k, daß S U {m1, ..., mk}
eine minimale gesâttigte Menge ist, die S umfaBt.
Es sei S’ eine gesâttigte Menge, so daß S C S’ C S U {m1, ..., mk}

oder S’ = S U {m1, ..., Mkl. Wir kônnen annehmen, daß mi = il E S’.
Wenn mi in keinem anderen assoziierten Paar liegt, so sind

{i2,j2}, ..., {ik, ikl die assoziierten Paare von S U lm il. Dann ist nach
Induktion S U {m1,..., mk} gesâttigt und gleich S’. Es sei m1 = i1 =
i2 E S’. Mit den Bezeichnungen der Abbildung nach 2.12 sind die
folgenden Fâlle môglich

Man sieht, daß fil, j2l, {i3,j3}, ..., lik, jk} die zu S U {m1} assoziierten
Paare sind. Die Behauptung folgt durch Induktion. Es ist klar, daß
man auf diese Weise jede minimale gesâttigte Menge erhâlt, die S
umfaBt.

Mit den Bezeichnungen von 5.10 erhalten wir eine Folge von
P’(L)-Fasserungen.
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Wenn S n {m1,..., mk}= Z/2nZ, so mu6 man die letzte Faserung durch
5.9.2 ersetzen.

Wir hâtten gerne, daß die konstruierten Abbildungen auf den L-
wertigen Punkten durch Morphismen induziert werden. Dafür führen
wir die Konstruktion im Rahmen der Cartiertheorie durch.

Wir verwenden Bezeichnungen aus dem Beweis von 4.8. Es sei T
ein reduziertes OF/pOF-Schema. X sei ein s.f. ODP-Modul über T und
Frx der relative Frobenius. Es sei T = Spec R ein affines Schema und
Mx der Cartiermodul von X. Wir bezeichnen mit X den V-dividier-
ten Cartiermodul
Wir verwenden Bezeichnungen aus dem Beweis von 4.8. Es sei T

ein reduziertes OF/pOF-Schema. X sei ein s.f. OD,-Modul über T und
Frx der relative Frobenius. Es sei T = Spec R ein affines Schema und
Mx der Cartiermodul von X. Wir bezeichnen mit X den V-dividier-
ten Cartiermodul

Mx bestimmt die formale Gruppe bis auf Isogenie [27]. Wir bemer-
ken, daB S(X(p)) = S(X) - 1.

5.11 SATZ: Es sei X ein s. f. ODp -Modul über T, für den die Indexe
k und k + n - 1 kritisch sind. Es gibt einen Funktor, der jedem Paar

(X, T) ein Tripel (Y, PT, 03C0*X(p) ~ Y) zuordnet. Dabei ist 7T : P - T
s

ein lokal triviales P’-Bündel und s ein Schnitt. Y ist ein s.f. ODp-Modul
über P und 03C0*X(p) ~ Y eine Quasiisogenie der Hôhe Null, die über s
ein Isomorphismus ist.

Folgende Eigenschaften sind erfüllt :
(1) Der Funktor ist mit Basiswechsel vertrâglich. Genauer sei T’ ein

reduziertes OFIpOF-Schema und f : T’ ~ T ein Morphismus. Dann
ist (f*PY,f*P,f*P03C0*X(03C0)~f*PY) das (f*X,T’) zugeordnete Tripel.

(2) Es sei T = Spec L das Spektrum eines perfekten Kôrpers. Dann
gibt es einen Isomorphismus P ~ P1L, so daß für t E P(L) = P1L(L)
Z(p) ~ 03C0*X(p)t ~ Y, die Quasiisogenie aus 5.1 ist.

BEWEIS: Wir führen die Konstruktion zunâchst lokal durch. Es sei

Spec R ~ T eine offene, affine Menge über der X eine homogene
V-Basis besitzt. Nach Abânderung des Strukturmorphismus dürfen
wir annehmen, daß k = 2. Wir wâhlen eine homogene V-Basis y; E

Mi,, des Cartiermoduls M von X. Die Strukturgleichungen von X
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haben die Form

Es bezeichne c - c’ den Frobenius von W(R). Dann lauten die

Strukturgleichungen von X(p)

wobei y; = V-103B3i.
Es sei M der V-dividierte Cartiermodul von X. Für eine Un-

bestimmte U sei [U] = Cart R[U] ~ cart RM. Wir betrachten in

[U] die Elemente

und entsprechend für eine Unbestimmte W in [W] die Elemente

Wir zeigen, daB die Elemente 5.11.1 bzw. 5.11.2 eine homogene
V-Basis eines reduzierten Cartieruntermoduls MU ~ [U] bzw.

MW C M[W] sind. Es sei ~:R[U, U-1] ~ R[W, W-1] der Isomor-

phismus, für den cp(U) = W-1. MU und Mw definieren s.f. OD.-
Moduln über R[U] und R[W], die über R[U, U-’l ~ R[W, W-’]
isomorph sind.
Wir erhalten folglich einen s.f. ODP-Modul Y ~ P1R und eine Quassi-

isogenie der Hôhe Null 03C0*X(p) ~ Y, wobei 03C0:P1R ~ Spec R die Pro-
jektion bezeichnet. Wir wissen bereits, daß diese Konstruktion mit 5.1
übereinstimmt, wenn R ein perfekter Kôrper ist.
Es sei 80 = 03B3’0 + V-1[U]03B3’1 l und 8i = y) für i ~ 0. Um zu zeigen, daß

MU ein reduzierter Cartiermodul ist, genügt es, Strukturgleichungen
der Form 2.5.1 anzugeben, denen die Si genügen.
Wir benutzen dazu die folgende Formel

Es gilt:



96

Wenn n ~ 2, so finden wir für die letzten beiden Summen s nach

5.11.3

Für die ersten beiden Summanden kônnen wir schreiben:

Wir haben eine Relation

Deshalb finden wir nach 5.11.3

Daraus ergibt sich die erste Strukturgleichung

Für n = 1 führen die gleichen Überlegungen zum Ziel, wenn man
benutzt, daß

Da in den Strukturgleichungen von M(p) für i ~ 0, n + 1 der

Koeffizient vor -y’ 0 in E2 liegt, bekommen wir mit Hilfe von 5.11.3 ohne
weiteres Strukturgleichungen für die ai.
Es bleibt der Fall i = n + 1 und n ? 2 zu betrachten.

Die Terme hinter V2 machen keine Schwierigkeiten.

Da die Indexe 2 und n + 1 kritisch sind, gilt
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Deshalb haben wir eine Gleichung der Form

Dann gilt:

Wir finden die letzte Strukturgleichung

Es sei Z der durch die Strukturgleichungen für die Si definierte s.f.

ODp-Modul. Dann haben wir einen Morphismus Z - 03C0*X(p2), von dem
man faserweise nachweist, daB er eine Isogenie ist. Folglich ist

Mz C [U] der von den Elementen 5.11.1 erzeugte Untermodul.
Der Beweis dafür, daß Mw ~ [W] ein reduzierter Cartiermodul

ist, ist analog. Damit haben wir einen s.f. OD .p -Modul Y03B3 ~ P1R kon-
struiert, für den alle Aussagen des Satzes erfüllt sind. Wir müssen
noch die Unabhângigkeit von der V-Basis y; nachweisen.
Wir wâhlen homogene Koordinaten To, Tl auf Pà, so daß TOIT, = U.

Es sei Z03B3 das Urbild von Y’’ bei der Projektion A2R{0}~P1R. Den
Cartiermodul von Z’’ über einer fixierten offenen, affinen Menge von
A2R{0} bezeichnen wir mit My. Er besitzt das Erzeugendensystem

Es sei Si eine andere homogene V-Basis von M, so daß Si E Mi,,.

Der V-Basis 8i entspricht analog ein Cartieruntermodul M’ des
V-dividierten Cartiermoduls. Es sei N’Y C M’Y der Cartieruntermodul,
der von den Elementen V03B3’0, yi, ..., y2n erzeugt wird. Offensichtlich
gilt N03B3 = N8. Wir finden

Da der mittlere Term in N’Y liegt, werden M’Y und M8 nach der
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folgenden projektiven Transformation gleich.

Damit ist der Beweis von 5.11 beendet.

Entsprechend kann man auch die Konstruktionen 5.6.1 und 5.6.2
über einem beliebigen reduzierten Basisschema durchführen. Dazu
betrachten wir eine zulâssige Menge S und ein ungesättigtes Intervall
[i + 1, j] von S, so daB i E SBS. Wir setzen m = card[i + 1, j].
Es sei X ein s.f. OD,-Modul mit S C S(X). Dann haben wir auch in

diesem allgemeineren Fall wie unter 5.6.1 eine Menge von Quasi-
isogenien der Hôhe Null.

5.13 SATZ: Es sei X ein s. f. ODp-Modul über einem reduzierten

OFIPOF-Schema T mit der kritischen Menge S(X) ~ S. Es gibt einen

Funktor, der jedem Paar (X, T) ein Tripel (Y, P 0 T, 03C0*X(p) ~ Y)
s

zuordnet. Dabei ist P ein lokal triviales (P1)m+1-Bündel über T und s ein
Schnitt. Y ist ein s. f. ODp -Modul über P und 03C0*X(p) ~ Y eine Quasi-
isogenie der Hôhe Null, die über s ein Isomorphismus ist.

Folgende Eigenschaften sind erfüllt.
(1) Der Funktor ist mit Basiswechsel vertriiglich.
(2) Über einem perfekten Kôrper ist X(p) = 03C0*X(p)t ~ Yt, t E P(L)die

Familie X(p) ~ X(p)t unter 5.12.1.
(3) Es sei Q C P des maximale Unterschema, so daB S(Y) ~ S - 1.

Dann ist Q ein lokal triviales P’-Bündel über T.

BEWEIS: Wir betrachten wieder nur den Fall j = i + 2k. Man kann
i = 1 voraussetzen. Über einer hinreichend kleinen, offenen, affinen
Teilmenge Spec R C T gibt es eine homogene V-Basis ys E MS+l des
Cartiermoduls M von X. Man hat Strukturgleichungen der Form

Folglich hat X(p) die Strukturgleichungen
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Wir betrachten in dem V-dividierten Cartiermodul [U0, ..., U2k ] die
Elemente

Entsprechend betrachten wir in M[ Wo, ..., W2k] die Elemente

Man verifiziert analog zu 5.12, daß diese Elemente reduzierte Car-
tiermoduln erzeugen. Dadurch wird ein s.f. Opp-Modut Y über (lPk)2k+1 
definiert, der bis auf eine Transformation aus PG1(2,R )2k+l unab-
hângig von der gewâhlten V-Basis 03B3i ist.

Wir berechnen die Gleichungen von Q über Spec R. Es sei r &#x3E; 0.

Dann gilt:

Wir erhalten:

Eine Indexverschiebung ergibt:
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brauchen werden.

Die Gleichungen des Schemas Q lauten:

Wir zeigen, daß c1,s für s E [1, 2k] U [n + 2, n + 2k + 1] Einheiten sind.
In der Tat, es sei t : Spec L - Spec R ein geometrischer Punkt, in

dem ci,s verschwindet. M’ sei der Cartiermodul von Xt. Dann gilt
H_ys E V2M’s-1+n und andererseits 03A0VM’s ~ V2M’s-1+n, da s kritisch ist.
Wir erhalten den Widerspruch 03A0M’s+1 C V2M’s-1+n.
Man sieht jetzt, daß die Gleichungen (5.13.6) ein glattes Un-

terschema von A2r+1R definieren. Die Glattheit von Q im Unendlichen
folgt, da man zu einer anderen V-Basis übergehen kann. Das

bedeutet, daß man eine Transformation aus PGl(2, R)2k+l anwendet.
Daß Q isomorph zu Pl R ist, erhalten wir, da U2k eine Uniformisierende
ist. Damit ist 5.13 bewiesen.

5.14 DEFINITION: Es sei M eine glatte algebraische Mannigfaltig-
keit über einem Kôrper. Eine P1-Faserung auf M ist
(1) ein eindimensionales projektives Bündel über einer Mannigfaltigkeit
T’

wobei 6 eine lokal freie Garbe vom Rang 2 über T’ bezeichnet,
(2) ein universeller Homôomorphismus

so daß für jeden geometrischen Punkt t von T’ das mengen-
theoretische Bild f( 7T-l(t» eine glatte rationale Kurve ist.

Wir nennen f(03C0-1(t)) die Fasern der P1-Faserung. Das Bild eines
Schnittes von 7T unter f nennen wir eine Basis der P’-Faserung.
Wenn dim M = 2 und M eine P’-Faserung besitzt, so wissen wir
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nach dem Rationalitàtskriterium von Zariski, daß M eine Regelflàche
ist. Ich weiß nicht, ob àhnliches in hôheren Dimensionen gilt.
Wir kônnen jetzt das Hauptresultat dieses Paragraphen for-

mulieren.

5.15 SATZ: Es sei S ~ Z/2nZ eine zulâssige Menge. Es sei [i +

1, j] C Sein Intervall, so daB i E SBS, j + 1 é S und j + 1 E S genau
dann, wenn j - i ungerade ist. Wir setzen m = card[i + 1, j].
Dann existiert ein P’-Faserung auf JUc,s mit den folgenden Eigen-

schaften.
Wenn j - i ungerade ist, so sind MC,S~{i+n} und MC,S~{j+1+n} Basen der

P1-Faserung. Die Fasern schneiden MC,S~{i+n} mit der Multiplizitât pm+1
und MC,S~{j+1+n} mit der Multiplizitât 1..
Wenn j - i gerade ist und card S ~ 2n - 1, so sind MC,S~{i+n} und

MC,S~{i+1} Basen der P1-Faserung. Die Fasern schneiden MC,Su{i+n} mit
der Multiplizitât pm+1 und MC,S~{j+1} mit der Multiplizitât 1.

Wenn card S = 2n - 1, so ist n ungerade. Eine Basis der Pl-

Faserung ist isomorph zu C_BD*_(Af(-1 2))/D*_. Jede Faser schneidet
MC,Z/2nZ in p n + 1 Punkten.

BEWEIS : Es sei S’ = (S U (1 + n)) + 1. Es sei X der s.f. ODp-Modul
der universellen abelschen Mannigfaltigkeit (A, , ij) über JUc,s’. Nach
5.13 finden wir einen s.f. ODP-Modul Y über einem eindimensionalen
projektiven Bündel 7T: Q ~ MC,S’ und eine Quasiisogenie a: 03C0*X(p) ~
Y, Es gilt S(Y)D S. Es sei 7T*(A(p), (p), ~(p)) ~ (A’, t’, ij’) die radikale
Quasiisogenie abelscher Mannigfaltigkeiten, die a induziert.

(A’, ’, ~’) definiert einen Punkt

Es sei s der Schnitt von Q aus 5.13. Dann kônnen wir f - s mit dem
Frobenius identifizieren

Es sei card S = 2n - 1. Nach 5.8 wissen wir, daß f eingeschrànkt
auf die geometrischen Fasern eine radikale Abbildung ist. Da dim

.Âltc,s = 1, ist das Bild einer geometrischen Faser unter f eine Zusam-
menhangskomponente von MC,S ~ Fp und folglich eine glatte rationale
Kurve. Die Behauptung folgt aus 5.9.2.
Es sei card S ~ 2n - 1. Nach 5.9.1 wissen wir bereits, dag f radikal

und surjektiv ist. Da f eigentlich ist, folgt, daß es ein universeller
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Homôomorphismus ist. Aus dem folgenden Lemma erhalten wir, dal3
f eine P1-Faserung ist.

5.16 LEMMA: Die Einschrânkung von f auf jede geometrische
Faser von Tr ist ein Isomorphismus.

BEWEIS: Wir betrachten das zum Paar (X, MC,S’) nach 5.13 assozi-
ierte Bündel P. Wie oben erhalten wir einen radikalen Morphismus
f : P ~ ùc. Es sei Qt eine geometrische Faser von 7T: Q ~ MC,S’. Es
genügt zu beweisen, daB die Tangentialabbildung von f’Qt in keinem

Punkt verschwindet.

Wir beschrânken uns auf den Fall j = i + 2k und i = 0. Dann wird

Q C P durch die Gleichungen 5.13.6 definiert. Man sieht, daB die
Fasern Qt und die Kurven Uo = const, ..., U2k-1= const in ihren

Schnittpunken den gleichen Tangentialraum haben. Es genügt also zu
zeigen, daß die Einschrânkung von f auf jede Kurve Tu : Uo =
const, ..., U2k-1 = const ein Isomorphismus ist.

Ich behaupte, daß f eine birationale Abbildung von Tu auf sein Bild
induziert. Da es uns freisteht, die homogene V-Basis von X zu

verândern, dürfen wir annehmen, daß c1,2k+1 ~ 0 in den Struktur-

gleichungen von X. Im Punkt U2k = cp0,2k+1/c1,2k+1 hat Y,ru den kritischen
Index 2k + 1. Über dem. Tangentialraum Spec L[E], E2 = 0 in diesem
Punkt lautet die (2k + 1)-Strukturgleichung’ von Y

Da der Index 2k + 1 nicht kritisch bleibt, ist diese Deformation

nichttrivial. Folglich ist die Tangentialabbildung von f|0393u im Punkt
U2k = cp0,2k/c1,2k+1 nichttrivial. Da f radikal ist, folgt, daß f eine

birationale Abbildung von Tu auf sèin Bild induziert.
Das Lemma 5.16 folgte, wenn wir wüßten, daß f(0393u) glatt ist. Der

Fall card S = 2n - 1 ist damit bereits erledigt. Insbesondere dürfen
wir im folgenden n &#x3E; 1 annehmen. Folgendes Lemma zeigt, daß man
sich auf eine spezielle Kurve Tu beschrânken kann.

5.17 LEMMA: Es sei T eine glatte algebraische Mannigfaltigkeit
über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkôrper. Es sei p : T - T
eine glatte Kurve über T. Gegeben sei ein Morphismus in eine glatte
Mannigfaltigkeit f : T - M, der eingeschrânkt auf die Fasern Tt von p
birational ist. Wenn f(0393t0) für einen geometrischen Punkt to von T glatt
ist, so ist f(0393t) für alle t glatt.
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BEWEIS: Da flTt birational ist, gilt f *(Tt) = f(0393t) im Sinne von

Zyklen. Daher ist f(0393t) eine algebraische Familie. Die Behauptung
folgt, weil daß arithmetische Geschlecht in algebraischen Familien
konstant ist.

Das Lemma 5.16 folgt, wenn wir zeigen, da13 f eingeschrânkt auf
die Kurve Uo = ... = U2k-l = 0 ein Isomorphismus ist. Allgemeiner
gilt:

5.18 LEMMA: Es sei (A, L, ij) ein Punkt von MC über einem glatten,
zusammenhângenden FP-Schema T. Die Indexe k und k + n - 1 seien

für A kritisch. Wir haben nach 5.11 ein eindimensionales projektives
Bündel 03C0 : P ~ T und einen Morphismus f : P ~ MC. Die Einsch-

riinkung von f auf die geometrischen Fasern von 7T ist ein Isomor-

phismus.

BEWEIS: Man sieht wie oben, daß die Einschrânkung von f auf die
Fasern von o birational ist. Der Fall n = 1 ist damit erledigt.
Wir wissen bereits, daß es genügt, die Behauptung für einen spez-

iellen Punkt von T zu zeigen. Deshalb kônnen wir annehmen, daß T
eine Zusammenhangskomponente von «c,s, Q9 Fp für eine gewisse
zulâssige Menge Si ist. Indem wir die Faserungen 5.15.1 verwenden,
finden wir nach 5.10 Punkte t, für die S(At) eine gesâttigte Menge
umfa6t. Wir kônnen deshalb aul3erdem annehmen, daß Si gesâttigt ist.
Dann enthâlt T nach 4.22 einen Punkt von MC,Z/2nZ(Fp). Folglich
dürfen wir voraussetzen, da13 T = Spec Fp und (A, t, ~) E MC,Z/2nZ(Fp).
Über iF p gibt es bis auf, Isomorphie genau einen s.f. ODP-Modul X

mit S(X) = Z/2nZ (2.15). Er besitzt die Strukturgleichungen

Wir kônnen k = 2 annehmen. Es sei

Der s.f. ODp-Modul Y ~ P1 ist durch die folgenden Strukturglei-
chungen gegeben:
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Wir zeigen, daB 5.18.1 in jedem Punkt U = u eine nichttriviale, erste
infinitesimale Deformation definiert und 5.18.2 im Punkt W = 0. Den

Fall W = 0 und n = 2, den man ohne Schwierigkeiten auf dieselbe
Weise behandeln kann, wollen wir auslassen. Insgesamt würde daraus
5.18 folgen.
Wir bemerken, daB F8l ~ VMy,-i und folglich [ u + e]81 =

[U]81 + [e]8l über Spec Fp[~], E2 = 0. Wir müssen zeigen, daß die

folgende Deformation nichttrivial ist.

Wenn die Deformation 5.18.3 trivial wâre, so fänden wir eine

V-Basis Si, die den Gleichungen 5.18.1 genügt und so daß

Off ensichtlich gilt F8i = Fâi. Deshalb finden wir

Es gilt :

Aus den entsprechenden Gleichungen für aj folgt

Dann gilt:
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Wir erhalten den gewünschten Widerspruch [e]8l = 0 mod V.
Es bleibt zu zeigen, daß die folgende Deformation nicht trivial ist.

Es sei j eine V-Basis mit den analogen Eigenschaften wie 8;. Es gilt:

Wir erhalten den Widerspruch

Der Beweis von 5.18 und 5.16 ist beendet.

Wir haben bewiesen, daß 5.15.1 eine P1-Faserung mit der Basis
MC,S~{i+n} definiert.

Wir beschrânken uns für den Rest des Beweises wieder auf den

Fall j = i + 2k und i = 0.
Durch die Gleichung U2k = cp0,2k+/c1,2k+1 definieren wir einen Schnitt

s’ von 7T. Dabei sei die V-Basis von X so gewàhlt, daß c1,2k+1 ~ 0. Da f
ein universeller Homôomorphismus ist, folgt

MC,S~{j+1} ist also ebenfalls eine Basis der P1-Faserung.
Um die Schnittmultiplizitât zu berechnen, betrachten wir einen

Fp-wertigen Punkt x von s(MC,S’) C Q. Es sei Q7T(X) die Faser durch den
Punkt x und f(Q7T(x» = r ihr Bild. Z bezeichne den universellen s.f.

ODp-Modul über -4lc,s. Über einer genügend kleinen, offenen, affinen
Umgebung Spec R’ von f(x) besitzt er die Strukturgleichungen



106

MC,S~{i+n} wird durch die Gleichung ao,;+n = 0 definiert. Es sei cp : R’ -

R[U2k] der Komorphismus von f. Da f*Z isomorph zu Y ist, folgt,
daß sich ~(a0,i+n) und U8cf.n+l um eine Einheit unterscheiden (5.13.5).
Es sei J das Ideal von R’, das 0393 definiert und I das Ideal von

R[U2k], das Q7T(X) definiert. Wir haben gesehen, daB die Abbildung cp

einen Isomorphismus induziert.

Folglich ist die gesuchte Schnittmultiplizitàt

Aus 5.13.6 sieht man, daß diese Lange gleich p2k+1 ist.
Genauso erhâlt man aus 5.13.5 für die Schnittmultiplizität von T mit

MC,S~{j+1}:

Damit ist 5.15 bewiesen.
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