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UBER DIE SCHLECHTE REDUKTION
EINIGER SHIMURAMANNIGFALTIGKEITEN

Thomas Zink

Einleitung

Die gute Reduktion von Shimurakurven wurde von Eichler, Shi-
mura, Thara u.a. untersucht, um die {-Funktionen dieser Kurven zu
bestimmen. Sie zeigten, daB die ¢-Funktionen bis auf endlich viele
Eulerfaktoren Produkte automorpher L-Reihen sind und bestétigten
so die Vermutung von Hasse und Weil fiir diese Kurven (siche:
Shimura [22] Chapt. 7).

Im hoherdimensionalen Fall erhidlt man Shimuramannigfaltigkeiten
auf die folgende Weise. Es sei G eine reduktive Gruppe iiber Q und
h:C*>G(R) ein Homomorphismus, der gewissen Bedingungen
geniigt. Der Zentralisator von h in G(R) sei C. und C C G(Ay) sei eine
geniigend kleine offene, kompakte Untergruppe. Man weil, daf

Mc(G, h) = C.x C\G(A)/G(Q)

die Struktur einer glatten, quasiprojektiven Mannigfaltigkeit iiber C
besitzt. Man kann nach Deligne [4] ein kanonisches Modell dieser
Mannigfaltigkeit iiber einem Zahlkorper E(G, h) definieren und weif
in vielen Fillen, daB es existiert.

Es sei f eine geniigend gute Primstelle des Shimurakorpers E(G, h)
und k() der Restklassenkoérper. Langlands [9] hat fiir eine geeignete
Reduktion von Mc eine hypothetische Beschreibung der Menge der
k_(f_)-wertigen Punkte Mc(k(f)) zusammen mit der Aktion des Fro-
benius gegeben, die nur von (G, h) abhidngt. Die Beschreibung ist
bestiitigt, wenn G die multiplikative Gruppe einer total indefiniten
Quaternionenalgebra iiber einem total reellen Zahlkérper ist (Milne
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[15]). Mit Hilfe der Beschreibung hat Langlands [10] fiir Shi-
muramannigfaltigkeiten, die zu Quaternionenalgebren gehdren ein
analoges Resultat i{iber ¢-Funktionen bewiesen wie Eichler und
Shimura fiir Kurven.

Uber die Reduktion von Shimuramannigfaltigkeiten an schlechten
Primstellen ist weniger bekannt.

Cerednik [2] hat den Fall einer indefiniten Quaternionenalgebra D
iiber Q und einer Primstelle p des Shimurakorpers Q betrachtet, an
der D verzweigt ist. Mc ist dann eine Kurve, die in p schlechte
Reduktion hat. Ceredniks Satz besagt, daB Mc ® Q, eine der Kurven
von Mumford [18] ist.

Wir wollen dieses Resultat genauer beschreiben, da es im weiteren
eine wichtige Rolle spielt. Wir verwenden einige der Bezeichungen,
die am Anfang von §1 zusammengestellt sind.

Es sei C = C’C, C D*(A) eine offene, kompakte Untergruppe, so
daB C? C D*(A}) und C, C D*(Q,) die maximale kompakte Un-
tergruppe ist. D_ sei die Quaternionenalgebra, die man aus D erhilt,
indem man in p und im Unendlichen twistet. Wir fixieren Isomor-
phismen D_(A}) = D(A}) und D*(Q,) = Gly(Q),).

Es sei F die unverzweigte quadratische Erweiterung von Q, und Of
der Ring der ganzen Elemente. Es sei /¢ eine geeignete Reduktion
der Shimuramannigfaltigkeit M¢ iiber Or.

Es sei 0% die p-adische obere Halbebene iiber Z,. Das ist ein
formales Schema iiber Z,. Seine allgemeine Faser kann man als eine
projektive Gerade interpretieren, aus der alle iiber Q, rationalen
Punkte entfernt sind.

Nach Cerednik hat man einen Isomorphismus

Mc = CP\Q},_ x D*(A?)/D*.

M bezeichnet das formale Schema von M. D* operiert auf 0?2 iiber
die Einbettung D* C Gl,(Q,).

Drinfeld [6] hat dieses Resultat folgendermaBen bewiesen.

Mc ist ein Modulproblem abelscher Mannigfaltigkeiten. Da sie den
p-Rang 0 haben, sind ihre Barsotti-Tate Gruppen formale Gruppen.
Es zeigt sich, daB sie alle isogen sind. Es sei A eine abelsche
Mannigfaltigkeit des Modulproblems und X ihre formale Gruppe.
Jede Isogenie formaler Gruppen Y — X wird durch eine Isogenie
abelscher Mannigfaltigkeiten B - A induziert. B ist ein Punkt des
Modulproblems .#c. Umgekehrt erhilt man jeden Punkt auf diese
Weise. Anstatt abelsche Mannigfaltigkeiten zu klassifizieren, hat man
daher das einfachere Problem der Klassifikation von Isogenien formaler
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Gruppen zu I5sen. Es fiihrt in diesem Fall auf das formale Schema 2.

Rapoport hatte die Idee, Ceredniks Satz auf hoherdimensionale
Shimuramannigfaltigkeiten zu verallgemeinern. Wie er mir zeigte, ist
das leicht méglich, wenn D eine total indefinite Quaternionenalgebra
iber einem total reellen Zahlkorper K ist, in dem p total zerféllt und
wenn D an den Primstellen iiber p verzweigt ist.

Langlands hat anschlieBend an Diskussionen mit Rapoport in
einigen Briefen an ihn den Fall betrachtet, wo p in K unverzweigt
und unzerlegt ist, und wo D in p verzweigt ist. Der Inhalt dieser
Briefe ist in [11] zusammengfaBt. Es zeigt sich, daB es nicht mehr
moglich ist, eine p-adische Uniformisierung zu finden, d.h. das for-
male Schema zu berechnen. Das wichtigste Hindernis dafiir ist das
Vorhanden sein mehrerer Isogenieklassen formaler Gruppen. Man
kann das Modulproblem nicht mehr wie in Ceredniks Fall auf ein
Problem iiber formale Gruppen zuriickfiihren.

Langlands hat im Fall [K:Q] =2 jedoch eine Beschreibung von
Mc @ F, gegeben. Sein Beweis enthilt ernsthafte Liicken, die in [11]
diskutiert sind.

In dieser Arbeit betrachten wir den Fall eines total reellen Zahl-
korpers vom Grad n iiber Q, in dem p prim ist. Wir geben eine
Beschreibung von (., die im Fall n =2 die Beschreibung von Lan-
glands noch etwas verbessert.

Ich moéchte mich bei Langlands und besonders bei Rapoport fiir die
geduldige Unterstiitzung bei dieser Arbeit bedanken.

Wir geben jetzt eine zusammenfassende Beschreibung des Modul-
schemas. Dabei beschrinken wir uns auf das Wichtigste und ver-
weisen fiir Details auf die entsprechenden Stellen der Arbeit.

Es sei Op eine Ordnung in D, die in p maximal ist. In §3 zeigen wir,
daBB M. die allgemeine Faser des folgenden feinen Modulproblems
iiber Z, ist. Ein Punkt des Funktors . ¢ iiber einem Z,-Schema T
besteht aus:

(a) einem abelschen Schema A iiber T bis auf zu p prime Isogenie

und einer Einbettung

[ OD —-End A ® Z(p), so daB3
Tro, (1(d) | Lie A) = Trxo Trb d fiir d € Op,

(b) einer Aquivalenzklasse von Op-Modulisomorphismen
7:V?(A)-> D ® A} mod C”.

Dabei bezeichnet V?(A) das eingeschriankte Produkt iiber die Tate-
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moduln

VP (A) = (,U,, T,(A)) R aQ.

Wir bemerken, daB der Funktor {: nicht von der gewihlten
Ordnung Op abhidngt. M bezeichne das entsprechende Modul-
schema. Es ist projektiv und hat die allgemeine Faser Mc & 2, C =
M. Es sei FC D ein total imaginidrer Zerfillungskorper, in dem p
prim ist. Wir betrachten das Schema (¢ @ Og/pOr.

Eine Teilmenge S C Z/2nZ heiBt zuldssig, wenn i oder i + n € S fiir
alle i €2Z/2nZ. Die zulassigen Teilmengen klassifizieren die mogli-
chen Darstellungen von Op auf Lie A iiber Of/pOr. Wir erhalten eine
Stratifizierung des Modulraumes.

Satz (3.10): Einer zuldssigen Menge S entspricht ein glattes ab-
geschlossenes Unterschema M s C M Q Or/pOr der Dimension card
(Z/2nz\S). Die Unterschema /{cs schneiden sich transversal, d.h.
der Tangentialkonus von ¢ & Or/pOr in einem geometrischen
Punkt ist der induktive Limes der Tangentialriume der #¢s. Es gilt:

(1) McsC J“C,S’ oS'cCs,

2) McsNMcs = Mcsuss

(3) J“C ® Op/pOp =U -/“C,S-

Wir betrachten Funktionen t: Z/2nZ - {-1,0, 1}, so daB3

i+n-1

t(i)+t(i+n)=0, kz t(k)[=1fir i€ z/2nZ.

Jeder Funktion t entspricht eine zuldssige Menge:

S = {i €Z12nZ ||t@)| =1 oder 2 t(k) = 1}
i 1

=i-n+

Eine zuldssige Menge heilt gesittigt, wenn S = Z/2nZ oder S = S, fiir
ein t.

Wir assoziieren zu einer gesittigten Menge eine Quaternionen-
algebra iiber K. Dazu fixieren wir Einbettungen Q - C, @—)@,,, K-
Q. Es bezeichne o € Gal((),,/@,,) ein Frobeniuselement. Dann sind

v.~:K—>@"—ﬂ.>@—>C, i€eZ/nz

die archimedischen Stellen von K.
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Wenn S = S,, so assoziieren wir die Quaternionenalgebra D, iiber K
mit den folgenden Invarianten:

inv, D, =0, inv,, D, = 3|t@)), inv, D, = inv, D
fiir die iibrigen Stellen von K

Wenn S =Z[2nZ, so assoziieren wir D_/{K mit den folgenden In-
varianten:

inv, D_=3(n +1),inv, D_=3,inv, D_ = inv, D sonst.
p (I

Wir fixieren Isomorphismen D,(A})= D_(A})= D(A%). Es seien
C,=C,Ct CD¥A;) und C-=C_,CZCD*A;) offene, kompakte
Untergruppen, so daB C% = C? = C? und so daB C,, und C_, maximal
kompakt sind.

Zu den Gruppen D% und D* gehdren Shimuramannigfaltigkeiten
Mpsc, und Mp:c, die iiber F, definiert sind und gute Reduktion
besitzen, d.h. es existieren glatte, projektive Schemata .#ps,c, und Mp= c_
iiber Of, mit den allgemeinen Fasern Mp:c, und Mp:c_ (4.21).

K*(A;) operiert auf diesen Schemata. Es sei k = Siezimz [t(i)]. Das
Idele hpx =(1,.. . pk ..., 1) (bzw. h,n) aus K*(A;), das an den von p
verschiedenen Stellen gleich 1ist, definiert einen Automorphismus
endlicher Ordnung von Mpyc, (bzw. Mp.c ).

Es sei Mps ¢, die Form von JMpsc,, so daB

Mp1.c, @ Opr = Mpy.c, ® Ory

und so daB der Frobenius auf der linken Seite wie h,« multipliziert mit
dem Frobenius auf der rechten Seite operiert.
Analog ist #Mpsc_ definiert.

Satz (4.21, 4.8): Es sei |t|#1. Dann existiert ein eigentlicher,
radikaler, surjektiver Morphismus (universeller Homéomorphismus)
von Og/pOg-Schemata

Mcs,+1—> Mps.c, @ OplpOk.

Fiir variables C ist das ein Morphismus von Proschemata, der die
Wirkung von D*(A}) = D*%(A}) auf beiden Seiten respektiert.

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente von /. liegt
genau eine geometrische Zusammenhengskomponente von fcs,
4.22).
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Wenn S = Z/2nZ, so hat man einen Morphismus
Mczpnz — JaDi,C_,

der ein Isomorphismus fiir gerades n und eine Etaleiiberlagerung vom
Grad p" + 1 fiir ungerades n ist (4.7).

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente liegt ein Punkt
von Mczpnz (4.7).

Wenn S nicht gesittigt ist, so gibt es in #cs. Untermannigfaltig-
keiten der Dimension =1, ldngs denen der Isogenietyp der abelschen
Mannigfaltigkeiten konstant ist. Wie im Fall von Cerednik kann man
diese Untermannigfaltigkeiten berechnen.

Satz (5.15): Es sei S eine zuldssige Menge und S'=S U {ij,..., in}
eine minimale geséttigte Menge, die S umfaBt. Dann gibt es eine
Folge von P!-Faserungen (im Sinne von 5.14)

Mcs—> Mcsoiy= - = Mcsugy,. i)

wenn S U{i,,...,in}#2/2nZ. Wenn S U{iy,...,in}=2Z/2nZ, so hat
man den letzten Pfeil durch

Mcsugy,. .. imy=> Mprc_

Zu ersetzen.

Grob gesagt sind alle s (P')"-Faserungen iiber guten Reduktionen
von Shimuramannigfaltigkeiten.

Man kann #: ® Or/pOr einen simplizialen Komplex zuordnen, der
eine geometrische Vorstellung von diesem Schema vermittelt. Die
zugrundeliegende Menge ist Z/2nZ und die Simplexe sind die Kom-
plemente von zuldssigen Mengen.

Fiir n = 2 ergibt sich folgendes Bild:

0 3

1 2

Die Eckpunkte entsprechen den gesdttigten Mengen. Die assoziierten
Schemata Mczzgp, i =0, . . ., 3 sind annidhernd gute Reduktionen von
Shimurakurven. Die Seiten entsprechen Flichen mit einer P-
Faserung.



| Schlechte Reduktion 21

Mc. z1a2\0)

Mc.ziazv1y

Die Fasern der P'-Faserung schneiden ¢ /20 mit der Multiplizitit p
und Mczuzqgy mit der Multiplizitat 1 (5.15). Die Schnittpunkte der
Kurven Mc iz, i = 0, 1 sind die Punkte von M¢z/47.

Fiir n =3 erhilt man ein Prisma:

0 2

Die gesiittigten Mengen entsprechen den Kanten, die die Grundfliche
mit der Deckfliche verbinden. Die P'-Faserungen verlaufen horizon-
tal. Insbesondere sind die der Grund- und Deckfliche entsprechenden
Mec.s universell homdomorph zu (P').

§1. Das Modulproblem
Wir werden die folgenden Bezeichnungen verwenden:

K ein total reeller Zahlkorper,
Ok der Ring der ganzen Elemente von K,
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n=[K:Q],
p eine rationale Primzahl, die in K prim ist,
D eine Quanternionenalgebra iiber K, die in p verzweigt ist,

und in allen archimedischen Stellen von K unverzweigt ist,

d — d*, d € D die Hauptinvolution von D,
Tr®d, Nm'd, d € D die reduzierte Spur und Norm von D,
7= li‘r_n Z/m2Z die totale Vervollstindigung von Z,
20 = li}_n Zlmz,

(m,p)=1
Zp) die Lokalisierung von Z in dem Primideal pZ,
A der Adélering von Q,
A=QRZ,AN=QR 2",
Pr = RcirGmc die Weilrestriktion der multiplikativen Gruppe.

Wir fassen die multiplikative Gruppe D* als algebraische Gruppe
iber Q auf und definieren

Ro: $u — DE = (D @ R)* = 1‘[I GL(R)

a+bV-1—T] (_Z 2)—1

Die Konjugationsklasse von hy ist unabhidngig von dem gewihlten
Isomorphismus D = [I GI,(R).

Nach Deligne [4] gehort zu dem Paar (D*, ho) eine Shimuraman-
nigfaltigkeit Mp+. Genauer sei C.C D*(R) der Zentralisator von
ho(V—1) und C C D*(Ay) eine offene, kompakte Untergruppe. Der
Quotient Mp:c = C. X C\D*(A)/D*(Q) besitzt die Struktur einer
quasiprojektiven Mannigfaltigkeit iiber C. Auf dem projektiven Sys-
tem Mp: = lim Mp+ ¢ operiert die Gruppe D*(Ay) von links.

c

Wir betrachten offene, kompakte Untergruppen der Form C =
C?C, C D*(As), wobei C? C D*(A?) und C, C D*(Q,) die maximale
kompakte Untergruppe ist. In diesem Paragraphen definieren wir die
Reduktion der Mannigfaltigkeiten Mp+ ¢ modulo p. Dazu erinnern wir
daran, daB Mp«¢ die Losung eines Modulproblems abelscher Man-
nigfaltigkeiten ist.

Wir wihlen einen total reellen Zerfallungskoérper E von D der in p
unverzweigt ist. Es sei 7 der nichttriviale Automorphismus von E
iiber K. Nach dem Satz von Skolem-Noether finden wir ein a € D, so
daB ge=e"-a fir e E. Es gilt a>€ K. Da a nur bis auf Multi-
plikation mit einem Element aus E bestimmt ist, kdnnen wir es so
wihlen, daB a? = —8 € Ok, wobei & ein total positives Element ist und
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ord,8 = 1. Es sei O der Ring der ganzen Elemente von E. Dann ist
Op = Ogla] eine Ordnung von D, die in p maximal ist. Man sieht
leicht, daB d = ad*a™!, d € D eine positive Involution auf D ist. Es
sei V = Op aufgefaBt als Op-Linksmodul. Wir definieren auf V eine
Bilinearform

Yo, w)=Tra"ow =Tr’ a'wv*, v,w€E V.

1.1 LEMMA: ¢:V XV > Ok ist eine nichtausgeartete alternierende
Bilinearform, die an allen in E unverzweigten Primstellen von K
perfekt ist. Es gilt

Y(dv, w) = (v, dw), dE Op,v,wE V.

BEwEeis: Wir definieren eine Einbettung Op & M(Og) durch die
e 0 0 1 .
Zuordnung e +—> (0 e*)’ ecE a+—> (—8 0). Dann gilt:

Op ={d € Mx(Og)/ad = d"a} = {(_g{; :?), X1, X2 € OE}

Es sei v = ( X1 . xf), w = ( I . yf) Das Lemma folgt unmittel-
—86x; Xi —8y: yi

bar aus der Formel (v, w) = Trggxy; — Trggx2y:-

1.2 LEMMA: Es sei F ein Korper der Charakteristik 0 und Vg =
V ® zF. Dannist yr = ¢ @ F eine Bilinearform auf V @ zF mit Werten
in Ox ® ,F. Es sei § eine alternierende nichtausgeartete Bilinearform
auf Ve mit Werten in Ox @ ;F, so daB

¥(dv, w) = §(v, dw), v, w € Vi, d € D.
Dann existiert eine Konstante f € (Ox® ,F)*, so daB ¢ = fyr.

BeweErs: Als K-Algebra ist Ox @ F ein direktes Produkt von
Erweiterungskérpern L von K. Auf W =V @ o, L induziert ¢ eine
L-Bilinearform " und ¢ eine L-Bilinearform *. Offenbar geniigt es
zu zeigen, daB ' = fy*, f € L. Wir konnen dafiir L als algebraisch
abgeschlossen voraussetzen. Op @ o,L = M,(L) operiert auf W. Wir
identifizieren W mit M,(L) und schreiben

(v, w) =g (1, w) = Tr'cdw, ¢, v, w € My(L).
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Da Jf alternierend ist finden wir ¢ = —¢é. Wegen Tr’c = Tr¢, folgt
¢+ c*=0. Die Gleichung ¢ = c* besagt, daB die Matrizen a und ¢
vertauschbar sind. Da a und c¢ halbeinfach sind, kann man sie
gleichzeitig auf Diagonalform bringen. Daraus erhilt man unmittelbar
die Behauptung.

Es sei G die Gruppe aller D-linearen Transformationen g aus
Glp(Vy), fir die ein p(g)€ K existiert, so daB (g, gw)=
p(g)Y(v, w) fiir v, w € V4. Nach dem letzten Lemma gilt G = Glp(Vy)
Wenn wir ein d € D durch Rechtsmultiplikation mit d* auf Vo= D
wirken lassen, so erhalten wir einen Isomorphismus Glp(Vg) = D*.

1.3 LEMMA: Es existiert ein k € K, so daB3
(1) ky ist alternierend,
) ky(v, who(V=1)) ist eine symmetrische, positiv definite Bilinear-
form auf V.

BEWEIS: (Eenbar geniigt es ein kE K QR zu finden, so daf
ki (v, who(V —1)) positiv definit ist. Da K @ R= IR, finden wir eine
y-orthogonale Zerlegung

VR=@ Vé.

Identifizieren wir Vi mit My(R), so hat die Einschrinkung ' von ¢
auf V! die Form

(o, wha(V=1) = Tr a{‘W((l) —(1)

)v*, v, w € My(R).
Dabei ist a; eine Matrix deren Spur Null ist und deren Eigenwerte
total imaginiar sind. Wir finden nach Skolem-Noether r, €ER und

d; € My(R), so daB ra; = d; ((1) —(1)>d,-". Dann gilt

_ T _
Tra{‘w(? (l))v*=r,-Trdi((1) (1)> d?'w((l) (]))v*

(0 -1\, ,_ 0 -1\
= r.d.d* .1 ,l *
ridid* Tr d; w(l 0)(d, v) (1 O) .
Man sieht, daB man k = IIrdd} € [IR wihlen kann. ho definiert eine

Hodgesiruktur vom Typ (-1,0), (0,—1) auf Vi, die mit der Op-
Modulstruktur vertauschbar ist. Man sieht leicht, daB h, durch diese
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Eigenschaft bis auf Konjugation mit einem Element aus (D Q R)*
eindeutig bestimmt ist. Es sei

to(d) = Tre(d | Ve/VE™), d €D.

Dann gilt to(d) + to(d) = Tre(d/ V) = 2 Trxjo Tr’d. Da K total reell ist,
muB to(d) reell sein. Wir erhalten to(d) = Trge Tr'd.

Wir sind jetzt in der gleichen Situation, wie Deligne [4] 4.13 und
konnen ein grobes Modulproblem definieren, dessen Losung Mps ¢
ist. Wir wollen dazu noch einige Bemerkungen iiber Polarisierungen
abelscher Mannigfaltigkeiten machen.

Es sei B ein abelsches Schema iiber einem lokal noetherschen
Basisschema T. Das duale abelsche Schema bezeichnen wir mit B*.
Unter einer Polarisierung von B verstehen wir eine Quasiisogenie
A € Hom(B, B*) = Hom(B, B*) ® Q, so daB eine natiirliche Zahl m
existiert, fiir die mA durch ein amples Linienbiindel induziert wird.
Wenn A eine Isogenie ist, so nennen wir A effektiv. Wenn A einen
Isomorphismus der p-dividierbaren Gruppen von B und B* induziert,
so heiBit A in p prinzipal. Es sei ¢ eine Primzahl, die verschieden von
den Restklassencharakteristiken von T ist. Es sei T.(B) = liin B, der

Tatemodul von B und V.(B)= T,(B)® Q der rationale Tatemodul.
Wenn T ein Q-Schema ist, so sei T(B)= H T.(B), V(B)=

¢ESpec Z

T(B)® Q. Wenn T ein Z,)-Schema ist, so sei T?(B)= [] T«B),
£#p

V»(B)=T"(B) ® Q. Eine Polarisierung A induziert auf dem
rationalen Tatemodul eine Riemannsche Form.

E*: V«(B) X V/(B)— Q1)

Es sei «: K-> End’B eine Einbettung und A eine Polarisierung auf
B,sodaB A cu(k) = «(k)*o A, wobei k € K und «(k)* die duale Abbildung
bezeichnet. Wir schreiben dafiir A € Homg(B, B*). Dann gilt fiir die
Riemannsche Form

E*(kx,y)= E*(x,ky), k€K, x,y€E V«B).
Wir definieren eine K @ Q,-Bilinearform

«E*: V(B) X Vi(B)—> K ® Q1)

durch die Gleichung Trk g o,0,kkE* (%, y) = E*(kx, y). Die Bilinearform
xE" ist alternierend und nichtausgeartet.
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Unter einer K-homogenen Polarisierung iiber einem zusammen-
hingenden Schema T verstehen wir ein Element aus
Homg(B, B*)/K*, das durch ein amples Linienbiindel induziert wird.
Eine K-homogene Polarisierung A definiert eine positive Involution
auf End%B. Es seien A, A\,EX zwei Polarisierungen. Nach dem
folgenden Lemma unterscheiden sich die Riemannschen Formen gxEM
und xE™ um eine total positive Konstante aus K.

1.4 LEMMA: Es sei K ein total reeller Zahlkérper und B ein abel-
sches Schema auf dem K operiert. Es seien A € HomX(B, B*) eine
Polarisierung und k € K. Dann ist kA genau dann eine Polarisierung
von B, wenn k total positiv ist.

BeEweEIs: Man kann sich auf den Fall eines algebraisch abgesch-
lossenen Grundkorpers beschrianken. In Charakteristik 0 folgt das
Lemma aus den Riemannschen Periodenrelationen.

Offenbar diirfen wir annehmen, daf8 A durch ein amples Linien-
biindel # und kA = A ou(k) durch ein Linienbiindel £ induziert wird.
Nach Mumford [17] (Beweis des Theorems aus §17) ist &£ genau dann
ample, wenn der Index von £ gleich 0 ist. Der Index von ¥ ist gleich
der Anzahl der positiven Wurzeln des Polynoms P(s) = x(M* ® &),
s € Z([17] 16). Nach dem Satz von Riemann-Roch folgt

P(s) = x"(M* @ £) = deg(Ae(s) + Au(k))
= deg A deg (s + k).

Da deg auf K eine Potenz der Norm induziert, hat P*(s) genau dann
keine positiven Wurzeln, wenn k total positiv ist. Q.E.D.

Wir definieren einen Funktor auf der Kategorie der C-Schemata.
Ein Punkt mit Werten in einem C-Schema T ist:

Mi
(a) ein abelsches Schema A iiber T bis auf Isogenie,
(b) ein Homomorphismus ¢ : D - End°A, so daB

Tr(«(d)/Lie A) = TrgTr'd, d € D,
(c) eine K-homogene Polarisierung A von A, so daB ¢ involutionstreu
ist, d.h. «(d) ist die Rosatiinvolution von «(d),

(d) eine C-Aquivalenzklasse von D ® A;-Molulisomorphismen

7:V(A)» V ® A; mod C,
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die die K ® A;-Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine
Konstante erhalten.

Mp- ¢ ist ein grobes Modulschema fiir diesen Funktor. In der Tat, es
sei (A, 1, A, ) ein C-wertiger Punkt des Funktors. Wir finden einen
D-linearen Isomorphismus a:Vy— H|(A, Q). Es sei n € . Dann ist
ne(a@A): VR A >V QA; die Rechtsmultiplikation mit einem
endlichen Idele x% € D*(A;). Es sei ha die Hodgestruktur auf
H|(A,R). Nach der Bemerkung hinter Lemma 1.3 finden wir ein
x= € D*(R), so daB ay'haar = x*hox*"'. Die Klasse von (x;, x-) in

Mp+c(C) = C= X C\D*(A)/D*(Q)

ist unabhingig von der Wahl von a und n. Umgekehrt bestimmt
(xf, x=) den Punkt (A, ¢, X, 7), da ¢ die Bilinearformen auf H (A, Q)
und Vg nach 1.2 respektiert.

BEMERKUNG: Priziser kann man (c) folgendermaBlen formulieren.
Es sei T zusammenhingend und t, € T(C). Dann ist 7 eine Klasse
von D ® A;-Modulisomorphismen #:V(A,)—>V ® A; mod C, die
invariant unter der Wirkung der Fundamentalgruppe (T, to) ist. D.h.
fir g € m(T, ty) und n € 7 gilt n o g = nc* fiir ein ¢ € C.

Es sei A eine abelsche Mannigfaltigkeit iiber C der Dimension 2n
auf der D operiert. Die Lemmata 1.2 und 1.3 zeigen, daB A eine
eindeutig bestimmte involutionstreue K-homogene Polarisierung
besitzt. Jeder D-Modulisomorphismus 7: V(A)—> V ® A erhélt nach
1.2 die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante.
SchlieBlich habBen wir bereits gesehen, daB die Spurbedingung unter (b)
erfiillt ist. Uber einem beliebigen Basisschema T, das kein Q-Schema
ist, ist die Spurbedingung im allgemeinen nicht erfiillt.

1.5 DEFINITION: Es sei B ein abelsches Schema iiber T und
t:0p - End B ein Homomorphismus, so da§

Tr(d | Lie B) = TroTr’d, d € Op.

Dann nennen wir (B, ¢) ein spezielles abelsches (s.a.) Op-Schema.

Es sei Cn CAuto(VQ® 7), N€z die Untergruppe aller
Automorphismen, die auf V ® Z/NZ trivial wirken. Wir betrachten
im weiteren nur offene kompakte Untergruppen C C D*(4A;), die den
folgenden Bedingungen geniigen.
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(1.6)
(a) C=C"C,, wobei C” C D*(A}) und C, = Glo,(V Q Z,).
(b) CC Cy fiir ein N = 3.

Es sei (A, t, A, 77) ein Punkt von M1. Dann ist n°'(V® 2)C V(A)
unabhingig von der Wahl von n €% und definiert ein abelsches
Schema B aus der Isogenieklasse A. Wir erhalten eine Klasse von
Op ® Z-Modulisomorphismen 7 : T(B)— V ® Z mod C. Man kann
aus 7°:T°(B)»V ® 2? mod C” rekonstruieren. In der Tat sind
T,(B) und V® Z, als torsionsfreie Op & Z,-Moduln vom Rang 1
isomorph. Da nach der Wahl von C, die Aquivalenzklasse Mp aus
samtlichen Op @ Z,-Modulisomorphismen besteht, folgt die Behaup-
tung.

Deshalb ist ein T-wertiger Punkt des Modulproblems M1 daselbe
wie:

M2
(a) ein s.a. Op-Schema (B, ) iiber T,
(b) eine involutionstreue K-homogene Polarisierung A von (B, 1),
(c) eine CP-Aquivalenzklasse von Op & ZP-Modulisomorphismen

7:T?(B)— V ® 2° mod C".

Dieser Funktor ist offenbar fiir ein beliebiges Z,-Schema T definiert.
Wir bezeichnen ihn mit /4 c.

1.7 SATZ: M besitzt ein grobes projektives Modulschema Mc iiber
Z,.

BEWEIS: Wir definieren ein feines Modulproblem (¢, das eine
endliche Galoisiiberlagerung von ¢ ist.

Mit Hilfe der Methoden von Mumford [16] folgt, daB wir ein feines
Modulproblem erhalten, wenn wir an Stelle von M2 b) die Existenz
einer effektiven involutionstreuen Polarisierung fordern.

Es sei (B, 1, A, 7}) € M(T). Wir withlen eine Polarisierung A € X. In
einem geometrischen Punkt t, von T, wihlen wir ein n € . Dann
existieren nach 1.2 Konstanten k, € K ® Z,(—1), so daB

(Il(nl(x)a TN(}’)) = k(’KE)‘(xv )’), X, y € T((Blo)’
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wobei n, die ¢-Komponente von n bezeichnet und B,, die Faser im
Punkt t,. Es sei

K*A-1)={tk€KQ@2"(-1)| k' -k =1 fiir ein k'€ K® 2°()}.

Wir  setzen  k =(k;)€ K*(A%(-1)). Die Restklasse «€&
Nm°C?\K*(A%(—1)) von k ist unabhingig von der Wahl von 1 € 7. In
der Tat, es sei 0’ = nc*, ¢ € CP. Dann gilt

U(n'(x), n'(y) = Trla 'q(y)c*cn(x)* = c*cP(n(x), n(y)).

Da die Klasse 7 invariant unter der Wirkung der Fundamentalgruppe
(T, ty) ist, erhalten wir, daB auch k invariant ist. Deshalb konnen
wir k als Schnitt der Garbe Nm°C?\K*(A%(—1)) iiber T auffassen.

Wir werden spiter beweisen (3.8), daB eine Polarisierung A € A
existiert, die in p prinzipal ist. Zwei solche Polarisierungen un-
terscheiden sich nach 1.4 durch ein total positives Element k' € K*
mit ord,k’ = 0. Wir schreiben dafiir k' € U,(K,). Es gilt

k/KEA — KEk’A.

Die Klasse & € Nm°C"\K*(A%(—1))/U,(K.) hiingt folglich nur von
dem Punkt (B, ¢, X, ) ab.

Wir bemerken, daB Nm’C?\K*(A}(—1))/U,(K,) als Gal(Q}'/Q,)—
Modul isomoph zu Nm°C\K*(A;)/K* ist, wobei der Frobenius wie
das Idele (1,...,p,...,1) wirkt, das an allen von p verschiedenen
Stellen 1 ist und an der Stelle p gleich p.

Uber einer geeigneten endlichen unverzweigten Erweiterung R von
Z, finden wir Schnitte «i,..., ks € Nm°C?\K*(A?(—1)), die ein
Reprisentantensystem der endlichen Menge Nm°CP\K*(A%(—1))/
U,(K,) bilden.

Ein Punkt des Funktors {c iiber einem R-Schema T ist:

M3
(a) ein s.a. Op-Schema (B, ) iiber T,
(b) eine involutionstreue Polarisierung A von B, die in p prinzipal ist.
(c) eine Klasse von Op ® Z2°-Modulisomorphismen

7:T°(B)— V ® 2" mod C?,
so daB k(B,t,A,n) =« fiireini=1,..., h)

Wenn wir die k; so wihlen, dal sie Repridsentanten ganzer Idéle
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sind, so ist A eine effektive Polarisierung, deren Grad sich aus k;
berechnet. Deshalb ist /(¢ nach Mumford durch ein quasiprojektives
Schema [ iiber R darstellbar.

Die Gruppe K*NNm’C operiert durch Abinderung der
Polarisierung auf (. Der Quotient unter dieser Wirkung ist /(c. Wir
zeigen, daB K*NNmC iiber den endlichen Quotienten K*N
Nm’C/(K* N C*)? operiert. Es seien (B, 1, A, 1) ein Punkt von Mc und
{E(K*NC** Dann definieren (B,t,A,7) und (B, ¢\, 7) den
gleichen Punkt von J_Zt_c. Denn es sei ¢ = ¢}, {; € K*N C*. Dann gilt
L)AL = MEDu@) =A(Q) und 7 =7L. Die Multiplikation
1({1): B —> B liefert den gewiinschten Isomorphismus. Der Quotient
von Jc nach der Wirkung der endlichen Gruppe K*N
Nm°C/(K* N C*)? ist ein grobes Modulschema (. Die Projektivitit
erhilt man aus dem folgenden:

1.8 LEMMA: Es sei B ein abelsches Op-Schema der Dimension 2n
iiber einem diskret bewerteten Korper F. Dann hat B potentiell gute
Reduktion.

Bewers: Es sei B das Néronmodell von B iiber dem Ring der
ganzen Elemente Op. Wir diirfen annehmen, daB B semistabile
Reduktion hat. Die Zusammenhangskomponente der 1 der speziellen
Faser BY ist dann eine Extension einer abelschen Mannigfaltigkeit mit
einem Torus S, dim S =2n. Da es keine nichttrivialen Homomor-
phismen zwischen einer abelschen Mannigfaltigkeit und einem Torus
gibt, operiert Op auf S und auf der Gruppe der rationalen Charaktere
von S. Da es keine Darstellung von D in einem Q-Vektorraum der
Dimension kleiner als 4n gibt, folgt dim S = 0. Q.E.D.

Es sei MP = meé Mc, wobei € das System aller offenen kompakten
€

Untergruppen von D*(A,) ist, die den Bedingungen 1.6 geniigen. Auf
dem Proschema #” @ C operiert die Gruppe D*(A;) von links. Es
seien C' € € und g € D*(A;). Wir wihlen C € ¢, so daB g"'Cg C C'.
Wenn wir mit dem Modulproblem M1 arbeiten, sieht die Operation
von g wie folgt aus:

1.9 g : Mc(C) —> McAC).
(A, A, ) (A, 1, A, 7g*)

Wir wollen zeigen, daB sich diese Operation auf das Proschema .#°
fortsetzen 1aBt. Dafiir formulieren wir das Modulproblem M2 fol-
gendermafen:
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M4

(a) ein s.a. Op-Schema (A, ) bis auf zu p prime Isogenie,

(b) eine K-homogene involutionstreue Polarisierung A,

(c) eine  Aquivalenzklasse von D ® A%-Modulisomorphismen
7: V?(A)> V ® A? mod C”.

Die Wirkung eines g € D*(A%) auf einen Punkt des Modulproblems
M4 definieren wir wie unter 1.9. Es sei g € D*(A)), g = g%g,, 8" €
D*(A%), g, € D*(Q,). Wenn g, € C), so lassen wir g wie g’ auf 4"
wirken. Auf #?(C) stimmt diese Operation offenbar mit 1.9 iiberein.

Wir betrachten ein d € D, so daB dd € K und dOpd~' = Op. Dann ist
intd ein involutionstreuer Automorphismus von Op. Es sei X =
(A, i, A, 7)) ein Punkt von M4. Wir definieren

X4 =(A% 4 X% 79 = (A, veint d, X, int d'7).

Dadurch erhalten wir einen Morphismus Mc— My-1cq« Wenn X €
Mc(C), so haben wir andererseits die Wirkung des adelischen Punktes
d € D*¥(Q) C D*(Ap), X — dX.

1.10 LEMMA: Fiir einen Punkt X € M*°(C) gilt X = d*X.

Bewers: Es sei (A, t, A, 1) der Punkt des Modulproblems M1, der
X entspricht. Die Isogenie «(d): A— A definiert einen Isomorphismus
der Punkte (A, i, A, 7) und (A, eint d, X\, d'#d). Deshalb gilt d*X =
(A,veintd, A,int d"'7). Die Behauptung folgt, da 77 (V®Z,) =
(int d7'9) (VR Z,).

Jedes g € D*(Af) besitzt eine Zerlegung g = g'a’, wobei r € Z und
8y € C,. Nach Definition normalisiert a die Ordnung Op = Og[a] und
es gilt ad = 6 € K. Wir definieren die Wirkung von g auf einen Punkt
X von M4 durch gX = g'X"“.

1.11‘; KoroLLAR: Die Wirkung von D*(A;) auf M" @ C ldBt sich
auf MP fortsetzen.

§2. Formale Op-Moduln

Um uns Indexe zu ersparen, modifizieren wir in diesem Para-
graphen die Bezeichnungen. Es sei K eine unverzweigte Erweiterung
von Q, vom Grad n. Es sei D eine Quaternionenalgebra iiber K mit
der Invariante 3 und E eine unverzweigte, quadratische Erweiterung
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von K, die in D enthalten ist. Die Ringe der ganzen Elemente
bezeichnen wir mit Ok, Or und Op. Es sei o der Frobenius von E/Q,.
Der nichttriviale Automorphismus von E/K ist 1 =¢". Es sei II ein
Primelement von Op, so daB IT> = p, Ile = ¢'II fiir e € E.

Ein formaler Op-Modul ist eine formale Gruppe X iiber einem
Z,-Schema T zusammen mit einem Algebrahomomorphismus

1:0p— End X.
Wir interessieren uns fiir formale Op-Moduln mit einer vorgesch-

riebenen Aktion von Op auf Lie X. Dazu betrachten wir Funktionen
t:Z2[2nZ -{-1,0, 1} mit folgenden Eigenschaften

0)) ti)+t(i+n)=0, iEZ2nZ
2 k':iil t(k)| < 1.

2.1 DerFINITION: Ein formaler Op-Modul vom Typ t ist ein for-
maler Op-Modul iiber einem Og-Schema T, so daB fiir e € E

2.1.1) Tro,(v(e) | Lie X) = Trgq,e + > ti)oi(e).
i€Z[2nZ
Wenn t =0, so nennen wir X einen speziellen formalen (s.f.) Op-
Modul.
Fiir t# 0 gilt |24, t(k)| = 1. Das folgt aus der Gleichung

i+n—1 i+n

2.1.2) kz_ t(k) =2t(i)+ kZ ‘ t(k).

Einen guten Uberblick iiber die formalen Op-Moduln vom Typ t
erhilt man mit Hilfe der Cartiertheorie.

Es sei T =SpecR. Cart R bezeichne den Cartierring der Z,-
Algebra R.

CartR = {mZzo V'[xs]F* | X.s € R, x,; = O bei festem r fur}
fast alle s

Die Z,-Algebrastruktur auf Cart R ist durch Funktorialitit und die
folgenden Relationen eindeutig bestimmt.

1=[1], FV =p, F[x]=[x"]F, [x]V = V[x?], [x][y] = [xy], wo x, y ER
[x1+[y]l=[x+y]+2,2 V'[z]F’, fiir gewisse Elemente z, € R.
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Die Elemente der Form X V'[x,]F" bilden den Teilring der Witt-
vektoren W(R) C Cart R.

Es sei R ein Ring der Charakteristik p, d.h. pR =0. Dann gilt
VF = FV = p. Die Erhebung in die p-te Potenz R— R induziert
wegen der Funktorialitit einen Homomorphismus Cart R — Cart R,
den wir mit u — u" bezeichnen. Wenn

u=2 V'ix,IF? so gilt u" = V'[xt]F°.

Ein Cart R-Modul M heiit reduziert, wenn V injektiv auf M
operiert, M/VM ein projektiver, endlich erzeugter R-Modul ist und
wenn lim M/V'M = M. Die Kategorie der formalen Gruppen iiber R

ist éiqulivalent zur Kategorie der reduzierten Cartiermoduln. Den
Tangentialraum der entsprechenden formalen Gruppe kann man dabei
mit M/VM identifizieren.

Es sei M/VM ein freier R-Modul. Wir nennen ;.. ., y; € M eine
V-Basis, wenn ihre Restklassen mod VM eine Basis des R-Moduls
M/VM bilden. Jedes Element des reduzierten Moduls M hat eine
eindeutige Darstellung

y =2 Vxlys

2.2 SATZ: Es sei R eine Og-Algebra. Dann ist die Kategorie der
formalen Op-Moduln vom Typ t iiber R dquivalent zur Kategorie der
Z/[2nZ-graduierten, reduzierten Cartiermoduln M = @ M; mit fol-
genden Eigenschaften: i€2linz
(1) V, F und [x], x € R operieren auf M als homogene Abbildungen
vom Grad 1,-1,0.

(2) Es existiert ein homogener Endomorphismus I1 vom Grad n des
Moduls M, so daB3 IT* = p.

(3) rgeMi/VM,_,=1+1t(i), i €Z/2nZ.

BEwEIs: Es sei X ein formaler Op-Modul vom Typ t iiber R und
M sein Cartiermodul. Die Operation von Op auf X induziert einen
Homomorphismus ¢:0p—Endc.xgM. Es fiihrt' nicht zu Ver-
wechslungen, wenn wir den Endomorphismus «(IT): M - M einfach
mit IT bezeichnen.

Es gibt einen kanonischen Homomorphismus Og-> Cart R. In der
Tat, da Og aus Z, durch Adjunktion der (p** — 1)-ten Einheitswurzeln
{ entsteht, geniigt es deren Bild anzugeben. Man nimmt [{] € Cart R.
Wir erhalten eine Operation von Og auf M, die wir mit em, e € Ok,
m € M bezeichnen. Andererseits operiert Og iiber ¢« auf M. Deshalb
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erhalten wir eine Zerlegung

M= @ M,M={meM|ie)m=e""m,e€E Og).

i€Z2nz
Wir zeigen, daB deg IT = n. Es sei m € M;. Dann gilt
L(e)Hm = HL(e‘l'*')m = H"(ea‘")m — Heﬂ.—n—im — ea,n,inm.

Folglich gilt IIm € M,.,. Vollig analog zeigt man deg V =1, deg
F =—1, deg [x] =0 fiir x € R. DaB rggM;/VM;_; = 1+ t(i) dquivalent
mit 2.1.1 ist, sicht man unmittelbar. Damit ist der Satz bewiesen.

2.3 BEMERKUNG: Es sei X ein formaler Op-Modul vom Typ t# 0
iiber einer Og-Algebra R. Dann gilt pR =0. Um das einzusehen,
betrachten wir einen Index i, so daB t(i) = 1. Die Multiplikation mit p:
M,/VM,_, - M;/VM,_, faktorisiert sich

M/VM,_,— M;.,/VMi_jsn —> Mi/VM,_,.
Da M;,,/VM,_,,, =0, erhalten wir pR =0.
Wir zeigen jetzt, wie man formale Op-Moduln vom Typ t mit Hilfe

der Cartiertheorie konstruieren kann.
E* sei der folgende Teilring von Cart R

E*= {2 VX JF* | x,s € R}.

r=s

Der Ring E* enthilt die zweiseitigen Ideale

E;={ > V'[x,]F* Ix,_SER},mEZ.

r=zs+m
Den folgenden Satz findet man bei Lazard [12] Chapt. V3.

2.4 LOKALER STRUKTURSATZ: Es sei L der freie Cart R-Modul
mit der Basis vy, .. ., ys. Gegeben seien Relationen der Form

d
2.4.1) pi = Fyi - Z. cijyp Cij EET.
=

Dann ist M = L/Z Cart R - p; ein reduzierter Cartiermodul und die
Restklassen der y; in M eine V-Basis.
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Wir sagen, daB die Gleichungen Fy; =X c¢;y; einen reduzierten
Cartiermodul M mit der V-Basis vy; definieren. Anstelle von 2.4.1
kann man auch Relationen der folgenden Art betrachten

(2.4.2) pyi = [plvi+ 2 ¢y €ij EET.

Dann existiert ein eindeutig bestimmter reduzierter Cartiermodul M
mit der V-Basis v;, in dem die Relationen 2.4.2 erfiillt sind. In der Tat
ist p — [p] = VeF, wobei € eine Einheit im Wittring W (R) ist. Da V auf
einem reduzierten Cartiermodul injektiv operiert, sind die Relationen
2.4.2 dquivalent mit

Fyi=e'V' Y cijy;

Offenbar liegen die Elemente e".V_'c.;,‘ in dem Ring E*.

Es sei X ein formaler Op-Modul vom Typ t iiber einer Og-Algebra
R. Wir setzen voraus, daB die M;/ VM,_, freie R-Moduln sind. Es seien
v € M, 1=j=1+t(j), Elemente, deren deren Restklassen modulo
VM;_, eine Basis des R-Moduls M;/VM,_, bilden. Wir nennen die
Elemente y{’ eine homogene V-Basis von M. Wenn X ein s.f.
Op-Modul ist, so setzen wir zur Abkiirzung y{’ = v,

2.5 Sarz:
(a) Gegeben seien Relationen der Form

2.5.1) Ily; = [ailyisn + 2 V™ CiYi-mns | € Z[202,
m=1

so daB c,; € W(R) a; €R, a;a;+n = P.

Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter s.f.
Op-Modul X mit einer homogenen V-Basis vy; seines Cartiermoduls
M, so daB in M die Relationen 2.5.1 erfiillt sind. Ist umgekehrt X ein
s.f. Op-Modul und v, ..., y:, eine homogene V-Basis seines Cartier-
moduls, so sind Relationen der Form 2.5.1 erfiillt.

(b) Es seit# 0 und R eine Og-Algebra der Charakteristik p. Gegeben
seien Relationen der Form

252 IyP=[aPly+ 3 V" Onin, i €2/2nZ,
&m=1
Wobei 1<j<1+t(3i), 1=é¢=<1+t(i—m+n), a?€ER, ¢ e W(R),
a® ist eine Einheit, wenn t(i)=0 und 2", t(k)=—1, a? =0, wenn
t(i) # 0 oder =i, t(k) = 1.
Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter formaler
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Op-Modul vom Typ t und eine homogene V-basis seines Cartier-
moduls vy, so daB die Relationen 2.5.2 erfiillt sind.

BEwEIS: Berechnet man py; = IT*y; mit Hilfe von 2.5.1 bzw. 2.5.2,
so erhilt man Relationen der Form

(2.5.3) pyi—[ply EETYY +- - -+ ETyR.,.

Nach dem lokalen Struktursatz finden wir einen reduzierten Cartier-
modul M mit einer V-Basis vy, so daB die Relationen 2.5.3 erfiilt
sind. Es sei

M, = { 3 Vvl | xns € W(R)}, iez/2nz.

Jjm=

Wenn wir deg V =1, deg ¥/’ =i und deg x =0 fiir x € W(R) setzen,
so sind die Relationen 2.5.3 homogen. Deshalb sind die M; eine
Graduierung von M. Wir definieren den Operator II mit Hilfe von
2.5.1 bzw. 2.5.2. Die Existenz von X folgt dann aus 2.2. Die Umkeh-
rung von (a) ist offensichtlich. Wir werden spiter eine Umkehrung von
(b) beweisen.

Wir betrachten jetzt den Fall, wo R = L ein perfekter Korper der
Charakteristik p ist. Es sei X eine formale Gruppe der Hohe h iiber
L. Thr Cartiermodul M ist dann ein freier W(L)-Modul vom Rang h.

Es sei ¥ der Quotientenkorper von W(L). Fiir zwei Gitter G, und
G, in einem ¥ -Vektorraum definieren wir

[Gl . Gz] = Léingew(L,GllGl N Gz — Léingew(,_)GzlGl N Gz.

2.6 SaTz: Es sei X ein formaler Op-Modul vom Typ t und der Héhe
h iiber L. Dann ist h ein Vielfaches von 4n. Der Cartiermodul M
eines formalen Op-Moduls der Hohe 4nhy vom Typ t ldBt sich fol-
gendermaBen charakterisieren. Es existiert eine Zerlegung M =
ieg%nz M; mit den Eigenschaften von 2.2, so daB3

(i) M; sind freie W(L)-Moduln vom Rang 2h,,
(“) pM+n C HM: C M+n9

[Min : IIMi]=ho + il t(k).

k=i+1

Beweis: Da VM, in M;,, einen endlichen Index hat, ist rgw,M; =r
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unabhéingig von i. Es gilt:

[Miv: IIM; 1] = [Mivy: VM) + [VM; - TITVM; ]
— My : IIVM; ] = [M; : 1IM; ]
+t(i+1D)—-t(i+1—n)=[M;:1IM,_,]
+2t(i + 1),

My [IM;] = [M;: 1IM; ] +2 3 1(k),

k=i+l1

[Miyn : IIMi] + [M;: IIM,_, ] = [Misn, : pMis, ] = 1.

Wir erhalten: 2[ M., : IIM;]1 = r + 2 ;5 t(k).
Also muB r gerade sein und wir konnen schreiben

My, IIM] = ho+ > (k).

k=i+1

Der Satz ist damit bewiesen.
Wir betrachten im folgenden nur noch formale Op-Moduln vom
Typ t und der minimalen Hohe 4n. Dann gilt fiir einen s.f. Op-Modul

(2.6.1) My, IIM] =1

und fiir einen formalen Op-Modul vom Typ t# 0

(2.6.2) M., = IIM, wenn D>, t(k)=—1,
k=i+1
pM;., = IIM;, wenn 2 t(k)=1.

k=i+1

Wir konnen jetzt die partielle Umkehrung von 2.5 (b) beweisen.

2.7 KoroLLAR: Es sei X ein formaler Op-Modul der Hohe 4n und
vom Typ t+# 0 iiber einer Og-Algebra R der Charakteristik p. Es sei y{
eine homogene V-Basis seines Cartiermoduls M. Dann erfiillen die v
Relationen der Form 2.5.2.

Bewels: Wenn t(i) =1, so gilt M;,, = VM,,,_, und wir finden cine
Relation der gewiinschten Form. Wir betrachten den Fall t(i)=0.
Dann ist a{" eine Einheit, wenn 2§, t(k) = —1. In der Tat geniigt es
zu beweisen, daB a!" in keinem geometrischen Punkt R - L versch-
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windet. Das folgt aus 2.6.2. Wegen IT*=0 erhalten wir schlieBlich
al,=0.

Mit Hilfe des Bruhat-Titsgebdudes von PGIl,(¥) kann man den Satz
2.6 in einer besonders handlichen Weise formulieren. Wir wéhlen
dazu eine W(L)-lineare Einbettung ¢o: My—>*?. Es wird nicht zu
Verwechslungen filihren, wenn wir den Frobenius automorphismus
von W(L) ebenfalls mit o bezeichnen, da wir im Beweis von 2.2 eine
kanonische Einbettung Oz —» W(L) definiert haben. Wir finden ein-
deutig bestimmte o'-lineare Einbettungen ¢;: M, > X% i €Z, so daB
folgendes Diagramm kommutativ ist.

~-——Mz..~1—V+Mo—V—>M|—+~-~——+Mz,.-1—v—>Mo———>---
l¢—| l% l'Pl l‘Panl lﬁPZn
o= —=—= Y —H e == H? — Yl ..

Die Abbildung II:M,— M, induziert eine o"-lineare Abbildung
U: K> K2, Ux=J"'x"", x €X?, J € My(¥). Wir bezeichnen mit A;
das Bild der Abbildung ¢; und mit g; die Klasse des Gitters A; im
Bruhat-Titsgebidude von PGIly(¥) (siehe [21]).

SATz2.7: Es sei X ein formaler Op-Modul vom Typ t und der Hohe 4n
iiber L. Es sei M der Cartiermodul von X und ¢o:My— *? eine
W(L)-lineare Einbettung. Dann geniigen U :%>— %2 und {a;}icz den
folgenden Bedingungen:

(i) orddetU =orddetJ '=1-n,
(i) d(ai, ai-y) = 1—|t(i)|, (d ist der Abstand im Gebdude)
(iii) Ua; = aj+n, wenn t#0,

d(Ua;, aisn) =1 und U?a; = ;420 wenn t = 0.
Umgekehrt wird jedes Paar U, {a:}icz, das den Bedingungen (i)—(iii)
geniigt durch einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten formalen
Op-Modul X vom Typ t und der Héhe 4n und eine bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmte Einbettung ¢o: My— 9?* induziert. Bei vorgegebenem
U definieren zwei Diagramme {a;}icz und {b;};c; genau dann isomorphe
formale Op-Moduln, wenn eine Matrix A € Gly(¥X) existiert, so daB
JA = A°"J und Aqg; = b;.

Beweis: Die Bedingungen (i)-(iii) folgen direkt aus 2.6. Es seien
ungekehrt U und a; gegeben. Wir wihlen Gitter A; aus den Klassen
a;, so daB pA; C Ai_ C A, [Ai:Ai]=1+1t(i)). Wir bezeichnen mit
Aj,) das Gitter, das durch Restriktion der Skalare beziiglich
o:W(L)—> W(L) aus A; entsteht. Es sei M; = A;;hund N; = M; ® X.
Wir identifizieren N; und Ni;,, mit Hilfe des W (L)-linearen Isomor-
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phismus U?/p : N; - Ni.2,. Dann erhalten wir einen Z/2nZ-graduierten
¥-Modul N = & N. Der Operator U induziert eine W(L)-lineare

i€Z2nZ
Abbildung IT: N >N vom Grad n, so daB IT>=p. Die Einbettung
A;_, C A, induziert eine ¢ !-lineare Abbildung V :N;_; > N, so daB
pM,~ C VM,'-] C M,', [M, . VM,'fl] =1+ t(l)
Der Satz folgt, wenn wir zeigen: M; = M;,,, IIM; C M,,,. Es gilt:

[Mis, : IIM;] = [Mi1n : V'M;] + [V™M; JIMi}=[Ain 1 Al +[Ai: UA]

= Sf (1+t(k))+(1—n)=l-l—kHE’I t(k)=0,
k=i+1 =i+l

da ord det U = 1— n. Wir erhalten IIM; C M;,,, da der Abstand der
Gitter IIM; und M., hichstens 1 ist. Es gilt weiter
i+2n
[Mis2,: pMi] = [Mis2n : M1 ] + [IIMs : pM;] = 2+ k—Ei:H t(k) =2.
Da wegen U’a; = a;,2, die Gitter M; und M,,,, dhnlich sind, erhalten
wir M; = M;,,,. Die letzte Behauptung des Satzes ist klar.

Wir werden die formalen Op-Moduln vom Typ t iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper L klassifizieren. Dazu erinnern
wir uns an die Resultate von Dieudonné (siehe [5]).

Es sei W ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber ¥ und
T:W — W eine o™-lineare Abbildung, wobei m € Z, m# 0. Wir nen-
nen (W, T) einen o™-Raum. Einen o¢™-Raum kann man auch als
Modul iiber dem nichtkommutativen Polynomring ¥,~[T] auffassen,
in dem gilt Tk =k°"T fiir k € %. Wenn in W ein W(L)-Gitter exis-
tiert, das .durch T in sich abgebildet wird, so nennen wir (W, T) einen
effektiven o™-Raum.

Satz (Dieudonné): Es sei (W, T) ein effektiver ™-Raum iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Koérper L. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Zerlegung

w =®7{0"‘[T]/Tr _pS"r>0’ Si 20,(",’, sl'): 1.

Man nennt X r; die Hohe, = s; die Dimension und s;/r; die Anstiege
von W. Es sei

Alshzs"'s)\h,hzz 4

die Sequenz der Anstiege von W. Jeder Anstieg A wird dabei so oft
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aufgefiirt, wie die Hohe der isotypischen Komponente mit dem Ans-
tieg A ist (Multiplizitit). Aus der Sequenz der Anstiege erhélt man das
Newtonpolygon von W.

2.8 SATZ: Es sei X ein formaler Op-Modul vom Typ t und der Hohe
4n iiber einem perfekten Korper L. Der Cartiermodul von X sei
M= @ M. Dann ist (My® ww, X, V'II™") ein effektiver o™ "-Raum

i€Z2nz
der Hohe 2 und der Dimension n — 1, der den formalen Op-Modul X
bis auf Isogenie bestimmt.

Bewels: Man weil, daB der Cartiermodul M Q # die formale
Gruppe X bis auf Isogenie bestimmt. Die Kenntnis des formalen
Op-Moduls X bis auf Isogenie ist deshalb 4quivalent mit der Kenntnis
der Vektorrdume M; ® ¥ und der Operatoren IT und V. Identifizieren
wir Mi @ ¥ und (M, ® ¥);»y mit Hilfe von V', i=0,...,2n—1, so
sehen wir, daB die Kenntnis von M, und des Operators V"IT"'
ausreichend ist. Die Effektivitit folgt, wenn wir einen Index i finden,
so daBB V"M, C IIM;. Wenn t# 0, so existiert ein i mit ITM; = M;,, und
die Behauptung ist klar. Fiir den Fall t =0 fithren wir folgenden
Begriff ein, der im weiteren wesentlich sein wird.

2.9 DerINITION: Es sei X ein s.f. Op-Modul iiber einem Ring R
der Charakteristik p und M = @ M; sein Cartiermodul. Ein Index i €
Z[2nZ heiBt kritisch, wenn die Abbildung IT:M/VM, -
M,/ VM, ..., gleich Null ist.

Die Menge der kritischen Indexe von X bezeichnen wir mit S(X).
Wenn R ein Integrititsbereich ist, so folgt aus IT> =0 auf M/ VM, daB i
oder i +n in S(X) liegt. Eine Teilmenge S C Z/2nZ, so daB i oder
i+n €S fir alle i € Z/2nZ nennen wir zulissig.

Wir beenden jetzt den Beweis von 2.8. Es sei i ein kritischer Index
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von X. Dann gilt IIM; C VM,_,,, und da beide Gitter nach 2.6.1 in
M,,, den Index 1 haben, sogar IIM; = VM,_,,,. Daraus folgt V"M, C
VM,_.n, = IIM;, was wir zeigen wollten.

In der Ausdrucksweise von 2.7 bestimmt die Matrix J den formalen
Op-Modul vom Typ t bis auf Isogenie. Nach dem Satz von Dieu-
donné sind iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper L der
Charakteristik p fir J die folgenden Normalformen mdglich:

S
J=(0p p(zz),OSs.SSZ,sﬁsz:n—l,

0 1\ ..
J= (p,,A, 0),fur n gerade.

Den Isogenietyp geben wir im folgenden durch die Normalform von
J an.

Wir berechnen den Endomorphismenring End}X = Endo, X ® Q,
der zu dem Isogenietyp J gehort. Dazu betrachten wir den o™"-Raum

W =¥#,-+[T]/T"—p°,r>0,s=0,(r,s) = 1.

Ein Endomorphismus von (W, T) ist offenbar durch das Bild der 1
bestimmt. Wir erhalten einen Isomorphismus

End(W, T) — W(F,»)[1/pl~[TT".

In der Tat geniigt das Bild x € W der 1 der Gleichung T'x = p°x. Es
sei x ==a;T" und p = o™ Dann gilt

Tx=Zal'T"=p* T al'T'=p* T aT"

Folglich erhalten wir a; € W(F,~)[1/p]. Es sei ¢ der Endomor-
phismus mit ¢(1) = T. Wir finden natiirliche Zahlen s und m, so daB
ss'—rm = 1. Es sei I1 = ¢*/p™. Dann gilt

ﬁr - (Prs’/prm — psS'/p"” =p, ﬁa = aP"ﬁ, ac W(Fpm),

Also ist End (W, T) die Divisionsalgebra iiber W(F,+)[1/p] mit der
Invariante —s'/r.

Wir erhalten End3X fiir einen formalen Op-Modul vom Typ ¢t iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper L der Charakteristik p:



42 T. Zink [28]

51

(2.10) End}X =K xK,wennJ = (I()) 252), §1# S2,

End$X = Gl,(K), wenn J = (’(’) ,(,)s)

End3X = D,wenn J = (g,,_, (1)), n gerade.

Unter den Anstiegen von X versteht man die Anstiege des o'~

Raumes (M ® X, V). Sie berechnen sich wie folgt:

2.11 Satz: Es seien ;= s/r; die Anstiege von (MyQ ¥, IT7'V"),
wobei der Bruch so geschrieben sei, daB r; die Multiplizitit von A; ist.
Dann sind \|= (r; + 2s;)[2nr; die Anstiege von X und 2nr; ihre Multi-
plizititen.

BeEwers: Es sei No=H,«[TYT —p S M@ ¥*,II"'V") ein
2n—-1
direkter Summand. Dann ist 6_90 Nooy=N ein o '-Unterraum von
(M ® H, V), wobei die Operation von V auf N folgendermaBen
gegeben ist:

p(IT-1vn)2
No Noio) s Ny —> No.

Wir erhalten V?*"'T =p"iT¥* =p'*®, Daraus folgt unmitelbar die
Behauptung.

Wir zeigen im folgenden, wie man s.f. Op-Moduln aus formalen
Op-Moduln vom Typ t# 0 konstruieren kann. Der Funktion t ordnen
wir eine zuldssige Teilmenge S, C Z/2nZ zu.

S = {i ez2nz ||ti)| =1 oder 2 t(k) = 1}.
i 1

=i—-n+
Die Teilmengen S; lassen sich folgendermaBBen charakterisieren.

2.12 DEerFINITION: Es sei S C Z/2nZ eine zuldssige Teilmenge und
S=SNS+n Wir nennen S gesittigt, wenn folgende Eigenschaft
erfiillt ist. Fiir beliebige i,j € 2/2nZ\S gilt:
ieSojeS, wenn card [i, j1N S gerade
iES&jES, wenn card [i, j1N S ungerade.

Dabei bezeichnet [i,j] das Intervall {i,i+1,...,j} und S+n=
{i+n | i € S}. Wir erhalten ein gutes Bild einer gesittigten Menge S,
wenn wir Z/2nZ mit den 2n-ten Einheitswurzeln auf dem Einheits-
kreis identifizieren.
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-1 +1

ungerade gerade

S\S>

+1

ungerade
gerade

-1 +1
Die dick gezeichneten Intervalle liegen in S und ‘“gerade” bzw.
‘“ungerade’ bezieht sich auf die Anzahl der Elemente in den ent-
sprechenden Intervallen. S entspricht einer Funktion t. Die Menge
der Punkte, wo t den Absolutbetrag 1 hat, ist S. An zwei benach-
barten Punkten aus S hat t unterschiedliches Vorzeichen. Die Zahlen
in der Abbildung sind die Werte von t in den entsprechenden
Punkten.

Wir bemerken, daB fiir eine gesittigte Menge S# Z/2nZ die Zahl
scard S = card[i,i + n] N S ungerade ist.

2.13 Satz: Es sei t#0. Dann ist S, eine gesdttigte Menge.
Umgekehrt sei S eine gesiittigte Menge, so daB S# Z[2nZ fiir gerades
n. Dann ist S = S,, und t ist eindeutig bestimmt, wenn S# Z[2nZ.

BEwEIs: Es seien i, j € Z[2nZ. Dann gilt

2.13.1) S k= S tk+2 S (k).
k=j—n+1 k=i—-n+1 k=i+1

Deshalb muB fiir zwei in S, benachbarte Indexe k; und k;, gelten, daB

t(k)) + t(ky) = 0. Wir erhalten

(2.13.2) 2 t(k)l _ {0, wenn card[i + 1, j]1N S, gerade
k=i+1

1, wenn card[i + 1, j1N S, ungerade.

Aus den beiden Formeln folgt unmittelbar, daB S, gesattigt ist.
Umgekehrt sei S# Z/2nZ eine gesittigte Menge. Es gibt einen
Index i+1€S, so daB i+2€ S\S." Wir setzen t(i+1)=1 und
definieren t(j) rekursiv mit Hilfe von 2.13.2. Dann gilt S, = S. Der Fall
S =2/2nZ ist trivial.
Es sei Y ein s.f. Op-Modul iiber einem perfekten Korper L der
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Charakteristik p, so daB S(Y)D S, fiir ein t# 0. Der Cartiermodul
von Y sei M= @ M. Wir definieren

i€Z[2n7

M, wenn Y, t(k)=1, d.h. wenni € S,\S, oder t(i) =1
k=i-n+1
M=

VM;_,, wenn 2 t(k) =—1, d.h. wenn iZ S; oder t(i)= -1

k=i—-n+1

Wir verifizieren, daB M'= @ M/ der Cartiermodul eines formalen
i€EZ[2nZ

Op-Moduls X vom Typ t ist.

Es sei i € S,\S.. Dann gilt M= M; und M!_, = M;_,. Wir erhalten rg
Mi/VMi  =1=1+1t(). Wenn iZ S,, so folgt das gleiche Resultat, da
Mi;=VM;, ,und M} = VM, ,. Wenn t(i)=1so gilt M;=M;, M., =
VM;,undi—1+n €S, Da S, C S(Y), gilt pM; = II’M; = [IVM;,,_, =
VM, ,. Wir erhalten: pM|=VM/,,, rg M|/VM| ,=2=1+t(i).
SchlieBlich gilt fiir t(i) =—1, daB M= VM;_,, i-1=M;_; und rg
M!/VMi_ ,=0. Es bleibt noch zu verifizieren, daB IITM;C M,,. Es sei
i# S, oder t(i) = —1. Dann gilt [IM;=IIVM; , = I[I’M;,, = pM|,,. Der
Fall i € S,\S, oder t(i) = 1 ist analog.

Wir haben damit fiir jeden s.f. Op-Modul Y mit S(Y)D S, einen
formalen Op-Modul X vom Typ t konstruiert und eine Isogenie ay:
X - Y formaler Op-Moduln.

2.14 Satz: Es sei |t| #0, 1. Die Zuordnung Y > X ist eine Bijektion
zwischen den Isomorphieklassen s.f. Op-Moduln Y mit S(Y)D S, und
den Isomorphieklassen formaler Op-Moduln X vom Typ t.

Bewers: Es seien a;, i € Z ein Diagramm von Punkten im Bruhat-
Titsgebdude und U ein Operator, die Y im Sinne von 2.7 ent-
sprechen. Fiir das gleiche U entspricht X dem Diagramm a}:

al = {a.», wenn i € S,\S, oder t(i) =1
" lai-i, wenn i€ S, oder t(i) = —1.

Wir bezeichnen mit k(i) den ersten auf i folgenden Index, so daB
d(ai, aj) =1. Da S;# Z[2nZ, existiert k(i). Man erhilt umgekehrt a;
aus den a!.

_[ai, wemn i€ S\S; oder t(i)=1
(2.14.) ai {a;((,-,, wenn iZ S, oder t(i) = —1
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Um das einzusehen bemerken wir, daB a;, = a;, wenn j,j+n—1€
S.. In der Tat: aji2, = Ua; = Ugjsn-1 = Gji2n-2-

Es sei i€ S, Wenn i +1&S,, so ist k(i) =i+ 1. Dann gilt ai;=
alv1=a. Wenn i +1€ S, so gilt t(i + 1) = 1. Wir betrachten zunichst
den Fall[i +1,i+2m]C S, i +2m + 1 £ S,. Dann gilt nach der obigen
Bemerkung

p— J— _ — _ [ o ! — !
i = Air1 = Qi3 = = Qigm1 = A1 = Aj = Qiv2 " = Gisom,

a; = Qiv2 = Qisg = * * * = Givam = Aisame+1-

Der Index k(i) ist folglich i +2m + 1. Wir erhalten a; = aliym+1 = Ak,
Wenn [i +1,i+2m —1]C S, und i +2m € S,\S,, so gilt

A= A1 = Qis3* = Qi1 = A= A1 = Qi " *

— — — - _ _
= Aivam-1, @i = Qiv2 = Qiva = * * * = Qivam = Ait2m-

Hier ist k(i) =i + 2m und wieder a; = ai. Den Fall t(i) = —1 erledigt
man mit der gleichen Uberlegung.

Es sei umgekehrt a} das Diagramm eines formalen Op-Moduls vom
Typ t. Wir miissen beweisen, daB durch 2.14.1 das Diagramm eines s.f.
Op-Moduls definiert wird. Nach 2.7 ist das dquivalent mit:

d(ai, ai-)) = 1,d(Ua;, ai+n) =1, Uzai = Qj+2n-
Wir lassen die einfache, aber etwas lange Verifikation aus.

2.15 Satz: Es sei S CZ/[2nZ eine gesittigte Menge. Dann existiert
iiber jedem algebraisch abgeschlossenen Korper L der Charakteristik p
ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter s.f. Op-Modul Y, so daB3
S(Y)# S. Y ist supersingulir, wenn S = Z[2nZ und wenn S # Z[2nZ,
psl

0 . 5
0 psz), wobei s;=3Gcard S —1) und s, =

so ist sein Isogenietyp J = (

n —iGcard S+ 1).

BewEis: Wir betrachten zunichst den Fall S# Z/2nZ. Es sei S = S,
und Y ein s.f. Op-Modul, so daB S(Y)C S, Wir benutzen die
Bezeichnungen des Beweises von 2.14. Ich behaupte, daB ein Index
iZ S, genau dann fiir Y kritisch ist, wenn a}-, = ajq). In der Tat:

i€S(Y)S Uai = aisn-1 S aivan = Ut = divana
(dai+n—-1€8)©a=ai,© ai_= ai;

(da a2_1 = aj-2 und a;((,-) = ai)
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Geometrisch bedeutet das, daB das Diagramm {a}} an der Stelle a}
einen Schritt riickwirts macht,

Ak = i1 ai=aiy ="+ = Ak

Da Uaj= aj.., ist es dasselbe zu fordern, daB das Diagramm an der
Stelle ai., einen Schritt riickwirts macht. Es sei jetzt S(Y) = S,. Dann
gibt es in dem Diagramm a} keine Riickwértsschritte. Da fiir jedes
jEZ ein i € Z existiert, so daB i mod 2nZ S, und a! = a}, bilden die
a,, i€EZ, i mod 2nZ S, ein Appartement & auf dem U durch
Translation um n —jcard S operiert. Nach [21] (Chapt. II Annexe) ist
U ein hyperbolischer Operator und & das eindeutig bestimmte Ap-
partement auf dem U durch Translation operiert. Wir erhalten, daB

J= (Op l p0‘2>’ $— 8, =n—1ard S.

Umgekehrt existiert zu diesem J ein bis auf Translation eindeutig
bestimmtes Diagramm a; ohne Riickwértsschritte. Thm entspricht ein
formaler Op-Modul X vom Typ t. Nach der letzten Behauptung von
2.7 definieren zwei Diagramme isomorphe Op-Moduln vom Typ ¢,
wenn sie sich um ein Element von End(¥?% U)=End}X = K xK
unterscheiden. Folglich'ist X und damit nach 2.14 Y bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmt.

Es sei S=2Z/2nZ. Da alle Indexe kritisch sind, folgt wie oben
a; = a;-, fiir i € Z. Das Diagramm von Y sieht deshalb wie folgt aus:

(2.15.1) 13" A2k+1
———

Im Fall n ungerade kénnen wir Ux = p'"1™"x°" x € %2, annehmen.
Da Ua; = a;4n-1 = a;, werden die Punkte a; durch iiber K rationale
Gitter definiert. Zwei Diagramme der Form 2.15.1 fir die die q;
rational iber K sind, kann man offenbar durch ein Element aus
Gly(K) = End}Y ineinander transformieren. Sie entsprechen deshalb
nach 2.7 isomorphen s.f. Op-Moduln.

Wenn n gerade ist, konnen wir annehmen, da8

Ux = <0|_,. 1)x"", x E X
p 0

U operiert ohne Fixpunkte auf dem Bruhat-Titsgebiude und 148t das
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Segment

[ = (W(L)<(l)) + W(L) ((I))—nIZ)’ W(L) ((I))"/H) + W) ((1)))

als einziges fest. Weil U das Diagramm 2.15.1 fest 14B8t, folgt ¢ =

0 1
(@, ax+1). Da (pn-l 0

dadurch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

)E End}Y die Ecken von ¢ vertauscht, ist Y

§3. Die lokale Struktur des Modulraumes A{:

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie in §1. Es seien
D,=D®Q,, E,=EQ®Q,, K,=K®Q, und Op, Og, Ok, die
Ringe der ganzen Elemente. Da die Erweiterung E/K in p unverz-
weigt ist, finden wir ein u € Og,, so daB (au)’ = a’u'u = —8Nmg x u =
p. Wir setzen Il = au € Op,. Dann gilt:

Op, = Og, [, II’=p,Ile = ¢'Il, e € O,

Die Klassifikation der s.f. ODP-Moduln in §2 legt nahe, das Schema
Mc & 2,0k, zu betrachten.

Es sei T ein OEP-Schema und A ein s.a. Op-Schema iiber T. Die
formale Gruppe X von A ist ein s.f. ODP-Modul. Wenn T die
Charakteristik p hat, so bezeichnen wir die Menge der Kkritischen
Indexe von X mit S(A) und sprechen von den kritischen Indexen von
A. Wenn T das Spektrum eines algebraisch abgeschlossenen Korpers
der Charakteristik p ist, so bezeichnen wir die Matrix J von X auch
mit J(A) (siehe 2.7)

3.1 SaTz: Es sei A ein s.a. Op-Schema iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik p. Dann hat A den p-Rang
0. A ist genau dann isogen zu einem Produkt von supersinguldren
elliptischen Kurven, wenn die formale Gruppe von A supersinguldr ist,
d.h. wenn

(n—=1/2

J(A) = ((I; p‘"""’z) fiir n ungerade,

14)=(pur

1) fiir n gerade.
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Wenn S(A)=2Z/2nZ, so ist A isomorph zu einem Produkt von super-
singuldren elliptischen Kurven.

BEwEIs: A hat den p-Rang 0, da die formale Gruppe von A nach
2.6 mindestens die Hohe 4n hat. Die zweite Behauptung des Satzes ist
wohlbekannt (Oort [19] Theorem 4.2). Nach Oort [20] ist A isomorph
zu einem Produkt von supersinguliren elliptischen Kurven, wenn die
Hasse-Wittmatrix von A verschwindet. Das bedeutet in der Ter-
minologie der Cartiermoduln FM C VM. Da alle Indexe Kritisch sind,
gilt

VFM, = pM, = HZM,' = HVMH,I_] = VZM,'_z. QED

3.2 Satz: Es sei A eine s.a. Op-Mannigfaltigkeit iiber F,. Wenn A
nicht supersingulir ist, so ist End3A eine total imaginire, quadratis-
che Erweiterung von K, die in p zerlegt ist. Wenn A supersingulir ist,
so ist D_= EndDA die Quaternionenalgebra iiber K mit den fol-
genden Invarianten:

¥n+1) mod Z, wenn v=p
inv,D_= {inv, D, wenn v nichtarchimedisch, v# p

1, wenn v archimedisch

BewEIs: Wir betrachten zunidchst den Fall, wo A nicht super-
singulédr ist. Es sei F, ein Definitionskorper fiir A und fiir sdmtliche
Automorphismen von A. Es sei A= A;® Fqll?,,. Wir bezeichnen mit F :
Ao— Ay den Frobenius von Ay iiber F,. Nach dem Satz von Tate [23]
gilt K[F]= Zentrum End{A,. Offenbar haben wir K[F]C End}A,.
Der Grad von K[F] bzw. End}A, iiber K ist hochstens zwei, da nach
2.10 der Endomorphismenring End3X der formalen Gruppe von A
isomorph zu K, X K, ist. Nach dem Satz von Manin [5] und 2.11 sind
die p-adischen Absolutbetrige der Wurzeln des Minimalpolynoms
von F iiber K (1+2s)/2n und (1+ 2s5)/2n, wobei s;# 52, $1+ 52 =
n — 1. Da nach Weil die archimedischen Absolutbetrige dieser Wurzeln
q'? sind, konnen sie nicht reell sein. Deshalb muB K[F] eine total
imaginire, quadratische Erweiterung von K sein.

Es sei A supersingulir. Dann ist A isogen zu C?", wobei C eine
supersingulire elliptische Kurve iiber F, ist. Q = End°C ist die Qua-
ternionenalgebra liber Q, die nur in p und im Unendlichen verzweigt
ist. Wir erhalten:

t:D— End’A = M,,(Q)
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Der Kommutator von D in Mj,(Q) sind die D & ¢Q-linearen
Endomorphismen des Q-Vektorraumes Q*". Man berechnet leicht die
Invarianten von D ® oQ =D ® k(K ® oQ) und erhilt D& oQ =
M,(D.). Die Behauptung ist dann klar.

Wir betrachten offene kompakte Untergruppen C C D*(A;), die den
Bedingungen 1.6 geniigen. Insbesondere gilt C C Cy fiir ein N =3,
(N,p)=1

3.3 KorOLLAR: Es sei (A, A, 1) ein Punkt von Mc(T). Dann gilt
Aut(A, ., A, 7)= K*NC.

Beweis: Da s.a. Op-Mannigfaltigkeiten potentiell gute Reduktion
besitzen, kann man sich auf den Fall beschrinken, daB A iiber F »
definiert ist. Gegeben sei ein Automorphismus

a:(A, A7) — (A, A, 7).

Da o die K-homogene Polarisierung X auf sich abbildet, gilt a - & =
k € K*, wobei & die Rosatiinvolution von a bezeichnet.

Die einzige positive Involution auf einer imagindrquadratischen
Erweiterung von K ist die Konjugation a+>a*, und die einzige
positive Involution auf einer im Unendlichen iiberall verzweigten
Quaternionenalgebra iiber K ist die Hauptinvolution a —a*.

Da o € EnddA, folgt aus 3.2, daB @ = a*. Ein n € 7 definiert einen
Homomorphismus von K-Algebren

Endo,A — Endo,V ® A} =D ® A’

Dabei wird a auf ein Element aus C C Cy abgebildet und folglich a*
auf ein Element aus Cy. Wir erhalten k € Cy. Der Endomorphismus
a’k " wirkt also auf den N-Teilungspunkten von A trivial und fixiert
jede Polarisierung A € A. Nach dem Lemma von Serre (Mumford
[17]) erhalten wir a?= k. Daraus folgt « = «* € K. Q.E.D.

3.4 KOROLLAR: [ ist ein feines Modulschema.

BEWEIS: ¢ ist der Quotient von ¢ nach der Wirkung der Gruppe
(K¥*NNm C)/(K*N C)*. Wir miissen beweisen, daB diese Gruppe
fixpunktfrei auf . operiert. Es sei (A, i, A, 7j) € Mc(F,) ein Fixpunkt
von (E€K*NNmC. Dann existiert ein Isomorphismus a«:
(A, 4, AL, M) > (A, ,'A, 7). Da nach 33 «a €K*NC, folgt {=a’€E
(K*N C). Q.E.D.
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Wir wollen im folgenden zeigen, daB jedes s.a. Op-Schema (A, )
iiber einem Z,-Schema T eine eindeutig bestimmte involutionstreue,
K-homogene, Polarisierung besitzt.

3.5 LEMMA: Es sei (A,t) ein s.a. Op-Schema iiber einem zusam-
menhdngenden Z,-Schema T. Dann gibt es zu jeder positiven Involution
auf D hochstens eine K-homogene, involutionstreue Polarisierung von
A.

BEwEIs: Wegen der potentiell guten Reduktion kann man wieder
T =Spec F, annehmen. Es seien A, und A, involutionstreue
Polarisierungen. Dann gilt A, = A\,a, wobei a € End"A invariant unter
der durch A, induzierten Rosatiinvolution ist. Da A, und A, die gleiche
Involution auf D induzieren, folgt o € EndjA. Aus der Invarianz
unter einer positiven Involution erhalten wir wie im Beweis von 3.3,
daB a € K*.

3.6 LEMMA: Es seien T und T' zwei Og,-Schemata, auf denen p
lokal nilpotent ist, und es sei T - T' eine Nilimmersion. (B’, ') sei ein
s.a. Op-Schema iiber T' und (B, 1) seine Reduktion iiber T. Dann ldBt
sich jede effektive, involutionstreue Polarisierung von B zu einer
effektiven, involutionstreuen Polarisierung von B’ liften.

BewEeis: Wir wenden das Kriterium von Messing [14] (Chapt. V
Theorem 1.6) an. Offenbar diirfen wir voraussetzen, daB T > T’
dividierte Potenzen besitzt. Es sei M die Liealgebra der universellen
Erweiterung von B'. Da M ein Op ® Or-Modul ist, finden wir eine
Zerlegung

M= & MM=meM | eym=e""'m,e€ OE,,}

i€Z[2nZ

Eine effektive Polarisierung A definiert eine alternierende Bilinear-
form

¢ MxXM— Or.
Da A involutionstreu ist, gilt

O((e)m,m)= d(m,(e)m’), e € Ok,
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Wenn m € M; und m' € M;, so folgt
e d(m, m') = e’ O(m, m').

Wir erhalten &(M;, M;) =0 fiir i# j.
Es sei FilC M die Hodgefiltration. Wir finden Fil= & Fil,

i€Z2nz
wobei Fil; C M; ein direkter Summand vom Rang 1 ist. Wir diirfen
nach dem Kriterium von Messing liften, da Fil; beziiglich @ isotrop
ist.

3.7 LEMMA: Es sei (A, ) ein s.a. Op-Schema iiber einem zusam-
menhdngenden Z ,-Schema T und X eine involutionstreue Polarisierung
von A. Dann existiert ein s € Z, so daB p°\ in p prinzipal ist.

BewEls: Wir zeigen zunichst, da man sich auf den Fall besch-
rinken kann, wo T = Spec L das Spektrum eines algebraisch ab-
geschlossenen Grundkorpers ist. Wir diirfen annehmen, daB A
effektiv ist. Es bezeichne K die p-Komponente des Kerns von
A :B— B*. Nach Voraussetzung gilt fiir jeden geometrischen Punkt ¢
von T, daB K, =Ker p"®. Da K lokal konstant ist, muB h(t)=h
konstant sein. Es geniigt zu zeigen, daB Ker p" C K. Offenbar kann
man dafiir annehmen, daB T artinsch ist. Wenn T von der Charak-
teristik 0 ist, so ist K étale. Die Behauptung ist dann klar. Es sei T
von der Charakteristik p. Nach Voraussetzung ist p ™"\ eine effektive
Polarisierung iiber dem Restklassenkorper, die sich nach 3.6 zu einer
effektiven Polarisierung A’ iiber T liften 14B8t. Nach dem Rigiditits-
lemma (Mumford [16)) folgt schlieBlich A'p" = A.

Es sei T = Spec L. Wenn L die Charakteristik 0 hat, so folgt das
Lemma unmittelbar aus 1.1, 1.2 und 1.4. Es sei Char L =p. Wir
wihlen einen Homomorphismus Og, - L und erhalten eine Zerlegung
des Cartiermoduls M von A:

M= M.

i€Z2nz

Die Polarisierung A definiert eine alternierende Bilinearform &: M X
M - W(L), so daB

(3.7.1) ®(Vm, Vm) = p&(m, m)°™".

Aus dem Beweis von 3.6 folgt ®(M;, M;) =0 fiir i# j. Da VM; in M.,
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den Index 1 hat, folgt aus 3.7.1
ord, det @|y, = ord, det P|y,,.

Weil A*M,= W(L), finden wir ein s, so daB p°®|y, eine perfekte
Paarung ist. Offenbar ist dann p°A in p prinzipal.

3.8 SATz: Es sei (A, 1) ein s.a. Op-Schema iiber einem Z,-Schema
T. Dann gibt es zu jeder positiven Involution auf D genau eine
K-homogene Polarisierung, so daB ¢ involutionstreu ist.

Bewels: Die Eindeutigkeit haben wir bereits bewiesen. Wir geben
zunichst auf D unsere fixierte Involution d +>d vor.

Es sei T'> T ein f.p.q.c. Morphismus. Wir zeigen, da aus der
Existenz einer K-homogenen Polarisierung A’ auf Ar die Existenz
einer solchen auf A folgt. Wenn T'— T eine unverzweigte Galoisiib-
erlagerung mit der Galoisgruppe G ist, so ist Z,c¢ g*(A') die gewiinschte
Polarisierung auf A.

Uber einer geeigneten unverzweigten Galoisiiberlagerung von T
finden wir eine Rigidifizierung

7: VP(A)> V ® A? mod Cy, N =3,(N,p) = 1.

Wenn wir A in seiner Isogenieklasse abidndern, so diirfen wir
annehmen, daB 1 einen Isomorphismus induziert

ﬁ:T”(A)——) V®Z” mod Cy

Wir diirfen deshalb voraussetzen, daBl A iiber T eine Rigidifizierung
1 besitzt. Dann ist (Ar, 1, A’, 91) ein Punkt des Modulproblems #c,.
Wegen der Eindeutigkeit von K-homogenen Polarisierungen erhalten
wir nach treuflachem Abstieg einen Punkt von /# (T) und folglich
eine K-homogene involutionstreue Polarisierung von A.

Wir zeigen, daBl es geniigt, den Satz iiber einem Grundkérper zu
beweisen. Es sei t € T. Da es ausreicht, lokal fiir die f.p.q.c. Topologie
eine involutionstreue Polarisierung zu finden, geniigt es, deren Exis-
tenz iiber Spec (A)T‘, zu zeigen. Wir konnen deshalb annehmen, daB T
artinsch ist. Wenn T die Charakteristik p hat, so folgt die Behauptung
aus 3.6. Wenn T die Charakteristik 0 hat, so konnen wir annehmen,
daB T ein Schema iiber C ist. Die alternierende Form 4 auf
H\(A,Q)= D respektiert die Hodgefiltration auf H,(A, Q)& Or.
Daher definiert ¢ eine Abbildung A > A*, die nach 1.1 und 1.3 die
gewiinschte Polarisierung ist.
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Es bleibt der Fall, wo T = Spec L das Spektrum eines Korpers der
Charakteristik p ist. Wegen 3.6 und da s.a. Op-Mannigfaltigkeiten
potentiell gute Reduktion besitzen, beschrinkt man sich weiter auf
den Fall, wo L ein endlicher Korper ist.

Es sei zunichst A nicht supersingulir. Dann ist Z = EndpA eine
total imagindre, quadratische Erweiterung von K und F = EZ ein
CM-Korper von A. Wir haben eine Einbettung « : F - End’A. Nach
Tate [25] Lemme 3 finden wir ein abelsches F-Schema A iiber einem
diskreten Bewertungsring der Charakteristik 0 mit dem Restklas-
senkorper L, dessen Reduktion isogen zu A ist. Man weif}, dal A eine
Polarisierung besitzt, fiir die F —End°A involutionstreu ist. Deshalb
finden wir eine Polarisierung A, von A und eine involutionstreue
Einbettung «,: F - End’A. Es sei k = x 'kx, x € End’ A. Dann ist
A2 = x*\x eine Polarisierung, fiir die « involutionstreu ist. Die Rosa-
tiinvolution x — x' von A, lat D invariant und ist auf E trivial. Man
sieht leicht, daB x' = aXa™!, « € E, x € D. Da die Involution x —> x' =
aax*(aa)”' positiv ist, erhalten wir, daB (ea)’= a’a’a ein total nega-
tives Element von K ist. Dann ist a’a total positiv. Nach Abinderung
durch ein Element aus K, konnen wir annehmen, da o total positiv
ist. Nach 1.4 ist dann A = A\, die gewiinschte Polarisierung.

Fir den Fall A supersinguldr bendtigen wir das folgende elemen-
tare Lemma.

3.9 LEMMA: Es sei Q eine Quaternionenalgebra iiber einem total
reellen Zahlkorper K, die iiberall im Unendlichen verzweigt ist. Wir
bezeichnen mit x — x*, x € Q die Hauptinvolution auf Q. Jede positive
Involution auf M,(Q) hat die Form X —> A'X*A™', wobei A = C'C*,
A, C e M, (Q).

Beweis: Jede Involution auf M, (Q) ist von der Form
X—>A'X*A™', wobei A ==+'A* Wir zeigen, daB fiir eine positive
Involution der Fall A = —'A* ausgeschlossen ist.

Es sei A =(a;), A"'= B = (b;). Wir betrachten Matrizen X = (x;),
so daB x;; = x und sonst x; = 0. Da die Involution positiv ist, gilt

0< TI'())W'(Q)XA‘X*AAI = Trgxanx*b.l.

Setzen wir x = ayy, so folgt Tra;b;; >0. Da a;, = —a’, existiert nach
dem Satz von Skolem-Noether ein x € Q, so daB xa;x ' = —ay.
0< Tr‘c’,xanx*b” = Trgxa“x"xx*b” = —xx*Tr%a“b.l.

Wir erhalten den gewiinschten Widerspruch Trda, b;; <0.
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Es sei (v, w) ="v*Bw, v, w € Q". Das ist eine hermitsche Bilinear-
form auf dem Q-Rechtsmodul Q’. Wir konnen sie auf Diagonalform
bringen

t — kll 0
CtBC, = (o L

), k; € K.
Da die Involution positiv ist, folgt, da die k; entweder alle total
positiv oder alle total negativ sein miissen. Ersetzt man eventuell A
durch —A, so kann man annehmen, daf3 der erste Fall vorliegt. Dann
existieren q; € Q, so daB k; = gsq¥. Daraus erhilt man unmittelbar die
Behauptung des Lemmas.

Es sei C eine supersingulire elliptische Kurve und Q = End’C.
Nach einer endlichen Erweiterung des Korpers L diirfen wir anneh-
men, daB A isogen zu C*" ist. Wir erhalten eine Einbettung

¢v: D —> End%(C™) = M,,(Q).

Aus 3.9 sieht man leicht, daB jede positive Involution auf M,,(Q)
durch ein amples Linienbiindel auf C*" induziert wird.

Wir zeigen, daB eine Einbettung t,: D — M,,(Q) und eine positive
Involution X — X’ auf M,,(Q) existiert, so daB w(d) = (d). Dann
finden wir eine Matrix "G € M,,(Q), so d_aB o= G 'G. Offenbar ist
X — GG'X'(GG")™' eine positive Involution auf M,,(Q) fiir die .
involutionstreu ist.

Es bleiben also ¢, und X — X' zu konstruieren. Wir betrachten auf
D® Q=MyD.) die positive Involution d® x+—d ® x*. Auf
M,(D_) hat diese Involution die Form X — A™"X*A. Nach 3.9 kann
man annehmen, daB (v, w)=Trd 'v*Aw, v,w & D? eine positiv
definite, symmetrische K-Bilinearform auf D? ist. Es gilt

(dv, w) = (v, dw), (xv, w) = (v, x*w),d €D, x € Q.

Deshalb induziert (,) auf EndoD?= M,(Q) die gesuchte positive
Involution. Damit ist die Existenz von ¢, und X — X' bewiesen.

Wir haben 3.9 fiir die Involution d — d auf D gezeigt. Es sei d — d’
irgendeine andere positive Involution auf D. Dann gilt d’ = a ~'da, wobei
a €D, @ = a und Nm®« total positiv ist. Es sei A eine K-homogene
Polarisierung von A, die auf D die Involution d — d induziert. Mit Hilfe
von 1.4 sieht man, daB Aa eine K-homogene Polarisierung ist, die die
Involution d — d’ induziert. Der Beweis von 3.9 ist beendet.

Einen T-wertigen Punkt von (¢ kann man jetzt folgendermaBen
beschreiben:



[41] Schlechte Reduktion 55

(a) ein abelsches Schema A iiber T bis auf zu p prime Isogenie und
eine Einbettung ¢:Op ® Z,)>End A ® Z,), so daB

Tr(u(d)/Lie A) = Trgjo Tr’ d fiir d € Op ® Z,),
(b) eine Aquivalenzklasse von D ® A%-Modulisomorphismen
7: VP(A)— V ® A? mod C".

Da Op Q Z,, die eindeutig bestimmte Z,)-Maximalordnung in D ist,
héngt dieses Modulproblem auch nicht mehr von der Wahl von Op ab.

Es sei S CZ/2nZ eine zuldssige Menge, d.h. i oder i+ n € S fiir
i€Z2nZ. Wir bezeichnen mit Mcs das abgeschlossene Unter-
schema von McQ) 7, 0/pOk = McQ 2,F >, das aus allen Punkten
(A, 1, ) besteht, so da S(A)D S.

3.10 SATz: Mcs ist ein glattes Schema der Dimension 2n-card S
iiber Og/pOg. Die abgeschlossenen Unterschema JMcs von
Mc @ z,0elpOr  schneiden sich transversal, und es gilt U Mcs=
Mc & z,06lpOk, Mcs N Mcs = Mc,sus-

Es sei x ein abgeschlossener Punkt von McQ z,0g, und O, der
lokale Ring im Punkt x. Die Menge der kritischen Indexe des s.a.
Op-Schemas, das iiber dem Punkt x liegt, bezeichnen wir mit S,. Es sei
S =S, N (S, +n), S, = S;\S. Dann gibt es einen Isomorphismus

W (k()IX;, Uilies,, jes,/(UjUjsn — p)— O

Es sei S C S, eine zuldssige Teilmenge. Dann wird das Schema Mc,s
lokal im Punkt x durch die Gleichungen U; =0 fiir j € S N S, definiert.

BEwEIS: Wir werden im nichsten Paragraphen sehen, daB J(cs
nicht leer ist. Offenbar geniigt es, die Behauptungen iiber O, zu
beweisen. Es sei A, das s.a. Op-Schema iiber dem Punkt x und X,
seine formale Gruppe. Wir fixieren eine homogene Basis ¥, i € Z[2nZ
der Liealgebra von X,. Unter einer Deformation von (X, y;) iiber
einer artinschen W(k(x))-Algebra 0 mit dem Restklassenkodrper k(x)
verstehen wir einen s.f. Op-Modul X' iiber @ zusammen mit einer
homogenen Basis ¥} von Lie X' und einem Isomorphismus (X, ¥;) =
(X', ) @ ok(x). Offenbar existiert die universelle Deformation (Y, §;)
iiber einer kompletten lokalen W (k(x))-Algebra R. Es sei

I18; = @8isr, Gidlivn = P-
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Wenn der Index i beziiglich X, kritisch ist, so liegt d; im Maximalideal
von R. Deshalb haben wir einen Homomorphismus

o W(k(x)){IUj]]iESX/(UjUHn ~p)—R,

U— g

der nach Satz 2.5 formal glatt ist.

Nach dem Kriterium von Serre und Tate (Drinfeld [6]) ist O, die
Basis der universellen Deformation von X,. Deshalb finden wir einen
Homomorphismus B:Ox—>R, der ebenfalls formal glatt ist. Es sei X
der s.f. Op-Modul iiber O,. Da O, lokal ist, finden wir eine homogene
Basis von Lie X und damit einen Schnitt s:R — O,. Wir werden
zeigen, daB sa eine Surjektion in den Tangentialriumen induziert.

Es sei M der Cartiermodul von X,, und es sei k = k(x). Wir wahlen
eine Basis v;, §; des k-Vektorraumes M;/pM,, so daB §; € VM,_, und v;
mod VM;_, = y. Dann erhalten wir Gleichungen

118; = bibisn, IIy; = aiyisn + Cibisn, ai, by, ¢; E k.

Der Index i ist genau dann kritisch, wenn a; =0, und i + n ist ganau
dann kritisch, wenn b; = 0. In der Tat:

bi =0& HVM,'-] - pMHn = HZMHn (=4 VM,L] C HM+n & i+ n kritisch.

Deshalb konnen wir nach Abdnderung der §; annehmen, daB b; = a;.,.

Wir betrachten die Deformationen von X, iiber dem Ring k[e],
€’=0. Nach Messing [14] entsprechen sie den Liftungen der Fil-
trationen VM;_,/pM; C My/pM; zu Filtrationen L;C Mi/pMiQ kle]=
Mi/pM; B eMi/pM,. Man kann die L; in der Form L;= k[e](5; + €B:)
schreiben, wobei L; nur von 8; modulo VM,_, abhingt. Die Invarianz
von PL; unter II bedeutet

H(S, + Gﬁ,') = (u,- + GU,‘)(SH,, + GBH")-

Betrachtet man diese Gleichungen modulo €, so folgt u; = a;y,. Wir
erhalten:

(3'10-1) HBI = ai+nBi+n mod VMi+n~l

Der Raum der infinitesimalen Deformationen von X, ist folglich
isomorph zum Raum aller B =(B;) € P M,/VM,_,, so daB die Glei-
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chungen 3.10.1 erfillt sind. Offenbar sind diese Gleichungen
dquivalent mit

Bi = 0 mod VM,_, fiir i nicht kritisch.

Die universelle, erste infinitesimale Deformation von X, lifit sich
deshalb folgendermaBen beschreiben. Sie ist definiert iiber dem Ring
klujljes,, uiu; =0, durch die Filtrationen

L,’ = k[u,-](8,~ + u./yi) C M,/pM, ® kk[uj], firi e Sx
L,‘ = k[uj]8,~ C M,/DM, ® kk[u,-], fur lg Sx.

Die Liealgebra dieser Deformation ist @ (My/pM; ® «k[w;])/L; und v;
ist eine homogene Basis iiber k[u;]. Wenn i und i + n Kritisch sind, so
gilt ¢;# 0, Ily; = ¢;6;+n = —Cilli+nYi+n mod L,

Der Morphismus sa sieht deshalb auf der ersten infinitesimalen
Umgebung wie folgt aus

W Ujlies /(p, UiUy) — klu;]

Uj —> ~Cjlj+n

Die Injektivitit der Abbildung sa auf den Kotangentialriumen ist
jetzt offensichtlich.

Es seien fi,..., fn Erzeugende des Kerns von s. Die Injektivitit
besagt, dal das Bild von da und (df,,..., df;,) den Durchschnitt 0
haben. Da R eine Potenzreihenalgebra iiber W (k)[U;lies /(U;Ujsn — p)
ist, folgt dasselbe fir R/(fi,...,f)=0,. Die iibrigen
Behauptungen von 3.10 sind jetzt klar.

§4. Die Schema (s fiir gesattigte Mengen S

Wir beginnen mit einer Bemerkung iiber die Zusammenhangskom-
ponenten von . Die reduzierte Norm Nm” DS K induziert eine *
Abbildung

Kc:Mp-c = C. X C\D*(A)/D* —> Nm°C.. x Nm°C\K *(A)/K *.
Nach Deligne [4] 2.7.1 sind die Fasern dieser Abbildung die Zusam-

menhangskomponenten von Mp:c. Offenbar ist Nm°C.. gleich der
Menge der total positiven Elemente von (K @ R)*. Die Einbettung
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K*(A;) C K*(A) definiert daher eine Bijektion
Nm°C. x Nm’C\K*(A)/K* — Nm°C\K*(A;)/K*

Nach 1.6 ist C, die Menge der Einheiten in D Q Q,. Da folglich
Nm‘C, = Ok, erhalten wir eine Bijektion

Nm°C\K*(A;)/K* —>Nm°C"\K*(A?)/U,(K.).

Andererseits haben wir wihrend des Beweises von 1.7 einen Mor-
phismus definiert.

& : Mc —> Nm°CP\K *(AB(~1))/ U, (K.)

Man sieht leicht, daB K @ C = k¢, wobei man iiber C mit Hilfe des
Exponentials A(—1) und A; identifiziert (vergl. Deligne [4] 4.6). Aus
dem Zusammenhangssatz von Zariski folgern wir:

4.1 SATZ: Die geometrischen Fasern von k sind zusammenhdngend.

Die gesittigte Menge S = Z/2nZ spielt eine besondere Rolle. Wir
betrachten daher zunichst diesen Fall.

4.2 LemMA: Es gibt iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-
per bis auf zu p prime Isogenie genau eine s.a. Op-Mannigfaltigkeit
(B, ) mit S(B)=12Z/2nZ.

BEwEIs: Wir zeigen zunédchst die Eindeutigkeit. Es sei C eine
supersinguldre elliptische Kurve und Q ihr Endomorphismenring.
Nach 3.1 ist B isogen zu C** und hat den Endomorphismenring
M;,(Q). Da alle Einbettungen D - M,,(Q) konjugiert sind, ist (B, )
bis auf Isogenie eindeutig bestimmt. Wir erhalten die Eindeutigkeit
bis auf zu p prime Isogenie aus 2.15.

Es seien Og=End C, A = 0q Q@ Z) und @ = Op ® Z,). Zur Kon-
struktion von (B, ¢) geniigt es, eine Einbettung

1:2 —> End C*" ® Z ()= M,,(A)
zu finden, so daB die Spurbedingung erfiillt ist und alle Indexe kritisch

sind.
Wir bezeichnen mit D, 9, A die p-adischen Komplettierungen. Da
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D ® Q = MyD.), finden wir einen D & Q-Modul vom Rang 8n iiber
Q und folglich eine Einbettung

to: D —> My, (Q) = End’C™

Es sei Y die formale Gruppe von C. Wir betrachten den s.f. Op-
Modul X fiir den alle Indexe kritisch sind (2.15). Nach 3.1 gibt es
einen Isomorphismus X = Y*". Wir erhalten eine Einbettung

a:9 —> End Y = My, (A),

so daBB die Spurbedingung erfiillt ist und alle Indexe kritisch sind.
Nach dem Satz von Skolem-Noether sind die Einbettungen
{0, ag: D —End® Y*" konjugiert.

xiox ' = o, Xx € Gl (0).

Es gilt x=2-y, wobei Z€ Gl (M), y € Gl5,(Q). Offenbar definiert
v = yiy ! die gesuchte Einbettung @ — M-, (A).

Das Lemma 4.2 gibt uns die Moglichkeit, Mz/z,,z(l? ») zu berechnen.
(B, ¢) sei die s.a. Op-Mannigfaltigkeit bis auf zu p prime Isogenie iiber
F , aus 4.2. Den Endomorphismenring EndjB identifizieren wir mit
D_. Wir wihlen einen D(A%)-Linksmodulisomorphismus

M0: V?(B) —> V @ AL
1o definiert einen Isomorphismus
¢ : D_(A}) — D" (A}),

so daB mo(dx) = ne(x)¢(d), x € V?(B),d € D_(A%).

Es sei I C D* die Untergruppe aller Automorphismen von (B, ),
d.h. der zu p primen Isogenien (B,:)—>(B,t). Man kann I fol-
gendermaBen berechnen. Es sei {a;}ic; das Diagramm von B im
Bruhat-Titsgebdude. (D- ® Q,)* operiert auf dem Gebdaude. I ist der
Durchschnitt von D_ mit der Untergruppe I, C(D-Q Q,)* aller
Elemente, die das Simplex (ay, a;) fixieren und deren Determinante
eine Einheit ist. Wenn n gerade ist, so ist D-® Q, die Quater-
nionenalgebra mit der Invariante ; iibes K, und I, die Gruppe ihrer
Einheiten. Wenn n ungerade ist, so gilt D_® Q, = GI(K,). Wir
kénnen annehmen, daB a, die Klasse des Gitters Ok, ® Ok, und a,
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die Klasse des Gitters Ok, @ pOk, ist. Dann gilt

I = {(i‘ Z) € Gl(Ox) | plc}.

Es sei P, = I, fiir n gerade und P, = Gly(Ok,) fir n ungerade.

Ein beliebiger Punkt aus Mz,z,,z(ﬂ; ») ist von der Form (B, , ). Es
gilt 7 =nod, d € D*(A?) wobei die Klasse dC? durch 7 eindeutig
bestimmt ist. Wir erhalten

Mczpnz(Fp) = @(D\D*(A})/C? = 7 (CP)\D*(A)/L.

Die Gruppe ¢ '(C?) bezeichnen wir mit C* C D*(A%). Es sei C-, =
P,, C.=C-,C? und P = P, N D*. Wir haben eine Bijektion

C?\D*(A})/P = C_\D*(A;)|D*.
Deshalb erhalten wir eine Abbildung
(4.3) Mczpnz(F,) —> C\D*(A;)/D*

4.4 LEMMA: Wenn n gerade ist, so ist 4.3 eine Bijektion. Wenn n
ungerade ist, so enthdlt jede Faser der Abbildung 4.3 genau p" +1
Elemente.

Beweis: Der Fall n gerade ist bereits klar. Es sei n ungerade. Wir
betrachten zwei Punkte (B,t, %) und (B,:, ') aus Mz;.z(F »). Sie
liegen genau dann in der gleichen Faser, wenn es eine Quasiisogenie
der Hohe Null gibt

a:(B,i,n)—> (B, 1,7,

so daB3 a(ag) =ay. Es sei M = M, der Cartiermodul von B. Das
i€EZ[2nZ

Diagramm a; haben wir mit Hilfe einer Einbettung ¢ : My— %2 erhal-
ten. Wir withlen ¢': My— %2, so daB ¢’ ° a = ¢. Es sei a} das Diagramm
von B beziiglich der Einbettung ¢’. Wir konnen annehmen, da8 U auf
dem Gebidude wie die n-te Potenz o" des Frobenius operiert. Die
Diagramme a; und a} sehen folgendermaBen aus.

[og

az; =a§jiazi+l aj

!
A2j+1

"=a,a" =aj
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Der Strukturmorphismus OEP——HE,, liefert eine Einbettung K, — .
Die Invarianz unter o" besagt, dal die Diagramme bereits im
Gebdude von SI(K,) liegen. Umgekehrt definiert jeder iiber K,
rationale Punkt a{ im Abstand 1 von a, ein Diagramm a; und eine
Quasiisogenie der Hohe 0 «: (B, 1, )~ (B,,7') mit a(ay) = ao. Es
bleibt also zu beweisen, dal (B,:, 1) und (B, ") genau dann
isomorph sind, wenn aj= a,. Das erhalten wir aus:

4.5 LEmMMa: Es sei (B, t, ) € Mczianz(F,) und o : (B, 1, 7) = (B, 1, 1)
eine Quasiisogenie der Héhe Null, so daB a(ay) = a;, fiir ein iy €
Z[2nZ. Dann ist a ein Isomorphismus.

BewEIs: Wir miissen beweisen, daB a(q;) = a; fir alle i. Wenn n
gerade ist, so gilt Uqg; = a;,,. Wir erhalten die Behauptung, da « und U
vertauschbar sind. Mit den oben gewéhilten Bezeichnungen gilt
a(ai) = ai. Da es fiir ai nur endlich viele Méglichkeiten gibt, ist eine
geeignete Potenz o« ein Isomorphismus. Aus 3.3 erhalten wir " €
K* N C. Andererseits folgt wie im Beweis von 3.3, daB aa* =k &€
Cy NK fiir ein N =3. Dann ist a; = a’k™' eine Quasiiosogenie, so
daB a;=1 mod Cyx und af =1. Die Behauptung folgt, wenn wir
zeigen konnen, daB a; =1, da dann « = a* € K.

Der Rest des Beweises ist analog zum Satz von Serre (Mumford
[17] Chapt. IV §21 Thm. 5). Wir wihlen B so in seiner Isogenieklasse,
daB n(T?(B))=V ® Z” fiir n € 7. Dann ist p*a, fiir eine geniigend
hohe Potenz von p ein Endomorphismus von B, der auf den N-
Teilungspunkten wie die Multiplikation mit p° wirkt. Wir erhalten

p’a;=p°+ NB, B € End B.

Wenn a; # 1 sein sollte, so kann man annehmen, daB «, eine primitive
¢-te Einheitswurzel ist. Nimmt man die Norm der Gleichung p*(a;—
1)= NB, so erhilt man p*“Y¢=N‘'m fir m=Nm BEZ. Da
(N, p) = 1, erhalten wir den gewiinschten Widerspruch N ‘7'|¢.

Um das Schema ¢ zp.2 vollstindig zu beschreiben, miissen wir
noch berechnen, wie der Frobenius auf czp.z(F ») wirkt. Wir
bemerken, daB M7,z liber F, definiert ist.

4.6 LeEmMA: Es sei I € D Q Q, ein Primelement. Wir fassen II als
Idéle von D*(A;) beziiglich der kanonischen Einbettung (D @ Q,)* -
D*(As) auf. Die Wirkung 1.11 von I1 auf dem Proschema M5, ist
gleich der Wirkung des Frobenius.
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Beweis: Wir wihlen a € D C D ® Q, (Bezeichnungen von §1) als
Primelement. Es sei C C D*(A;) eine offene kompakte Untergruppe,
die durch a normalisiert wird. Nach 1.10 ist die Wirkung des Ide¢les
a,....a,...,D=aa,...,1,...,a™ " auf Mczpmz:

(B, 1, ) — (B, vcinta,a™'n)
Die Multiplikation mit a definiert eine Isogenie
a:(B,i,7)—> (B,vcinta,a™'n).
Andererseits haben wir die Wirkung des Frobenius auf ¢ zp.2:
(B, 1, 7j)—> (B, @, 7®)
Der relative Frobenius definiert eine Isogenie
Fr: (B, , 1) — (B®, @, 7®)

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen, daB Froa™' eine zu p prime
Isogenie ist.
Es seien M = M, M' = M!: und M® = GP M®P die
i€Z[2nz

i€Z2nz i€Zfnz
Cartiermoduln von (B, ), (B, ¢ cint a) und (B®,.?). Dann gilt M=
M;,, und M = M,,,;,-. Die Abbildungen a und Fr sehen auf den
Cartiermoduln wie folgt aus.

a:M;—> M, V:M;—> Mm,[n"']

Da i+1 kritisch ist, gilt aM;,; = VM,,,, d.h. Voa™ ist ein Isomor-
phismus auf den Cartiermoduln. Q.E.D.

Insbesondere operiert der Frobenius iiber F,: wie das Idele
(p7',...,p ) ED*(A?). Wir bezeichnen mit C_\D*(A;(—3))/D* den
Gal(F,/F,2)-Modul auf dem der relative Frobenius wie das Idéle
a,...p,..., 1) wirkt, das an der Stelle p gleich p und sonst 1 ist. Da
die Abbildung 4.3 vertriglich mit der D*(Af) = D*(A%)-Aktion auf
beiden Seiten ist, folgt:

4.7 Satz: Wir haben ein kommutatives Diagramm von F,>-Sche-
mata

Mczmz — C_\D*(A;(—3)/D*
\ I Nm°

Nm’ C\K*(A/(-1))/K*
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« ist ein Isomorphismus, wenn n gerade ist und eine Etaleiiberlagerung
vom Grad p" + 1, wenn n ungerade ist.

In jeder Zusammenhangskomponente von Mc @ F, gibt es einen
Punkt von Mczpnz.

BeEwEIs: Die letzte Behauptung erhilt man aus 4.1. Damit ist die
Liicke aus dem Beweis von 3.10 gefiillt.

Es sei h-: $r—> (D- @ R)* der triviale Homomorphismus h_(z) =1
fir z € $x. Die assoziierte Shimuramannigfaltigkeit Mc (D*, h_) ist
das konstante Schema C_\D*(A;)/D*. Sie besitzt gute Reduktion
modulo p. Der Satz 4.7 besagt fiir gerades n, daBl M ¢zp,z eine Form
einer guten Reduktion einer Shimuramannigfaltigkeit ist. Wir wollen
diesen Sachverhalt fiir gesittigte Mengen S# Z/2nZ beweisen.

Da das Modulproblem (- nicht von der gewéhlten Ordnung Op
und der Involution abhingt, diirfen wir eine neue Wahl treffen. Wir
setzen dafiir die entsprechenden Bezeichnungen von §1 auBer Kraft.
Es sei F eine total imaginére, quadratische Erweiterung von K, die in
p unverzweigt ist und die D zerféllt. Wir finden ein u € D, so daf

D = F[u], ue = e"u fiir e € F, (1) = Gal(F/K), u*€ Ok, ord, u’= 1.

Es sei Op = Of[u] und V = Op aufgefaBft als Op-Linksmodul. Mit
a € F bezeichnen wir ein Element, so da a + a” =0 und ord, a = 0.
Dann ist d = ad*a™' eine positive Involution auf D. SchlieBlich
definieren wir auf V eine alternierende Ok-Bilinearform

Yo, w)=Tr"a 'ow =T a 'wo*, v, wE V.

Dann gilt ¢(dv, w) = ¢(v, dw) und das Lemma 1.2.

Es sei S# Z/2nZ eine im folgenden fixierte gesittigte Menge und
t:Z22nZ -{—1,0, 1} die assoziierte Funktion (2.13). Fiir eine offene
kompakte Untergruppe, die der Bedingung 1.6 geniigt, definieren wir
ein Modulproblem ¢ liber O, Ein Punkt iiber einem Og,-Schema
T ist:

Mic

(a) ein abelsches Schema A bis auf zu p prime Isogenie iiber T und
eine Injektion ¢:Op—>End A, so daB Tro.(e/Lic A)=
Trrqle| + Siczpnz t(i)o'u(e), e EF,

(b) eine K-homogene involutionstreue Polarisierung A von A, so daB
ein A € X existiert, das in p prinzipal ist,

(c) ein D ® A}-Modulisomorphismus

n:VP(A)— V Q AF mod C?,
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der die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante
erhilt.

Die formale Gruppe von A ist ein formaler Op-Modul vom Typ t.
Nach der Bemerkung 2.3 gilt daher pOr = 0.

4.8 SATZ: M, ist reprisentierbar durch ein glattes projektives
Schema M, ciiber Og/pOr. Es gibt einen universellen Homéomorphismus
Mcs+1—> Mic.

BewEls: Wie im Beweis von 1.7 definiert man ein Modulproblem
ﬂ .c. Ein Punkt von ﬂ' .c Uber einem OFP-Schema T ist ein abelsches
Op-Schema (B, i), so da die Spurbedingung unter a) erfiillt ist
zusammen mit einer Polarisierung A und einer Rigidfizierung 7, die den
Bedingungen M3b—c) aus §1 geniigen. Nach Mumford ist _Jtl ..c durch ein
quasiprojektives Og,-Schema M, c reprisentierbar. Auf /t.t,,c operiert
die Gruppe (K*NNm°C)/(K* N C)’. Man erhilt ein grobes Modul-
schema als Quotient dieser Wirkung. Es sei T das Spektrum eines
perfekten Korpers. Dann ist B nach 2.14 isogen zu einer s.a.
Op-Mannigfaltigkeit und folglich nach 3.4 Aut(B,:, A, 7)=K*NC.
Daraus erhilt man wie unter 3.5, daB3 /¢ ein feines Modulschema ist.
Da abelsche Op-Mannigfaltigkeiten der Dimension 2n potentiell gute
Reduktion besitzen, ist ;¢ ein projektives Schema iiber Og/pOk.

Um zu zeigen, dal #, glatt ist, betrachten wir das Spektrum T’
einer lokalen artinschen Og/pOg-Algebra mit perfektem Restklas-
senkorper. Es sei T — T' eine Nilimmersion mit dividierten Potenzen.
Es geniigt zu beweisen, daB M, c(T')—> M,c(T) surjektiv ist. Es sei
(B, 1, X, 1) €E M,o(T) und A € X eine effektive Polarisierung, die in p
prinzipal ist. Nach 2.7 und dem Kriterium von Serre und Tate 148t
sich (B,t) zu einer abelschen Op-Mannigfaltigkeit (B’, ") iiber T’
liften, so daB die Spurbedingung unter (a) erfiillt ist. Wir miissen
zeigen, daB sich A zu einer effektiven Polarisierung A’ von (B’, ()
liften 14Bt, die dann in p prinzipal ist. Es sei M’ die Liealgebra der
universellen Erweiterung von B’ und Fil C M’ die Hodgefiltration. Wir
finden Zerlegungen

M= @ M,Fil= & Fil

i€Z[2nZ i€Z2nZ
Die Polarisierung A definiert eine perfekte Paarung
&:M'XM'—- Or.

Da A involutionstreu ist, findet man ®(M}, M) = 0 fiir i# j + n. Nach
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dem Kriterium von Messing [14] liftet die Polarisierung genau dann,
wenn

‘D(Fll,, Fil,‘+n) =0.

Wir kénnen annehmen, daB =i, t(k) = —1. Dann ist II:M;>M!|,,
ein Isomorphismus, da nach 2.6.1 IT einen Isomorphismus iiber dem
Restklassenkorper induziert. Genauso erhilt man mit Hilfe von 2.2
und 2.6.1, daB Fil;,, =0, wenn t(i) # 0 und II Fil; = Fil;,,, wenn t(i) =
0. Die Behauptung folgt, da die Fil; fiir t(i) = 0 lokal frei vom Rang 1
sind und ®(x, IIy) eine alternierende Bilinearform ist.

Um den universellen Homdomorphismus zu konstruieren, betrach-
ten wir das universelle abelsche Schema (A, 1, A, 7j) iiber Mcs,;. Die
formale Gruppe von A ist ein s.f. Op-Modul X. Die Liealgebra von X
zerfillt in eine direkte Summe von Linienbiindeln Lie X =

62 Lie’X. Wir betrachten eine offene affine Menge T = Spec R C
i€Z2nZ

Mc,s+1, liber der die Lie'’X freie R-Moduln sind.

Es sei y; eine V-Basis des Cartiermoduls Mx von X, so daf
¥i € Mx+1. Es sei a: Op, > R der Strukturmorphismus. T,y bezeichne
das Schema T mit dem Strukturmorphismus ac”:Of, > R. Es sei
Frob: T — Tj,-1 der absolute Frobenius. Mit X® bezeichnen wir die
formale Gruppe Frob* X, iiber T und mit Frx : X - X® den rela-
tiven Frobenius.

Die Strukturgleichungen von X haben die Form

H’Yr = 2 Vm[cm,i]Yi—m+n, Cm,i € R’ Coi = OfirieS.

m=0

Dann ist X® durch die folgenden Gleichungen definiert

4.8.1) Iyi= 3 V™[chlyl-mens viE Mxw,.

m=0

Wir definieren Elemente 8’ € Mxw,, i €Z/2nZ,1<j<1+1t(i):

(4.8.2) 8 =y, wenni € S\S
8"=Vyl_,,wennig S
8V =Vyl_,,8®=1v, wennt(i)=1.

Wir werden Gleichungen angeben, denen die 8! geniigen und die
Strukturgleichungen eines formalen Op-Moduls Y vom Typ t sind.

(4'8‘3) Hb‘_?) = 2 Vm[r(':lc,)' S?i)m+n
m.k
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Die Abbildung 5§+ 6% definiert dann eine Isogenie Y - X®, von
der man leicht nachweist, da sie unabhingig von der gewihlten
V-Basis ist.

Die Gleichungen 4.8.3 erhilt man, wenn man II8{ € VMxe» mit
Hilfe von 4.8.1 berechnet und dabei beachtet, daB man Ausdriicke der
Form V™[a’lyi,, iZ S oder t(i)=1, m =1, als V" '[a]8{" schreiben
kann.

Um zu zeigen, daB wir einen formalen Op-Modul vom Typ t
erhalten, miissen wir noch 2.5.2 verifizieren: r{ ist eine Einheit fiir
i € S\S und r{) =0 fiir t(i) = 1 oder i£Z S.

Es sei i € S\S. Dann gilt:

H’Y;= 21 Vm[cfn,i]'yf‘ern

mz=

18" =[c,;16, + V(Terme in 8{)

Wenn c,; keine Einheit wire, so finden wir einen geometrischen
Punkt s:Spec L—> T mit ¢;;(s)=0. Es sei M = M-x» und ¥} die
induzierte V-Basis von M. Dann gilt ITy; € V?M,,,,. Da i — 1 fiir X®
kritisch ist, folgt IIVM;_; C V*M;,,_,. Daraus erhalten wir den Wider-
spruch IIM; C V*M;,,_,.

Es sei iZ S. Dann gilt:

H‘O‘?) = HV‘Y?—] = 2 V'"H[Cfn.i—l]‘yf—l—mn

m=0

= VIcB;-1]yi-14n + V(Terme in 89)

Wenn i—1£S, so folgt i—-1+ne€S\S und &%=y 1n
Wenn i—1€ S, so folgt t(i—1)=—1 und t(i—1+n)=1. Dann gilt
Vicien = 8@i1n. Wir erhalten in beiden Fillen r{? = 0.

Es sei schlieBlich t(i) = 1. Dann gilt wie oben:

18" = V[c§i_1]yi-1sn + V(Terme in 6)
I16? = Iy} = V[c}ly!-1sn + V(Terme in 8§)

Wenn i—1€ S, so folgt t(i—1)=—1 und wir schlieBen wie oben.
Wenn i— 1€ S, so gilt i — 1+ n € S\S und y}-1sn = 6P,

Wir finden eine Isogenie abelscher Op-Mannigfaltigkeiten
(B,v', 7")—> (AP, 7?), die Y- X® induziert. Die K-homogene
Polarisierung von A® induziert eine K-homogene Polarisierung A’
von B. Wir miissen zeigen, daB ein A’ € ' existiert, das in p prinzipal
ist. Der Beweis ist analog zu 3.7. Zunichst kann man sich wie dort auf
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den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkorpers besch-
rinken. Wir betrachten ein effektives A’€ A’ und die zugehorige
Paarung auf dem Cartiermodul von B

d®:MxXM->W(L)

Dann gilt ®(M;, M;) =0 fiir i#j+n.
Wir miissen zeigen, daB fiir ein geeignetes von i unabhéngiges s € Z
die Paarung

p*®::M; X M., —> W(L),

die durch p*® induziert wird, perfekt ist. Das ist dquivalent mit ord,
det &; = —2s, da P (x, ITy) eine alternierende Bilinearform auf M; ist
und die Gitter M;,, und IIM; ahnlich sind. Die Unabhingigkeit von i
erhélt man aus der Gleichung

[M,‘ . VMi—l] + [Mi+n : VM—Hn] =2.
(B, ', A, ") definiert einen Morphismus Spec R — #,c. Wegen der

Unabhéngigkeit der Konstruktion von der V-Basis, erhalten wir den
gewiinschten Morphismus

a:Mcsii— Mc

Es bleibt zu beweisen, daB a: Mcs.1(L) = M, (L) fiir jeden perfekten
Korper L bijektiv ist. Der Frobenius induziert eine Bijektion

Frob: Mcs+i(L) —> Mcs(L).

Wir zeigen, daB B = a ° Frob™' eine Bijektion ist.

Es sei (A,t, A, 1) ein Punkt von Mcs(L) und M der assoziierte
Cartiermodul. Der Punkt B(A, i, A, 7) ist gegeben durch eine Isogenie
M'—> M. Aus 4.8.2 erkennt man sofort

M= {M, wenn i € S\S oder t(i) = 1
! VM;_,, wenn iZ& S oder t(i) = —1.
Die Bijektivitit von g8 folgt daher aus 2.14. Q.E.D.

BEMERKUNG: Es sei (B, ) ein abelsches Op-Schema vom Typ ¢.
Analog zu 3.8 zeigt man ohne Schwierigkeiten, daB es zu jeder
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positiven Involution von D genau eine K-homogene Polarisierung
von B gibt, fiir die ¢ involutionstreu ist.

Wir mochten M, zu einem glatten Schema iiber Of, liften. Dazu
definieren wir im folgenden ein glattes Modulschema ;¢ iiber Og,
dessen spezielle Faser M, als offenes und abgeschlossenes Un-
terschema enthilt.

Wir fixieren ein Langlandsdiagramm

C
7

F—F—F,

und ein Frobeniuselement oeGal(F,,/O,,). Es seien vy: K—>R und
wy: F - C die dadurch fixierten archimedischen Stellen. Es sei w; =
weo :F>C, i€2/2nZ und vi =ve0 " : K—>R, i €Z[nZ. Es sei D,
die Quaternionenalgebra iiber K mit den folgenden Invarianten.

0, wenn v=p
inv, D, ={inv D, wenn v# p nichtarchimedisch ist
t(@)|, wenn v = v, i €Z/nZ

Das ist sinnvoll, da |t(i)| eine wohldefinierte Funktion auf Z/nZ ist
und da 2; |t(i)] = 1 mod 2. F ist in D, enthalten.
i€Z/nZ

D, aufgefaBt als D,-Linksmodul bezeichnen wir mit W, Wir
betrachten auf W, die K-Bilinearform (v, w)=Tr’ a 'wv*, wobei
a € F die Spur 0 hat und in F, eine Einheit ist.

Es sei G, die folgende algebraische Gruppe iiber Q

G.(Q) = {g € GIr(W,) | u(gv, gw) = n(g)(v, w), u(g) € K*}
Es sei (e, d) € F* X D*. Der Automorphismus v > evd*, v € W, von
W, ist F-linear und erhilt die Bilinearform ¢, bis auf eine Konstante
aus K. Wir erhalten eine Abbildung algebraischer Gruppen iiber Q
F*x D*¥-G,
49 LEMMA: 15> K*>F*xD*>G, > 1

k—(k, k™)

ist eine exakte Folge algebraischer Gruppen.
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BEwEIS: Wir zeigen die Surjektivitit der Abbildung F*(Q) X
D*(Q) - G,(Q). Die Exaktheit an den iibrigen Stellen der Sequenz ist
klar. Offenbar hat man einen Kkanonischen Isomorphismus
Gle(W,) = (FQ® kD;)*. Jedes Element g € G,(Q) hat deshalb die Form
g=1®d¥+a® d%, wobei d;, d; € D, ® Q. Die Behauptung folgt,
wenn wir zeigen, daB d, und d, linear abhingig iiber K & Q sind.

1 (@) (v, w) = ¢u(gv, gw) = Yu(vd, + avd,, wd, + awd,)
= Y, (vd,, wd)) + Y (avd,, awd,) + Y (vd,, awd,)
+ Yy (avd,, wdy) = (d,d¥ + aa*d,d$) ¢, (v, w)
+Tr® w(d,d% — d,d%¥)v*

Es sei k = u(g) — (dd* + aa*d,d%) € K® Q. Dann folgt
T’ ka 'wo* = Tr° w(d,d* — d,d$)v*.
Da die Spur eine nichtausgeartete Bilinearform definiert, folgt
ka 'w = w(d,d* — d,d%).

ka™' muB also im Zentrum von D, ® Q liegen. Wir erhalten k = 0 und
d,d* € K ® Q. Dann sind aber d, und d, linear abhingig iiber K ® Q.

(d2d¥)d,— (d1d¥)d, =0

In der Tat, wenn fiir irgendeine Einbettung K — Q d»d* = d,d* = 0, so
folgt g(1® d;) =0. Wir erhalten d, =0 fiir diese Einbettung. Q.E.D.
Wir definieren einen Homomorphismus

(49.1)  h:rR—> B (FQ x,R)*xX (D ® kyR)*— G/(R),

i€ZnZ
indem wir die Komponenten
hi:Fr=C* — (F @ k,R)* X (D ® k.R)*

angeben. Wenn t(i)=0, so wihlen wir einen Isomorphismus
D; ® k.,R = Mx(R) und setzen

-1
“T=( * Y
hi(x +yV—1) (—y x) , X,y ER.

Es sei |t(i)) =1 und j EZ/2nZ, so daB j =i mod n und t(j) = 1. Wir
identifizieren F @ ,, R und C mit Hilfe von w; und setzen h;(x +
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yV=1)=(x +yV—-1)"'x 1. Die Konjugationsklasse von h, ist unab-
hingig von den gewéhlten Isomorphismen D: @) k,,R = Mx(R).

4.10 LEMMA: Es existiert ein k € K, so daB ki, die Riemannschen
Periodenrelationen erfiillt:
(1) ki ist alternierend,
) kg (v, h(V=1)w) ist eine symmetrische, positiv definite Bil-
inearform auf W, @ R mit Werten in K Q R.

BEWEIS: Man hat eine orthogonale Zerlegung

W, QR = ie@nz (D' ® K.V.R), S ; D .

€2/n2Z

Wie im Beweis von 1.3 geniigt es k; ER zu finden, so daB ku; die
Periodenrelationen erfiillen. Wenn t(i) = 0, so gilt wortlich der Beweis
von 1.3. Wenn |t(i)] = 1, so gilt

(v, K(V=Dw) =T’ — a~'V—1wo*.

Da a rein imaginir ist, haben wir a~'V—1 € R. Die Behauptung folgt,
da D, @ kR isomorph zu den Hamiltonquaternionen ist. Die Ab-
bildung h;' definiert einen Algebrahomomorphismus

C —Endr (W, Q R).
Es sei V; C W, ein Og-Gitter. Dann ist A = W, @ R/V, ein komplexer
Torus auf dem Of operiert. Die Form ¢, definiert eine K-homogene

Polarisierung von A. Wir berechnen die Spur der Wirkung von Of auf
Lie A=W, ®R.

4.11 LEMMA:

Trc(e | W, @ R) = Trgo e + 2‘, t(j)wi(e),e €F
j€Z2nz

BEwEIs: Wirbetrachten die Zerlegung W, R =P W, Q k,,,R. Es sei
j€2/2nZ, so daB j =i mod n und t(j) = |t(i)|]. Wir miissen zeigen:

_ [wi(e) + wjsn(e), fiir t(j)=0
Tre(e | Dy @ ko R) = { 2w, o it 1

Es sei t(j)=0. Dann ist D; @ kR = Mx(R) ein F @ k., C-Modul,
auf dem F durch Matrixmultiplikation von links und C durch
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Matrixmultiplikation von rechts operiert. Deshalb ist M(R) ein treuer
F @ k., C-Modul und als solcher isomorph zu F ) k.,,C. Daraus folgt
die Behauptung in diesem Fall.

Es sei t(j) = 1. Dann gilt:

C—> F ® koR — Dy @ koR =H.

Die komplexe Struktur auf H ist die Linksmultiplikation mit Elemen-
ten aus C. Wir erhalten die Behauptung, da dim¢ H = 2.

Wir sind jetzt wieder in der Situation von Deligne [4] 4.13 und
konnen das dort angegebene Modulproblem in unserem Fall for-
mulieren.

Es sei C C G,'(Af) eine offene, kompakte Untergruppe. Ein Punkt
des Modulproblems iiber einem F,-Schema T ist:

Mg, ¢
(a) ein abelsches Schema A bis auf Isogenie und eine Injektion
v:F—>End® A, so daB

Tro, (e | Lie A)=Trrole|+ > t()o7i(e), e EF,
j€EZ2nZ

(b) eine K-homogene Polarisierung A von A, so daB « involutionstreu
ist,
(¢) eine C -Aquivalenzklasse von F @ A;-Modulisomorphismen

7: V(A — W, ® A,

die die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante
aus K erhalten.

Wir wollen zeigen, daf3
M;c(€) = C. X C'\G,(N)IG/(Q).

Nach Deligne [4] 4.10 miissen wir dazu folgendes beweisen:

Es sei (A, 1, A, 77) € Mg, c(C). Dann gibt es einen F-linearen Isomor-
phismus o : H/(A, Q) - W,, der die Bilinearformen auf beiden Seiten bis
auf eine Konstante erhdlt. Es sei h4: C— EndrH,(A, R) die komplexe
Struktur auf H(A, R). Dann ist aghaai' konjugiert zu h, unter G(R).

4.12 LemMMA: Es sei H ein F Q R-Modul, h:C— EndgH eine kom-
plexe Struktur auf H und ¢ eine alternierende Bilinearform mit Werten
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in K ®R, so daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind
(1) ¢(ex, y)=o(x,e7y),x,yEH,e €F,
(2) ¢ geniigt den Riemannschen Periodenrelationen,

(3) Trc(e | H) = Tragle|+ >, t(i)wile).
i€Z[2nZ
Dann ist (H, ¢, h) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir haben Zerlegungen

F®R= @ F®K,u,»R,H=.® H,',

i€Z[nZ i€EZInZ

die mit der komplexen Struktur vertriglich und beziiglich ¢ ortho-
gonal sind. Es sei ¢ I H; = ¢i. Wir definieren eine R-Bilinearform @;
mit Werten in C durch die Gleichung

Trerz®@i(x, y) = ¢i(h(2)x, h(V=1)y), z € C.

Nach den Periodenrelationen ist @; eine positiv definite, hermitsche
Form auf H,.
Die komplexe Struktur auf H; sieht folgendermaBen aus:

Hi=F ® x.,C fiir t(i)=0
H = (F ® xoR)—> C* fiir t(j)=1,j =i mod n
Fiir t(i) = 0 gilt:

F® k,C—> CxC

e @ z—> (wj(e)z, wjn(e)z)

Da &;(ex, y) = ®;(x, e"y) fiir e € F, sind die beiden Faktoren auf der
rechten Seite orthogonal beziiglich &;. Nach geeigneter Wahl der

10 .
0 1). Damit

ist (H;, ¢;, h) als F ® k,, R-Raum bis auf Isomorphie eindeutig bes-
timmt.

Wenn |t(i)|=1, so gilt Auteg, ,kHi = GlAO). Wir erhalten die
Behauptung, da sich jede positiv definite, hermitesche Bilinearform
auf C? auf die Form ((1) (1)) bringen 148t.

Es sei a:Hi(A,Q)—> W, eine symplektische Ahnlichkeit von F-
Moduln. Nach 4.12 existiert eine symplektische Ahnlichkeit von

Basisvektoren in beiden Faktoren erhilt &; die Form (
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F ® R-Moduln B: H,(A,R)> W, ® R, so daB BhaB ' = h,. Folglich ist
arhaar' konjugiert zu h, unter Boag' € G,(R). Es bleibt also nur die
Existenz von « zu beweisen.

Aus der Eigenschaft (a) der Punkte von M g, ¢ erhalten wir

Tro(e | Hi(A, Q) — 2Trgge, € € F.

Der Zerlegung FRQ= P FQ® F,W;@ entspricht daher eine Zer-

j€EZ[2nZ

legung H (A, Q) = EP H; in zweidimensionale Vektorrdume. Fiir
j€Z2nz

die Riemannsche Form einer Polarisierung A € A gilt
kE*(H;, H;)) =0 fir i# j+n.

Da eine entsprechende Uberlegung fiir W, gilt, finden wir eine sym-
plektische Ahnlichkeit iiber Q.

Die Formen von (W, ;) iliber Q werden bis auf symplektische
Ahnlichkeit durch die Gruppe H'(Gal(Q/Q), G;(Q)) klassifiziert. Wir
miissen deshalb beweisen

cls(W,, y) = cls(H (A, Q), kE*) € H'(Gal(Q/Q), G,(Q)).

Aus der Existenz von 7 und dem Lemma 4.12 wissen wir bereits, dafi
diese Klassen lokal gleich sind. Andererseits erhalten wir aus der
exakten Folge 4.9.1 ein kommutatives Diagramm

H'(Gal(@/Q), G,(@)) — HXGal(@/Q), K*@))

l |

[1 H'Gal@./Q,), G/(@.)) — [[ H*(Gal(Q./Q.), K*(@.))

Die Abbildung & ist nach Hilbert Satz 90 injektiv, und vy ist nach der
Klassenkorpertheorie injektiv. Daraus erhalten wir die Behauptung.

Wir definieren jetzt eine Reduktion von Mg, ¢ modulo p. Es sei Op,
eine Ordnung von D,, die Or enthilt und die an der Stelle p maximal
ist. Da Op, @ Z, = My(Ok,) und ord, a =0, erhalten wir eine perfekte
Paarung

:p,:OD, ®Zp XOD' ®Zp———> OKp'

Umgekehrt sei T, ein freier Og,-Modul vom Rang 2 und ¢:T, X
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T, > Ok, eine alternierende Bilinearform, deren Diskriminante eine
Einheit ist und fiir die

elex,y) = ¢(x, €"y), e € O,

4.13 LemMa: (T, ¢) ist als symplektischer Or,-Modul isomorph zu
(OD, ® Zps ll’t)'

BeEwEIis: Wir definieren auf T, eine hermitsche Form & durch die
Gleichung

Tre,k, ae®(x, y) = ¢(ex, y).

Die Diskriminante von @ ist dann ebenfalls eine Einheit. Es existiert
ein x € T, so daB P(x, x) eine Einheit ist.

In der Tat, es sei @(x,x)=0 mod p fiir alle x € T,. Wir finden
x, ¥y € T,, so daB ®(x,y) eine Einheit ist. Es gilt:

0=P(ex +y, ex+y)— @(x,x)~ DP(y, y) = Trg x, e®(x, y) mod p

Da Tr: Og, — Ok, sujektiv ist, erhalten wir einen Widerspruch.

Da Nm: O*p‘p - O?ép surjektiv ist, kann man & auf die Form ((1) ?)
bringen. Damit ist das Lemma bewiesen.

Es sei V,=0p, aufgefalt als Op-Linksmodul. Wir betrachten
offene, kompakte Untergruppen C C G,(Ar), so daB C = C"’C,,',
crc Gy(A}), C, = G,'(Op) N Auto, (V; ® Z,). Wir wollen auBerdem
annehmen, daB Cy D C fiir ein N =3, (N, p) = 1. Dabei bezeichnet Cy
die Hauptkongruenzuntergruppe (vergl. 1.6).

Wir definieren einen Funktor iiber Opp, dessen allgemeine Faser
M, ¢ ist. Ein Punkt iiber einem Opp-Schema T ist:

M
(a) Ein abelsches Schema A iiber T und eine Einbettung ¢ : Or - End
A, so daB

Tro, (e | Lie A) = Trole| + ; t(i)o"i(e), e € Op,
i€EZ2nZ

n

(b) Eine K-Homogene Polarisierung A von A, so daB . involution-
streu ist und so daB ein A € A existiert, das in p prinzipal ist,
(c) eine Aquivalenzklasse von Or Q Z°-Modulisomorphismen

7:TP(A)—> V. ® 2 mod C ",
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die die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante
aus K erhalten.

Aus 4.13 erhilt man unmittelbar Mg, c' = Mg, c' @ OF,F),.
4.14 LemMA: Der Funktor M g,c ist glatt und eigentlich iiber Of,.

Bewels: Um die Glattheit zu beweisen, wenden wir wieder das
Kriterium von Messing an. Es seien T und T’ artinsche Of,-Schemata
auf denen p nilpotent ist. Es sei T— T’ eine Nilimmersion mit
dividierten Potenzen. Wir zeigen, daB wir einen Punkt (A, t, A7) E
Mg,c(T) nach T’ liften konnen. M bezeichne die Liealgebra der
universellen Erweiterung von A iiber T'. Dann haben wir eine Zer-
legung in freie Or-Moduln vom Rang 2.

M= M
i€Z2nz
Wir finden eine effektive Polarisierung A € A, die in p prinzipal ist. Sie
definiert eine perfekte Paarung @ auf M, so daB ®(M'‘, M) =0 fiir
i#j+n. Es sei Fil, CM{=M'Q® O die Hodgefiltration. Fili" ist
das orthogonale Komplement von Fil}.

Wir wihlen Liftungen Fil C M’ von Fil} fiir i=1,...,n und
definieren Fil'*" als das orthogonale Komplement von Fil’ beziiglich
®. Damit erhalten wir die gewiinschte Liftung. Die Glattheit der
Einschrinkung des Funktors auf die Of,-Schemata, auf denen p lokal
nilpotent ist, ist dadurch bewiesen. Die Glattheit wird daraus folgen,
sobald wir die Darstellbarkeit des Funktors bewiesen haben.

Um zu zeigen, daB A potentiell gute Reduktion hat, benutzen wir
eine Variante des Kriteriums von Néron-Ogg-Safarévic.

4.15 BEMERKUNG: Es sei B eine abelsche Mannigfaltigkeit iiber
einem separabel abgeschlossenen Korper L. Es sei K ein Zahlkorper,
der auf B operiert.

Der rationale Tatemodul V.(B), ¢# Char L ist ein K @ Q,-Modul.
Wir haben deshalb eine Zerlegung

V((B) = l—ll Vv(B)’

wobei v die Primstellen von K durchlduft, die iiber ¢ liegen. Es sei
g = dim B. Dann gilt

dimg,V,(B) = 2g/[K : Q].
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In der Tat, es sei dimg,V,(B) = n, und k € K. Dann gilt

4.15.1) det(k/V,(B)) = 17! Nm?”  k

Ko

Andererseits ist det(k/ V.(B)) = deg k eine polynomiale, multiplikative
Funktion vom Grad 2g auf K. Daraus folgt

(4.15.2)  det(k/Ve(B)) = Nmygok™:l = [T Nmy o k1K1,
v

Die Behauptung folgt aus 4.15.1 und 4.15.2.

Es sei L ein diskret bewerteter Korper, dessen Restklassen-
charakteristik verschieden von ¢ ist. L sie der separable AbschluB
von L. Wir nehmen an, da8 B mit seiner K-Aktion iiber L definiert
ist. Dann erhalten wir eine Darstellung

p,:Gal(L/L) —> Autk V,(B).

NOS: B besitzt genau dann gute Reduktion, wenn p, unverzweigt
ist.

Der Beweis ist villig analog zu dem von Serre und Tate [26] fiir den
Fall K = Q.

Wir konnen jetzt den Beweis von 4.14 beenden. Es sei Op ein
diskreter Bewertungsring iiber Og, und L sein Quotientenkdrper. Wir
zeigen, daB ein Punkt (A, ¢, A, ) € Mg, (L) potentiell gute Reduktion
besitzt. Es sei v# p eine endliche Stelle von K, wo D, nicht zerfilit.
Die Tragheitsgruppe I von L operiert auf dem Tatemodul

pv: I—> EndF VV(A) = EndF(M ® Kv)'

Indem wir L erweitern, diirfen wir nach dem Monodromiesatz
annehmen

(p.(g)—id)*=0, g€

Da p,(g) die Bilinearform auf W, ® K, respektiert, ist es nach 4.9 von
der Form p,(g)x = exd, e €EF, d € D, ® K,. Dann gilt

(p,(g) — id)*x = e’xd*—2exd + x = 0.

Wihlt man zuerst x = 1 und dann x so, daB x 'ex = e", so erhilt man
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das Gleichungssystem

eld>—2ed =—1
erd?—2e’d = —1

Diese Gleichungen widersprechen sich, wenn e# e¢”. Wir finden e €
K,, d =e¢'. Daraus folgt p,(g)=1. Der Beweis von 4.14 ist damit
beendet.

Da D und D, an allen von p verschiedenen endlichen Stellen von K
die gleiche Invariante haben, finden wir einen Algebraisomorphismus

D@ At=DQ A.

Nach Skolem-Noether kdnnen wir ihn so wihlen, daB er auf F @ A}
die Identitit induziert. Die symplektischen F @ A}-Riume
(Vo) QA7 und (V,¢)Q® A} konnen wir dann miteinander
identifizieren.

Es sei C C D*(A;) eine offene kompakte Untergruppe, die den
Bedingungen 1.6 geniigt. Es sei C, = C{C,, C D¥(A,) die offene kom-
pakte Untergruppe, fiir die C;, =(Op, @ Z,)* und C%=C". Der
Durchschnitt Cx = C N K*(A;) = C; N K*(A) ist eine offene, kom-
pakte Untergruppe von K*(A,), die in p maximal ist. Man findet eine
offene, kompakte Untergruppe Cr C F*(Ay), so daBl

(1) Cr = C§Cp,), wobei Cr, = Of, und CEC F*(A}),
(2) Cr N K*(Af) = Ck,
(3) CrF* N K*(Af) = CkK*.

In der Tat, findet man ein Cf, das der ersten Bedingung geniigt und
fiir das Cr N K*(A;) C Ck. Es geniigt ein Cr zu finden, das der ersten
Bedingung geniigt und fiir das CzF* N K*(A;) C CxK*. Denn wenn Cr
beide Inklusionen erfiillt, so leistet CxCr das Gewiinschte.

Deshalb geniigt es, die Injektivitit der folgenden Abbildung zu
beweisen.

lim Cx\K*(A;)/[K* — lim C¢\F*(A,)/F*.

Ck Cr

Dabei durchlaufen Cx und Cr alle Kongruenzuntergruppen, die durch
eine zu p prime Kongruenz definiert werden.

Es sei T ein Torus iiber Q und Ur C T die Einheitengruppe. Nach
einem Satz von Chevalley [3] ist die Topologie, die durch U}, n EN
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auf T(Q) definiert wird dquivalent mit der Topologie C N T(Q), wobei
C C T(Ay) alle Kongruenzuntergruppen durchlduft, die durch eine zu
p prime Kongruenz definiert werden.

Die Injektivitit der Abbildung a erhdlt man jetzt genauso wie
Deligne [4] 1.15.3.

Das Bild von Cr X C, bei der Abbildung F*(A;) X D*(A;)— G, (Af)
bezeichnen wir mit C,. Das ist eine offene, kompakte Untergruppe der
Form C,” - C,,, wobei C,, = Auto,(V: ® Z,) N G,(Q,).

Wir definieren einen Morphismus

(4.16) a;: Myc X Ce\F*(Ag)|[F* — Me,c; @ onOp/pOp.

Dabei ist Ce\F*(A;)/[F* als konstantes Schema iiber Of/pOf auf-
zufassen. Es sei U,(F) die Menge der Elemente von F, die an der
Stelle p eine Einheit sind. Dann gilt

CE\F*(ADIU,(F) = Ce\F*(Af)/F*.

Der Morphismus a, ordnet einem Punkt (A, A, 1) von Mic und
einem f € F*(A?) den Punkt (A, ¢ | Op, X, f7j) zu.

Ein k € C'I’(\K *(AP)/U,(K) operiert auf #;c durch Multiplikation
von 7 mit k und auf C',’(\F *(AP)/U,(F) durch Multiplikation mit k™.

4.17 SATZ: Mg,c, ist reprisentierbar durch ein glattes projektives
Schema. Der Morphismus a, ist eine konstante Galoisiiberlagerung mit
der Galoisgruppe Cx\K*(A;)/K*.

Fiir den Beweis benétigen wir einige Lemmata.

4.18 LEMMA: Es sei L ein perfekter Korper iiber Og/pOr. Es sei X
eine Barsotti-Tate Gruppe iiber L. Gegeben seien ein Homomor-
phismus «:Og,—> End X und ein Isomorphismus A :X - X* auf die
duale Barsotti-Tate Gruppe, so daB3

(1) A =A%,

(2) die Rosatiinvolution von X\ induziert auf Og, den Automor-

phismus ,

(3) Tri(w(e)/Lie X) = Trro,e + .e;; 1) o7'(e), e € O,

Dann existiert ein bis auf Konjugation mit einem Element aus Of,
eindeutig bestimmter involutionstreuer Homomorphismus

Ve ODp —— End X,

so daB (X, ') ein formaler*ODv-Modul vom Typ t ist und ' | Of, =t
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BewEeils: Es sei M der kovariante Dieudonnémodul von X. Wir
haben eine Zerlegung

M= @ M,M={meEM|ue)m=0"(e)m,e€E O}

i€Z2nz

Die Verschiebung V ist ein Operator vom Grad 1, und es gilt dim
Mi/VM;_;=1+1t(i). Da Héhe X =dim X +dim X* = 4n, sind die M;
freie W(L)-Moduln vom Rang 2. Der Isomorphismus A definiert eine
perfekte Paarung &®: M X M - W(L), so daB
O(x,y) = —D(y, x), D(Vx, Vy) = pd(x, y)"",
Dd(M;, M;)=0fiir i#j+n.

Es sei N =M @ Q der rationale Dieudonnémodul. Ich behaupte,
daB auf N eine nichtausgeartete, alternierende Bilinearform ¥ exis-
tiert, so daB
(4.18.1) W(Vx, Vy) = p¥(x, y)° ', ¥(N, N;)=0fiir i#j.

Jede andere Form mit diesen Eigenschaften hat die Gestalt
Y (u(e)x, y) fiir ein e € F,.

In der Tat, wir wihlen eine nichtausgeartete, alternierende Bil-
inearform ¥{: Ny X Ny— W(L) ® Q und definieren rekursiv

¥i(Vx, Vy)=p¥i(x, y)",i=0,...,2n
Da dim M/VM,_, = 1+ t(i), folgt
(4.18.2) ord, det ¥i,,|y,,, = ord, det ¥y, —2t(i + 1).

¥ und ¥, sind alternierende Bilinearformen auf M,, die sich wegen
4.18.2 und Z#;' t(i + 1) = 0 um eine Einheit w € W(L) unterscheiden.

Vi =w¥;
Es sei ¥y = uW{. Dann gilt ¥; = u°"'¥} und folglich
Vo = wu’ u"'p,.

Da jede Einheit im Wittring von der Form u® "u ™" ist, erhalten wir fir
geeignetes u

‘I’o = 11’2,,.
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Die orthogonale Summe @ V; ist das gewiinschte ¥. Die Eindeutig-
keitsaussage ist klar.
Nach 4.18.2 kann man ¥ so wihlen, dafl

i

ord, det 11/,-,M.~=—(1+ 3 t(k))

k=i—n+1
Wir definieren einen Homomorphismus IT: N — N durch die Glei-
chung

Y(IIx, y) = @(x, y)
Dann ist IT ein Operator vom Grad n. Eine leichte Verifikation zeigt:

(4.18.3) D(IIx, y) = @(x, ITy), ¥(IIx, y) = ¥(x, ITy),
IV = VII, «(e)II = II.(e") fiir e € OF,.

Da & eine perfekte Paarung ist folgt

IIM; , ={x €N, I Yi(x, M) CW(L)}=p 24Tt 10 M, C M,

Wir erhalten
(4.18.4) IT’M; = pM..

Die Abbildung IT*: M; - M; ist selbstadjungdiert beziiglich ¥; und
deshalb die Multiplikation mit einer Konstanten c¢; € W(L). Da II?
und V vertauschbar sind, folgt c;;;=c{ . Deshalb gilt IT*= v(8),
8 € Of,. Da nach der ersten Gleichung von 4.18.3 IT? invariant unter
der Involution ist, folgt 8§ € Ok, und nach 4.18.4 ord, § = 1. Also ist
Or,[11] isomorph zu Op,. Wir erhaleinen Homomorphismus

':Op,— End X.

DaB ' involutionstreu ist, folgt aus IT = allI* ™' = —alla™' = —aa "I =
II.

Es sei umegkehrt 11:0p,>End X gegeben. Dann ist ¥i(x,y)=
®(,;(IT) 'x, y) eine alternierende Bilinearform auf N, die den Bedin-
gungen 4.18.1 geniigt. Aus der Eindeutigkeit von ¥ erhalten wir
u(IT) = v(e)/(IT). Dann gilt:

V(I = y(IT) = v(ee")(IT?)  ee” =1
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Wir finden ein e, € Or,, so daB eje;” = e. Es folgt
u(ID) = J(eIe"). Q.E.D.

Es sei (A, i, A, 1) € M, c;(F,). Die Barsotti-Tate Gruppe X von A
geniigt den Voraussetzungen von 4.18. Nach dem Satz von Tate ist
die Abbildung End A ®Q Z, —~End X bijektiv. Da jedes lineare Glei-
chungssystem iiber Z, das iiber Z, eine Losung hat auch iiber Z eine
Losung hat, finden wir ein IT € End A, so daB ITu(e) = t(e")II, e € OF
und IT invariant unter der Rosatiinvolution ist. Dann ist ®(IT 'x, y)
eine alternierende Bilinearform auf N, die 4.18.1 geniigt. Deshalb
finden wir

OFP[H] = ODP’ HZE OKD NEnd A= OK.

Wir zeigen, daBl die Quaternionenalgebra A = F[II] isomorph zu D
ist.

Es sei u € D ein Element mit der Spur 0, so daB int ¥ auf F den
Automorphismus 7 induziert. Es sei ¢# p eine Primzahl. Wir haben
einen Isomorphismus symplektischer F-Moduln gewihlt

(“’l ® Qé” l!’t) = (D ® Ql” !l’)'

Uber n €4 induziert IT eine y-selbstadjungdierte Abbildung
D ® Q,—» D Q Q, die wir ebenfalls mit IT bezeichnen. Ich behaupte,
daB II die Linksmultiplikation mit einem Element der Form eu,
e € F @ Q¢ ist. Daraus folgte dann D ® Q,=A Q Q..

Da u'Il ein F-linearer symplektischer Automorphismus ist, folgt
aus 4.9 u"'llx = fxd, d € DR Q.. IT und eu sind beziiglich ¢ selb-
stadjungdiert. Wir erhalten

Y(xd, y) = ¢(x, yd) = ¢(xd*, y).

Deshalb gilt d = d* € K ® Q,, was wir zeigen wollten.

Wir brauchen nur noch zu beweisen, daB A an den archimedischen
Stellen von K isomorph zu D ist, d.h. daB A dort zerfillt. Die
Rosatiinvolution auf A ist aber x ~> ax*a™', wihrend die einzige
positive Involution auf den Hamiltonquaternionen die Hauptin-
volution ist.

Wir haben eine Op-Aktion auf A gefunden

':Op—— End A,
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so daB ¢'/Or = . Wir wihlen einen Op & Q.-Isomorphismus
MNe:Ve(A)— VR Qr =W, R Qe

Da 7} die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante
erhilt (1.2), gilt nach 49 n,=enid, e EF X Q,, d€D ® Q,. Das
bedeutet, daB ein e € F*(A?) existiert, so daB en ein Op @ Al-
Modulisomorphismus ist. Dann ist (A, i/, A, E) aus M, c(F,), was die
Surjektivitit von «, auf den F,-wertigen Punkten beweist.

4.19 LEMMA: Es sei (A, , A, ) ein Punkt von Ma,c, Dann gilt:
Aut(A,, A, 7)=F NCr

BEweEIls: Da A potentiell gute Reduktion besitzt, beschrankt man
sich leicht auf den Fall eines F,-wertigen Punktes. Dann gibt es auf A
eine Op-Aktion . Wir finden ein f € F*(A}), so daB (A, ./, X, E) ein
Punkt von M, ¢ ist. Wir konnen f = 1 annehmen.

Es sei y ein Automorphismus von (A, ¢, A, 7). Da die Op-Aktion '
bis auf Konjugation mit einem Element aus F* eindeutig bestimmt
ist, finden wir

V(d)y = yi'(ede™), e € F*.

Folglich ist yu(e) ein Endomorphismus von (A, ). Es sei n €7 ein
Op @ Af-Modulisomorphismus. Dann gilt

nyi(e) = eny = nd, d € D*(AF).
Da andererseits y die Klasse 7 fixiert, haben wir
ny=emc, e € C;, ceECl=C".

Nach 4.9 finden wir ein k € K*(A?%), so daB kc =d und k™'e;=e’".
Dann folgt k € CF* N K*(A?) = CyK*. Wir konnen nach Abin-
derung von (e, d) durch ein Element aus K und von (e, ¢) durch ein
Element aus Cx annehmen, daB k = 1. Dann ist yi.(e) ein Automor-
phismus von (A, ¢/, A, 7j) € M, . Die Behauptung folgt wie im Beweis
von 4.8 aus 3.4,

Wir definieren in volliger Analogie zu 1.7 ein feines Modulproblem
M, c;, das eine endliche Galoisiiberlagerung von M, c; ist.

Es sei (A, A, 7j) ein Punkt von Mg, c,. Wir wihlen eine p-prin-
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zipale, effektive Polarisierung A €A und in einem geometrischen
Punkt ein 1 € 1. Dann gibt es ein k? € K*(A7(—1)), so daB

P(n(x), n(y) = ki EXN(x, y).

Wir setzen k, = 1 und erhalten ein Idéle aus K*(A;(—1)). Die Klasse «
dieses Ideéles in Nm Cr - Nm°C;\K*(A;(—1)) hiingt nicht von der Wahl
von 1 €17 und K € Nm Cr Nm°® C\K*(A;(—1))/K* hiingt nicht von
der Wahl von 7 €7 und A € A ab. Wir wihlen ein Repriisentanten-
system «; € Nm Cr Nm® C,\K*(A;(—1)) der endlichen Menge
Nm Cr Nm° C,\K*(A;(—1))/K*. Mit Hilfe der «; definieren wir 4- GiC;
genauso wie ﬂc. Da nach Lemma 4.19 Nm Cr Nm°C, N
K*/Nm(F N Cg) fixpunktfrei auf ﬂ G,c, operiert, erhalten wir, daB # ¢,
reprasentierbar ist.

Die Gruppe Cx\K*(A;)/K* operiert fixpunktfrei auf dem Schema
Mic X Ce\F*(Ap)/F*. Der Quotient dieser Wirkung ist N, = M, c X
CrK*(A\F*(A))/F*. Die Abbildung 4.16 faktorisiert sich iiber
Bi:Ni—=> Mg,c;® OFPOF/POF Es bleibt zu beweisen, daB B, ein Isomor-
phismus ist. Wir wissen bereits, daB B, auf den F,-wertigen Punkten
surjektiv ist. Da Mg, c; ® onOF/pOp ein reduziertes Schema ist,
geniigt es zu beweisen, dal B, eine abgeschlossene Einbettung ist.
Nach EGA IV 8.11.5 ist das dquivalent damit, daB B eigentlich,
unverzweigt und radikal ist. Offensichtlich ist B, eigentlich. Die
Unverzweigtheit folgt aus der Tatsache, daB man einen Homomor-
phismus abelscher Mannigfaltigkeiten auf hochstens eine Weise
infinitesimal liften kann.

Um zu zeigen, daB B, radikal ist, betrachten wir zwei Punkte
(A, ,, A, %) und (A',¢,A',7’) von M, iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper L und zwei Elemente e, e’ € F*(A%). Gegeben
sei ein Isomorphismus von Punkten von Mg, c;

¢ :(A, "/OF, A_’ E) — (A', "'/OF’ ):I’ eln,)

Wir miissen zeigen, daBl ein k € K*(A?) existiert, so daB e’k =e
mod CrgF* und ein Isomorphismus von Punkten von ¢

(As L A—9 H) I (AI’ "” ):,’ 7-")'
Wir finden Elemente u € Cr und w € C,, so daB
e'n'(p(x)) = uen(x)w, x € VP(A), n €7, ' € 7.

Da ¢ und ¢’ durch ihre Einschrinkungen auf Of bis auf Konjugation
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eindeutig bestimmt sind, finden wir ein f € F*, so daB

e(u(d)x) = '(fdf e (x).
Dann gilt:

7' (e((d)x)) = n'('(fdf e (x)) = fdf "'ue''en(x)w
7'(¢(1(d)x)) = ue''en(u(d)x)w = ue''edn(x)w

Folglich liegt f 'ue''e = k im Zentrum K*(A%) von D ® Af.
Wir erhalten, daB e’k =e¢ mod CkF und daB ¢, =.(f )¢ einen
Isomorphismus von Punkten von Mg, c; definiert

(Pl:(A’ L, X, H) —_— (AI, L” X’, ﬁ,)°

Damit ist Satz 4.17 bewiesen.

Wir konnen jetzt eine Liftung des Schemas ;¢ nach Charak-
teristik 0 definieren. Die Einschrinkung von o, auf #;c x 1 ist eine
offene und abgeschlossene Einbettung. Wir bezeichnen mit /Zt,,c die
Vereinigung aller Zusammenhangskomponenten von g, c;, die mit
a;(M,c X 1) einen nichtleeren Durchschnitt haben. ., ¢ ist ein glattes
Schema iiber Of, und a, induziert einen Isomorphismus

Mic —> -/a:,c ® OFPOF/ pOr.
Da Ce\F*(As)/F* auf Mg, c; operiert, erhdlt man einen Morphismus
(4.20) @ : Mic X CF\F*(Ap)|[F* — M, c;.

Wenn wir C alle offenen, kompakten Untergruppen von D*(Ay)
durchlaufen lassen, die der Bedingung 1.6 geniigen, so erhalten wir
ein Proschema M} = lim M,c. Da G,(A?) auf dem Proschema % =

lim Mg, c; operiert, konnen wir die Operation von D*(Af) = D*¥(A})
auf M5 =lim M,c nach M, liften. Wir erhalten eine Abbildung von
Proschemata

(4.20.1) & 1 MY X (F*(A)IF)* — M¥;,

wobei (F*(A;)/F*)* =lim CE\F*(A;)/F*. Nach Definition der
Aktionen ist a? dquivariant beziiglich der Abbildung D*(A?%) X
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F*(Ah) - G, (A ). Nach 4.17 sind & und &% konstante Galoisiiber-
lagerungen.

Wir wollen die allgemeine Faser von ., berechnen. Dazu erinnern
wir an die Definition der seltsamen Modelle.

Der Morphismus 4.9.1 faktorisiert sich folgendermaBen:

S’(R) —5 D¥(R) x F*R) — G{(R)

Die Paare (D%, hp) und (F*, hg) definieren Shimuramannigfaltig-
keiten Mps und Mg». Der Shimurakorper E(D¥, hpt) von Mp: ist der
Teilkorper von C, der von allen Elementen Zieznz |t(i)|vi(k), kK € K
erzeugt wird. Nach Deligne [4] §6 besitzt Mpy ein kanonisches Modell.
Im Sinne des vor 4.9 gewihlten Langlandsdiagramms liegt E(D%, hps)
in F,. Es ist daher sinnvoll, wenn wir im weiteren Mp; als Proschema
iiber F, auffassen.

Der Frobenius p € Gal(F}'/F,) definiert durch Wirkung auf dem
zweiten Faktor einen Morphismus «, : Mpsc, ® £, Fp = Mpsic, Q rFy',
den wir den Frobenius von Mp;c nennen. Es sei h irgendein
Automorphismus endlicher Ordnung des F,-Schemas Mpsc,. Dann
existiert eine Form von Mpsc, d.h. ein F,-Schema M’, das iiber F}’
isomorph zu Mps , ist, so daB a, © hpr der Frobenius von M’ ist.

Es sei Zicz/nz |t(i)| = k. Wir bezeichnen mit hx € K*(A;) das Idele,
welches an der Primstelle p gleich p* und sonst gleich 1 ist. Da
K*(As) auf Mp;c, operiert, erhalten wir einen Automorphismus endli-
cher Ordnung von Mpsc,. Die hy,x entsprechende Form von Mp:c,
bezeichnen wir mit Mps c,.

LaBt man C wieder das System aller offenen, kompakten Un-
tergruppen mit der Eigenschaft 1.6 durchlaufen, so erhélt man Pros-
chemata auf denen D¥(A}) operiert.

p . ~p . ~
Mp, = 1511 Mp:c, Mp, = hj_n Mbpsc,

4.21 SATz: Es existiert ein glattes OF, -Proschema M% = lim jt,c mit

einer D¥(A})-Aktion. Die spez:elle Faser #? ® Or, OflpOrk ist lsomorph
zu M, und die allgemeine Faser #,® o, F, ist 1s0m0rph z2u M b, Diese
Isomorphismen respektieren die D,(A})- Akttonen

BEwEIs: Die erste Aussage haben wir bereits bewiesen. Wir erin-
nern an die Definition des kanonischen Modells Mr.
Es sei w; die Fortsetzung von v;: K =R, fiir die t(j) = 0. Wir haben
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nach Definition

he:$o—> (F@R)*= [[(F ®@ x,R)* =[] C*.

i

7 5 z—m)

Es sei u das Kompositum von hr @ «C mit der Abbildung

C*—->C*XC*=9’R®RC.

z—(z, 1)

Die Abbildung p faktorisiert sich:

p:c*— J] G*—EFRQO*= [] c*

j€zi2nZ 1(j)=1 j€Z2nz

z2—(z7, ..., z7h

Der Shimurakorper E(F*, hg) ist der Definitionskorper von . Er
wird erzeugt von den Elementen X,;-, wi(f), f € F, Im Sinne des
gewihlten Langlandsdiagramms ist er in F, enthalten. Wir betrachten
Mgs ¢, als Schema iiber F,. Da Cr in p maximal ist, ist Mg« ¢, endlich
und étale iiber F,. Der Frobenius iiber F, operiert auf Mg+, nach
Definition wie das Bild von p~' bei der Abbildung

Nmg
riF*— (F, ® F,)* —2% F* C F*(A).

Man sieht leicht, daB r(p~') das Ideéle h,« ist. Aus 4.9 folgt ohne
Schwierigkeiten, dal die kanonische Abbildung

4.21.1) B:: MD';_C, X MF*,CF —> MG,C,

eine unverzweigte Galoisiiberlagerung mit der Gruppe Cx\K*(A;)/K*
ist.

Der Morphismus g, ist liber F, definiert. Wenn man die linke Seite
von 4.21.1 mit Hilfe des Automorphismus endlicher Ordnung h,« X
h,-« twistet, so ergibt sich eine konstante Galoisiiberlagerung

Mpy c, X Ce\F*(Ap)|F* — Mg, c;.

Geht man zu den Proschemata iiber, so erhidlt man einen beziiglich
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m: D¥(A?) X F*(A?)— G,(A%) aquivarianten Morphismus
(4.21.2) BY: M b X (F*(Ap)|F*)* — M¥,,

der eine konstante Galoisiiberlagerung mit der Gruppe (K*(A)/K*)*
ist.

Andererseits definiert 4.20.1 eine w-dquivariante, konstante
Galoisiiberlagerung von F,-Schemata mit der Gruppe (K*(A;)/K*)"

7' M X (F*(A)|F*)* — M.

Die letzte Behauptung von 4.21 folgt, wenn wir zeigen, daB} ein
f € F(A}) existiert, so dafl

fr'(M'x 1) = BR(MB,).

Beide Seiten der Gleichung sind Vereinigungen von Zusammen-
hangskomponenten von M§. Wir konnen f so wihlen, daB sie eine
Zusammenhangskomponente gemeinsam haben. Ich behaupte, daf3
D*(A?) transitiv auf den geometrischen Zusammenhangskomponen-
ten wo(M ) = mo(Mb+) operiert. Dann folgte ﬁ‘{’(M B)C fr'(M'x 1)
und damit die Gleichheit.

Nach dem chinesischen Restsatz liegt D*(Q) dicht in D*(R) X
D*(Q,), Daraus folgt

D*(R)’C.,D¥(A))D,(Q) = D¥(R)D*(As) = D*(A).

Wir erhalten die behauptete Transitivitét.

Der Beweis zeigt, da die w-dquivarianten Galoisiiberlagerungen =’
und 4.21.2 isomorph sind.

Es sei SCZ/[2nZ die gesittigte Menge, die der Funktion t ent-
spricht. Wenn wir die Sitze 4.21 und 4.8 kombinieren, so erhalten wir,
daBl Mcs.: universell homdomorph zur Reduktion des F,-Schemas
MD»;,C, ist. Der Satz 4.7 sagt aus, dal das auch noch richtig ist, wenn
t=1, S=27/2nZ und n gerade ist.

4.22 Satz: Es sei S#7Z[2nZ eine gesittigte Menge. Z sei eine
Zusammenhangskomponente  von ./“C—® OFpﬁ,,. Dann ist der
Durchschnitt Zs von Z mit Mcs Q oqporFp nicht leer und zusammen-
hdngend.
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BEWEIS: Wir wissen bereits, da Zs nicht leer ist. Nach 4.7 enthilt
Z namlich einen Punkt, fiir den alle Indexe kritisch sind. Deshalb
geniigt es zu beweisen:

card mo(Mc,s® ogposFp) = card wo(Mc @ onF—p) = Nm°C\K*(A¢)/K*

Die letzte Gleichung folgt aus 4.1.

Es sei t die zu S—1 assoziierte Funktion. Da Jlcs ® opporFp
universell homdomorph zur Reduktion von Mp; ¢, ® £, F} ist, geniigt
es, nach Zariskis Zusammenhangssatz zu beweisen, daf3

card ’IT()(MD?C‘ ® FPC) = NmOC\K*(Af)/Kf

Es sei D¥ die Untergruppe der Elemente von D*¥ mit der Norm 1.
Das ist eine einfach zusammenhingende Gruppe tiber Q, die im Un-
endlichen nicht kompakt ist. Deshalb konnen wir Deligne [4] 2.7.1
anwenden. C,. bezeichne den Zentralisator von hD*,(\/——_l) in D*(R).
Dann ist Nm°C;.. gleich der Menge der total positiven Elemente von
K*(R). Wir erhalten eine Bijektion

mo(Mpy,c, & £,C) = Nm°C,. x Nm°C\K*(A)/K* = Nm°C\K*(A;)/K*%.

Da Nm°C, = Nm°C, folgt die Behauptung.

§5. Die Schema Al fiir nichtgesittigte Mengen S

Wir zeigen in diesem Paragraphen, daB die /(s im gewissen Sinne
(P')"-Faserungen iiber s sind, wobei S’ eine minimale gesittigte
Menge ist, die S umfaBt. Der Beweis beruht auf dem lokalen Struk-
tursatz 2.4. Wir beginnen mit einigen Betrachtungen, die das Haup-
tresultat plausibel machen und die wir spéter prizisieren werden.

Es sei X ein s.f. Op,-Modul iiber einem perfekten Korper L. Es sei
k€Z[2nZ ein Index, so daB k und k+n —1 fiir X kritisch sind.

M= EE M; sei der Cartiermodul von X. Wir wihlen eine Einbettung
i€EZ[2n2Z

@o: My—%*? und erhalten ein Diagramm a;, i €Z im Bruhat-Tits-
gebidude. Wir fixieren einen Reprisentanten aus der Klasse k mod 2n
und bezeichnen ihn ebenfalls mit k. k ist genau dann Kkritisch, wenn
Ua, = axsn-1. Da k und k + n — 1 kritisch sind, erhalten wir:

— 772, — _ _
ki = Uak = Ulgin1 = Arin2> Ak = i
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Es sei aj_; irgendein Punkt im Abstand 1 von a,. Wir definieren
a}=aj, wenn j# k —1 mod 2n und aj-isj = U%aj_, fir j€ Z.

ak-3 ak-2 = Qi Ak +1

AN
AN
N

»

k-1 ak-i

Nach 2.7 definiert das Diagramm a; einen s.f. OD§-Modul X' und
eine Quasiisogenie der Hohe Null X - X'. Da die Punkte im Abstand
1 von a; durch P'(L) parametrisiert werden, erhalten wir eine Menge
von Quasiisogenien

5.1) X - X, t eP(L).

Wir bemerken, daB S(X;)D S(X)\{k—1,k +n}. Es sei n=2. Dann
gibt es genau einen Punkt t €P'(L), so daB k—1€ S(X,). Er ist
bestimmt durch die Gleichung Ua,-i(t) = aiy+n-2, Wobei a;(t) das
Diagramm von X, bezeichnet. Entsprechend gibt es genau ein t, so
daBB k+n e S(X,). Es wird durch Ua,_, = a;,_(t) bestimmt. Es sei
n =1 und L algebraisch abgeschlossen. Wir kénnen annehmen, da U
wie der Frobenius o operiert. Dann lauten beide Gleichungen
Uay-((t) = ax—1(t) und haben p + 1 Lisungen.

Um uns von dem Fall eines perfekten Grundkorpers zu ldsen,
ibersetzen wir die Konstruktion in die Sprache der Cartiertheorie.
Mit den gleichen Bezeichnungen gilt:

(52) pMk = Hsz = HVM)H.,,_I = Vszkz
Es sei vy; eine homogene V-Basis von M. Nach 5.2 ist vy, V.-, eine

Basis des W(L)-Moduls M,. Die Gitter im Abstand 1 von M; lassen
sich folgendermaBen parametrisieren

pM, C pM, + W(L)([uly + [W]Vyi-1) C My, (u, w) EP'(L).
Wir setzen:

Mi_i= VMo + WXV [uly + W ly) C M @ @
Mi=M, firr i k-1
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Dann ist M' =@ M/ der Cartiermodul eines s.f. Op-Moduls. Eine
homogene V-Basis sieht fogendermaBen aus:

8- = [WP ]y + V' [uly
(5.3) S=v firi#k—1,k

5 ={ v, wenn w# 0
k Vyk-1, wenn u#0

Wir werden zeigen, daB die Konstruktion 5.1 in dieser Form iiber
einem Basisschema T der Charakteristik p moglich ist.

Es sei (A, , ) ein L-wertiger Punkt von #{c und X seine formale
Gruppe. Die Quasiisogenien X —»X,, t €P'(L) definieren Quasi-
isogenien p; : (A, i, ) > (A, u, 7). Wir erhalten eine Abbildung

(5.4) PY(L) — Mc(L).

5.5 LEmMMA: Die Abbildung 5.4 ist injektiv.

BEewEIS: Wir beginnen mit einer Definition. Es sei a: X — X' eine
Quasiisogenie s.f. Op-Moduln iiber L. Es seien M und M’ die
Cartiermoduln von X und X' und ¢o: Mo—> X2, ¢j:Mi—¥*? Ein-
bettungen, so daB ¢, = a ¢ ¢¢. Wir sagen dann, daB3 die entsprechen-
den Diagramme a; und a; von X und X' kompatibel beziiglich «
gewdhlt sind.

Wir kénnen voraussetzen, daB3 k — 1 fiir (A, ¢, 1) kritisch ist. Es sei
a: (A, u,n)—> (A, u, M) ein Isomorphismus. Wir betrachten fol-
gendes Diagramm von Quasiisogenien der Hohe 0.

Pt ‘: _ Pt _
(A, L 1—') B (A!, Lty 7_'!) _—> (At" L'y nl') D (A, L, n)
a; ai(t) = ¢ ci a;

Die Diagramme seien kompatibel beziiglich der Quasiisogenien
gewihlt. Da « ein Isomorphismus ist, gilt ¢; = c¢j. Nach Konstruktion
von p, und p, haben wir a; =¢; fiir i#k—1 und ai= c! fir iz k- 1.
Da k — 1 kritisch ist, folgt weiter Ua,-, = ax-,—, und Uaj—; = aj_n-».

Es sei n = 2. Dann erhalten wir a; = a] fiir alle i und damit a;(t) =
¢ =cj=ai(t'), was wir zeigen wollten.

Es sei n=1. Wir miissen zeigen, daB B =p;', ap, ein Isomor-
phismus ist. Da alle Indexe kritisch sind, folgt die Behauptung aus 4.5.

Unser Ziel ist es, projektive Geraden in (s zu finden. Leider liegt
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fiir einen Punkt (A, i, ) € Mcs(L) das Bild von 5.4 nicht notwendig in
Mcs(L). Deshalb miissen wir die Konstruktion 5.1 etwas verall-
gemeinern.

Wenn S nicht gesittigt ist, finden wir ein Intervall [i +1,j] in S, so
daB i€ S\S, j+1ZS und j+1€ S\S genau dann, wenn j—i un-
gerade ist. Wir nennen dann [i + 1, j] und [i + n + 1, j + n] ungesittigte
Intervalle von S. Dabei lassen wir auch den Fall eines leeren Inter-
valles zu: i€ S\S, i+ 1ZS.

Wir beschrinken uns im folgenden auf den Fall j=i+2k und
i+2k+1&S. Der Fall j —i ungerade ist vollig analog.

Man betrachte die folgenden Paare kritischer Indexe.

{i+n+1,i},{i+2,i+n+1},{i+n+3,i+2},...,
{i+n+2k+1,i+2k}

Nach 5.1 gibt jedes Paar AnlaB zu einer Menge X, t €P'(L) s.f.
Op,-Moduln, wenn wir die Punkte Qi.n, Git1, Gitns2s @is3s -« -5 Qivansk N
der dort beschriebenen Weise bewegen. Insgesamt erhalten wir eine
Menge von Quasiisogenien der Hohe Null von s.f. Op,-Moduln.

(5.6.1) X — X, teP(L)x---xP(L)=(P'(L))y*"
Da nach Voraussetzung i +n, i +2k+ 1 £ S, gilt
S(X)2S\Yi+1,i+n+2,i+3,...,i+n+2k}.

Die Menge der Punkte t, so daB S(X;)D S wird durch die folgenden
Gleichungen definiert.

Uai(t) = aisa(t)
Uaiiniat) = aini(t)
Ua;.5(t) = Qirns+2(t)

Uaiiniak(t) = aivax-

Wir erhalten:
(5.6.2) {t| S(X)>S}=P'(L)
Es sei n# 2k + 1. Dann bestimmt die Gleichung Ua;,,(t) = a;-, (bzw.

Uaiik+1 = Qisn+2(t)) den einzigen Punkt der Menge 5.6.2, so daB
i+neSX) (bzw. i +2k +1€ S(X))).
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Es sein =2k + 1. Dann gilt S = Z/2nZ\{i + n}. Wenn j =i mod 2, so
ist j und j + n — 1 kritisch. Daraus folgt a; = a;—; und Ugq; = @jsn-1 = a;.
Wir erhalten, daB X supersinguldr ist. Es sei L algebraisch ab-
geschlossen. Wir konnen annehmen, da8 U wie ¢" auf dem Gebiude
operiert. Dann gibt es p"+1 Punkte t€P'(L), fir die i+n=
i+2k+ 1€ S(X,). Es sind die Losungen der Gleichung

Aien ()" = Aisn(t).

Es sei X der s.f. Op,-Modul eines Punktes (A, ¢, 17) € Mcs(L). Dann
definieren 5.6.1 und 5.6.2 Abbildungen

(5.7.1) P(L)Y* ! — Mc(L),
(5.7.2) PY(L) —> Mcs(L).

5.8 LEMMA: Die Abbildungen 5.7.1 und 5.7.2 sind injektiv.

Der Beweis ist villig analog zu dem von 5.5.
Es sei n# 2k + 1. Wir erhalten Abbildungen, deren Fasern isomorph
zu P'(L) sind.

_» Mcsugraue(L)

(5.9.1) Mc,s(L)
T Mcsugn(L)

Es sei L=F, und n =2k + 1. Dann gilt S =27/2nZ\{i + n}. Es sei
zundchst i ungerade. Dann ist der Durchschnitt des Bildes von 5.7.2
mit Mczpnz(F,) gleich einer Faser des Morphismus 4.3. Deshalb
erhalten wir eine P'(I_T,,)-Faserung, die die Aktion des Frobenius auf
beiden Seiten respektiert.

(5.9.2) Mcs(F,) —> C_\D*(A;(—3)/D*

Wir bemerken, da8 4.3 willkiirlich gewahlt ist. Wir hétten fiir P, auch
den Stabilisator von a; wihlen konnen. Dann gilt eine analoge
Betrachtung fiir i gerade. Wir erhalten 5.9.2 auch in diesem Fall.

Zu dem ungesittigten Intervall [i + 1, i + 2k] C S assoziieren wir das
Paar {i+n,i+2k+1}C Z/2nZ\S. Analog assoziieren wir zu einem
ungesittigten Intervall [i +1,i+2k —1] mit i, i + 2k € S\S das Paar
{i+n,i+2k+n}Cz/2nz\S. Wenn i€ S\S und i +1£ S, so assozi-
ieren wir {i + n,i+1}C Z[2nZ\S.

Es sei {i, j} ein auf diese Weise zu S assoziiertes Paar. Wenn i+# j,
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so erhalten wir auch in diesem allgemeineren Fall P'(L)-Faserungen

(5.9.3) Mog(ry— Hesuo®D)
> Mlesup(L)

Wenn {i, i} ein ungesittigtes Paar ist, so haben wir den Fall 5.9.2.

5.10 LEMMA: Es seien {iy, ji}, . . ., {iw, ju} die zu S assoziierten Paare.
Es seien my,...,m, €EZ[2nZ verschiedene Indexe, so daB in jedem
assoziierten Paar mindestens ein m; liegt. Die Mengen der Form
Su{my,...,m} sind die minimalen gesittigten Mengen, die S
umfassen.

BEwEIls: Wir zeigen durch Induktion nach k, daB SU{m,,..., m}
eine minimale gesittigte Menge ist, die S umfaft.

Es sei S’ eine gesittigte Menge, so daB SCS'CSU{m,,..., m}
oder S'=SU{m,,..., m}. Wir kbnnen annehmen, daB m,=i, € S'.
Wenn m, in keinem anderen assoziierten Paar liegt, so sind
{is, ja}, - - -, {ix, jx} die assoziierten Paare von S U{m;}. Dann ist nach
Induktion S U{m,,..., m} gesittigt und gleich S’. Es sei m,=i,=
i€ S’. Mit den Bezeichnungen der Abbildung nach 2.12 sind die
folgenden Fille moglich

j» ungerade m, gerade j;+n
o b—-—n-d o F— %

j»+ n gerade m, gerade j,+n
* b ° — x

j» ungerade m, ungerade j,

L
ot { o { o

Man sieht, daB {j,, jo}, {is, j3},- - -, {ix, jx} die zu S U{m} assoziierten
Paare sind. Die Behauptung folgt durch Induktion. Es ist klar, da
man auf diese Weise jede minimale gesittigte Menge erhilt, die S
umfaBt.

Mit den Bezeichnungen von 5.10 erhalten wir eine Folge von
P'(L)-Fasserungen.

Mcs(L) —> /“C,SU(m.)(L) oL J“C‘Su(ml,....mk)(L)
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Wenn S N{my, ..., m}=2/2nZ, so muB man die letzte Faserung durch
5.9.2 ersetzen.

Wir hitten gerne, daB die konstruierten Abbildungen auf den L-
wertigen Punkten durch Morphismen induziert werden. Dafiir fiihren
wir die Konstruktion im Rahmen der Cartiertheorie durch.

Wir verwenden Bezeichnungen aus dem Beweis von 4.8. Es sei T
ein reduziertes Of/pOr-Schema. X sei ein s.f. Op -Modul iiber T und
Frx der relative Frobenius. Es sei T = Spec R ein affines Schema und
My der Cartiermodul von X. Wir bezeichnen mit My den V-dividier-
ten Cartiermodul

Wir verwenden Bezeichnungen aus dem Beweis von 4.8. Es sei T
ein reduziertes Or/pOr-Schema. X sei ein s.f. Op,-Modul iiber T und
Fryx der relative Frobenius. Es sei T = Spec R ein affines Schema und
My der Cartiermodul von X. Wir bezeichnen mit My den V-dividier-
ten Cartiermodul

My = lim Myxo"

—_—
M(Frx(p")

My bestimmt die formale Gruppe bis auf Isogenie [27]. Wir bemer-
ken, daB S(X®) = S(X)-1.

5.11 SATZ: Es sei X ein s.f. Op,-Modul iiber T, fiir den die Indexe
k und k +n —1 kritisch sind. Es gibt einen Funktor, der jedem Paar

(X, T) ein Tripel (Y, Pé T, #*X% > Y) zuordnet. Dabei ist w:P > T

ein lokal triviales P'-Biindel und s ein Schnitt. Y ist ein s.f. ODp-Modul

iiber P und w*X® Y eine Quasiisogenie der Hohe Null, die iiber s

ein Isomorphismus ist.

Folgende Eigenschaften sind erfiillt:

(1) Der Funktor ist mit Basiswechsel vertriglich. Genauer sei T' ein
reduziertes Or/pOr-Schema und f:T'— T ein Morphismus. Dann
ist (f3Y,f*P, fm*X® > f3Y) das (f*X, T') zugeordnete Tripel.

(2) Es sei T = Spec L das Spektrum eines perfekten Korpers. Dann
gibt es einen Isomorphismus P =P|, so daB fiir t € P(L)=P}(L)
XV =g*XP Y, die Quasiisogenie aus 5.1 ist.

Beweis: Wir fithren die Konstruktion zunichst lokal durch. Es sei
Spec RC T eine offene, affine Menge iiber der X eine homogene
V-Basis besitzt. Nach Abianderung des Strukturmorphismus diirfen
wir annehmen, da8 k =2. Wir wéhlen eine homogene V-Basis y; €
M., des Cartiermoduls M von X. Die Strukturgleichungen von X
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haben die Form

Iy = [x;]¥ien + 21 V™ iYicmen, X1= X =0, €y € W(R).

Es bezeichne ¢+~ c¢F den Frobenius von W(R). Dann lauten die
Strukturgleichungen von X®

Iy = [x2)yien + 21 Vel Yiomens

wobei yi= Vv,

Es sei M der V-dividierte Cartiermodul von X. Fiir eine Un-
bestimmte U sei M[U]= Cart R[U]®Ca,,RM. Wir betrachten in
M|[U] die Elemente

(5.11.1) yo+ VUYL ¥ - - o ¥in
und entsprechend fiir eine Unbestimmte W in M[W] die Elemente
(5.11.2) [WPlyo+ V'l Vyds ¥, - - s Yonot-

Wir zeigen, dafl die Elemente 5.11.1 bzw. 5.11.2 eine homogene
V-Basis eines reduzierten Cartieruntermoduls MY C M[U] bzw.
MY c M[W] sind. Es sei ¢:R[U, U] >R[W, W] der Isomor-
phismus, fir den (U)=W™. MY und M" definieren s.f. Op -
Moduln iiber R[U] und R[W], die iiber R[U, U ']=R[W, W]
isomorph sind.

Wir erhalten folglich einen s.f. Op,-Modul Y — P} und eine Quassi-
isogenie der Hohe Null #*X® Y, wobei m:Pt— Spec R die Pro-
jektion bezeichnet. Wir wissen bereits, daB diese Konstruktion mit 5.1
iibereinstimmt, wenn R ein perfekter Korper ist.

Es sei 8o= v+ V '[Uly| und & = v} fiir i#0. Um zu zeigen, daB
MYV ein reduzierter Cartiermodul ist, geniigt es, Strukturgleichungen
der Form 2.5.1 anzugeben, denen die §; geniigen.

Wir benutzen dazu die folgende Formel

(5.11.3) V™ cFyy= V™cF(yo+ V[Uly)) - V" lc[Ulyi =
VmcFsy— V™ lc[U18,, wobei m =1 und ¢ € W(R[U)).

Es gilt:
118, = II(y6+ V'[Uly}) = [x§1ys+ [UP)cT,, +

21 VreE oy min+ 22 VU Ich Y iomen
m=

m=
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Wenn n =2, so finden wir fiir die letzten beiden Summen s nach
5.11.3

s = 2 48, & EET.
Fiir die ersten beiden Summanden kénnen wir schreiben:
[x8]ya+[UPIctiya=[xf + rPU?ly,+ VbFFy,,r€R, b € W(R[U))
Wir haben eine Relation

F‘Y'll = z Vmafl,n'y;l—m—l’ am‘n e W(R[U])'

m=0

Deshalb finden wir nach 5.11.3
Vb Fy,=2 &8, & €ET.
Daraus ergibt sich die erste Strukturgleichung
18, = [x§ + r*U"18, + X, (& + £)8..

Fir n =1 fithren die gleichen Uberlegungen zum Ziel, wenn man
benutzt, daB

VFM, = II*"M, C [TVM, C V>M,.

Da in den Strukturgleichungen von M® fiir i#0, n+1 der
Koeffizient vor v4 in E3 liegt, bekommen wir mit Hilfe von 5.11.3 ohne
weiteres Strukturgleichungen fiir die ..

Es bleibt der Fall i =n + 1 und n =2 zu betrachten.

Iy =[xhalyi + ch:n+l')'(’)+ Vi...

Die Terme hinter V> machen keine Schwierigkeiten.

[x5eilyi+ Vetfnnys = [x5lyi+ Ve nndo— cian[Ulyi
= [xb,1+ Urly}+ VbFy{+ Vc¥,.6.

Da die Indexe 2 und n + 1 kritisch sind, gilt

VFMz = H2M2 C HVM,,H C VZMz.
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Deshalb haben wir eine Gleichung der Form

Fyi=23 V"anyim

m=1

Dann gilt:

VbFyi= 2 V™pFral iy, = Z &8, L EEY

m=1

Wir finden die letzte Strukturgleichung
I8, = x5+ Urld, + Vel o+ D, &6

Es sei Z der durch die Strukturgleichungen fiir die §; definierte s.f.
Op,-Modul. Dann haben wir einen Morphismus Z — w*X @, von dem
man faserweise nachweist, daB er eine Isogenie ist. Folglich ist
M; C M[U] der von den Elementen 5.11.1 erzeugte Untermodul.

Der Beweis dafiir, daB M"Y C M[W] ein reduzierter Cartiermodul
ist, ist analog. Damit haben wir einen s.f. Op -Modul Y" - Pk kon-
struiert, fiir den alle Aussagen des Satzes erfiillt sind. Wir miissen
noch die Unabhéngigkeit von der V-Basis y; nachweisen.

Wir wiihlen homogene Koordinaten Ty, T; auf P}, so daB T,/T, = U.
Es sei Z” das Urbild von Y” bei der Projektion A3\{0}— Pk Den
Cartiermodul von Z” iiber einer fixierten offenen, affinen Menge von
A}\{0} bezeichnen wir mit M". Er besitzt das Erzeugendensystem

[T81vo+ VI Talyi, VY6 Y15 ¥hs - - o Vinor-

Es sei §; eine andere homogene V-Basis von M, so daB3 §; € M,,,.
8 =, V™[ImilYi-m, I'mi € R, ro; Einheiten

Der V-Basis §; entspricht analog ein Cartieruntermodul M® des
V-dividierten Cartiermoduls. Es sei N” C M” der Cartieruntermodul,

der von den Elementen Vyy, vi,..., v, erzeugt wird. Offensichtlich
gilt N” = N° Wir finden

[T§186+ V'[Toldi = [TSrbolyo+ V[ Tol((rEilyi + VIrfilyo)
mod N7 = [T?rfo+ T8rf:lyo+ Vb Fyi+ V'[Torf,]yi mod N7,

Da der mittlere Term in N liegt, werden M” und M’ nach der
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folgenden projektiven Transformation gleich.
Ti=Tiroo+ Tori1, To= To"g_l

Damit ist der Beweis von 5.11 beendet.

Entsprechend kann man auch die Konstruktionen 5.6.1 und 5.6.2
iiber einem beliebigen reduzierten Basisschema durchfiihren. Dazu
betrachten wir eine zulissige Menge S und ein ungesittigtes Intervall
[i +1,j] von S, so daB i € S\S. Wir setzen m = card[i + 1, j].

Es sei X ein s.f. Op,-Modul mit S C S(X ). Dann haben wir auch in
diesem allgemeineren Fall wie unter 5.6.1 eine Menge von Quasi-
isogenien der Hohe Null.

(5.12.1) X — X, t eP(L)"*!
(5.12.2) X — X,teP(L),S(X))DS

5.13 Satz: Es sei X ein s.f. Op,-Modul iiber einem reduzierten
OrlpOr-Schema T mit der kritischen Menge S(X)D S. Es gibt einen

Funktor, der jedem Paar (X, T) ein Tripel (Y, P :/“—) T, 7*XP5Y)

zuordnet. Dabei ist P ein lokal triviales (PY)™*'-Biindel iiber T und s ein

Schnitt. Y ist ein s.f. Op,-Modul iiber P und 7*X® 'Y eine Quasi-

isogenie der Hohe Null, die iiber s ein Isomorphismus ist.
Folgende Eigenschaften sind erfiillt.

(1) Der Funktor ist mit Basiswechsel vertrdglich.

(2) Uber einem perfekten Kérper ist X® = n*XP Y, t € P(L)die
Familie X® - X unter 5.12.1.

(3) Es sei Q C P des maximale Unterschema, so daB3 S(Y;Q) DS —1.
Dann ist Q ein lokal triviales P'-Biindel iiber T.

BEWEIS: Wir betrachten wieder nur den Fall j =i+ 2k.Man kann
i =1 voraussetzen. Uber einer hinreichend kleinen, offenen, affinen

Teilmenge Spec R C T gibt es eine homogene V-Basis vy, € M,,, des
Cartiermoduls M von X. Man hat Strukturgleichungen der Form

Iy, = 2 V™[ Cms)¥s+n-ms Cos =0 flir s € S —1.
Folglich hat X die Strukturgleichungen

Iyi=3 V"[chdYimm vi= V7.
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Wir betrachten in dem V-dividierten Cartiermodul M[Ub,, . . ., U] die
Elemente

82r+1= Yare1+ VI [Ugsily2s2, 0= r=k — 1,
(5.13.1) Sni2r = Ynaar + V_I[Uzr]%nm, 0=r=k,

8; = +y; sonst.
Entsprechend betrachten wir in M[W,,..., W] die Elemente

€41 = [W;,H]‘Yim + Vs, 0=sr=k-1,
€r2= Vy,0=r=k—-1,
(5.13.2) €2rin = [WhIvnizr + V 'y s, 0= 1 <Kk,
€2r+nt1= VY¥ni2, 0=r=k,
€ = ys sonst.

Man verifiziert analog zu 5.12, daB diese Elemente reduzierte Car-

tiermoduln erzeugen. Dadurch wird ein s.f. Op -Modul Y iiber PH*H

definiert, der bis auf eine Transformation aus PGI(2, R)**' unab-
hiangig von der gewihiten V-Basis v; ist.
Wir berechnen die Gleichungen von Q iiber Spec R. Es sei r > 0.
Dann gilt:
I18,.5 = H’Y‘HZr + V_I[UZr]H‘Y:xnrH
= V[Cf,n+2r]‘Yér—l + [Ugrcf,n+2r+l]')'£r
+ VIU% c8 s2+1]¥4r-1 + V{Terme in y))
= ([U% et nsaret] = [Uzr-1C1ns2r]
- [U2r~l UngZ.n+2r+l])'Y£r + V[C ¥,n+2r]82r—l
+ VIUS ¢l nezrei)s 1+ VH(Terme in vi)

Wir erhalten:

(513-3) H8n+2r = [Ugrcf,n+2r+l - U21—lcl,n+2r - U2r—lUngZ.n+2r+l]
X 82, + V(Terme in §;), 1 <r=<k

Eine Indexverschiebung ergibt:

(5.13.4) 18341 =[USs1c82r02— UnCrarn1 = U U%41€22r42]
% 8r4ns1+ V(Terme in §,),0<r=<k—1

Fiir n# 2k +1 ergeben sich folgende Gleichungen, die wir spiter
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brauchen werden.

(5.13.5) 118, = [+ Ufctnr1]80+ V(Terme in &)
o 8341 = [ a1 — UnkCr2k+118n+2k+1 + V(Terme in §;)

Die Gleichungen des Schemas Q lauten:

Ugrcll,,n+27+l - U2r—]c],n+2r - U2r—l UngZ,n+2r+] = 09
firlsr=<k

(5.13.6) USiclaria~ UyCors1 — U2rU§r+lc2,2r+2 =0,
fir0=r=k-1

Wir zeigen, daB c; fiir s €[1,2k]U [n + 2, n + 2k + 1] Einheiten sind.

In der Tat, es sei t:Spec L — Spec R ein geometrischer Punkt, in
dem c;, verschwindet. M’ sei der Cartiermodul von X,. Dann gilt
ITy, € V* M., und andererseits [IVM.C V2M/_,,,, da s kritisch ist.
Wir erhalten den Widerspruch I[IM4,; C V*M/_,,.

Man sieht jetzt, daB die Gleichungen (5.13.6) ein glattes Un-
terschema von A¥*' definieren. Die Glattheit von Q im Unendlichen
folgt, da man zu einer anderen V-Basis iibergehen kann. Das
bedeutet, daB man eine Transformation aus PGI(2, R)**! anwendet.
DaB Q isomorph zu P} ist, erhalten wir, da Uy eine Uniformisierende
ist. Damit ist 5.13 bewiesen.

5.14 DerINITION: Es sei M eine glatte algebraische Mannigfaltig-
keit iiber einem Korper. Eine P'-Faserung auf M ist
(1) ein eindimensionales projektives Biindel iiber einer Mannigfaltigkeit
TI

w:P(€)->T',

wobei € eine lokal freie Garbe vom Rang 2 iiber T’ bezeichnet,
(2) ein universeller Homdéomorphismus

f:Pr(E)->M,

so daB fiir jeden geometrischen Punkt t von T' das mengen-
theoretische Bild f(7~'(t)) eine glatte rationale Kurve ist.
Wir nennen f(w '(t)) die Fasern der P'-Faserung. Das Bild eines
Schnittes von 7 unter f nennen wir eine Basis der P'-Faserung.
Wenn dim M =2 und M eine P'-Faserung besitzt, so wissen wir
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nach dem Rationalititskriterium von Zariski, daB M eine Regelfliche
ist. Ich wei3 nicht, ob dhnliches in hoheren Dimensionen gilt.

Wir konnen jetzt das Hauptresultat dieses Paragraphen for-
mulieren.

5.15 SaTz: Es sei SCZ/2nZ eine zulissige Menge. Es sei [i+
1,j1C S ein Intervall, so daB i€ S\S, j+1Z S und j+1€ S genau
dann, wenn j — i ungerade ist. Wir setzen m = card[i + 1, j].

Dann existiert ein P'-Faserung auf Mcs mit den folgenden Eigen-
schaften.

Wenn j — i ungerade ist, so sind Mcsugi+ny Und Mcsogj+1+ny Basen der
P'-Faserung. Die Fasern schneiden Mc sy mit der Multiplizitdt p™*!
und Mcsuj+1+ny mit der Multiplizitit 1.

Wenn j—i gerade ist und card S#2n—1, so sind Mcsyiny und
Mcsuj+1y Basen der P'-Faserung. Die Fasern schneiden Mcsugivny mit
der Multiplizitit p™*' und Mc suijsry mit der Multiplizitit 1.

Wenn card S=2n-1, so ist n ungerade. Eine Basis der P'-
Faserung ist isomorph zu C_\D’E(Af(—%))/D’E. Jede Faser schneidet
Mczinz in p" + 1 Punkten.

BeweEis: Es sei S'=(SU{i+n}h)+1. Es sei X der s.f. Op,-Modul
der universellen abelschen Mannigfaltigkeit (A, «, ) liber #cs. Nach
5.13 finden wir einen s.f. Op,-Modul Y iiber einem eindimensionalen
projektiven Biindel 7:Q - M5 und eine Quasiisogenie a:7*X® -
Y, Es gilt S(Y)D S. Es sei 7*(A?, .7, 7)) (A’, ', ") die radikale
Quasiisogenie  abelscher Mannigfaltigkeiten, die « induziert.
(A’, ', i) definiert einen Punkt

(5.15.1) f:Q——UMcs.

Es sei s der Schnitt von Q aus 5.13. Dann kénnen wir f - s mit dem
Frobenius identifizieren

fos:Mcs— Mcsuiim= ME%.

Es sei card S =2n — 1. Nach 5.8 wissen wir, daB8 f eingeschrinkt
auf die geometrischen Fasern eine radikale Abbildung ist. Da dim
Mcs =1, ist das Bild einer geometrischen Faser unter f eine Zusam-
menhangskomponente von s ® F, und folglich eine glatte rationale
Kurve. Die Behauptung folgt aus 5.9.2.

Es sei card S# 2n — 1. Nach 5.9.1 wissen wir bereits, daB f radikal
und surjektiv ist. Da f eigentlich ist, folgt, daB es ein universeller
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Homoéomorphismus ist. Aus dem folgenden Lemma erhalten wir, daf3
f eine P'-Faserung ist.

5.16 LEMMA: Die Einschrinkung von f auf jede geometrische
Faser von 1 ist ein Isomorphismus.

BEWEISs: Wir betrachten das zum Paar (X, #¢s) nach 5.13 assozi-
ierte Biindel P. Wie oben erhalten wir einen radikalen Morphismus
f:P—> Mc. Es sei Q, eine geometrische Faser von m:Q — Mcs. Es
geniigt zu beweisen, daB die Tangentialabbildung von fio, in keinem
Punkt verschwindet.

Wir beschranken uns auf den Fall j =i+ 2k und i =0. Dann wird
QC P durch die Gleichungen 5.13.6 definiert. Man sicht, daB die
Fasern Q; und die Kurven Uj=const,..., Uy-,=const in ihren
Schnittpunken den gleichen Tangentialraum haben. Es geniigt also zu
zeigen, dafl die Einschrinkung von f auf jede Kurve I,:U,=
const, ..., Uy-; = const ein I[somorphismus ist.

Ich behaupte, daB f eine birationale Abbildung von I', auf sein Bild
induziert. Da es uns freisteht, die homogene V-Basis von X zu
verdndern, diirfen wir annehmen, daB c;.; #0 in den Struktur-
gleichungen von X. Im Punkt Uz = ¢§a+1/C12¢+1 hat Yy, den kritischen
Index 2k + 1. Uber dem. Tangentialraum Spec L[el, €2 =0 in diesem
Punkt lautet die (2k + 1)-Strukturgleichung von Y

118541 = — [€C12k+1)0n+2k+1+ Voo L.

Da der Index 2k +1 nicht kritisch bleibt, ist diese Deformation
nichttrivial. Folglich ist die Tangentialabbildung von fi;, im Punkt
Uy = c§asi/Crk+1 nichttrivial. Da f radikal ist, folgt, daB f eine
birationale Abbildung von I', auf sein Bild induziert.

Das Lemma 5.16 folgte, wenn wir wiiBten, daB f(I',) glatt ist. Der
Fall card S =2n—1 ist damit bereits erledigt. Insbesondere diirfen
wir im folgenden n > 1 annehmen. Folgendes Lemma zeigt, da man
sich auf eine spezielle Kurve I', beschrinken kann.

5.17 LEMMA: Es sei T eine glatte algebraische Mannigfaltigkeit
liber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkérper. Es seip:I'> T
eine glatte Kurve iiber T. Gegeben sei ein Morphismus in eine glatte
Mannigfaltigkeit f: "> M, der eingeschrinkt auf die Fasern I', von p
birational ist. Wenn f(I',) fiir einen geometrischen Punkt t, von T glatt
ist, so ist f(I';) fiir alle t glatt.
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Bewels: Da fy, birational ist, gilt f.(I})=f(I}) im Sinne von
Zyklen. Daher ist f(I';) eine algebraische Familie. Die Behauptung
folgt, weil daB arithmetische Geschlecht in algebraischen Familien
konstant ist.

Das Lemma 5.16 folgt, wenn wir zeigen, daBl f eingeschriankt auf
die Kurve Uy="--= Uy_; =0 ein Isomorphismus ist. Allgemeiner
gilt:

5.18 LEmMA: Es sei (A, , 1) ein Punkt von M iiber einem glatten,
zusammenhingenden F,-Schema T. Die Indexe k und k +n— 1 seien
fiir A kritisch. Wir haben nach 5.11 ein eindimensionales projektives
Biindel w:P —-T und einen Morphismus f:P — Mc. Die Einsch-
rankung von f auf die geometrischen Fasern von = ist ein Isomor-
phismus.

BEWEIS: Man sieht wie oben, da3 die Einschrinkung von f auf die
Fasern von = birational ist. Der Fall n = 1 ist damit erledigt.

Wir wissen bereits, daf3 es geniigt, die Behauptung fiir einen spez-
iellen Punkt von T zu zeigen. Deshalb kénnen wir annehmen, daB T
eine Zusammenhangskomponente von Jcs, @ F, fiir eine gewisse
zuldssige Menge S; ist. Indem wir die Faserungen 5.15.1 verwenden,
finden wir nach 5.10 Punkte t, fiir die S(A;) eine gesittigte Menge
umfaBlt. Wir konnen deshalb auerdem annehmen, da8 S, geséttigt ist.
Dann enthilt T nach 4.22 einen Punkt von #czp.z(F »). Folglich
diirfen wir voraussetzen, daB T = Spec F »und (A,¢, ) E Mc.zimz(F )

Uber F, gibt es bis auf, Isomorphie genau einen s.f. Op,-Modul X
mit S(X)=Z/2nZ (2.15). Er besitzt die Strukturgleichungen

IIy; = Vyirn-1, vi € Mxs1.
Wir konnen k = 2 annehmen. Es sei
So=vo+ V' IUIYL 81 =¥l .. s 8201 = Vi1
Bo=[W"lyi+ V7 'yi, Bi= Vye, B2= V3 - - o Banot = Yin-1-

Der s.f. Op,-Modul Y - P' ist durch die folgenden Strukturglei-
chungen gegeben:

HS() = [UP]B,I + V8,._|,
(5.18.1) I18,,1 = —[U18,+ V8, iiber F,[U]

H8j = V6,'+,,_|, fiir ]5“é 0, n+ 1,
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1By = Bu + VIWP1B0-s,
HBl = Vzﬁn—l
(5.18.2) 1B, = B, iiber F,[W] fiir n >2
1B, = —V[W]B: + VB,
IIB; = VBjin-1, sonst.

Wir zeigen, daB 5.18.1 in jedem Punkt U = u eine nichttriviale, erste
infinitesimale Deformation definiert und 5.18.2 im Punkt W = (. Den
Fall W =0 und n =2, den man ohne Schwierigkeiten auf dieselbe
Weise behandeln kann, wollen wir auslassen. Insgesamt wiirde daraus
5.18 folgen.

Wir bemerken, daB Fé € VMy_, und folglich [u+€]6,=
[uld; +[€]d, liber Spec Il?,,[e], €2=0. Wir miissen zeigen, daB die
folgende Deformation nichttrivial ist.

H80 = [MP]SH + V&nq
(5.18.3) 16,1 = —[uld, + V&, — [€]8,
I18; = V8j,n-1 sonst

Wenn die Deformation 5.18.3 trivial wire, so finden wir eine
V-Basis §;, die den Gleichungen 5.18.1 geniigt und so daB

5 =8+ V"[bni€ldim
m=0
Offensichtlich gilt F§; = F§;. Deshalb finden wir

V28i_y = IV8yin_y = I1*8, =IT1*§, = V2§, fiir k#0,n+1,2,
8 = &, fiirj#—2,0,n — 1.

Es gilt:

1’8,y = = V[u18, + V[u?18, + V?8,- — [€]II8; = V?5,-,,
H‘O‘"q = V872.

Aus den entsprechenden Gleichungen fiir 5,~ folgt

& = & fir j#0.
Dann gilt:
0= II(8,+1— 8er) = V(80— 80) — [€]5:.
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Wir erhalten den gewiinschten Widerspruch [€]8; =0 mod V.
Es bleibt zu zeigen, daB die folgende Deformation nicht trivial ist.

HB0= Bm
HB] = Van—I,
HB.+1 = By, n>2

NBus2=~ V[elB1+ VB,
IIBj = VBjsn-1 sonst

Es sei [§,- eine V-Basis mit den analogen Eigenschaften wie 5,-. Es gilt:

VB = VB, = II’B, = II*B, = VB,
VIIB,+2 = IT°B3 = IT°B3 = VIIB,.a.

Wir erhalten den Widerspruch
0 = IT(Ba+2— Bnsd) = VH(Bo— Bo) — VIelBi.

Der Beweis von 5.18 und 5.16 ist beendet.
Wir haben bewiesen, daB 5.15.1 eine P'-Faserung mit der Basis
Mc,sufirny definiert.

f:Q=Mcs, m:Qe— Mcs

Wir beschrinken uns fiir den Rest des Beweises wieder auf den
Fallj=i+2k und i =0.

Durch die Gleichung Uy = c¢§ak+1/C12¢+1 definieren wir einen Schnitt
s’ von . Dabei sei die V-Basis von X so gewihlt, daB ¢+ #0. Da f
ein universeller Homéomorphismus ist, folgt

fos'(Mcs) = Mcsugiy

Mc sugi+y ist also ebenfalls eine Basis der P'-Faserung.

Um die Schnittmultiplizitit zu berechnen, betrachten wir einen
F,-wertigen Punkt x von s(#cs) C Q. Es sei Q,(, die Faser durch den
Punkt x und f(Q.) =T ihr Bild. Z bezeichne den universellen s.f.
Op,-Modul iiber Mcs. Uber einer geniigend kleinen, offenen, affinen
Umgebung Spec R’ von f(x) besitzt er die Strukturgleichungen

Ile, = 2 \% [am,s]es—m+n-
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Mcsuiisny Wird durch die Gleichung ag;., = 0 definiert. Es sei ¢ :R'—
R[Uy] der Komorphismus von f. Da f*Z isomorph zu Y ist, folgt,
daB sich ¢(ag;+») und Ufc?,.; um eine Einheit unterscheiden (5.13.5).

Es sei J das Ideal von R’, das I' definiert und I das Ideal von
R[Uxl, das Q) definiert. Wir haben gesehen, daBl die Abbildung ¢
einen Isomorphismus induziert.

Orsm = (R'/J)f(x) =(R[Ux]): = E—__p[Uﬂ(](UZk)
Folglich ist die gesuchte Schnittmultiplizitét
Lﬁnge ﬂ?p[Uzk](Uzk)/ U§.

Aus 5.13.6 sicht man, daB diese Linge gleich p?**! ist.
Genauso erhilt man aus 5.13.5 fiir die Schnittmultiplizitat von I' mit

J“C,Su(jﬂ}:
Liénge ﬁp[UZk]/(C&ZkH = Uncroan) = 1.

Damit ist 5.15 bewiesen.
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