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*-DIFFEOMORPHISMEN SEMIANALYTISCHER
UND SUBANALYTISCHER MENGEN

Klaus Reichard

Einleitung

Es gibt zahlreiche Untersuchungen dariiber, inwieweit sich analy-
tische Eigenschaften analytischer Mengen schon durch differen-
zierbare Eigenschaften solcher Mengen beschreiben lassen. So kann
man beispielsweise den Satz von Artin [1], als ein Ergebnis in dieser
Richtung ansehen. AuBlerdem ist bekannt, daB fiir komplexanalytische
Mengen ein Punkt schon dann analytisch regulir ist, wenn er C'-
reguldrer Punkt ist ([2], [11]); fiir reellanalytische Mengen mufl man
dann schon verlangen, daB ein solcher Punkt C*-regulér ist ([9]).

Man weif3 auch, da3 die C“-Einbettungsdimension von reellanaly-
tischen und semianalytischen Mengen in einem Punkt x schon gleich
der CN-Einbettungsdimension in diesem Punkt ist fiir alle N groBer
oder gleich einer von x abhingenden Zahl n(x) €N ([13]); ein in
diesem Zusammenhang noch ungeldstes Problem ist die Frage, ob
n(x) lokal beschrinkt ist. Die Gleichheit von C*- und C“-Einbet-
tungsdimension semianalytischer Mengen erhélt man noch einmal aus

Proposition 1.4 der vorliegenden Arbeit.
Weiterhin ist untersucht worden, inwieweit C”-diffeomorphe reell-

oderkomplexanalytische Mengenschonanalytischdiffeomorphsind([4]).

Solche Aussagen erweisen sich hiufig als niitzlich, weil man
Eigenschaften analytischer Mengen mit differenzierbaren Methoden
untersuchen kann. In der vorliegenden Arbeit zeige ich nun, daB zwei
semianalytische Mengen, die in einem Punkt C*-diffeomorph sind,
schon C“-diffeomorph sind; genau wird der folgende Satz bewiesen:

SATz 0.1: SCR" und S’ C R™ seien zwei semianalytische Mengen mit
0010-437X/81/03401-16$00.20/0

401



402 Klaus Reichard 2]

0eS, 0€S' und ¢:S—> S’ sei ein C*-Diffeomorphismus in einer
Umgebung der Null. Dann gibt es in einer Umgebung der Null einen
C*-Diffeomorphismus f:S—> S’

Dabei heif3t eine Abbildung auf einer Teilmenge S C R" von der
Klasse CN, N =0,...,0, o (C* bedeutet reellanalytisch), wenn sie
lokal Spur einer CN¥ Abbildung auf einer offenen Teilmenge des R"
ist, vgl. [12].

In den Beweis gehen neben dem Satz von Artin wesentlich
die Untersuchungen von Lojasiewicz [7] iiber die Geometrie
semianalytischer Mengen ein. Der Beweis von Satz 0.1 steht
in §2 der Arbeit, §1 enthilt einige vorbereitende, teilweise bekannte
Uberlegungen.

Viele der guten Eigenschaften semianalytischer Mengen sind auch
noch bei den von H. Hironaka [6] eingefiihrten subanalytischen
Mengen vorhanden; damit erhebt sich die Frage, ob Satz 0.1 auch fiir
solche Mengen gilt. In §3 zeige ich, daB das nicht der Fall ist: Ich gebe
zwei subanalytische Mengen S und S’ an, die zwar C*-diffeomorph,
aber nicht C*-diffeomorph sind (3.6). Dariiber hinaus sind fiir S’ die
C“- und die C*-Einbettungsdimension verschieden (3.7). Allerdings
bleibt auch fiir subanalytische Mengen die Aussage richtig, daB C*-
reguldre Punkte schon C“-regulir sind (3.4).

§1. Vorbereitungen

En, 0, bzw. %, bezeichne die R-Algebren der Keime von C*-bzw.
C*-Funktionen in 0 € R" bzw. der formalen Reihen in n Unbestimm-
ten mit reellen Koeffizienten.

T:%,— %, sei die Taylorreihenabbildung.

Ist ¢ :R"->R™ eine C*-Abbildung mit ¢(0) =0, so sei mit ¢*: ¢, —>
€, der von ¢ erzeugte differenzierbare Morphismus bezeichnet. Ist ¢
sogar analytisch, so wird auch die induzierte Abbildung 0,, - 0, mit
¢* bezeichnet. Die durch Ty gegebene Abbildung %, — %, heie ¢*.

m, bezeichne jeweils das maximale Ideal in €, bzw. %, und “"* sei
die m,-adische Komplettierung. Fiir Ideale $ C 0, ist also § = $ - %,.
m-0, m-m,...seijeweils die m-fache direkte Summe.

Fiir alle Ideale ¥ C 0, bzw. %, sei dim ¢ die Krulldimension von
0./% bzw. F,/ 9.

Um die Formulierungen nicht zu lang werden zu lassen, werden wir
nur von Mengen und Funktionen reden, auch wenn in Wirklichkeit
Keime im Nullpunkt gemeint sind.
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DEerFINITION 1.1: M C R" sei eine Menge.
() $(M): ={f €0, fI]M =0}
$*(M): ={f € &, | fIM =0}
F(M): = T(F(M)).
(b) A(M) sei die kleinste M umfassende reellanalytische Menge,
also die zu $(M) gehorende analytische Menge. ]

BEMERKUNG 1.2: M C R" sei eine Menge und A C R" analytisch.

(a) Im allgemeinen ist F(M)" c JF(M).
(b) $7(A) = $(A) - &, genau dann, wenn A in 0 kohirent ist.
(©) $(A) = F(A) - F, (=F(A)) gilt stets.

BEWEIS: (a) ist Kklar, zu (b), (¢) siehe [9], IV. 3.5 und IV. 3.10. [
1.2.c. gilt auch fiir semianalytische Mengen. Um das zu zeigen, be-
nétigen wir folgendes Lemma:

LEMMmA 1.3: M CR" sei eine Menge und d:= dim $(M). Dann gibt
es in einer (geniigend kleinen) Umgebung U der Null keine Punkte
x €U N M, in denen M C*-regulir von einer Dimension > d ist.

Beweis. Nach linearem Koordinatenwechsel kénnen wir annehmen,
daB %,/ $(M) endlich iiber %, ist. Mit dem WeierstraB’schen Vor-
bereitungsatz fiir C*-Funktionen ist dann auch &,/$~(M) endlich iiber
€4 Die ganzen Relationen von Xjyi,...,X, ilber €; mod $7(M)
mogen in einer ganzen Umgebung U der Null gelten. Dann ist
(%,./9°(M)), fiir alle x € U N M endlich iiber (%;),. Daraus folgt die
Behauptung. O

ProrosiTioON 1.4: SCR" sei semianalytisch. Dann ist $(S)=
F(S) (= F(A(S))).

BEwels: Wir zeigen die Aussage zundchst unter der folgenden
zusétzlichen Voraussetzung (*):

(x) A:= A(S) ist irreduzibel in 0, S C A ist relativ offene Teil-
menge.

Es sei d := dim A (=dim 0,/ $(A)). Dann erhidlt A und wegen (*)
damit auch S in jeder Umgebung der Null regulire Punkte der
Dimension d. Weil A irreduzibel ist, ist $(A)" ein Primideal der
Dimension d. Wiirde also #(S) das Ideal $(A)" = $(S)” echt umfassen,
so wire dim $(S)<d; nach Lemma 1.3 diirfte es also in einer
Umgebung der Null keine regulidren Punkte der Dimension d in S geben.
Damit ist die Behauptung im Spezialfall () bewiesen.

Nun sei S eine beliebige semianalytische Menge. In einer Umge-
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bung U der Null kénnen wir S schreiben als
k
S = L'{l{x EA,~|gi,~(x)>0 fur IS] =< (,}

mit analytischen Mengen A; C U und auf U analytischen Funktionen
g Indem wir diese Zerlegung verfeinern, kénnen wir erreichen, dafl
mit S; := {x € A;|gi(x) >0 fir 1=j=¢} gilt A= A(S), A; ist irre-
duzibel. Weil auBerdem S; offen in A; ist, gilt nun (*) fiir alle S; und es
ist $ = U% S. Nun folgt

HS)C N HS)= 1 9S) " (nach ()

= (N $(S)) = H(SF C H(S). O

i=1

Die folgenden Aussagen iiber die Geometrie semianalytischer
Mengen sind weitgehend bekannt; weil sie im nichsten Paragraphen
eine zentrale Rolle spielen, sind sie hier noch einmal aufgefiihrt.

Lemma 1.5: S;, S; CR" seien zwei semianalytische abgeschlossene
Mengen, dann schneiden S, und S, sich regulir.

Das bedeutet: Zu xo € S; N S, gibt es eine Umgebung U von x, und
reelle Zahlen C >0, o > 1 mit

dx,S8)=C -d(x,S,N Sy fiirallexe SN U.
(Dabei sei d(x, S) der euklidische Abstand von x zu S)

BEewers: Siehe Lojasiewicz [7]. |

LEMMA 1.6: S CR" sei eine semianalytische Mannigfaltigkeit mit
0e S\S. Igann gibt es Zahlen C >0, a > 1 und eine Nullfolge x, in S
mit d(x,, S\S)=C - |x,|~

Beweis: Es gibt eine injektive Kurve ¢: [0, 1]>R" mit ¢(0)=0,
¢([0,11C S), deren Bild abgeschlossen und semianalytisch ist
(“arc(S)-analytique”, vgl. [7]). Wahlt man jetzt in Lemma 1.6.
S;:= ¢([0, 1]), S,:= S\S so folgt die Behauptung mit x, := ¢(1/v). [J
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BEMERKUNG 1.7: Ist S CR" eine semianalytische Menge mit 0 € S,
so gibt es stets eine Normalzerlegung & = {I;|1<j =<t} von S in einer
Umgebung Q der Null (vgl. [7]). Zu X gibt es nach Verkleinern von Q
mit 1.5 und 1.6 Zahlen C >0, a > 1 und Nullfolgen x;, in I'; mit

(@) d(x,T})=C - d(x,T; N T} fiir alle x €T} und alle 1<i=<t.

(b) d(xj,, [\I}) = C - |x,|* O

BEMERKUNG 1.8: S C R" sei semianalytisch und x € S. Dann ist S in
x genau dann C*-reguldr der Dimension d, wenn S in x C“-reguléar der
Dimension d ist.

BEeweis: Siehe auch [7]. Die Aussage 148t sich sofort zuriickfiihren
auf die entsprechende Aussage fiir analytische Mengen, siehe [9], VI,
3.11. O

Diese Aussage gilt auch fiir subanalytische Mengen, siehe hierzu
Satz 3.4. der vorliegenden Arbeit.

LEmMA 1.9: BCR" und B'CR™ seien zwei Teilmengen und ¢:
B — B’ sei ein C*-Diffeomorphismus. Zu x, € B gibt es dann Umge-
bungen U von xo und V von ¢(x,) und reelle Zahlen K, K' >0, so daB
¢: UNB- VN B’ ein Diffeomorphismus ist und fiir jedes x € U N B
und jede Teilmenge A C U N B gilt:

K -d(x, A) = d(e(x), ¢(A)) =K' - d(x, A).

Der BEweErs dieser Aussage beruht darauf, daB es fiir C!-Abbildungen
F:R"—>R™ lokal eine Konstante K gibt mit

|F(x)— F(y)|<K - |x —y| fiir alle x, y ER". O

§2. Beweis von Satz 0.1.

In diesem Paragraphen beweisen wir Satz 0.1. Neben einer
Anwendung des Satzes von Artin (vgl. [1]), besteht der wesentliche
Beweisgedanke in einer Induktion iiber die Dimension d von S (siehe
Proposition 2.6.); dabei sei unter der Dimension einer semianaly-
tischen Menge S stets die maximale Dimension d reguldrer Punkte
von S verstanden. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir Mengen
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von regulidren Punkten von S. Dazu bendétigen wir:

DEFINITION 2.1: S C R" sei eine semianalytische Menge mit 0 € S.
S :={xES | S ist in x regulir}.

S%S):=S.
SI(S) := {xESIS ist in x keine Mannigfaltigkeit der Dimension
dim S}.

S*1(S) := SY(S¥(S)) fiir I =i EN.
SH(S):= S'(S'(S)) fir 0=i,j.
Fi(S) := J(S(S), F4(S) = F(SY(S)). O

Wegen Bem. 1.8. spielt es bei dieser Definition keine Rolle, ob wir
C=-oder C“-regulidre Punkte betrachten.

BEMERKUNG 2.2: S C R" sei semianalytische Menge und 0 € S.
(a) Alle S'(S) und S*(S) sind semianalytisch.

(b) Alle S*(S) sind abgeschlossen.

(c) dim S™*'(S) <dim S'(S) fiir alle i mit Si(S) # @.

(d) Si(S) =@ fiir i >dim S, S*(S) =@ fiir i + j >dim S.

Bewers: Bis auf (b) findet man alle Aussagen bei Lojasiewicz [7],
(b) gilt weil S'(S) abgeschlossen ist fiir abgeschlossene semianaly-
tische Mengen S. O

S 148t sich aus den so definierten S*(S) zusammensetzen:

LEMMA 2.3: S CR" sei semianalytisch, dann ist
_ dim S ) )
S\S = U (SH(S)\S**(S))

j=0

BEWEIS: “C ”: Sei x € S\S ein Punkt. j := max{i EN | x € S(S)=

dim S. Wegen S%S)=3S ist dann x€E
SI(SH\S C SI(SH\Si(S) C SUSI(S)) = SH(S), und es ist x& SIY(S) =
SY(S),

“2”: Sei 0=j=dim S und x € SY(SH\S**(S). Wegen S"(S)=
S!(Si(S))c Si(S)C S ist auf jeden Fall x € S. Wire x € S, so wire
x € SH(S)N S C SI(Si(S)) N Si(S) C S*(S), denn fiir alle semianaly-
tischen Mengen S’ ist S'(S’) N S’ C S!(S"). O

Dieses Lemma gestattet es uns, beliebige semianalytische Mengen
S aus abgeschlossenen semianalytischen Mengen zusammenzusetzen.
AuBerdem gilt noch
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BEMERKUNG 2.4: Unter den Voraqssetzungen von Satz 0.1. ist
©(SH(8)) = S¥(S’) und ¢* ¢+ (S") C $%(S) fiir alle i,j EN.

Bewers: Der erste Teil der Behauptung gilt, weil ¢ regulire Punkte
einer Dimension d auf reguldre Punkte derselben Dimension abbildet
und weil sich ¢ jeweils zu einem Diffeomorphismus der Abschliisse
von S und S’ fortsetzen 14Bt. Der zweite Teil der Behauptung ist dann
eine einfache Folgerung. ]

Wir kdnnen uns jetzt beim Beweis von Satz 0.1. auf die einfachere
Situation beschrinken, da S und S’ abgeschlossen sind. Fiir solche
Mengen gilt.

LEMMA 2.5: S C A seien d-dimensionale semianalytische Mengen; S
sei abgeschlossen und N ={I‘,~Ilsi <t} sei eine mit S vertrdgliche
Normalzerlegung von A. Ist M C A eine d-dimensionale analytische
Mannigfaltigkeit mit M\M C S'(S), die nicht ganz in S liegt, so gibt es
ein d-dimensionales Stratum Fe N mit ’'NS=¢,  CM.

Bewels: Weil S abgeschlossen ist, ist M\S eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Es gibt dann ein d-dimensionales Stratum I’ € N mit
rnS=@, 'NM#@. Weil A in allen Punkten von I’ eine d-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit ist und M C A ist, ist ' N M ebenfalls d-
dimensionale Mannigfaltigkeit. Wire jetzt TNM#T, so wire I'N
(M\M)C I N S'(S)#@,denn I ist zusammenhingend. Dann wire aber
schon I C S'(S), und das ist wegen dim S'(S) <d nicht méglich. [J

Wir konnen jetzt eine wichtige Aussage zeigen:

ProPOSITION 2.6: Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 0.1.
seien S und S’ abgeschlossen. Es gibt dann eine (von S und S’
abhdngende) Zahl N € N mit folgender Eigenschaft:

Ist f: R">R™ analytisch, f*($(S") C #'(S) fiir alle i €N und ist
f—Te €Em - mY, so ist schon f(S)=S".

BewErs: (Induktion tliber d := dim S).

“d=0": In diesem Fall bestehen S und S’ jeweils nur aus dem
Nullpunkt, N =1 erfiillt damit alle Bedingungen.

“d-1=>d”: Wegen 2.2. and 2.4. gibt es nach Induktions-
voraussetzung eine Zahl N, die die Bedingungen der Proposition 2.6.
fir S'(S) und S'(S’) erfiillt. AuBerdem seien C>0 und 1<a EN
gemiB Bemerkung 1.7. gemeinsam fiir S und fiir eine mit S’ ver-
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tragliche Normalzerlegung N = {[; | 1=j=t} von A(S’) gegeben und
N := max{Ny, a?+2}.

Nun sei f:R"—>R™ analytisch mit den in der Voraussetzung gege-
benen Eigenschaften. Dann gilt:

(2.6.1.) f| S ist eine C*-Einbettung, weil N =1 ist. Damit ist ins-
besondere f:S - f(S) topologisch.

(2.6.2) f(S'(S))=S!(S) nach Induktionsvorraussetzung wegen
N = N,.

(2.6.3)) f(A(S)) C A(S’) weil wegen 1.4. aus f*(#(S’) C #(S) folgt:
FX(F(A(S)) = fX(I(S") C 4(S) = $(A(S)).

Nun sei 4 := S\S'(S), dann ist A eine d-dimensionale analytische
Mannigfaltigkeit, und A\A C S'(S), weil S abgeschlossen ist. Mit
2.6.1., 2.6.2. und 2.6.3. ist f(4) C A(S’) eine d-dimensionale Mannig-
faltigkeit und f(A)\f(4) = f(A\4) C f(S(S)) = SX(S’). Wiire f(A) =: M
keine Teilmenge von S’, so gibe es nach Lemma 2.5. ein d-dimen-
sionales Stratum 'E N mit TC M, 'N S’ =0. Wegen 2.6.1. gibt es
jetzt nach 1.7. eine Nullfolge x, in 4, so daB y, := f(x,) €I ist und
d(y,, [\I')=C - |y,|* ist. Nach Ubergang zu einer Teilfolge liegen oE
alle z,: = ¢(x,) in einem Stratum I'' € ¥. Wegen z, € S’ fiir alle v EN
ist dann I # I.

Fiir v €N grofl genug und geeignete Konstanten C;, C, >0 folgte
dann

N = (f(x) - o)l =y, — 2.
=C-d(y,I"
=C-d(y,I'NT")* Vorgabe von C, «

=C -d(y, ['\IN)* denn ' N I"=@ weil
dimI'=d=dim S’

=C-(|y.|)* = Ci - y|*

=Gy |x,|? mit 1.9.

Das ist wegen N = a2+ 2 nicht méglich. Es ist also f(4) C S'\S'(S").
Ist Z eine Zusammenhangskomponente von A, so ist f(Z) zusam-
menhiéinge  d-dimensionale Mannigfaltigkeit und f(Z)\f(Z) =
f(Z\Z) C f(S'(S)) = S'(S"), f(Z) ist also eine Zusammenhangskom-
ponente von S'\S'(S’). Macht man diese Uberlegung fiir alle Zusam-
menhangskomponenten von 4, so folgt wegen 2.6.1. und 2.6.2. daB
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f(4) = S'\S!(S") ist, denn lokal um Null haben S’\S'(S’) und A end-
lichviele und gleichviele Zusammenhangskomponenten.
Damit ist insgesamt die Proposition bewiesen. O

Wir konnen jetzt Satz 0.1. beweisen:

BEwEls voN SaTz 0.1: Wegen 2.2. und 2.4. kénnen wir nach Pro-
position 2.6. ein gemeinsames N fiir alle Mengen S*(S) und S*(S"),
i+j=dim S wihlen. Weil die Ideale #"(S) und $%(S’) analytisch
erzeugt sind (1.4.), konnen wir mit dem Satz von Artin (siehe [14], III,
4.2)) eine analytische Abbildung f: R" >R™ finden mit f*($(S’) C
FH(S) fiir alle i+ j<dim S und f — Te €Em - m}.

Mit Proposition 2.6. ist also f(S“(S))= S*(S’) fiir alle i und j,
Wegen N =1 ist f eine C*-Einbettung S ->R™ und damit sogar eine
C“-Einbettung, denn die C*- und die C“-Einbettungsdimension von S
sind gleich ([12], [13]). Die Behauptung folgt jetzt mit Lemma 2.3. [J

Manchmal erweist es sich als niitzlich, folgende Verallgemeinerung
von Satz 0.1. zur Verfiigung zu haben.

KoroLLAR 2.7: Si,..., Sk CR" und Si,...,SiCR™ seinen semi-
analytisch, S:= U1 S, S :=U*.; S, und ¢: S-S’ sei ein C*-
Diffeomorphismus in einer Umgebung von x, € R" mit ¢(S,)= S« fiir
alle 1 =k = k. Dann gibt es einen C*-Diffeomorphismus mit derselben
Eigenschaft.

BEewEls: Man wihle im Beweis von Satz 0.1 N so groB, daB es fiir
alle S, paBt und f so, daB f*(#4(S.) C $4(S,) ist fiir alle i, j und .
O

Es ist in Korollar 2.7. nicht nétig, daB die S, disjunkt sind.

KoroLLAR 2.8: Sind in Satz 0.1. S und S’ mit Stratifikationen
N={F,~|15js€} und N’={F§|15isk} versehen mit semianaly-
tischen Strata I'; und I'; und ist ¢ stratifiziert (d.h.: ¢(I) liegt ganz in
einem Stratum von X' fiir alle 1 <j < ¢), so kann man in Satz 0.1.
auch f mit dieser Eigenschaft erhalten.

Beweis: In Korollar 2.7. wihle man S, =T, und S, = ¢ '(S}), damit
ist auch S, als Vereinigung von Strata aus & semianalytisch. ]
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§3. C*-Diffeomorphismen subanalytischer Mengen

Geht man von den semianalytischen zu den von H. Hironaka [6]
eingefiihrten, allgemeineren subanalytischen Mengen tiber, so gelten
viele der Ergebnisse nicht mehr. Bevor wir dafiir ein Beispiel geben,
zeigen wir jedoch daB auch fiir subanalytische Mengen ein Punkt
C>-regulir genau dann ist, wenn er C“-reguldr ist.

DEerINITION 3.1: ¢: R"—>R™ sei analytisch in einer Umgegung der
0ER". Dann sei der generische Rang von ¢ g-rke¢ definiert als der
Rang der Matrix (d¢/ax) iiber dem Quotientenkorper von 0,. ™

BEMERKUNG 3.2: ¢: R">R™ sei analytisch in einer Umgebung der
0 ER".

(a) g-rke ist die grofite Zahl r, so daB es in jeder Umgebung der
Null ein x gibt, in dem der Jacobirang von ¢ gleich r ist.

(b) g-rke ist lokal konstant.

(c) g-rke ist invariant unter C“-Diffeomorphismen und 148t sich
damit auch fiir C¢-Abbildungen zwischen C“-Mannigfaltigkeiten
definieren. ]

Es gilt der folgende Satz:

Satz 3.3: ¢: R">R™ sei analytisch in einer Umgebung der 0 €R",
¢(0)=0 und g-rko¢ =m in 0. Ist dann F € %,, eine formale Reihe, so
daB ¢*F € %, sogar eine konvergente Reihe ist, so war schon F
konvergent.

Beweis: Siehe P. M. Eakin, G. A. Harris [3]. O

Ein Beispiel von Gabriélov [5] zeigt, daB eine solche Aussage nicht
fir alle analytischen Abbildungen ¢ richtig ist.
Mit Satz 3.3. konnen wir folgende Aussage zeigen:

SATZ 3.4: S CR" sei eine subanalytische Teilmenge, xo € S und S sei
in xo eine d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Dann ist S in x, sogar
eine d-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit.

Bewels: Nach linearem Koordinatenwechsel habe oE S um x, die
Gestalt

S={(Xt s Xa far1(Xts oo s Xa)s oo oy fuCxs e, x| (x4, ..., xa) € U}
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mit einer offenen Teilmenge U CR? und C*-Funktionen fj: U >R,
d+1=<j=n. m: R">R? bezeichne die Projektion auf die ersten d
Komponenten.

Weil S lokal um x, abgeschlossen ist, gibt es eine C“-Mannig-
faltigkeit W und eine eigentliche C“-Abbildung h: W —>R" mit
h(W) =S lokal um x, (vgl. [6], 3.7.8.). Weil h eigentlich ist, konnen
wir sogar oE annehmen, daB W das 2. Abzihibarkeitsaxiom erfiilit.

AuBerdem sei oE 7o h(W)=U.

Nun sei W':={y€ WIg-rk moh=d} dann ist W’ wegen 3.2. b
abgeschlossen in W und nach dem Satz von Sard (siehe [10]) ist
woh(W') dicht in U. Weil woh auch eigentlich und damit ab-
geschlossen ist, folgt 7 o h(W') = U, das heit aber h(W’) = S. Wir
konnen also oE W durch W' ersetzen.

Ist nun y € W irgendein Punkt und x:= h(y)E S so folgt fiir
d+1=j=n: hj=fi(w°h)und g-tk 7o h = d in einer Umgebung von
y.

Betrachtet man in einem geeigneten Koordinatensystem um y
formale Taylorreihen, so folgt mit Satz 3.3., daB die formale Taylor-
reihe T f; von f; in 7(x) konvergieren muf. f, bezeichne die durch T f;
definierte analytische Funktion, so sind h; = f; o (w o h) und f; o (m o h)
zwei um y analytische Funktionen mit derselben Taylorreihe in y und
damit gleich. Dann muB f; = f; auf dem = o h-Bild einer Umgebung
von y sein.

Macht man diese Uberlegung fiir alle y € W, so folgt wegen
wmoh(W)= U, daB alle f; auf U analytisch sind, und das bedeutet
gerade, S ist in x, eine C*-Mannigfaltigkeit. ]

Das folgende Beispiel ist eine Abwandlung eines Beispiels von
Gabriélov [5], Gabriélov gibt ein Beispiel fiir formale Reihen anstelle
von C*-Funktionen. Da man dort keine C*-Konvergenz benétigt, ist
sein Beispiel kiirzer.

BEeisPiEL 3.5: Es gibt eine C“-Abbildung ¢: R?>->R? und eine C*-
Funktion F: R*—> R mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fo¢: RZ->R ist analytisch.

(b) Es gibt keine analytische Funktion F;: R*—>R mit Fjo ¢ = F o ¢.
(Auch hier werden alle Funktionen jeweils nur in geeigneten Umge-
bungen der Null definiert.)

Die reellen Koeffizienten a;, B and vy, werden spéter in geeigneter
Weise festgelegt; solange nichts dariiber ausgesagt wird, gelten alle
Aussagen fiir alle derartigen Festlegungen.

Es sei f(x;) := £ a;jx} analytisch mit Konvergenzradius % und
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(1 @(x1, x2) 2= (X1, X1 * X2, X1 * f(X2)).
Q) gy, y) = e 0P = ”202,0 a;j - yi -y (dadurch sind die a;; definiert)
Fiir kK €N sei nun
3) Si(y) := (B - y1, B+ y2) - (yi7" - ys—g - yi7 - yl)

Durch Einsetzen von ¢ erhilt man

@ Bulp(x)) = e mesd (xh ] > o)

Nun sei F die folgende formale Reihe:

0

) B(y):= kz] Yo ) =1 3 (b +ag -y - yh- v

F 14Bt sich fiir alle Wahlen von v« bilden, denn der Untergrad von ¢,
ist k. by; und ¢ sind durch diese Gleichung wohl definiert. Setzt man
(2) und (3) in (5) ein, so erhilt man

k .
(6) Cko = Yi+1+ Z] G-ivro- BTy
e

Weil die Funktion e™ gegen « schneller fillt, als alle Potenzen von x,
sind die folgenden Zahlen alle kleiner als =, |f| v« bezeichne dabei die
C*-Norm einer C*-Funktion f auf U.

(7 Cii=max{lyi- yb- gy, y)lrea2|0=i, j; k—1=i+j=k}.

Dann gilt fir alle B=1und alle i, j mit k —1=<i+j=<k:

zi- 75 - g(2)
B|+)

® flys - yi-g(B -y, B- y2)|r2k-2 =

z=B-y IRZk-2

= Ck/B-

Jetzt sei U = {y €R}||y;|=1} und oF alle |o;| <1. Wir definieren
rekursiv:

yi=Bi=1
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9 k=l .
® ’Yk:=k!—2l i+ Qk-ig - B

fur k> 1.

10 Bei=(k+1)-(In/+1D-C-2*

Wegen (6) ist dann cio = (k + 1)!, mit (5) ist also F(y) divergent.
Weiterhin folgt mit (8) und (10), wenn man ¢, als Funktion auf U
betrachtet:

1n [ - Dillvk—2=|yel - (k +1) - C/ B <27*

F(y) := Z%-1 v - ¢« ist dann eine C*-Funktion auf U und die formale
Taylorreihe von F im Nullpunkt ist F.

Nun seien reelle Koeffizienten d,. durch folgende Gleichung
definiert:

1 (B x =
(12) o e B S g

v,u=0

Weil fiir festes k diese Funktion den Konvergenzradius o hat, gilt
auf jeden Fall:

(13) Fiir jedes feste k sind jeweils nur endlich viele |d,.| > 1. Mit
(4) erhalten wir jetzt:

14 Fle()= kzl e - e(e(x))

o

=k§::](20d,,“k-xi’-x5‘)-x'f-.z a; - x}

= j=k+1

o0
= ( dv—k,uAi,k'aj)xi"xg,
mv=0 \k=1j=k+1

wenn man nach Potenzen von x; und x, sortiert.

Wegen (13) kénnen wir jetzt 0 < a; <1 so klein wihlen, daB gilt:

(15) |dy-k, -k * @j| =27% fiir alle k<j und alle v und p und daB
auBerdem der Konvergenzradius von fo ist.

Damit erhilt F(¢(x)) einen Konvergenzradius groBer oder gleich 1,
definiert also in einer Umgebung der 0 € R? eine analytische Funktion
H.

Nun sei H, die analytische Funktion H, := Z}_; vy - k(¢ (x)). Fiir
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|x1| = 1/2 und |x;| = 1/2 folgt dann aus (14)

©

2 Zod"“"'xlv'xf‘x'f'.z X2

k=n+1 yu= j=k+1

I(H - Hn)(x)l =

S 2k xy] - Ixd] (mit (15))

v,u=0 k=n+1 j=k+1

IA

= > 27 Y 227 weil [xy), [xo < 1/2
k=n+1j=n+1 v=0 p'=0
und j=pu =:j+pu’

= 2-2n+2

Weil ;- v - ¢ auf U gegen F konvergiert, haben wir damit gezeigt,
daB F o ¢ = H ist in einer Umgebung der 0 € R%
Um nun Behauptung (b) einzusehen, zeigen wir folgende Aussage:
(16) Es gibt keine formale Reihe 0 G E€ % mit Go¢p =0.
Ist ndmlich G, der v-te homogene Anteil von G, so folgt wegen (1):

0=G°(P:§=:()Gv°<P=20xi"Gu(1,x2,f(X2))-

Wire also G#0 und damit ein G,#0, so gidbe es ein Polynom
0# P(z,w):= G,(1, z, w) in zwei Variablen z und w mit
(17) P(z, f(2)) = 0.

Diese Gleichung gilt dann auch, wenn man z als komplexe Variable
betrachtet. Weil f den Konvergenzradius « haben sollte und weil alle
a;# 0 sind, findet man mit der Cauchy’schen Integralformel eine
Folge z, € C, mit lim |z,| = ® und mit |f(z,)| > |za|"

Weil Polynome auf z, nur von endlicher Ordnung wachsen, kann f
dann (17) nicht erfiillen. Damit ist (16) gezeigt.

Gibe es nun eine analytische Funktion F; auf R* mit Fjo ¢ = F o ¢,
so wire (F; — F) o ¢ = 0 und F, — F# 0 weil F nicht konvergiert. Das ist
nach (16) nicht moglich. Damit ist auch (b) bewiesen. O

Mit diesem Beispiel konnen wir nun zwei subanalytische Mengen
angeben, die zwar C*-diffeomorph, aber nicht C“-diffeomorph sind:

BEISPIEL 3.6: 0 <€ ER sei so klein gewihlt, daB in dem vorherge-
henden Beispiel Fo¢ und H auf {x € R2|x%+x%s €2} gleich sind und
daB H in einer Umgebung dieser Menge konvergiert. K sei die
kompakte analytische Mannigfaltigkeit K := {(xi, X2, x3)| x}+ x3+ x} =
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€%}, dann sind ¢(x;, x) und H(x;, x,) analytische Funktionen auf K.
S:= ¢(K)CR’und S":= (¢, H)(K) C R* sind subanalytisch, weil ¢ | K
und (¢, H) | K eigentlich sind. Mit den Bezeichnungen aus 3.5 ist dann
S’ der Graph der C>-Abbildung F iiber S, weil Foc ¢ = H auf K ist. S
und S’ sind also C*-diffeomorph.

Nun sei $:={g€ 0s|g°(¢,H)=0} und $={gE€E Fs|go(p,H)=
0}. Wegen 3.5. (16) ist # das von y,;— F(y1, y2, v5) erzeugte Ideal und
damit ist dim ¢ = 3.

Wire $+0, so wire dim.$ = dim $ <3. Weil $C ¢ zwei Prim-
ideale sind, miiBten sie aus Dimensionsgriinden damit gleich sein.
Weil jetzt ys— E(yy, y2, y3) € $ ist, folgt mit dem WeierstraB’schen
Vorbereitungssatz, daB es in $ eine Reihe der Gestalt y,—
F\(y1, y2, y3) mit einer konvergenten Reihe F; geben miiite. Das hiefe
aber, es wiare H = F,;° ¢ und das ist nach 3.5. b unmoglich. Damit
ist = $(S’) =0 und das bedeutet insbesondere, da} die C“-Einbet-
tungsdimension von S’ im Nullpunkt 4 ist. Damit kann S’ nicht zu
S C R*C“-diffeomorph sein. O

KoRrROLLAR 3.7. Fiir S’ sind die C*-Einbettungsdimension (=3) und
die C“-Einbettungsdimension (=4) im Nullpunkt verschieden. ]
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