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Soit G un groupe localement compact. On appelle moyenne in-

variante à gauche sur Lx(G) toute forme linéaire positive m telle que
m(1) = 1 et m ( f a ) = m(f) pour f E LOO et a E G, où f a est donnée par
fa(x) = f(ax). On dit que G est moyennable s’il existe une telle

moyenne. (On dira par convention moyenne au lieu de moyenne
invariante).

L’ensemble des moyennes s’identifie à l’ensemble des probabilitiés
sur le spectre S de L°°(G) qui sont invariantes par l’action naturelle de
G sur S. Lorsque G est moyennable et non compact, ou est compact,
et moyennable en tant que groupe discret, il est prouvé dans [1], [3]
qu’en divers sens l’ensemble des moyennes est tres grand. C’est donc
une question naturelle, (posée par E. Granirer dans [1]) de demander
si lorsque F est un fermé invariant non-vide de S, l’ensemble des
moyennes sur G qui sont, en tant que mesures sur S, portées par F
est également grand. (Une telle moyenne est nulle sur l’idéal I des
fonctions de L’ qui s’annulent sur F). Le but de ce travail est

d’apporter un élément de résponse à cette question.

THÉORÈME’: Soit G un groupe infini localement compact, moyen-
nable en tant que groupe discret. Il existe une famille (fi)i~I de
fonctions 0~ fi :5 1, où card. I = card. IR, telle que pour tout fermé
invariant non-vide F de S et tout i E E, il existe une moyenne mi portée
par F et telle que mi(fi)~23, et mi(fi)~13 pour j ~ 1. Ainsi limi - mill - 3

’ Lors de la correction des épreuves, nous avons remarqué qu’un argument modifié permet
de prendre card. 1 = 2card. IR.
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pour i ~ j, ce qui montre que l’ensemble des moyennes partées par F
n’est pas séparable en norme.

DÉMONSTRATION: Il faut distinguer suivant que G est compact ou
non. Nous n’écrirons la preuve que dans le cas où G est compact; les
idées essentielles sont les mêmes quand G n’est pas compact, et les
quelques complications qui s’introduisent sont purement techniques.
On suppose donc G compact. La mesure de Haar normalisée d’un

sous-ensemble mesurable A de G sera notée lAI. On désigne par XA la
f onction caractéristique de A.

LEMME: Soit U un ouvert de G, avec lUI &#x3E;23. Soient n un entier et
e &#x3E; 0. Il existe alors un ouvert V de U tel que |V| =|| ~et que pour
tout n-uple (ti, ..., tn) de G, il existe t E G tel que 1n 03A3i~n Xtiv(t) ~23.

PREUVE: Soit H un ouvert dense dans U, tel que |H| ~ ~ et que
H = U H~ ou H~ est ouvert et |H~| = |~|. (L’existence de H découle
du f ait que G n’est pas discret). Soit (t1,..., tn ) un n -uple de G. On a

Il existe donc t tel que 1n 03A3i~n Xti (t) ~ 23. Il existe alors une partie

J C [1, n , avec card. J ~ 2n telle ue t E n «=j t;U i.e., ~ i~J ti~ est un
ouvert non-vide. Il en résulte sans peine que ~i~/tiH est non-vide, car
en fait cet ouvert est dense dans le précédent. Il existe donc u E G

avec 1n 03A3i~n XriH(u) ~23. Si on pose Hk = ~~~k Hé, il existe k tel que

1n 03A3i~n XtiHk(u) ~23. Puisque Hk est ouvert, ceci est encore vrai pour
tout n-uple (t’1, ...,t’n) voisin de (tl, ..., tn). Mais puisque an est

compact, on voit qu’il suffit de choisir V = Rk pour k assez grand.
c.q.f.d.

Il est clair avec ce lemme que l’on peut alors construire par double
induction des ouverts disjoints (Vns) pour n E N et s ~{0,1}n tels que
pour tout n, tout s E {0, Iln et tout n -uple (t1, ..., tn) de G il existe

u EG avec 1n 03A3i~n Xtivns (u ) ~ 23. (Pour rendre possible la construction,
on choisit de plus

On pose 1 = {0, 1}N, et pour 03C3 E I on désigne par Un la suite de
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longueur n formée des n premiers éléments de u. On pose tu = Xv03C3, où
Vu = Un V03BD03C3n. On va montrer que ces f onctions conviennent.

Soient F un fermé non-vide invariant de S, o- E I et J une partie
finie de I. Il suffit de montrer qu’il existe une moyenne m = mu,)
portée p ar F et telle que m (f03C3)~23 et m (fp) ~13 pour p E J et 03C1 ~ u. (Si
on fixe or, tout point 03BC, adhérent aux mu,) selon le filtre naturel sur

les parties finies de I ne contenant par u est tel que 03BC(f03C3)~23 et

IL (fp) ~13 pour 03C1 ~ or.) Soit p un entier tel que les suites finies Up et pp
pour p E J soient deux à deux distinctes. Soit n ~ p. Pour tout n-uple
(t1, ..., tn) de G il existe u E G tel que 1n 03A3i~n Xti(u)~23. Puisque
03C3n~03C1n pour p E J, on a V:" U Vp =0 et donc 1n03A3i~n XtivP(u) ~12 pour
p E J. Il existe donc un ouvert non vide W tel que pour u E W on ait

Pour un ensemble mesurable A (resp. gEL 00) désignons par Â
l’ouvert fermé correspondant dans S (resp. g la fonction continue
associée de (S)). Puisque W est ouvert et G compact, G est réunion
finie de translatés de W. Puisque F est invariant par translation on a
F n ~.
En résumé on a donc montré: pour n * p et tout n -uple t 1, ..., tn de

G il existe x E F tel que

pour tout

ou pour g E L(S) et t E G on à gr(x) = g(t, x), désignant l’opération
naturelle de G sur S. Si  = (t1,..., tn), désignons par 03BC, x la moyenne
non-invariante donnée pour f E L~ par

Cette moyenne est portée par F si x E F. Puisque G est moyennable
en tant que groupe discret, il existe un filtre Y sur l’ensemble des
n-uples, (n variant) tel que, quelque soit le choix des xt ~ S,
lim t~  soit invariante. La condition (1) montre alors qu’on choix
convenable des jcp assure que cette limite satisfait aux conditions

requises.
c.q.f.d.
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C’est un problème intéressant [1], et qui semble inabordable, de
savoir si l’ensemble des moyennes portées par F peut admettre un point
exposé.
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