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UNITES ELLIPTIQUES ET
FONCTIONS L P-ADIQUES

Roland Gillard

§0. Introduction

Soient K un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier
#2 ou 3 se décomposant en deux facteurs premiers distincts p et
dans K; désignons par K. l'unique Z,-extension de K qui est non
ramifiée en dehors de p. Si F est une extension finie quelconque de K,
on note F, I’extension composée de K, et F. Ainsi F./F est encore
une Z,-extension et est non ramifiée en dehors des diviseurs premiers de
p dans F. Supposons maintenant que F est une extension abélienne finie
de K. Le but de la premiére partie de cet article est d’associer, pour tout
caractére du groupe de Galois de F sur K, une fonction L p-adique
relative a ’extension F../F; nous utilisons une méthode voisine de celle
de [16]. Cependant nous n’avons pas réussi 2 mener a bien cette
entreprise dans le cas le plus général: nous devons supposer dans toute
la suite que F/K et p satisfont aux hypothéses suivantes. Notons que
pour F fixé, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux de K, premiers de degré 1,
exclus par ces hypothéses. On désigne par e le nombre de racines de 1
dans K.

HyYPOTHESES: (i) p est premier au nombre de classes de K et au
degré de l’extension F/K.
(ii) lindice de ramification de p dans F/K divise (p — 1)]e.

Notre motivation pour construire ces fonctions L est le rdle
qu’elles jouent dans I’étude de la Z,-extension F./F. Pour commencer
cette étude, nous établissons une formule analogue, pour nos fonc-
tions L p-adiques, a celle de Leopoldt sur le résidu de la fonction zéta
p-adique d’une extension abélienne réelle de Q (cf. Théoréme 3).
Nous donnons ensuite une condition nécessaire, en termes de nom-
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58 R. Gillard [2]

bres de Hurwitz généralisés, pour que p divise le quotient du nombre
de classes de F par celui de F N H, ou H est le corps de classes de
Hilbert de K. Cependant, notre résultat arithmétique le plus profond
est le théoréme 4 qui interpréte les fonctions L p-adiques construites
précédemment comme séries caractéristiques de modules d’Iwasawa
associés a la Z,-extension F./F. Pour tout n entier =0, soit F,
I’'unique extension de F contenue dans F. et de degré p". Désignons
par U, le p-sous-groupe de Sylow du produit des groupes des unités
pour les complétés de F, aux diviseurs premiers de p. Notons C, le
sous-groupe du groupe des unités elliptiques de G. Robert, formé de
celles qui sont congrues 4 1 modulo les diviseurs premiers de .
Posons

Y.=1im U,/C,,

ou C, désigne la cloture de C, dans U, pour la topologie produit; la
limite projective est définie en utilisant les normes relatives comme
applications de transition. Soit @ un caractére de Gal(F/K) défini et
irréductible sur Q,. En généralisant la méthode de [6] on explicite
alors la structure de I'-module (I' = Gal(F../F)) de la ®-composante
de Y. au moyen de la fonction L p-adique associée a ®. L’intérét de
Iintroduction et de I’étude de Y, est qu’elles apportent quelques
informations sur le I'-module X, suivant, module qui joue un réle
fondamental dans I’arithmétique de F,/F. Désignons par M., la p-
extension abélienne non ramifiée en dehors de p maximale de F.:
alors X,, = Gal(M,/F.,), I' agissant par automorphismes intérieurs dans
Gal(M../F). La conjecture principale sur le sujet, dont semble-t-il on
est encore loin de la démonstration, affirme que les @-composantes de
X, et de Y., considérés comme I'-modules ont mémes séries carac-
téristiques. Le corollaire 2 du théoréme 3 donne un résultat nouveau
mais trés partiel dans cette direction.

Pour finir cette introduction, rappelons certains résultats déja con-
nus. Des fonctions L p-adiques ont déja été construites dans [2], [12],
[13], [16], [18] sous des hypothéses variées mais nous n’y avons
pas trouvé de références commodes pour les formules du théoréme 2
ci-dessous, formules essentielles pour nos applications arithmétiques.
Robert [21], a prouvé un critére de divisibilité (cf. aussi [5]) pour le
nombre de classes du corps de rayon modulo p de K (contenant
méme le cas ol p est inerte dans K). Enfin, Coates et Wiles [6], ont
étudié la structure de Y. pour K principal et F engendré sur K par
les coordonnées des points de p-torsion sur une courbe elliptique
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admettant I’anneau des entiers de K comme anneau d’endomor-
phismes.

11 est clair que cet article doit beaucoup aux exposés et publications
de J. Coates. Je tiens aussi a remercier P. Cassou-Nogués: une
version préliminaire de [2] m’a été utile en plusieurs endroits.! Enfin la
théorie des unités locales repose sur une généralisation du résultat de

[7] due a J.-P. Wintenberger, cf. §2.2 ci dessous.

§1. Généralités

Si f est un idéal entier de K, on note H; (resp. CI(f)) le corps (resp.
le groupe) de classes de rayon modulo f de K. On pose H = H;,. On
choisit un prolongement v de la valuation p-adique 3 K, I’extension
abélienne maximale de K. Pour toute extension abélienne L de K, on
note h(L) le nombre de classes, O(L) ’anneau des entiers de L. On
désigne par L° le complété de L correspondant a v et 0°(L) son
anneau d’entiers. On identifie K* 4 Q, et on note A’ I’anneau des
entiers du complété Q% de I’extension non ramifiée maximale de Q,.
Notons (2, (resp. Q) une cloture algébrique de Q, (resp. de Q); soit C,
le complété de 2,: on suppose que O(C,), 'anneau des entiers de C,
contient A’. On choisit deux plongements i, et i, de Q dans C et C,, i,
étant compatible avec le plongement de K dans C, défini par v. Pour
tout groupe fini X, on note [X] son ordre.

Soit E une courbe elliptique définie sur O(H), d’invariant égal a
celui du réseau O(K) de C, cf. [23] théoréme 5.7. On choisit un
modéle d’équation y>=4x>—g,-x —g; avec g, et g; dans O(H); le
nombre complexe z correspond au point &(2)=
r(z, &), p'(z, &) = (x, y) par le paramétrage de Weierstrass, le réseau
£ étant de la forme (2., - O(K) avec 2,€C. Si a € O(K), on lui fait
correspondre I’endomorphisme de E défini par £(z)— &(az). On dési-
gne par ¥ le “Grossencharacter” de E sur H et par % son conduc-
teur, cf. [23] §7.8. D’apres [22] §6 th.9 cor.1, on peut supposer que E a
bonne réduction pour les diviseurs premiers de p dans H, et méme,
pour un choix convenable du modéle, que p est premier au dis-
criminant g3 —27g}; p est alors premier 2 %. Si B est un idéal entier
de K, Eg désigne le groupe des points de B-torsion de E, i.e. les &(u)
avec uBC .- O(K). L’extension H(Ez) engendrée sur H par les
coordonnées de ces points est incluse dans H?, ’extension abélienne
maximale de H; H(Eg) contient Hg, cf. [23] théoréme 5.5. Pour U

! Notamment pour le réle des sommes de Gauss au §3.4.
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idéal de H, notons [U, H(Eg)/H] l'automorphisme d’Artin pour
I’extension H(Ey)/H associé a 11; on adopte une notation analogue
pour les extensions abéliennes de K ou de H. En agissant sur les
coordonnées, I'automorphisme ci-dessus opére sur un point de Eg
par:

(1) (11, H(Ew)/H] - £&(p) = é&(p(1)p), pour U premier
A BetZF,

cf. [23] prop. 7.40. On sait que si II est un idéal de H, sa norme dans
K est I'idéal principal engendré par s(11), cf. [23] prop. 7.40 et 7.41,
Ainsi, si B est 'idéal de H au dessus de p correspondant & v, posons
t = P(Py): c’est un générateur de I'idéal p/, ou f désigne le degré
résiduel en p de H/K.

Si a est un élément inversible de 0°(K)=Z,, on le décompose en
un produit a = w(a). {(a), avec w(a) racine de 1 d’ordre divisant p — 1
et (a) dans 1+pZ, On voit, cf. (1) que wy = w°i,o¢ définit un
caractére sur Gal(H(E,)/H). Comme H(E,) est une extension de H,
de degré e, on déduit que w¥ provient d’un élément, en fait généra-
teur, du groupe des caractéres de Gal(H,/H). On en choisit une fois
pour toutes' un prolongement a Gal(H,/K) qu’on note w* et on définit
par multiplicativité w* pour k € eZ.

Notons A le groupe de Galois de F/K. Soient @ # 1, un caractére de
A défini et irréductible sur Q, et e, I'idempotent correspondant dans
Z,[A]. Choisissons un facteur ¢ de la décomposition de @ sur 2, et
désignons par A le sous-anneau de A’ engendré par les valeurs de ¢.
En prolongeant ¢ & Z,[4], on obtient un isomorphisme

)] esZ,[A]3 A.

D’aprés §0 hypothése (i) le conducteur de ¢ est de la forme g ou gp,
avec ¢ idéal de K premier a p. Si F¢ désigne la sous-extension de F/K
correspondant au noyau de ¢, I'ordre du groupe d’inertiec de p dans
H, - F*/H, divise (p — 1)/e, cf. §0 hypothese (ii). Comme I’extension
H,/H, est cyclique et que [H,- H,: H,]=[H,:H]=(p —1)/e, on en
déduit 'inclusion F® C H, - H,. Ainsi ¢ considéré comme caractére de
Gal(H, - H,/K) peut s’écrire comme produit d’un caractére provenant
de Gal(H,/K) et d’un caractére provenant de Gal(H,/K). En posant

o=¢ o pour k€ez,

! Ce prolongement ne joue qu’un rdle trés secondaire dans la suite, cf. §3.4 Remarque 3.
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on obtient qu’il existe un unique i, 0 <i < p tel que le conducteur de
@; soit premier a p: il vaut g. Dans la suite, on identifie caractéres de
Dirichlet et caractéres de groupes de Galois: par exemple ¢; est
aussi considéré comme un caractére sur CI(g).

En raisonnant comme plus haut, on montre que le conducteur de
F/K est de la forme f ou fp, avec f premier 4 p et que F est contenue
dans H; - H,.

En utilisant le fait que p ne divise pas h(K) pour extraire des
racines d’ordre h(K) dans 1+ pZ,, on pose pour k € eZ et B idéal de
K premier a &

P (B) = (iyo (B - OH)Y"K) . *(B)
(W(B)) = (iyo (B -O(H))*®,

Cette formule définit ¢* comme grossencharacter sur K a valeurs dans
une extension finie non ramifiée de K* (cf. valeurs de @*). De plus si
B est principal engendré par b € K, c’est la norme d’un idéal I de H:
les éléments (B - O(H)) et p(A)*® (resp. Y(l1) et b) de K engen-
drent le méme idéal B*® (resp. B) de K; leurs puissances d’ordre e
sont égales et on a

©) iy " (B) = A1) = b*,

si bien que Y* (k€ e-Z) a pour conducteur I'idéal O(K); on peut
aussi vérifier que ses valeurs sont algébriques: leurs images par i,'
sont dans une extension finie de K puisque d’exposant borné et non
ramifiée en dehors des diviseurs premiers de h(K). Le grissen-
character ¢° permet d’obtenir les caractéres du groupe Gal(K,/K):

LEMME 1: Soient n un entier et w un caractére de Z% d’ordre p";
alors o ¢ est un générateur du groupe des caractéres de Gal(K,/K).

DEMONSTRATION: Si a est un élément de O(K) premier 4 §, on a
m e ¢t((a)) = 7o ifa)’,
ce qui prouve que 7 ° ¢ est un caractére de Dirichlet de conducteur

p"*! et d’ordre p". Le lemme résulte alors du fait que K,/K est
'unique sous-extension de degré p" de Hy+/K.
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§2. Unités locales et semi-locales

2.1. Unités semi-locales

Soit S I’ensemble fini des places de F, au dessus de p: S contient la
restriction de v, encore notée v. Pour w € S désignons par F) le
complété de F, correspondant, 0*(F,) I’anneau des entiers de F* et
Uy le p-groupe de Sylow du groupe des unités de F). En utilisant les
normes relatives comme applications de transition, on considére

U*=Lim U; et U =Lim U, avec U, = [] U?.

wes

Soient ¢ un générateur du groupe multiplicatif 1+ pZ, et y le généra-
teur de Gal(F./F) qui est la restriction 4 F. de ’automorphisme de
Gal(H(E,) - F./H(E,) - F) défini par £(p)—> £(cp), pour tout point de
p*-torsion £(p),n quelconque dans N, de E. Comme U est un
Gal(F./K)-module compact, on peut le considérer comme un Z,[A]
[[T]]-module de type fini: A opére via 'isomorphisme A = Gal(F./K.,)
et I’'action de y se prolonge aux séries formelles en identifiant y et
1+ T; on adopte des notations additives pour U et les modules qui lui
sont liés. Ce qui précéde permet de considérer la P-partie e, U de U
comme un A[[T]]-module cf. (2). La proposition suivante est démon-
trée un peu plus loin.

PRrorOSITION 1: Le A[[T]]-module esU est libre de rang 1.

Soient D le groupe de décomposition de p dans F/K, ¢p la restric-
tion de ¢ & D, &p la somme de ses conjugués sur Q, et Ap le
sous-anneau de A engendré par les images de ¢p. On a un isomor-
phisme de Z,[Gal(F,/K)]-modules,

U,=U; ®zpw] Zp[A]9
d’ot en utilisant (2) et un isomorphisme analogue avec D et @&,

eaU, = (e, UR) R4, A

soit encore en passant a la limite projective,

©)) esU = (ep,U") ®AD A

puisque A est un Ap-module libre de type fini. Ceci raméne 1’étude de
esU a celle de e, U".
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Soient X, = (F2)* et X, =Lim X,/p™X, (avec des notations ad-
ditives!) son complété p-adique. La valuation fournit une suite exacte

&) 0>U»X,>27,-0.

Dot a la limite projective en posant X =Lim X, (avec des ap-

plications de transition déduites des normes relatives):
(6) 0->U*->X—-2,-0.
Notons maintenant le résultat suivant:

LEMME 2: Le Z,-module ed,D)A( est sans torsion.

DEMONSTRATION: Supposons le contraire et soit F, la sous-exten-
sion de F/K correspondant au noyau de ¢. Alors F contient les
racines de I'unité d’ordre p, donc p — 1 divise I'indice de ramification
de p dans F/K, contrairement 4 I’hypothése (ii) du §0.

On voit alors en raisonnant comme dans [11]th.25, que e%X est un
Apl[T1]-module libre de rang 1; on déduit alors, cf. (6)

R ep X si pp# 1
) e, U ={T Yea, X si 2D= 1.

Ainsi eg, U est un Ap[[T]]-module libre de rang 1, et la proposition
résulte alors de (4).

Soit V, (resp. Vi, resp. X! 'intersection des images des U,, (resp.
U, resp. X,,) avec m = n pour les applications de normes relatives.
Notons w, la série (1+ T)*" —1.

PROPOSITION 2: Pour n dans N, on a €3V, = es(U/(w,/T) - U) si
oM =1 et eaU, = €3V, = es(Ulw, - U) sinon.

DEMONSTRATION: La condition ¢(p) = 1 signifie simplement que ¢p
est trivial. On vérifie a I’aide du théoréme 90 de Hilbert que X/ est
isomorphe 3 X/w,X. A l'aide de (5) et (6), on en déduit I'isomorphisme
entre Viet U "/w,,X', d’ou la proposition d’apres (4) et (7).

2.2. Unités locales et séries formelles (d’aprés J.-P. Wintenberger)
Soit L/Q, une extension finie: on note O(L) et IM; I'anneau des



64 R. Gillard [8]

entiers et I'idéal maximal de L; on emploie des notations analogues
pour tout corps local. Soit G une loi de groupe formel définie sur
O(L"), avec L' sous-extension de L/Q,. On note X +;Y la série
formelle a deux variables donnant la loi de groupe sur G.

Il s’agit ici de généraliser les résultats de R. Coleman [7] a4 une
situation incluant le complété formel E & Porigine de la courbe
elliptique E: Coleman supposait que G est de type Lubin-Tate.
Ainsi, on suppose

(i) qu’il existe un plongement a —[a] de O(L"), avec L" sous-
extension de L'/Q,, dans I'anneau des endomorphismes de G sur
O(L");

(ii) que la hauteur de G est égale a [L":Q,];

(iii) qu’il existe t €M, tel que la série [t](X) soit congrue a
X? mod M, o f est le degré résiduel de L’; on pose q = p’;

(iv) que I’extension L/L" est non ramifiée.

On choisit alors une suite d’éléments de EIRQP vérifiant [t]7, = 7,_1,
avec 1y # 0 point de torsion de G, et on pose L, = L[m,]. On désigne
par U, le groupe des unités de L, et on considére u = (u,),en UN

élément de U = Lim U,, les applications de transition étant les nor-

—_—— .
mes relatives. Soit Frob le Frobenius de Q}’/L’; il agit sur toute série

f(T) dans O(L)[[T]] par action sur les coefficients; on note fF*"(T)
I'image de f(T) par Frob™.

THEOREME 1: Il existe une série entiére unique f,(T) a coefficients
dans O(L) avec

u, = ff°*"(s,) pour tout n EN.

La démonstration de J.-P. Wintenberger reprend les grandes lignes
de celle de [7]; énongons d’abord les lemmes suivants; soient G, le
groupe des points de ¢-torsion de G et L, ’extension de L engendrée
par les b dans G, Notons & (resp. &) I'anneau O(L)[[X]] (resp.
O(L)IX]D) et M, son idéal maximal.

LEMME 3: Soient ¢ €Z[X,,...,X,1],0=j<gq, les polynémes
symétriques élémentaires définis par Iidentité

-1 -1
ﬁ(T—x,.)=T4+§b ¢ T;
=0 j=

"En fait E est de type Lubin-Tate sur 0*(H) si et seulement si p est un idéal principal
de K.
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alors pour tout f(X)€E A, il existe une série formelle H; dans O(L)
[[Xo, - .., X,-1l] telle que la série NI f(X;) soit égale a la série
composée He(ey, . . ., e,-1).

DEMONSTRATION: On se raméne au cas classique oul f(X) est un
polyndme en utilisant le fait que ¢; est de poids g —j>0. Le lemme
suivant est la clef de la démonstration du théoréme.

LEMME 4: Il existe une application N de A dans A, induisant un

homomorphisme sur le groupe multiplicatif des unités de <A, et telle
que pour tout f € A, on ait ’identité

N([)X) = ble-!; f(X +gb)

DEMONSTRATION: Appliquons le lemme de préparation de Weier-
strass a la série formelle [t]T — X € A[[T]]; le premier coefficient non
dans M, est celui de TY, si bien que ’on peut écrire

(1IT-X=P(X,T) - U(T),

avec P(X, T)e A[T], polyndme de degré q et U(T) unité dans
HA[[T]]. On déduit de I'identité précédente que

P(t1X, T)= bl;ll; [T - (X +¢b)].
On pose

N(fFUX) = Hy(eo(X), . . ., €4-1(X)),

avec ¢(X) coefficient de T’ dans P(X, T); la série #(f)(X) est bien
définie car ¢;(X) est dans M. La formule du lemme 4 résulte alors du
lemme 3 en spécialisant les X; en les X +¢b € s, ol b parcourt G..

Soient f(X)=Za;- X' et f(X)=3 a’- X' deux éléments de «. On
note f = f’ mod M% (k € N) pour a; = a; mod M% pour tout i.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1: En remplacant ¢ par une puis-
sance convenable de 'uniformisante de L”, on vérifie que , est une

uniformisante de L,. Ceci permet d’introduire des séries f,, telles que

U, = fr"(m,).
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Comme u, est la norme entre L,,; et L, de u,.;, on obtient

Fu(mma) = N(FRt ().
En posant g, = N"(f,,)7™"™", on trouve

Uy = NG R ") my).

La suite des g, admet un point d’accumulation f € &/*. En utilisant les
implications (cf. [7] lemme 13) pour h € o

(i) h € A*>N(h)/hF®=1mod I,

(ii) h =1 mod Mt = N(h)=1 mod M;*!,
on déduit N™"(gEreb™™) = gFrv™ mod M. Ceci prouve, pour n fixé,
qu'une sous-suite de (N™"(gE*")(7,))men admet fF"(7,) comme

limite. On a donc bien
u, = meb_n(’Trn),

ce qui prouve le théoréme en prenant f, = f; I'unicité signalée pro-
vient immédiatement du théoréme de préparation de Weierstrass.

2.3. Mesures associées aux éléments de U?

Pour construire les fonctions L p-adiques, nous allons utiliser la
transformation I de Leopoldt, exprimée suivant N. Katz en termes
de mesures sur Z,, cf. [15] chap. 4 et [19]. Regroupons quelques
propriétés et définitions.

Si X est un espace topologique compact, on note Cont(X, 0(C,)) le
0(C,)-module des applications continues de X dans 0(C,).

M.0. Une mesure sur X a valeurs dans O(C,) est une forme linéaire
bornée sur Cont(X, 0(C,)): si f€ Cont(X,0(C,)) et si u est une
mesure on note [x f(x)u(x) 'image de f par w.

M.1. Pour toute série formelle F(T) € O(C,)[[T]] il existe une unique
mesure uF sur Z, a valeurs dans 0(C,), telle que

f x*uF(x)=(D*F)(0) pour tout k EN,

14

ol D est la dérivation sur 0(C,) définie par (DF)XT)=(1+T) - F'(T).
Toute mesure sur Z, est de la forme w* pour une unique série F.

M.2. Pour tout z dans I'idéal maximal de 0(C,), on a
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[ a+zyurw=Fe.
ZP

M.3. Soit € € Cont(Z,, O(C,)) périodique; si p” est une période de e,
posons

G(T)=3 &OF1+T)-1),

somme prise sur les racines p"-iémes de 1, avec
. 1 o i
é) = > ()¢

On a alors [z, x*e(x)u"(x) =z, x*uC(x). i
M.4. Pour f € Cont(Z%,0(C,)), on note fe& Cont(Z,, 0(C,)) son
prolongement qui vaut 0 sur pZ,. En posant

f Fnx) = j Foom),
Zp Zp

on associe a toute mesure sur Z, une mesure sur Z%; on a alors, en
notant encore f la restriction de f € Cont(Z,, G(C,)),

f f(x),u,F(x)=f fuf(x) avec
4 z,

F(T) = F(T)—pl S P+ T)-1),

ol la somme est prise sur les racines p-iémes de 1.

M.5. (i) Soit F(T)€ O(C)IITI], il existe une unique série G €
O(C,)I[T]] vérifiant DG = F et G = G.
(i) on a alors [z x~'uf(x) = G(0).

On peut remplacer 0(C,) par A’ (ou par ’anneau des entiers d’un
corps local) dans ce qui précede.

Soit G le groupe formel défini sur 0*(H), complété formel de E a
I’origine. On paramétre G grice & W =-2x/y, ainsi x(W)=
W2 a(W), y(W)=—=—2W3:a(W), ot a(W)=1+--- désigne une
série formelle a coefficients dans 0°(H). Désignons par expg(resp. A)
I’exponentielle (resp. le logarithme) de G, par W,+;W, la série
donnant I’addition sur G et par [a](W) celle donnant la multiplication
par a €Z,. On a donc les égalités de séries formelles
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x(expg z) = P(z) et y(expg z) = P'(2).

Pour n €N, choisissons p, € C tel que £(p,) soit dans E, et non dans
E,-1, pour n = 1. Soit w, € {2, le nombre tel que

i (&(pa)) = i5'(x(wn), y(Wa)).

On suppose vérifiée la relation de compatibilité t. p,.; = p, (t comme
aprés (1)) d’oit [t]w,.; = w,. Soit u = (#,)nen, un élément de U*: on
peut lui appliquer le théoréme 1 pour trouver une série F,(W) 2
coefficients dans 0°(H;), f comme au milieu du §1, telle que

Uppp = F‘:mb_"(wnf+l),
Frob désignant le Frobenius de Q/H".

Comme G est de hauteur 1, on sait, cf. [17] cor 4.3.3, qu’il existe un
isomorphisme 7n défini sur A’, avec le groupe multiplicatif G,, muni du
paramétre usuel noté V. En posant 2,= 7'(0)"', unité de A’, on a une
égalité de séries formelles

expg(z) = n(e® 2 —1).

Introduisons alors les séries

- (4 - FW) o
£uW) = () o8 FulW) = o € O CHOIW)

8u(V)=fuon(V)EA[V]]

Notons u, la mesure u* de M.1 avec F =, g,; de M.1 et M.4, on
déduit

L. ¥, (x) = .(l;‘(diiz—)k_l g.(er=1) (k=1).

z=0

Par ailleurs, on a
~ . 1
g.(e™ *—1)= f,(expg z)— > > fulexpoz +b)

ou b parcourt le groupe G, des points de p-torsion de G. On vérifie,
cf. [15] p. 214
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d .
P (log F,(expg z + b)) = f.(exps 2 +¢b) si b EG,.

LEMME 5: Pour k entier =0, on a

k
[ xtmu0r = 04(3%)_ [108 Futexpo2)
z* 2/ z=0

14

—% > log F,,(expgz+Gb)]

bEG,

DEMONSTRATION: La formule résulte de M.1 et M.4 si k>0. Si
k=0, on doit considérer la série h,(V)=loge Fon(V), série a
coefficients dans /Q,'?, définie 4 l'aide du logarithme p-adique et
convergente sur I'idéal maximal de 0,: h,, définie a partir de h, par la
formule de M.4 est solution du systeme DG = 2,'g,, G = G. D’apreés
le résultat d’unicité de [19] lemme 8.15 et d’aprés M.5(i) on a h,(V) €
A'[[V]]. La formule du lemme 5 pour k =0 est exactement celle de
M.5(i).

Notons 4j(u) le deuxieéme membre de I’égalité du lemme 5.

LEMME 6: Soit i un entier, 0<i<p, il existe une série unique
Gi(T)€ A'[[T]] telle que pour tout k =0, k =i mod(p — 1) on ait

Gi(ck—1)= A}(u).

DEMONSTRATION: Reprenons les arguments de [19]: définissons
pour x € Z%, I(x) €Z, par (x) = ¢'®. On peut alors définir une mesure
sur Z,, iy, a valeurs dans A’ en posant pour f € Cont(Z,, A")

[ £ wico=[ 060 00 x - o).
Z, 43
D’aprés M.2, la série Gi(T) € A'[[T]] associée par M.1 a u’ vérifie
Gite' == eulw=[ @ 0@ x o,
Z, z;

pour tout s € Z,, d’ou le résultat.

LEMME 7: Si  est un caractére de Z%, d’ordre une puissance de p,
on a pour tout k €N:
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Gifm(c) - 1) = f X () - ) - ).
Z*

P

DEMONSTRATION: On peut écrire 7(x) = w(c)'®, d’ou d’aprés la
définition de u':

J

et le lemme résulte de M.3.

Soit € un homomorphisme de (Z/p"Z)*, n entier >0, dans 07%; €
définit une application périodique de Z, dans (2,, nulle sur pZ,.
Notons ¢,, la racine primitive n~(w,) d’ordre p” de 1.

A (x) - 0 0 pa(x) = fz (7(e) - MY i),

*
p

LEMME 8: Pour tout k dans N,

k

fz# xk-1. e(x) - #u(x)___n;k L (L) - (%)

» z=0

x[$ <y 1og Futtimw, +6 expo2)]

j=1
si n est minimal.

DEMONSTRATION: 11 suffit d’appliquer M.3 a la mesure associée par
M.14 h,.

REMARQUE 1: Soit ¢ un idéal premier a p. Définissons U ,(H (E,,))
et U°(H(E,,)) comme U} et U*, i.e. en remplagant F, = F - K, par
H(E,»+) = H(E,) - K,. En s’inspirant de [4] Lemme 3, on vérifie que
H(E,)" est une extension non ramifiée de Q,, ce qui permet de
transposer les raisonnements précédents: a un élément u €
U*(H(E,) correspond une série F, a coefficients dans 0*(H(E),)) et
une mesure a valeurs dans A’. On définit A}(#) comme plus haut. A
cause du résultat d’unicité du théoréme 1, les définitions de A} sur U?,
U’(H(E,,)) pour ¢ divisant f et U°(H(E;,)) sont compatibles entre
elles.

§3..Fonctions L p-adiques

3.1. Calculs dans C
G. Robert a introduit des unités elliptiques comme valeurs parti-
culiéres de certaines fonctions 6, cf. [20]. En modifiant légérement les
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définitions de [20] §1, comme dans [21] introduisons pour £ réseau
quelconque dans C la fonction!

0(z, £) = A(L) - exp(—65AL)2?) - a(z, £)",

ou A(Z) est le discriminant, o(z, £) la fonction sigma
O'(Z, g) =2z n (1 — Z/a)) . eZ/w+1/2(z/w)2’

et 5,(¥) est la limite pour s ER tendant vers 0" de 2 w ?- |o| ™, la
somme et le produit étant pris sur les éléments w# 0 de £.

Soient ¢ un idéal entier de K (par exemple celui introduit au §1), et
I, le monoide unitaire des idéaux entiers de K premiers a 6, % et g.
Pour I dans I, de norme notée N(U), considérons 1’élément
U-N@)- 0(K) de Z[I,], encore écrit Il -~ N(U), et associons lui

®) 0(z, 11— N(I) = 6(z, £2..- UH/6(z, .. - O(K))ND,
Soit J, lidéal de 2Z[I,] formé des a=T nl)-U vérifiant

Snl)- NU)=0 et Sn(ll)=0. Si a est un tel élément, il s’écrit
a=3n(l) - [N~ N@D], ce qui permet de poser

&) 0(z, )= [] 6(z, U—- NA)"®,

Uelg

Si b est un élément de K avec (b) € I,, on a alors

(10) 0(z, ab) = 6(bz, a).

Choisissons p un point du réseau (2., - 4~ primitif premier 3 6%, i.e. tel
que ’élément p/{2., de K engendre un idéal fractionnaire de la forme

8" - b, avec b € I,. Convenons de ne pas faire figurer le réseau £ dans
les notations lorsque £ = (.. - O(K).

LEMME 9: La fonction z - 0(z+ p, «) est une fraction rationnelle
en p(z) et p'(z) dont les coefficients sont dans H(E,).

DEMONSTRATION: On a en effet, si 1 € [,

11—t
an o(z, 1= NDy = 22 T 1) -y,

! Notée 0'2(z, £) dans [20].
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ou dans le produit A parcourt un systéme de représentants de
0 10710,.0(K))—{0}, cf. [21]; ceci montre que 6(z+ p, a) est une
fraction rationnelle en p et p’ si ¢ = 1. Sinon on utilise

-1 / — 2
o6z + 11 Ny = A 7 [} (HE=E8))

(12) —v(z)—p(p)—»()«)]

6

L’assertion sur les coefficients provient de [20] prop. 8 et 9.

3.2. Unités elliptiques

On désigne par g le plus petit entier rationnel >0 contenu dans g et
par e(8) le nombre de racines de 1 dans K congrues & 1 modulo ¢. Le
lemme suivant, théoréme 8 de [20] §4.3, peut servir de définition du
sous-groupe (2, d’unités de H,.

LEMME 10: Le groupe des unités elliptiques propres (2, de H, est
engendré, si 8 # 1, par des racines de I’unité et par des racines d’ordre
e(8) des éléments i2'0(p, @) ot a parcourt J, ou J,,.

—6mzZ

a(?P) ) ’
oll a(¥) désigne I'aire du réseau £ On sait que ¢?%(p, 2, - U™') ne
dépend que de la classe C(11h) de pf2;'11g =1Ub dans CI(g): suivant
[20], on le note ¢, (C(lh)). Puisque « est dans J,, on a
3 n)-[N(U)—1]1=0 si bien que les facteurs exponentiels se sim-
plifient dans I’expression de 6(p, @) a 'aide de ¢"?:

Dans [20], intervient la fonction ¢"?(z, £) = 6(z, ¥) - exp(

(13) 0(p, a)f =[] "2%(p, .- U = l;[ @ (CUH)™D.
u

Ceci donne la partie de 1’énoncé suivant relative 4 k = 0.

PROPOSITION 3: Soit a =2 n(l) - U un élément de J,, on a si g # 1,

k
(%) i log 6(p + z, @)

_ {(I/g) Zn)log o(CUk) sik=0
T1-12 S ap*I(p, 2.- U sik=2.
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DEMONSTRATION: Pour k=2, il suffit d’utiliser (8), (9) et la
définition de 6(z, £).

Si ¥/K est une extension abélienne ramifiée de conducteur ¢, on
appelle groupe des unités elliptiques propres )y de ¥ le groupe des
normes entre H, et # des éléments de (2,. On appelle groupe des
unités elliptiques Cy de X le produit

C7(=IJ«7('0(%0H)*'1—1 -Q.%',
o d

oll ¥’ parcourt ’ensemble des sous-extensions cycliques' de X/H N
H, py est le groupe des racines de 1 dans X et O(K N H)* est le
groupe des unités de O(¥ N H). Ainsi Cy est relié au groupe 2!
(relatif & %) introduit dans [8] §6 par Cy = sy - O(¥ N H)* - (212
Supposons que le p-sous-groupe de Sylow de Gal(¥/¥ N H) soit
cyclique, alors d’aprés [8] th. 5

[O)* : o] ~ (g] 130)) - KD N H),

ou ~ signifie que les deux membres ne différent que par une unité de
£, et ou [(¥') vaut 1 ou p. En raisonnant comme pour le lemme 2, on
déduit de [8] §7.3 rq. 2 que pour X = F,, tous les I(¥') valent 1. En
abrégeant Cr, en C, comme au §0, on obtient donc

(14) [O(F,)*: C,]~ h(F,)/h(F N H).

3.3. Séries associées aux unités elliptiques
Avec les notations introduites précédemment, on a en utilisant i, et
i. pour identifier des séries a coefficients dans C ou C,:

LEMME 11: Soient g un idéal entier de K premier a p, et o un
élément de J,,; il existe une série formelle F(W, a), a coefficients dans
O°(H(E,)), vérifiant pour tout n EN et jEZ I’égalité de séries for-
melles :

0(z + jp, + p, @) = F(expg z + glj1w,, @).

DEMONSTRATION: Si par exemple g est non trivial, on utilise (12)
pour trouver 1’égalité dans le corps de fractions de H(E,)’[[W]]

!'Si ¥ = F,, on peut prendre toutes les sous-extensions ramifiées de F,/K, sans changer
les résultats qui suivent.
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A, - U 1 2+ Wy W2
R A =

16
- a%) —p(p)— v()«)] ;

et on vérifie, comme dans [4] lemme 23, que le deuxiéme membre est
une série dans 0°(H(E))I[W]I].

On construit alors F(W, a) 4 I'aide de (9). Si ¢ =1, on procéde de
méme en utilisant 1’égalité (11). La formule du lemme 11 résulte alors
du fait que les formules d’addition sont les mémes pour E et G.

LEMME 12: Pour tout o dans J,, on a, pour n €N

pn

I1 6z +jpw, @) = 6(2,p" - ).

j=1

DEMONSTRATION: La fonction de z obtenue en faisant le quotient
du premier membre par le second est constante et est une racine de
I'unité, cf. [20] §1 prop. 1: sa valeur se calcule en faisant tendre z vers
0; c’est:

_ A, -UH \® el
=1z wrym) 1 et
si a =3 n(l) - U. On conclut que ¢ = 1 puisque d’aprés [10] prop. A-2,
et [21] cor A-2, le deuxiéme membre est une puissance 12" dans Hy.

Rappelons que 8(p + p,, a) est 'image par i, d’'une unité de H, si
a € J,, et qu'un automorphisme d’Artin opére dessus par (cf. [20] §4.2
prop. 9 cor.)

(16) (B, Hy/K1iz'0(p + oy @) = i='0(p + puy B).

Si a € (p"HE*: %) — 1) . J,,. on définit un élément de O(H,+)* donc de
O(H (E,ys+1))* en posant:

Unpr1(a) = IOt 7" + Pupir, @).

Ainsi, i(uyi(@) est dans U(H(E,)); le facteur dans a sert a
assurer la congruence modulo I'idéal maximal de H(E,yr+1)".

PROPOSITION 4: La suite des (u,z.(a)) définit un élément u,(c)
dans U°(H(E,,)) et avec les notations de 2.3, on a
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F, (a)(W) = F(W, a).
DEMONSTRATION: A I’aide de (16), on vérifie en utilisant (10) et le

lemme 12 que la norme de u,s., dans H(E,ys+)/ H(Eywn-ns+1) (Ou encore
dans Hpi+1/Hgym-vr+1) est égale a

f
[0 + puger-+ oy @)= 121070 + pug, b

donc aussi & u, (@) d’aprés Pégalité p = (¢), cf. (10). Ceci permet
bien de définir' u,(«). Si Frob désigne comme plus haut le Frobenius
relatif a Q}'/H", en utilisant (15) et (1), on voit que

iy (FF " (Wi, @) = i2'0(t"p + pysi1, @).

Ceci prouve I'égalité des séries de la proposition 4 d’aprés le résultat
d’unicité du théoréme 1 appliqué avec L = H(E,)", L' = H".

3.4. Fonctions L p-adiques

DEFINITIONS: Soit ¢ un idéal entier non trivial de K, avec p et §
comme en 3.1, et ¢ un caractére primitif de CI(g), on pose

S(p) =3 ¢7'(C)log iyiz'¢(C)

(@)= 07 0) 3 ¢ (iyis' exp(27i Tr(a:f/?i»

bi(0) =, (BB Y(B) iyiz'p*2(p, 2..- B

sik€e-2Z,etk=2.

Dans la premiére somme, C décrit Cl(g), et log est la fonction
logarithme dans (2, (avec logp =0); dans la deuxi¢me, ¢ décrit un
systéme de représentants de (O(K)/g)*, Vd désigne une racine carrée
du discriminant de K et Tr la trace entre K et Q. Dans le troisiéme
somme, B décrit un systéme de représentants de CI(g): on vérifie, cf.
(3), que b, (¢) ne dépend pas du choix des idéaux B. De méme, 7(¢) et
bi(¢) ne dépendent pas du choix de p grice a la présence du facteur
()

Soient B un idéal, b un générateur de B"X, Iélément

! Avec des notations évidentes, on définit aussi u(a) € U(H (Ew)).
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()2 A(BHH® pe dépend que de I'image C(B) de B dans CI((1)),
on le note 8(C(B)), comparer a [20] §3.1.

DEFINITIONS : Pour ¢ caractére non ramifié de F/K, on pose p =0,
b=1et

S(¢) =ﬁ 2 ¢7'(B) log i,i='8(C(B)
() =1
bie) = 3 o®) w® iz ()

(k-2) 1
(v, 0.8~ 25),

2=0 z

si k€eZ,k=2. Dans les sommes B parcourt un systéme de

représentants de CI((1)), log désignant toujours le logarithme dans (2,;

changer le systéme des B n’affecte pas les valeurs de S(¢), 7(¢) et

bi(e).

On reprend les notations et hypothéses introduites aprés (2) sur ¢, i
et g. Pour 7 comme dans le lemme 1, soit o le caractére d’ordre p”
de Cl(p"*") dont la puissance d’ordre e est 7 o . Posons € = 7 - ' et
définissons € comme dans M.3. Le conducteur de ¢ est de la forme
ap™; sin>0, m=n+1;sin=0, m=0sii=0mod(p—1) et m=1
sinon. Si m# 0, on pose p,, = p + p,, et on note b, I'idéal (p,,/£2.)8p™
de K. Soit c,, I’entier défini (modulo p™) par

exp 2wi Tr(ﬂp;"/2> =L,

ol {,, est défini comme a la fin de 2.3. On peut relier 7(pm) et 7(¢;):
LEMME 13: Avec les notations précédentes, on a:

m(em) o) m®,) = 7(e)@i(B)e(Cn)lE(Ln).

DEMONSTRATION: Pour expliciter 7(¢#), on utilise un systéme de
représentants de (O(K)/p™ - ¢)* de la forme A = bc avec b =1 mod p”
et c=1mod ¢, c €Z. Dans ces conditions,

o . Ap, . . b .
! 2 Tr( "‘_) = [z i! 27T ( P _)] < LS m
iyiz' exp 2mi RVZ] wix' €xp2miTr N ¢

@((1) = ¢i((b)) - e(c).
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Le premier membre du lemme 13 se décompose en un produit et pour
obtenir la formule, il suffit d’utiliser I’égalité

éLn) i ()¢5 = 1.

Pour U dans I,,, introduisons I’entier p-adique /(11) = I(y(11)*®))/h(K).
Choisissons un élément a = T n(l1) - I dans (pHE* %I —1) . J,,.

DEFINITIONS: On introduit la série
H/(T, ¢)= E n) - o) - (1+ T)'®,

le quotient de séries

2 e7'(B)- A+ T)'®. G:;v(%a)(T)
12\/2 ‘P:(b)T(‘pl)e(g)Ha(Ta ‘P)

f(T, )=

ol B parcourt un systéme de représentants de CI(g), et la fonction de
sEZ,

Ly(s, em) = f(m(c) - c'* =1, ¢).

Avec g et e(g) comme au début du §3.2, on peut énoncer pour
v=¢- -mety =q¢ - nm.

THEOREME 2: Le quotient f(T, ¢) est en fait dans A'[[T]] et ne
dépend pas de . La fonction L(s, v) vérifie

L1, v)=(12Vd (v)e(9p™)gp™) " - (1 _1’1\(]_":)

SW)-e(cp)etsikeeZ k=2,
k
L=k, ») =~V r(metapmy - (1 - 2R,

<275 b(w) - elcm),

ou € et my sont définis a partir de ¢, = v, comme € et m a partir de
T = V.
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REMARQUE 2: L’indépendance de o« provient de la formule don-
nant L1, ¢m)=f(m(c)—1, ¢); on peut d’ailleurs aussi voir que le
changement de 1 (ou de E) modifie f par multiplication par un facteur
de la forme w'(a) - (1+ T)"® avec a € Z%.

REMARQUE 3: Le choix de w* (cf. §1) a des conséquences sur ¢,
v, U* et b(p) mais 7(y) n’en dépend pas, ainsi que b,(v,) (en vertu
de I'égalité uy* = v - (Y)*). On en déduit que L(1—k, ») et f(T, @)
sont indépendants du choix de w®.

La premiére assertion du théoréme provient du lemme suivant.
Observons d’abord que si k €EeZ, on a

H (m(c)c*~1,9)=3 n() - () - (A1) - (A

LEMME 14: On peut trouver a € (pWE’%I—1). ], tel que
H,(T, ¢) soit inversible dans A'[[T]].

DEMONSTRATION: Soient u(gp) le groupe des racines de 1 dans H;, et
¢ un de ses générateurs. L’application Z-linéaire de Z[I,] dans
Z @ u(8p) envoyant U1 sur 1 £ (o(11) automorphisme d’Artin dans
H,,/K) a pour noyau J;, (cf. [3] lemme 12, cas n = 1). On a donc une suite
exacte

0> Jyy—>Z[1;] > Z D 1 (9p) 0.

En composant I’application de réciprocité avec (2), on obtient la suite
exacte

0->J5>A->e0lZ, D r9MNRZ,]1-0,

ou J§, désigne I'idéal de A engendré par les sommes X n(ll) - (1)
telles que = n(l) - N € J,,. Comme d’aprés les hypothéses @ est non
trivial et ex[n(9p) ® Z,] = 0 (cf. démonstration du lemme 2) on trouve
que A =J§,, ce qui prouve que H,(0, ¢) et H,(T, ¢) et H,(T, ¢) sont
inversibles respectivement dans A’ et A’[[T]] pour a convenablement
choisi.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2: Soit N, (T, ¢) le
numérateur dans la définition de f(T, ¢), on a (cf. lemme 7):
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No(m(c) - c* =1, 0) =3 n(B)" - y(B)™*

a0 o).

P

Puisque  F, (o([j1Wm, +6 €XpG 2) = F([j1Wm, +¢ €xps 2, @) = 0(z + p +
JPm,» @), d’aprés le lemme 11 et la proposition 4, on tire du lemme 8 si
ny > O’

k
N(m(©)ct =1,0) = 5% &) - i () 3 m® - y(@y*

- €¢'(c) log iyiz'0(z + p + Cpm,, aB).

Ici ¢ parcourt un systéme de représentants de (Z/p™ - Z)* congrus a
1 mod ¢, ce qui permet d’avoir les égalités

m(B) - &(c) = n(Bc),
k
Y(B)™* (H‘LZ)Z:O log iyiz'0(z + p + Cpm,, @B)

= uBo (L)

z

10g iyiz'0(z + piy,, @BC),
=0

cf. (3) et (10). Dans la double somme la classe de Bc décrit
e(8)/e(gp™) fois le groupe CI(gp™). En utilisant que b, (v,) et S(») ne
dépendent pas des systémes de représentants utilisés, on peut faire
des changements de sommations qui permettent de mettre

2ty Wyt = Hy(m(c)ct ~ 1, ¢)

en facteur. Les formules du théoréme 2 résultent alors si m; >0 (d’ou
u(p) =0) du lemme 13 et de la proposition 3 si k=2 (ou de son
analogue p-adique si k =0). Si m; =0, ot w =1 et g =1, -0n utilise
le lemme S au lieu du lemme 8, ainsi que le lemme 12 (avec n =1) ce
qui fait apparaitre le facteur (1 — (»(p)¥*(p)/N(p))). Si en plus g = 1, on
se sert de la formule avec U1*"® = (a)

(0, aB)*® =TT (a"s(CUB)))"®,
u

qui permet de faire apparaitre S(¢) dans I’expression de N, (0, ¢).
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§4. Applications des fonctions L p-adiques

4.1. Formules p-adiques du nombre de classes

On reprend des notations introduites précédemment, notamment
aux §1, 2.1 et 3.2. Soit C}, le sous-groupe de C, relatif 3 F, noté Oy,
dans [10]. Considérons l'intersection de I'image diagonale de C, dans

M,cs F? avec U, et notons C, sa fermeture dans U, ; définissons C,
et O(F,)* par le méme procédé. D’aprés [5] lemme 9, on a

v » R(O(F,)*) A(p)
17 [U,:0F,)*-(1+pZz,
an [ (F)*-(1+pZ,)]~p" ValEs Lll( (”))

ol R désigne le régulateur p-adique (défini, cf. [5], comme le régula-
teur usuel mais en remplagant la fonction logarithme par son
équivalent dans F:) et VA(F,) une racine carrée du discriminant
relatif de F,/K; A parcourt I’ensemble des caractéres #1 définis et
irréductibles sur 2, de Gal(F,/K). Pour un tel caractére on note g,
son conducteur et on définit g, et e(g,) comme au §3.2, et S(A)
comme I’analogue p-adique de la somme de [20] §2.3; S(A) a déja été
défini au §3.4. Avec la méme démonstration que pour (17), on a

- R(C) AD)
:C) - gL
a8  [WU,:C,-(1+pzZ,)]~p" \/F—nl< N(p))

Mais en reprenant les calculs menant a [10] (2), on trouve

(19) R(Cy) ~ h(K)EFrHL. A, - TT S(1),

A#l

ou A, (comme plus loin B,) est la quantité A (resp. B) de [10] §2
relative a F,. Mais d’apres [10] (3):

h(F,)

@) eE*:CI~ gy

h(K)Fa:FOHI 1. 4, II(gAe(qA))

En multipliant (17) par (20) et en comparant a (18) et (19), on obtient

wepmey 1 (o)1 (o)W

VA(F,) h(K) s N®/ VAF) s (& e@)
A
o (1 N(v))s""
A#1 12\/—81@(&)7(/\)
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en utilisant la formule A(F,)=II, (d - N(g,)); d’autre part
(I1 7(A))/VII N(8,) est un nombre complexe de module 1, et c’est de
plus un nombre rationnel puisque la démonstration de [10] (3) pour F,
consiste en fait & prouver 1’égalité

*:C!)l==xh(F,) B, - L)‘)_—
[O(F,)*:C:) = +h(F,) “(\/N_m_))

D’autre part avec (14) et (17), on obtient aussi

- . h(E) R(O(F)% A®)
U,:C,(1+pzZ,)]~ 1= 24P
s Gt P21~ P e Ny VaE) A,q( N(v))

_A
P WK (1 N(v))S""

h(F N H) . 12Vd gie(8)7(A)

A P'aide des formules du théoréme 2, on peut donc énoncer:

THEOREME 3: On a les relations

LA p" h(F,) - R(O(F,)*) A(p)
U,:C(1+p2Z,)] ~ : 111 -2®
(O G+ P2~ e o [ VA(E,) ] ]’[[1 N(p)]

h(K)
Y ) [TL1,0),

ou les produits sont pris sur les caractéres de F,/K, # 1 sur F,/K,.

Soient A un caractére de A = Gal(F/K) défini et irréductible sur Q
et e, €Z,[A] 'idempotent associé. En remplacant F, par les sous-
extensions de F,/(F N H), et en comparant les formules obtenues, on
déduit:

COROLLAIRE 1: On a [ey(U,/C,(1+pZ,)]~ [ea(UslCo(1+pZ,)] -
ITL,(1,A), ou A parcourt I’ensemble des caractéres de Gal(F,/K)
définis et irréductibles sur £, dont la restriction a Gal(F,/K,) (resp.
a Gal(F,/F)) est un facteur de A (resp. est #1). Si A est ramifié, on a
aussi

[eA(Uo/éo)] ~ n L,(l, A)
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ol A parcourt I’ensemble des caractéres de A, définis et irréductibles
sur (2, qui sont facteurs de la décomposition de A sur (1,

REMARQUE 4: Si A#1, e,(U,/C, - (1+pZ,)) = es(U,/C,). Désig-
nons par M, (resp. M., cf. §0) la p-extension non ramifiée en dehors
de p abélienne maximale de F, (resp. F.): en comparant la premiére
relation du théoréme 3 avec celle de [5] théoréme 11, ainsi que les
relations analogues obtenues en remplagant F par les sous-extensions
de F/F N H, on tire:

COROLLAIRE 2: Soit A un caractére ramifié de A, défini et irréduc-
tible sur Q, on a [e, Gal(M,/K,)] = [e4(U,/C,)].

REMARQUE §: Avec les hypothéses du corollaire, le premier mem-
bre est encore égal a e,(Gal(M./K.)/w, - Gal(M./K.)), cf. [11]. La
formule (22) ci-dessous montre que le deuxiéme membre vaut
e (Y.lw, - Y.) si (p) #1 (¢ facteur irreductible de la décomposition
de A sur (2,); si ¢(p)=1, on obtient seulement une égalité
[ea(Gal(M./K.)| w, - Gal(M./K.))] = C(A) - [ex(Y.]w, - Y2)), ou
C(A) €Q est indépendant de n (cf. théorémes 4 et 5 ci-dessous).

REMARQUE 6: Par analogie, il est naturel de conjecturer que
I’énoncé du corollaire 2 est encore vrai pour les caractéres de A
définis et irréductibles sur Q,: c’est un des problemes fondamentaux
sur la Z,-extension F,./F et sa solution aurait des conséquences
importantes pour I’arithmétique des courbes elliptiques.

4.2. Structure de Y, et critere de Kummer
On reprend les notations introduites précédemment, notamment au
§1, pour énoncer les trois théorémes suivants:

THEOREME 4: Il existe une série g(T, ¢) € A[[T]] telle que Y. =
e Lj_m( U,/C,) soit isomorphe a A[[T1/(g(T, ¢)), g(T, ¢) étant égale
au produit de f(T, ¢) par une série inversible de A'[[T]].

On a donc un isomorphisme €,Y. @4 A’ = A'[[TN/(f(T, ¢)).

THEOREME 5: Soit ggT, @) comme dans le théoréeme précédent. Le
A[[T1l-module ex(U,/C,) est isomorphe a A[[TN/(g(T, ¢), »,) si
o(p) # 1; il figure dans une suite exacte
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0> A[[TN/(E(T, ¢), 0/ T) - eo(U,I C,) > e5(Uy/ Cp) >0,
ou la surjection est induite par la norme, si ¢(p) = 1.

THEOREME 6: ‘_(i) Soit @ un caractere de (_}al(F/K), cf_. §1, alors si
o) # 1 [ea(U,/C,)] (ou si o(p) =1, [ea(Un C)l/[ea(Uo/ Cy)] avec n =
1) vaut 1 si et seulement si b;(¢;) est inversible dans A’'.

(ii) Pour que p divise h(F)/h(F N H) (resp. h(F,)/h(F N H) avec
n=1) il faut que ’'un au moins des nombres bi(¢;), ou ¢ parcourt
I’ensemble des caractéres ramifiés (resp. I’ensemble des caractéres
#1) de A définis et irréductibles sur (1, soit dans p - A'.

REMARQUE 7: La condition b;i(¢;) € p - A’ ne dépend donc pas du
choix du facteur ¢ de .

REMARQUE 8: Sans doute, n’y a-t-il pas lieu de distinguer le cas
¢(p) =1 dans (i) comme le donne a penser les formules du théoréme
3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6 A PARTIR DU THEOREME 5:

(i) D’aprés le théoréme 5, il s’agit de discuter si f(T, ¢) est in-
versible dans A’[[T]]. Pour cela, on utilise le théoréme 2: b;(¢;) ne
differe de L(1—1i, ¢)=f(c' —1, ¢) que par une unité de A’; en effet,
on aici w =1, m; =0, ce qui entraine I'inversibilité de r(¢;), cf. [14]
chap. 22 §1 G3.

(i) On utilise la formule (14) et on distingue deux cas.
cas n =0: si p divise [O(Fy)*:C,), il divise [e4(O(Fy)*/C,)] pour un
caractéere A de A au moins qui est alors ramifié. Alors p divise
[es(Uo/Co)] d’ott le résultat d’apres les formules du théoréme 2 et du
corollaire 1 du théoréme 3.
cas n = 1: on sait, d’aprés la formule des classes invariantes appliquée
a I’extension K,/K ou seul p est ramifié, que p ne divisant pas h(K)
ne divise pas h(K,). On peut donc supposer que p divise
[es(O(F,)*/C,)] et non [es(O(Fp)*/Cy)] pour un caractére d#1 au
moins. On déduit que le noyau de I'application es(U,/C,) - es(Uy/Cy)
induite par la norme est non trivial et on conclut comme pour la partie
@).

Appelons théorémes 4’ et 5’ les versions affaiblies des théorémes 4
et 5 ot on suppose seulement que g(T, ¢) est un diviseur de f(T, ¢)
dans A'[[T]]: le théoréme 4' est démontré au §4.3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5 A PARTIR DU THEOREME
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4': Définissons £, par le méme procédé que C,, cf. §4.1; mais en
partant du groupe 2y, cf. §3.2, out F{, est la sous-extension de F,/K,
correspondant au noyau de ¢. A I'aide de [20] théorémes 1 et 2, on
montre que e,C, = e5((2, - ), et que la norme induit des surjections
de A-modules, cf. (2):

(1) _elnoesd,  sim>n >0}
epld,, > (1— (D)) - exldy sim>0.

On en déduit que C = Lim esC, s’identifie 2 Lj_m es(2,. Considérons la
norme dans F, de i3'0(p., a), avec a choisi comme dans le lemme 14:
son image dans C,, multipliée par ep, engendre le A-module ex(2,, cf.
lemme 10 et (16). On trouve alors, en utilisant (21) ainsi que des
considérations de rang, les isomorphismes, pour n >0

eolly = { AUTWCar) — si o) 21
" T lANTI @/ T) i o) = 1.

qui montrent que pour n >0

esClw,(esC)  si p(p) # 1

(22)  esC=A[[T]] et ep), = {ed,c"/(w,,/ T)(esC) si p(p)=1.

On déduit alors de la proposition 2 que e,(U,/C,) est isomorphe i
eosY.lw, - epY, si o(p) # 1. Si o(p) =1, il figure dans la suite exacte

0—> etDYm/(wn/ T)(ethoo) - e¢( Un/C_’n) nd etb( Un/ Vnén) -0
et on sait, comparer a [5] lemme 5, que 4V, est le noyau de la norme

epU, > esUy; ceci montre que es(UJV,C,) est isomorphe par la
norme 2 ex(UE"/28") = es(Uy/ Cy).

DEMONSTRATION DES THEOREMES 4 ET 5 A PARTIR DES
THEOREMES 4’ ET 5"
D’aprés le corollaire 1 du théoréme 3, on a

lea(UJC )] ~ (H L1, om)) - [ea(UslCol

ol 7 parcourt I’ensemble des caractéres #1 de K,/K et ¢ ’ensemble
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des facteurs irréductibles de la décomposition de A sur (2, En
utilisant 1’égalité L,(1, o) = f(7(c) — 1, ¢), on obtient

lea(Un Cl ~ [ea(Ua/ Col - TT T1 (& =1, ).
e P=1
{#1

En comparant avec une évaluation analogue tirée du théoréme 5', on
montre que les produits ITf(T, ¢) et I g(T, ¢) (o @ parcourt
’ensemble des facteurs irréductibles de la décomposition de A sur Q,
et ¢ est un facteur de celle de @ sur {2,) ne difféerent que par un
élément inversible de A'[[T]]. Il en est donc de méme pour chaque @
pour f(T, ¢) et g(T,¢), d’ou les théoremes 4 et 5, a partir des
théoremes 4’ et 5'.

4.3. Démonstration du théoréeme 4'
Pour @, ¢ et ¢ comme au §1, on pose si u € U

Au) =3, o7\ (@)AN(ou),),

oll o parcourt A; ou est I'image de u par I’action de o, cf. §2.1, et
(ou), est sa composante sur U”; A} a été défini juste avant le lemme
6.

LeEMME 15: Soient f(T) € A[[T]] et u un élément du A[[T]}-module
eaU; pour tout k =0, on a A(f(T) - u) = f(c*—1) - A(u).

DEMONSTRATION: La formule résulte de la définition de I'isomor-
phisme (2) si la série f(T) est constante. Si f(T)=1+ T, (ou), est
remplacé par y(ou),, donc F,, (W) est remplacé par F,, ([c]W), cf.
§2.3. La définition de A} donne alors la relation A, ((1+7T)- u)=
c* - Ay(u) - et le lemme s’obtient par linéarité et continuité.

REMARQUE 9: On déduit immédiatement de la définition de A, et
du lemme ’existence d’une série dans A'[[T]], dont la valeur en c* — 1
est précisément A,(u), pour k entier =0 et k =i mod(p —1).

Rappelons que pour a € (p™HE* %! —1). J,, on a introduit I'unité
de Hg,nlﬂ,

u"f+|((1) = i;10(t—"P + Prf+1s a);

En notant &, (a) sa norme dans F¥, la sous-extension de F,;/K,
correspondant au noyau de ¢, on peut énoncer:
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PROPOSITION 5: La suite des il ;. (a) définit un élément i(a) de U,
etona

Ai(a)=C- > @7'(B) p(B)* - Gl aalc“ — 1),
BeCl(8)

pour tout k =0 et k =i mod(p — 1), avec C € Z%, indépendant de k.

DEMONSTRATION: La possibilité de définir #(a) provient de celle
de définir u(e) et u,(a), cf. prop. 4 et sa démonstration. Pour B
parcourant un systéme de représentants de CI(gp™) (ap™, avec m =0
ou 1, désignant le conducteur de ¢), notons oy (resp. o,») I'image de
[8, H,,/K] par l'isomorphisme Gal(H,,/K)= Gal(H,, - K./K.) (resp.
Gal(H,,/K)> Gal(Hy»/K,-1)). En passant par une somme sur
Gal(F§/K), on démontre I’égalité ot A} est la fonction sur U(H (E,,))
introduite au §2.3:

Ali(a) = [ker @] 3 07 (B)A((0qu(a)),).

Par ailleurs, on a 0,5 =[B, Hy/K] - [(b,), Hy/K1™' avec b, € O(K),
. = 1 mod gp. Soit d le degré [H(E,): K], en utilisant (1) et (3) avec
p = pn, ON trouve b¢=((B)) mod p". En notant que (Y(B))p, est
bien défini modulo 2. - O(K), d’aprées (10) et (16) on obtient
Onpiz'0(p + puy @) = i'0(p + (Y(B)) ' psy aB),

ce qui compte tenu du lemme 11 et de la prop. 4 donne

Foqu(ay,(€XP6 2) = F, (an)(€xXps(P(B))~'2)

d’ou encore, cf. lemme 6 et définition de A} pour k=0, k=
imod(p — 1)

Ai((opu(a)),) = (Y(B)*Gi @mlck = 1).
Pour obtenir la proposition, il suffit de remarquer-cf. (3), (10) et
lemme 6 - que ¢;(B)'Y(B) G w(c* —1) ne dépend de B que par

son image dans Cl(g): On a C=[kergp] si m=0, et C=
[ker ¢l(p — D/e(g) sim = 1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4': Choisissons un isomorphisme
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esU > A[[T]], cf. prop. 1, et prenons o« comme dans le lemme 14.
Notons g(T, ¢) I'image de ii(a) (resp. u; I'image de la série 1) par
I’isomorphisme précédent (resp. I'isomorphisme réciproque). On a
donc (cf. arguments pour (22)):

oY AlITNI(E(T, ¢)) et Ai(a)) =g(c* — 1, 9)A(uy),

pour tout k =0, cf. lemme 15. On déduit de la proposition 5 et de la
remarque 9 que g(T, ¢) divise f(T, ¢).

Addendum

1. L’hypothese (ii) du §0, n’est pas nécessaire, cf. la rédaction de mon
exposé au séminaire Delange-Pisot—Poitou 1979-1980 (Paris). 11 faut
alors choisir convenablement E en fonction de ¢.

2. Dans la proposition 3 et la définition de b, (¢) (§3.2 et 3.4),il y a lieu
de rajouter le terme en s, pour k =2.

3. Onpeut définir L,(s, v) pour v sauvagemment ramifié: en reprenant
la méthode du texte, on trouve que f(T, 1), considérée dans le corps des
fractions de A’[[T]], ne différe de 1/T que par une série inversible de
A'[[T]]. La situation est similaire au cas cyclotomique classique.

4. Dans les théorémes 5 et 5, il convient d’entendre par C, le groupe
des unités elliptiques de F,, au sens de [20] §5, p. 47; le {2, du texte est
trop gros pour que (21) soit surjective pour ¢ non ramifié.
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