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Einleitung

Sei G eine kompakte zusammenhängende Liegruppe. In [13] haben
wir darauf hingewiesen, dal3 für abgeschlossene Untergruppen H in G
eine bemerkenswerte Alternative gilt. Jedes solche H hat nàmlich
eine der beiden folgenden Eigenschaften:

(1) Für alle irreduziblen unitâren Darstellungen p von G ist die

Fixpunktmenge von H bei p hôchstens eindimensional.
(2) Für jedes N &#x3E; 0 gibt es irreduzible unitâre Darstellungen p von

G, so da6 die Dimension der Fixpunktmenge von H bei p grô(3er als
N ist.

Die Untergruppen mit der Eigenschaft (1) nennen wir sphârische
Untergruppen - In [23] heil3en solche Untergruppen massiv - An einer
Klassifikation der sphârischen Untergruppen ist man u.a. aus fol-

genden Gründen interessiert:

Erstens : Spharische Untergruppen sind vor den nicht sphârischen im
Sinne der obigen Alternative sehr stark ausgezeichnet. Deshalb for-
dert die mathematische Neugier eine Klassifikation.

Zweitens: Die sphârischen Untergruppen spielen eine Sonderrolle

beim Studium der Orbitstruktur der Darstellungen von G. Bei man-
chen der dabei anfallenden Problemen ist die Kenntnis der sphâris-
chen Untergruppen notwendig.

Drittens : Ist H C G ein Riemannsches symmetrisches Paar im Sinne
von [9, p. 174], so ist H sphârisch in G. "Sphârische Paare" H C G
sind also in diesem Sinne eine Verallgemeinerung der Riemannschen
symmetrischen Paare. Man môchte dann wissen, wie grog die Klasse
der sphârischen Untergruppen im Vergleich zur Klasse der Riemann-
schen symmetrischen Untergruppen ist.
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In der vorliegenden Arbeit geben wir eine Klassifikation der

sphârische Untergruppen in den kompakten zusammenhângenden
einfachen Liegruppen (s. Tabelle 1). Der Beweis verlâuft folgen-
dermal3en: Zu Anfang diskutieren wir einige Tatsachen rund um den
Begriff der sphârische Untergruppen. Danach, in §2, leiten wir zwei
notwendige Bedingungen für Sphärizität her, siehe Lemma 2 und Satz
4 in §2. Beim Beweis von Satz 4 benutzen wir dabei einen "asymp-
totischen" Ansatz, der sich schon bei früheren Gelegenheiten als

nützlich erwiesen hat. Die erwähnten notwendigen Bedingungen füh-
ren zu einer verhältnismäl3ig übersichtlichen Liste von môglichen
Kandidaten für sphârische Untergruppen, In §3 sondern wir dann aus
diesen Kandidaten durch eine Reihe von Einzeluntersuchungen die
tatsächlichen sphârische Untergruppen aus. An den Hauptsatz
schliel3en wir einige Bemerkungen zu unseren Ergebnissen an. In §4
schlieglich gehen wir kurz auf den Fall halbeinfacher (nicht mehr
einfacher) Gruppen ein.

Bezeichnungen: lm Folgenden bezeichnet G stets eine kompakte
zusammenhängende Liegruppe. Mit Untergruppen sind stets ab-

geschlossene Untergruppen gemeint. Unter einem G-Modul verstehen
wir, wenn nichts anderes gesagt wird, einen endlich dimensionalen
unitâren G-Modul, d.h. einen endlichdimensionalen komplexen Vek-
torraum, auf dem G via einer unitâren Darstellung operiert. Einfache
Moduln entsprechen dabei irreduziblen Darstellungen. Ist V ein
G-Modul und H C G eine Untergruppe, so bezeichnet VIH den H-
Modul, der durch Einschrânkung der Operation definiert ist, und mit
F(H, V) ist die Fixpunktmenge von H in V bezeichnet.

1. Einige Tatsachen über sphârische Untergruppen

DEFINITION: Eine Untergruppe H C G heiBt sphârisch, wenn sie
folgende Eigenschaft hat: In jedem einfachen G-Modul ist die Fix-
punktmenge von H hôchstens eindimensional.

Nach [13, Korollar 6 (3)] haben nicht sphârischen Untergruppen H
die Eigenschaft (2) aus der Einleitung, d.h. es gibt dann einfache
G-Moduln, bei denen die Dimension der Fixpunktmenge von H
beliebig grog ist. Erste Beispiele für sphârischen Untergruppen
ergeben sich aus dem unten folgenden Satz 2.
Das folgende Lemma wird in Beweisen benôtigt.
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LEMMA 1: Sei G eine kompakte zusammenhiingende Liegruppe. Es
seien VI und V2 einfache G-Moduln und es sei d = dim VI. Dann gibt
es hôchstens d Summanden bei einer Zerlegung von V. @ V2 in die

direkte Summe von einfachen G-Moduln.

BEWEIS: Die Aussage des Lemma ist bekannt. Sie folgt z.B. direkt
aus der Formel von Klimyk für das Ausreduzieren von Tensor-
produkten, siehe [ 111]. .

SATZ 1: (1) Sei G eine kompakte zusammenhiingende Liegruppe und
H C G eine zusammenhiingende Untergruppe. Sei p : à - G eine

Gruppenüberlagerung und sei H = p (H). Dann ist H C G genau dann
sphârisch, wenn H C G sphârisch ist.

(2) Sei G eine kompakte zusammenhiingende Liegruppe und H C G
eine Untergruppe. Dann ist H genau dann sphürisch in G, wenn die
Einskomponente Ho sphürisch in G ist.

BEWEIS: (1) Ist H C G nicht sphârisch, so ist offenbar auch H C G
nicht sphârische. Sei andererseits H C G nicht sphârische und V sei ein
einfacher G-Modul, so da0 die Fixpunktmenge F(H, V) von H in V
mindestens zweidimensional ist. Sei À das hôchste Gewicht von V

(bezüglich eines maximalen Torus in G und einer üblichen Ordnung
auf der Menge der Gewichte). Dann gibt es Potenzen À k von À, so da0
die einfachen G-Moduln Vk mit hôchstem Gewicht À k über G =

G/(Kern p ) faktorisieren. Nach [13, Korollar 6 (3)] ist dann die

Dimension von F(H, Vk) = F(H, Vk) ebenfalls mindestens zwei.
(2) Ist Ho sphârische in G, so offensichtlich auch H. Wir nehmen

also an, Ho sei nicht sphârische in G. Wir betrachten H/Ho-Moduln als
H-Moduln, bei denen Ho trivial operiert. Es gibt einfache G-Moduln
mit beliebig hoch dimensionaler Fixpunktmenge unter Ho. Da HI Ho
endlich ist, folgt daraus, dal3 einfache HI Ho-Moduln W existieren mit
folgender Eigenschaft: Es gibt einfache G-Moduln, bei denen W als
H-Komponente mit beliebig hoher Vielfachheit auftritt. Sei W ein
H/Ho-Modul mit dieser Eigenschaft und W* sei der dazu kon-

tragrediente Modul. Sei V. einfacher G-Modul, bei dem W* als

H-Komponente auftritt. Solche VI existieren nach [3, VI, §VII, Prop.
4]. Die Dimension von VI sei d. Sei V2 ein einfacher G-Modul, bei
dem W mit einer Vielfachheit m &#x3E; d auftritt. Die Vielfachheit von

W * 0 W in V1 x0 V2 ist dann mindestens m. In W * xi W gibt es
(genau) eine triviale H-Komponente. Es folgt, dal3 die Fixpunktmenge
von H in VI 0 V2 mindestens m-dimensional ist. Nach Lemma 1

zerfâllt V. @ V2 in hôchstens d einfache G-Untermoduln. Da m &#x3E; d
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ist, muf3 dann mindestens einer dieser einfachen G-Untermoduln 2
oder mehr triviale H-Moduln enthalten. Also ist H nicht sphârisch.
Damit ist der Satz bewiesen..

Die Behauptung (1) von Satz 1 besagt, da0 die Sphärizitat von
H C G nur vom lokalen Isomorphietyp abhângt, und die Behauptung
(2) macht deutlich, da0 es im wesentlichen darauf ankommt, die-
jenigen sphârischen Untergruppen zu klassifizieren, die zusammen-
hângend sind.

Sei H C G eine Untergruppe. Nach [9, p. 174] heiBt (G, H) ein
Riemannsches symmetrisches Paar, wenn es einen involutorischen
(analytischen) Automorphismus o- von G gibt, so da0 folgendes gilt:
Ist Hu die Untergruppe der Fixpunkte von o- in G und (Hu)0 die

Einskomponente von H so gilt (H,)0 C H C Hu-

SATZ 2: Sei G eine kompakte zusammenhiingende Liegruppe, H C G
eine Untergruppe und (G, H) sei ein Riemannsches symmetrisches Paar.
Dann ist H sphürisch in G.

BEWEIS: Das Ergebnis ist wohlbekannt. Es folgt direkt aus Lemma

Ist G einfach und H zusammenhângend, so findet man die Liste
der Riemannschen symmetrischen Paare (G, H) bzw. die Quotienten
GIH in der Tabelle II in [9, IX, §4, p. 354] in der 2. Spalte (kompakter
Typ). Auf diese Weise erhalten wir eine wohlbekannte Klasse von
Untergruppen als erste Beispiele für sphârische Untergruppen.
Zum AbschluB dieses Abschnitts wollen wir noch ein klassisches

Resultat erwähnen. Sei Ct(G) der komplexe Vektorraum derjenigen
stetigen Funktionen von G nach C, die auf den Doppelnebenklassen
HxH, x E G, konstant sind. Für f, g E Ct(G) betrachten wir die Kon-
volution f * g definiert durch (f * 9)(X) = f G f(Y) - g(y-’x)dy, wobei in-
tegriert wird bezüglich des normierten Haarschen Mal3es auf G. Es ist
Ct(G) stabil unter der Konvolution und (Ct(G), *) ist eine Algebra.
Dann gilt folgende notwendige und hinreichende Bedingung für

Sphârizitât.

SATZ 3: Es ist H C G genau dann sphârisch, wenn die Algebra
Ct(G) mit der Konvolution als Produkt kommutativ ist.

BEWEIS: Der Satz geht auf [6] zurück und folgt als Spezialfall aus
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[7, 13, Corollary of Theorem 8], einem der vielen Ergebnisse in dieser
grundlegenden Arbeit..

Der Satz 3 gibt eine sehr prâgnante Charakterisierung der sphâri-
schen Untergruppen. Wir wollen hier jedoch auf diese analytische
Behandlung nicht eingehen. Ursprünglich wollten wir zwar die ex-
plizite Klassifikation der sphârische Untergruppen mit Hilfe des Kri-
teriums in Satz 3 in Angriff nehmen. Wir hatten jedoch Schwierig-
keiten dabei und haben es vorgezogen, den im Folgenden beschrie-
benen Weg zu gehen.

2. Notwendige Bedingungen für Spharizitat

Von jetzt an sei G halbeinfach und einfach zusammenhângend
vorausgesetzt. In G wählen wir einen festen maximalen Torus T.

Wurzeln und Gewichte sind bezüglich T zu verstehen. Es sei eine
Basis des Wurzelsystems von G gewàhlt und 7T¡, 7T2, ..., 7r, seien die

zugehôrigen fundamentalen Gewichte. Falls G einfach ist, sei die

Numerierung der Basiswurzeln bzw. der 7T¡ wie in [22] gewàhlt. Die
Monome in den 7T¡ klassifizieren - als hôchste Gewichte - die ein-

fachen G-Moduln bis auf Isomorphie. Seien 7-1, T2, ..., Tk Monome in

den 03C0i und 7T = X=i 1 m;T; sei eine Linearkombination der Tj mit ganz-
zahligen mj &#x3E; 0. Dann hei6t ein G-Modul V ein Modul vom Isomor-

phietyp 7T, wenn V isomorphist zur direkten Summe llj mj Vi von mi 1
Exemplaren eines einfachen G-Moduls VI mit hôchstem Gewicht rl,
von m2 Exemplaren eines einfachen G-Moduls mit hôchstem Gewicht
T2, usw...., von mk Exemplaren eines einfachen G-Moduls vom
hôchsten Gewicht Tk.
Mit Ad(G) bezeichnen wir den (komplexen) adjungierten G-Modul.

Unter einer reellen Komponente in einem H-Modul verstehen wir
einen (komplexen) Untermodul, der eine unter H invariante reelle
Form besitzt. Sind Gi und G2 lokal isomorph, so schreiben wir

Gi - G2.

LEMMA 2: Sei G einfach und G C G eine zusammenhângende Un-
tergruppe, die sphdrisch ist. Der H-Modul Ad(G)IH sei die direkte
Summe von n reellen Komponenten. Dann ist n - 4, falls G klassisch
und G # SO(8) ist, es ist n  5 valls G r* SO(8), und es ist n  3 falls G
eine Ausnahmegruppe ist.

BEWEIS: Sei G klassisch und G SO(8) (bzw. sei G eine Ausnah-
megruppe). In den Listen 1-5 in [14] liest man nach, da0 es in einer
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direkten Zerlegung der 2. symmetrischen Potenz S2(Ad(G)) von
Ad(G) in irreduzible G-Komponenten genau 4 (bzw. genau 3) solche
irreduziblen Summanden gibt. Für G = SO(8) c-- D4 ist S2(Ad(G)) vom
Isomorphietyp IF2 1 + lr2 2 + IT2 3 + lr2 4 +1, d.h. S2(AD(G)) zerlegt sich in

diesem Fall in 5 reelle Komponenten. (In Liste 4 in [14] ist bei diesem
Fall ein Fehler unterlaufen. Die dortige Angabe ist inkorrekt.)

Sei nun Vi @ ’ ’ ’ @ Vn eine Zerlegung von AD(G)IH in reelle Kom-
ponenten. Dann enthâlt S2(Ad(G))IH = S2 (Ad(G)IH) den H-Unter-

modul S2VJG ... (D S2 V,,. Da die V; reell sind, gibt es in jedem der
S2 Vi, i = 1, 2,..., n, eine triviale H-Komponente. Insgesamt ist die

Vielfachheit des trivialen H-Moduls in S2(Ad(G))IH also mindestens
n. Wäre n &#x3E; 4 im Falle G klassisch und G# SO(8) (bzw. n &#x3E; 5 im

Falle G = SO(8) bzw. n &#x3E; 3 im Falle G eine Ausnahmegruppe), so
müBte mindestens eine der 4 (bzw. der 5 bzw. der 3) einfachen

G-Komponenten in S2 (Ad(G» zwei oder mehr triviale H-Kom-

ponenten enthalten. Dann wäre also H nicht sphârische. Es folgt das
Lemma..

Das Lemma stellt eine enge Verbindung zu den Tabellen in [14] her.
Für einfache G# SO(8) sagt es z.B. folgendes: Ist die zusammen-

hângende Untergruppe H sphârisch und halbeinfach, so taucht H in
den Tabellen 1-4 in [14] auf.
Man stellt leicht fest, daB die notwendige Bedingung des Lemma 2

noch ziemlich grob ist. Da wir kein praktisches hinreichendes Kri-
terium für Sphärizität besitzen, müssen wir den Kreis der Kandidaten
für sphârischen Untergruppen weiter einschränken. Dazu leiten wir
eine weitere notwendige Bedingung her, die sich als sehr ein-

schneidend und zum Zwecke der Klassifikation als sehr brauchbar

erweist. Beim Beweis benutzen wir eine "asymptotische Methode",
wie wir sie schon in [12] und [15] erfolgreich angewandt haben.

Sei 6 = II ï iri das minimale dominante Gewicht in der fundamen-
talen Weylkammer. Wir betrachten eine Reihe Vk, k = 1, 2, 3,..., von
einfachen G-Moduln mit hôchstem Gewicht Sk . Allein aus dem

asymptotischen Verhalten dieser Vk für k  00 là0t sich dann das

Kriterium des folgenden Satzes ableiten.

SATZ 4: Sei G halbeinfach und H C G eine zusammenhiingende
Untergruppe, dann gilt : Ist H C G sphârisch, so ist

BEWEIS: Sei g bzw. h die Anzahl der positiven Wurzeln von G
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bzw. von H. Sei ferner r bzw. s der Rang von G bzw. von H. Man
verifiziert leicht, da0 die Ungleichung (*) àquival çné ist zur Un-

gleichung

Wir werden (**) beweisen. Dazu betrachten wir die Reihe der oben

eingeführten G-Moduln Vk mit hôchstem Gewicht Sk.

BEWEIS: Dies folgt sofort aus der Weylschen Dimensionsformel
für einfache G-Moduln. 

AUSSAGE 2: Es gibt eine Konstante 13, so daB für alle k = 1, 2, 3, ...
gilt : Ist W ein einf acher H- Untermodul in V klH, so ist dim W  13 . kh.

BEWEIS: Wir kônnen annehmen, da0 H halbeinfach ist, weil wir es
mit der Frage der Dimension von H-Moduln zu tun haben. In H sei
ein maximaler Torus S betrachtet mit S C T, wo T der gewâhlte
maximale Torus in G ist. Wir betrachten die Wurzeln von H bezügl-
ich S, eine Basis des Wurzelsystems und die entsprechenden fun-
damentalen Gewichte T1, T2, ..., Ts. Es gibt dann eine Konstante a &#x3E; 0,
so da0 für alle k = 1, 2, 3,... und alle einfachen H-Untermoduln W in

YklH folgendes gilt: Ist Tf1. Tq2 ..... Tps das hôchste Gewicht von W,
so ist Pi  a - k für alle i = 1, 2,..., s (vergl. die assertion im Beweis
von [15, Proposition 1]). Die Aussage 2 folgt dann offensichtlich mit
Hilfe der Weylschen Dimensionsformel. ·

Für k = l, 2, 3, ... sei Y(k) eine Menge von paarweise nicht

isomorphen einfachen H-Untermoduln von VKIH, so da0 jeder ein-
fache H-Untermodul von VklH zu einem Element von Y(k) isomorph
ist. Sei y(k) die Anzahl der Elemente in Y(k).

AUSSAGE 3: Es gibt eine Konstante y &#x3E; 0, so daB y(k)  y - ks ist
für alle k = 1, 2, 3, ....

BEWEIS: Man betrachte die Menge (k) der Gewichte von G beim
G-Modul Vk. Für 1£ E (k) sei li’ die Einschrânkung von g auf S. Sei
’(k) = {.L’ 1 .L E (k)}. Dann kann man ohne allzuviel Mühe die fol-
gende Behauptung beweisen: Es gibt eine Konstante b &#x3E; 0, so da0 für
alle k = 1, 2, ... die Anzahl der Elemente in d’(k) kleiner ist als b - ks.
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Offensichtlich impliziert diese Behauptung die Aussage 3. ·

Die letzte Aussage, die wir zum Beweis von Satz 4 noch benôtigen,
ist eine elementare Ungleichung:

BEWEIS: Induktion über m. ·

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis von Satz 4. Sei t die
ganze Zahl, für die 2h + s + t = g ist. Wir beweisen die Ungleichung
(**), indem wir zeigen, daB t  0 ist, falls H C G sphârisch ist. Für
k = l, 2, 3, ... sei u(k) die Anzahl der Summanden bei einer direkten
Zerlegung von Vk/H in die direkte Summe von einfachen H-

Komponenten. Sei Max(k) das Maximum der Dimensionen ein-

facher H-Komponenten in V kIR. Offensichtlich ist u(k) 
dim VJMax(k). Aussage 1 impliziert, da0 dim Vk &#x3E; kg ist für alle

k = 1, 2, 3,.... Zusammen mit Aussage 2 erhalten wir also:

Für W E Y(k) sei m w die Vielfachheit von W in VKIH. Dann ist Y k/H
isomorph zu }; WEY(k) mwW. Wir betrachten auch den zu Vk kon-

tragredienten G-Modul Vif (es ist Vk* = Vk in unserer Situation) und
wollen im Tensorprodukt Vko Vt die Dimension Fk der Fixpunkt-
menge unter H untersuchen. Da W(8) W* für alle W E Y(k) eine
triviale H-Komponente enthâlt, gibt es in (Vk@ Vr)IH =
(I WEY(k) mwW) @ (! WEY(k) mwW*) mindestens (sogar genau)
}; WEY(k) m W triviale Komponenten.

Wir wenden nun die Aussage 4 an. Es ist u(k) = WEY(k) mw.

(es war 2h + s = g - t nach Definition von t!) mit c = a2/y. Nach
Lemma 1 gibt es für alle k = l, 2, 3, ... hôchstens dim Vk Summanden
bei einer direkten Zerlegung von Vk(8) yr in einfache G-Kom-

ponenten. Nach Aussage 1 gibt es eine Konstante d, so daB dim Vk _
d - kg ist für alle k. ZusammengefaBt ergibt dies: Für alle k =

1, 2, 3, ... zerlegt sich Vk (8) Vt in die direkte Summe von hôchstens
d - kg einfache G-Komponenten. Andererseits gibt es in Vk@ V k
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mindestens c - kg" triviale H-Komponenten. Wâre t &#x3E; 0, so gâbe es
also für genügend grol3e k mehr triviale H-Komponenten als einfache
G-Summanden in Vk @ Vt. In mindestens einen einfachen G-Sum-
manden müBten dann 2 oder mehr triviale H-Komponenten fallen,
d.h. H wäre nicht sphârisch in G. Für sphârischen H c G mu6 also
t - 0 sein. Damit ist Satz 4 bewiesen..

Bemerkung 1 : Wir wollen die beiden notwendigen Bedingungen des
Lemma 2 und des Satzes 4 kurz diskutieren. Beide Bedingungen sind
nicht hinreichend. Für n * 6 erfüllt z.B. die übliche Untergruppe
H = SO(n - 2) c SO(n ) = G die Ungleichung (*) des Satzes 4. Da aber
bereits die elementare n-dimensionale Darstellung von SO(n) eine
2-dimensionale Fixpunktmenge unter H besitzt, ist H nicht sphârisch,
in G. Für k 2 7 ist auch die notwendige Bedingung des Lemma 2
erfüllt. Es gibt also Untergruppen H C G, die beide notwendigen
Bedingungen für Sphärizität erfüllen, die jedoch nicht sphârische sind.
Auf der anderen Seite sind beide Bedingungen bestmôglich in fol-

gendem Sinne. Sei z.B. H = Sp(n) C SU(2n) C SU(2n + 1) = G
betrachtet. Wir werden im folgenden Abschnitt 3. zeigen, daB H C G

sphârisch ist. Nun rechnet man nach, daB sich AD(G)IH in vier reelle
H-Komponenten zerlegen läBt. Die Abschâtzung des Lemma 2 über
die Anzahl der reellen Komponenten in Ad(G)IH kann also nicht
verbessert werden. Aul3erdem ist in dem betrachteten Fall 2 - dim H +

Rang G = dim G, d.h. auch die Dimensionsabschâtzung in Satz 4 ist

bestmôglich. Diese letzte Feststellung ist auch aus der Theorie der

symmetrischen Râume bekannt. Denn bekannterweise gibt es zu jeder
kompakten einfachen Liegruppe G ein sogenanntes normales Rie-
mannsches symmetrisches Paar (G, H). Solche Paare sind unter den
Riemannschen symmetrischen Paaren gerade charakterisiert durch

die Gleichung 2. dim H + Rang G = dim G. Beispiele sind SO(n) C

SU(n), C4 C E6 usw.
Wir kombinieren nun Lemma 2 und Satz 4 für die einzelnen Typen

von einfachen Gruppen G und werden eine Liste von môglichen
Kandidaten für sphârischen Untergruppen erhalten. Zuerst bestimmen
wir die zusammenhângenden Untergruppen, welche die Bedingung
des Lemma 2 für Sphârizitât erfüllen. Ist G# SO(8), so sind die

entsprechenden halbeinfachen H in den Tabellen 1-4 in [14] auf-

geführt. Die nicht halbeinfachen H werden nach der Bemerkung 2 auf
Seite 706 in [14] bestimmt. Dabei sei jedoch darauf hingewiesen, in
der dortigen Zeile 10 von unten anstelle der Gleichung die Un-

gleichung n(H. S, G):5 n(H, G) stehen muB (man zâhlt nicht die

komplexen, sondern die reellen Komponenten). Dementsprechend
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liefert die Vorschrift der Bemerkung 2 in [14] nur diejenigen nicht
halbeinfachen Untergruppen, deren halbeinfachen Anteile ebenfalls in
den dortigen Tabellen auftreten. Übrig bleibt die Bestimmung der
Untergruppen H in G mit der Eigenschaft, daB zwar H selbst, nicht
jedoch der halbeinfache Anteil von H die notwendige Eigenschaft
des Lemma 2 erfüllt. Dies macht keine Mühe und man erhâlt noch

folgende Untergruppen:

Zweitens : Eine allgemeine Reihe, nâmlich: H = SO(2) x

H2 C SO(2) x SO(n) C SO(n + 2), wo H2 einfach ist, wo zudem

die Inklusion H2 C SO(n) die reelle Form einer irreduziblen unitâren
Darstellung von H2 ist und wo schlieBlich Ad(SO(n))IH2 in genau zwei
reelle Komponenten zerfâllt (vergl. die letzte Zeile der Tabelle 2, p.
702, in [14]).
Nun zum Fall G = SO(8). Man rechnet nach, da0 man zu den

Beispielen, die in Tabelle 2 in [14] zu finden sind, noch folgende Fâlle
zu berücksichtigen hat: H = SO(4) x SO(4) C SO(8) = G und H =
SO(2) x SO(5) c SO(2) x SO(6) C SO(8) - G.
Hat man auf diese Weise die Untergruppen klassifiziert, welche die

notwendige Bedingung des Lemma 2 erfüllen, so sondert man an-
schlieBend diejenigen darunter aus, die noch der Dimensionsbedingung
des Satzes 4 genügen. Das Resultat ist eine relative übersichtliche

Liste. Wir zâhlen im Folgenden diejenigen der so erhaltenen Kan-
didaten auf, die keine Riemannschen symmetrischen Paare liefern,
d.h. die nicht in der Tabelle II in [9, IX, §4, p. 354] aufgeführt sind.

Liste der nicht symmetrischen Kandidaten für sphârische Unter-

gruppen in den einfachen kompakten Liegruppen

2. Zwei allgemeine Reihen : Erstens :
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SO(n ) C SO(n + m) = G, m &#x3E; 2, n  5. Dabei ist H2 einfach, die
Inklusion H2 C SO(n ) ist die reelle Form einer irreduziblen unitâren
Darstellung und Ad(SO(n ))/H2 zerfâllt in genau zwei reelle Kom-

ponenten. SchlieBlich mu6 noch vorausgesetzt werden, daB die

Dimensionsbedingung des Satzes 4 erfüllt ist (dies trifft z.B. zu, falls
m groB genug gegenüber n ist).

m  1, n a 2. Dabei ist H einfach, H2 C sp(n) ist eine irreduzible

symplektische Darstellung und Ad(Sp(n))IH2 zerfâllt in genau zwei

reelle Komponenten. SchlieBlich muB wieder die Bedingung (*) des
Satzes 4 erfüllt sein. Die beiden Reihen entsprechen dem letzten Fall
in der Tabelle 2 in [14, p. 702], bzw. dem drittletzten Fall in der
dortigen Tabelle 3, p. 703.
Im folgenden Abschnitt werden wir nun aus den aufgezählten

Kandidaten die tatsâchlich sphärischen Untergruppen herauslesen.

3. Die sphärischen Untergruppen in den einfachen kompakten
Liegruppen

Als erste Gruppe unter den oben aufgeführten Kandidaten für

sphârische Untergruppen betrachten wir folgende Falle: SU(n) x

SU(m) C S(U(n) x U(m)) C SU(n + m), SU(n) C U(n) C SO(2n),
D5 C U(I) . D, C E6 und E6 C U(1) · E6 C E7. Man steht jedesmal vor
folgendem Problem: Die in der Mitte stehenden Untergruppen sind
sphârisch in der grol3en Gruppe nach Satz 2. Sind ihre halbeinfachen
Anteile ebenfalls noch sphârisch,? Um diese Frage zu beantworten
kommen wir auf den Begriff der Trennbarkeit zurück, den wir in [13]
vor dem dortigen Lemma 3 eingeführt haben. Seien F, H C G Un-
tergruppen mit F C H #- G. Dann heifien F und H trennbar, wenn es
einfache G-Moduln V gibt mit folgender Eigenschaft: In V gibt es
nicht triviale Fixpunkte unter H und auBerdem noch nicht triviale
Fixpunkte unter F, die nicht fix unter ganz H sind.

LEMMA 3: Sei G eine kompakte zusammenhiingende Liegruppe, F und
H seien Untergruppen. Es sei F C H und H sei zusammenhangend. Dann
sind âquivalent :

(1) F und H sind trennbar.

(2) Die Dimension eines Hauptorbits der natürlichen Operation von H

auf G/H ist gröBer als die Dimension eines Hauptorbits der Ein-
schriinkung dieser Operation auf F.
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BEWEIS: Das Lemma ist bei den gemachten Voraussetzungen (H
zusammenhângend !) eine modifizierte Version des Lemma 4 in [13].
Für x E G sei xH = xHx-l. Wir betrachten die natürliche Operation
von H und F auf G/H. Die Einbettung FxH4 HxH der Orbiten
durch xH E G/H ist analytisch isomorph zur Einbettung jx: FI(F n

sich ohne Mühe klar, daB genau dann ein x E G existiert, so daB jx
nicht surjektiv ist, wenn die Bedingung (2) in unserem Lemma erfüllt
ist. Das Lemma 4 in [13] liefert dann die Behauptung. Das folgende
Lemma ermôglicht die Anwendung von Lemma 3.

LEMMA 4: Sei G eine kompakte zusammenhângende Liegruppe und
(G, H) sei ein Riemannsches symmetrisches Paar. Sei t der Rang von
G/H als symmetrischem Raum. Dann ist die Dimension eines Haup-
torbits der Operation von H auf GIH gleich dim GI H - t.

BEWEIS: Das Lemma ist ein Extrakt aus bekannten Tatsachen aus
der Theorie der symmetrischen Râume. Es gibt einen maximalen
Torus T (im Sinne von [17, VI, §1]) in GIH von der Dimension t und
T schneidet jeden Orbit von H in GIH [17, VI, § 1, Theorem 1.2].
Daraus folgt, daB t  dim G/H - dim(Hauptorbit) ist. Andererseits
weiB man, daB jeder Orbit von H in GIH den Torus T nur in endlich
vielen Punkten schneidet (das folgt z.B. aus [9, VII, §2, Proposition
2.2]). Daraus folgt, daB dim GIH S t + dim(Hauptorbit). Es folgt die
Behauptung des Lemma. ·

Lemma 5 schlieBlich formuliert ein Kriterium für Sphärizität mit
Hilfe des Begriffs der Trennbarkeit.

LEMMA 5 : Seien F, H, G, F C H C G, kompakte zusammen-

hângende Liegruppen und F sei der halbeinfache Anteil von H. Sei
H C G sphârisch. Dann ist F in G genau dann spârisch, wenn F und H
in G nicht trennbar sind.

BEWEIS: Sind F und H trennbar, so folgt unmittelbar aus der
Definition der Trennbarkeit, daB F nicht sphârische ist in G. Sei

umgekehrt F nicht sphârisch in G und sei V ein einfacher G-Modul,
bei dem die Fixpunktmenge F(F, V) von F mindestens 2-dimensional
ist. Sei H = F - T, T der torale Anteil von H. Dann operiert T auf
F(F, V). Die Vielfachheit eines Charakters von T beim T-Modul
F(F, V) ist hôchstens gleich eins. Sei nàmlich angenommen, X sei ein
Charakter von T mit einer Vielfachheit gröBer als eins in F(F, V). Sei
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dann V’ ein einfacher G-Modul, der einen eindimensionalen H-
Untermodul enthâlt, bei dem T via X-1 operiert. Im einfachen G-
Modul V. V’, dessen hôchstes Gewicht das Produkt der hôchsten
Gewichte von V und V’ ist, gibt es dann nach Korollar 6 in [13] eine
mindestens 2-dimensionale Fixpunktmenge unter H, was der Sphâri-
zitât von H widerspricht. Es treten also zwei verschiedene Charaktere
XI und X2 von T beim T-Modul F(F, V) auf. Sei diesmal V’ ein
einfacher G-Modul, bei dem ein eindimensionaler H-Untermodul

auftritt, bei dem T via XII operiert. Sei y. V’ wie oben. Dann gibt es
im einfachen G-Modul V. V’ mindestens einen trivialen H-Modul
und mindestens einen eindimensionalen H-Untermodul, bei dem T
via Y2’Xl’ operiert. Also sind F und H trennbar. ·

Wir kônnen nun die zu Beginn von 3. betrachteten Faille klären:

BEWEIS:

Vorbemerkung: Wir gehen nach folgendem Schema vor. Die fragli-
chen Untergruppen seien F, die Einskomponten ihrer Normalisatoren
seien H genannt. In allen Fâllen ist H = F - S, S ein eindimensionaler
Torus, und H ist sphârische in G als Untergruppe in einem Riemann-
schen symmetrischen Paar. Wir untersuchen, ob F und H trennbar
sind oder nicht. Im ersten Fall ist F nicht sphârisch, im zweiten Fall
hingegen sphârische (Lemma 5). Die Trennbarkeit untersuchen wir mit
Hilfe von Lemma 3. Dabei bestimmen wir die Dimension des Haup-
torbits der Operation von H auf GI H mit Hilfe von Lemma 4 und
den Angaben über den Rang von GI H in der Tabelle II [9, p. 354].
Den Hauptorbittyp der Operation von F auf G/H finden wir fol-
gendermaBen: Wir betrachten die Operationen von H und von F im
Tangentialraum im Punkt H von G/H. Die entsprechenden reellen
Darstellungen von H bzw. F nennen wir zur Abkürzung die relevan-
ten Darstellungen von H bzw. von F. Die relevante Darstellung von F
ist die Einschrânkung der relevanten Darstellung von H. Die Haup-
tisotropiegruppen der relevanten Darstellungen sind dann gleich den
Hauptisotropiegruppen der Operationen von H bzw. von F auf G/H.
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Wir schreiben O(H) bzw. O(F) für einen Hauptorbit der Operation
von H bzw. von F auf G/H und I(F) für eine Hauptisotropiegruppe
der Operation von F auf GI H.

= G, n m  1. Es ist Rang GIH = m, dim GIH = 2mn, also

dim O(H) = 2mn - m. Wir betrachten die übliche elementare Opera-
tion von SU(n) auf dem Cn und die zur elementaren Operation
kontragrediente Operation von SU(m) auf dem Cm. Dann ist die

relevante Operation von SU(n) x SU(m ) aquivalent zur

Reellifizierung des (komplexen) Tensorproduktes dieser beiden Dar-
stellungen. Sei S(U(I)m) die Untergruppe der (t,, t2, ..., tm ) mit

Vorbemerkung folgt dann die Behauptung.
Wir wollen noch bemerken, daB sich die Tatsache, da0 F =

SU(n) x SU(n) C SU(2n) = G nicht spharisch ist, auch elementar

beweisen là0t. Sei nâmlich V = C2" ein elementarer G-Modul und

V = Vt Q V2 eine direkte Summe von zwei n-dimensionalen Teil-

râumen, so da6 der erste Faktor SU(n) von F auf VI elementar und
auf V2 trivial operiert, wahrend der zweite Faktor auf VI trivial und
auf V2 elementar operiert. Dann sind die äuBeren Potenzen A"Vl
und A"V2 linear unabhängige Geraden in A" V, die beide fix unter F
sind. Also besitzt die n-te Fundamentaldarstellung von G eine zwei-
dimensionale Fixpunktmenge unter F und F ist nicht sphârisch in G.

von GI H ist [n/21 (grôl3te ganze Zahl kleiner-gleich n/2) und es ist
dim GIH = n(n - 1). Also ist dim O(H) = n(n - 1) - [n/2]. Die rele-

vante Darstellung von F ist die Reellifizierung der zweiten Fun-
damentaldarstellung von F c-- An-1. Eine Hauptisotropiegruppe I(F)
dieser Darstellung ist isomorph zum Produkt von [nl2] Exemplaren
von SU(2) [s. 10, 1, 1]. Also ist dim I(F) = 3[n/2] = n + n/2 für n gerade
und dim I(F) = n + [n/2] - 1 für n ungerade. Dann ist dim O(F) =
dim O(H) für n ungerade und dim O(F) = dim O(H) - 1 für n gerade. Es
folgt die Behauptung. (Sie bleibt richtig auch für n = 1 und n = 2.)
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ist die Reellifizierung einer Halbspindarstellung von D5. Die Haup-
tisotropiegruppe I(F) ist ein SU(4) [s. 10]. Es ist dim O(F) = 45 - 15 =
30 = dim O(H). Also ist D5 = Spin(10) C E6 sphârisch.

(4) Man kônnte den Fall E6 C E7 mit der gleichen Methode wie die
vorangehenden behandeln. In Tabelle 4 in [14] (bzw. in der Tabelle 25
in [5]) liest man jedoch nach, daB die elementare 56-dimensionale
Darstellung von E7 bereits eine 2-dimensionale Fixpunktmenge unter
E6 hat. Also ist E6 C E7 nicht sphärisch. ·

Die folgende Behauptung klärt den Rest der Faille aus der ersten
Kandidatenliste am Ende von §2.

BEWEIS: (1) ist klar, denn die elementare n-dimensionale Dar-

stellung von SO(n) hat eine 2-dimensionale Fixpunktmenge unter
SO(n - 2). Sei G einfach und (G, H) ein Riemannsches sym-

metrisches Paar. Es ist bekannt, welche G-Moduln nicht triviale

Fixpunkte unter H haben. Eine Beschreibung dieser Moduln findet
man etwa in [21] ] oder in der Bonner Diplomarbeit [19]. Die dazu
benôtigten Diagramme, meistens Satake-Diagramme genannt, sind
z.B. in [17, VII, 3.5] angegeben. Wir benutzen diese Ergebnisse im
Folgenden.

(2) Die einfachen SU(2n)-Moduln, welche nicht triviale Fixpunkte
unter Sp(n) haben, sind genau diejenigen, deren hôchstes Gewicht
Monom in den geraden Fundamentaldarstellungen 7T2;, i =

1, 2,..., n - 1 [s. 27]. Für den Moment seien solche Moduln brauch-
bare SU(2n)-Moduln genannt. Man weiB aul3erdem, wie sich einfache
Moduln über SU(2n + 1) auf SU(2n) ausreduzieren [s. 2, V, §6]. Die
Anzahl der trivialen Sp(n)-Komponenten in einem einfachen SU(2n +
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l)-Modul V erhâlt man dann auf folgende Weise: Man betrachtet V
als SU(2n)-Modul und zâhlt die brauchbaren Komponenten bei einer
direkten Zerlegung in einfache SU(2n)-Komponenten. Führt man dies
aus, so stellt sich heraus, daB in jedem einfachen SU(2n + 1)-Modul
genau eine brauchbare SU(2n)-Komponente existiert. Da Sp(n) c
SU(2n) Riemannsch symmetrisch, also spharisch ist, ist die Fix-

punktmenge von Sp(n) in jedem einfachen SU(2n + 1)-Modul genau
eindimensional. Insbesondere ist Sp(n ) in SU(2n + 1) spharisch.

Natürlich ist dann auch der Normalisator U(l) - Sp(n) spharisch in
SU(2n + 1). Wir wollen uns noch überlegen, welche einfachen

SU(2n + 1)-Moduln nicht triviale Fixpunkte unter U(l) - Sp(n) besit-
zen. Man betrachte den elementaren SU(2n + 1)-Modul und darin die

Operation von U(1) · Sp(n). Der Faktor U(1) operiere auf dem 2n-
dimensionalen Unterraum, auf dem Sp(n) elementar operiert,
vermôge dem Charakter À-’. Dann operiert U(1) auf dem eindimen-
sionalen Fixraum von Sp(n) vermôge À 2n. Man rechnet nun aus, da0
bei der (einzigen) brauchbaren SU(2n)-Komponente im einfachen
SU(2n + 1)-Modul V vom Isomorphietyp Irk,@ Irk2@ ..k2. der zentral-
isierende Faktor U(1) vermôge Àz operiert, wo z =

ist. Nicht triviale Fixpunkte unter

U(1) · Sp(n) gibt es in V also genau dann, wenn z = 0 ist.

(3) Ein einfacher Dn-Modul, n 3 hat nicht triviale Fixpunkte
unter U(n) genau dann, wenn sein hôchstes Gewicht Monom in

folgenden Gewichten ist: in 7T2, lr4, 7Tn-3, lTn-1 7Tn falls n ungerade,
und in 7T2, 7T4, ..., lFn-2, ITn 2 falls n gerade ist (im letzten Fall kann 7r 2 n
auch durch Ir 2 n-, ersetzt werden, je nach Art der Einbettung U(n) C
SO(2n), aber das spielt bei den folgenden Überlegungen keine Rolle).
Âhnlich wie in (2) rechnet man folgendes aus: Ein Bn-Modul (es ist
SO(2n + 1) = Bn) mit hôchstem Gewicht ir " - ir Il - ’... ’ Ir . _ir n hat
genau dann nicht triviale Fixpunkte unter U(n), wenn kn gerade ist
und die Fixpunktmenge von U(n) ist dann eindimensional. Also ist
U(n) C SO(2n + 1) sphârisch. Diese Behauptung bleibt richtig auch für
n = 1 und 2.

(4) Es ist bekannt, wie sich Sp( n )-Moduln über Sp(1) x Sp(n - 1)
ausreduzieren. Siehe z.B. [16] oder [24, §13.4]. Ein Sp(n)-Modul hat
genau dann Fixpunkte unter Sp(n - 1), wenn sein hôchstes Gewicht
von der Form Irk, . nkr 22 ist. Als Modul über dem ersten Faktor SP(1)
von Sp(l) x Sp(n - 1), d.h. als AI-Modul, ist dann die Fixpunktmenge
von Sp(n - 1) einfach und vom hôchsten Gewicht 7Tkl. Als Ergebnis
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erhalten wir: U(l) x Sp(n - 1) hat eine hôchstens eindimensionale

Fixpunktmenge bei einfachen Sp(n )-Moduln. Die Fixpunktmenge ist
genau dann nicht trivial, wenn das hôchste Gewicht des Sp(n)-Moduls
gleich 7Tikl . Ir 2 ’2 ist, wo ki, k2 &#x3E;_ 0 natürliche Zahlen sind.

(5) Sei p : Spin(8) --&#x3E; SO(8) die Überlagerungsabbildung. Es ist

bekannt, da0 sich in Spin(8) die zusammenhângenden Untergruppen,
die bei p auf Spin(7) und auf SO(7) abgebildet werden, nur durch
einen (âu6eren) Automorphismus von Spin(8) unterscheiden. Da

SO(7) C SO(8) sphârisch ist, ist also auch Spin(7) C SO(8) sphârisch.
Entsprechend gilt: Die Untergruppen, die bei p auf SO(3) x SO(5)

bzw. auf SU(2) · Sp(2) abgebildet werden, unterscheiden sich nur

durch einen Automorphismus von Spin(8). Mit SO(3) x SO(5) C SO(8)
(Riemannsch symmetrisch!) ist also auch SU(2) · Sp(2) sphârisch in
SO(8).
Nun zu F = Spin(7) C SO(8) = H C SO(9) = G. Genau diejenigen

einfachen D4-Moduln haben nicht triviale Fixpunkte unter Spin(7) C
SO(8), deren hôchstes Gewicht Potenz einer festen Halbspindarstel-
lung, also etwa von der Form r4 sind. Welche einfachen B4-Moduln
enthalten nun solche "brauchbaren" D4-Komponenten. Âhnlich wie
in (3) rechnet man mit Hilfe des Verzweigungssatzes für D4 C B4 aus,
da0 dies gerade diejenigen einfachen B4-Moduln sind, deren hôchstes
Gewicht von der Form 7Tfl . lr’4 sind. Sie haben nur eine brauchbare
Komponente. Also ist Spin(7) C SO(9) sphârische.

(6) Man kennt die volle Ausreduzierung von B3 auf G2. Nur die
einfachen B3-Moduln mit hôchstem Gewicht 3 haben echte

Fixpunkte unter G2 und die Dimension der Fixpunktmenge ist dabei
gleich eins. Siehe dazu [20] oder die Bonner Diplomarbeit [1]. Also ist
G2 C B3 sphârische.
Beim Fall G2 C SO(8) haben wir nun zu untersuchen, welche ein-

fachen D4-Moduln brauchbare B3-Komponenten, d.h. einfache B3-
Untermoduln vom Isomorphietyp Ir 3 kbesitzen. Es stellt sich heraus,
da0 dies gerade die D4-Moduln mit hôchstem Gewicht lr k, . 1 Ir 3 k3 . w(4
sind. solche D4-Moduln enthalten genau einen brauchbaren B3-Un-
termodul. Also ist G2 C SO(8) sphârische.

(7) Man weiB, wie sich einfache G2-Modul auf A2 ausreduzieren,
[s. 18] oder die Diplomarbeit [8]. Es sind genau die G2-Moduln mit
hôchstem Gewicht lr kl. Sie haben eindimensionale Fixpunktmengen
unter A2. ·
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Es bleibt noch die Untersuchung der Fâlle, die in den beiden
Reihen der 2. Kandidatenliste am Ende von 2. aufgeführt sind.

F auf die off ensichtliche Weise in H eingebettet ist.
(1) Zuerst sei angenommen, daB H2 C SO(n) bzw. H2 C Sp(n) nicht

sphârisch sei. Dann gibt es einfache H-Moduln W, bei denen der erste
Faktor SO(m) bzw. Sp(m) trivial operiert und bei dem die

Fixpunktmenge F(F, W) eine Dimension gräBer-gleich 2 hat. Nach [3,
VI, §VII, Prop. 4] gibt es einfache G-Moduln V, so da0 zu einem
H-Untermodul von VIH isomorph ist. Dann ist auch dim F(F, V) &#x3E;_ 2
und F ist nicht sphârisch in G.

(2) Nach (1) brauchen wir nur noch diejenigen F C G zu un-
tersuchen, bei denen H2 C SO(n) bzw. H2 C Sp(n) spharisch ist.

Berücksichtigt man die zusâtzlichen Bedingungen an H2 C SO(n) bzw.
H2 C Sp(n) - s. den 2. Teil der Liste am Ende von §2 -, so zeigen
unsere bisherigen Ergebnisse, da8 der symplektische Fall überhaupt
ausscheidet und da0 auch im reellen Fall nur die beiden folgenden
Môglichkeiten für H2 C SO(n) übrigbleiben: H2 = G2 C SO(7) und
H2 = Spin(7) C SO(8).

(a) Sei der Fall F = SO(2) x Spin(7) C SO(2) x SO(8) c SO(10) = G
betrachtet. Ein einfacher D4-Modul (SO(8) = D4) hat genau dann nicht
triviale Fixpunkte unter Spin(7) C SO(8), wenn sein hôchstes Gewicht
eine Potenz Irk 4 des Halbspingewichts w4 ist (je nach Einbettung von
Spin(7) in SO(8) kann auch 7T3 die Rolle von 7T4 übernehmen). Solche
D4-Moduln sollen wiederum brauchbar hei6en. Die Dimension der

Fixpunktmenge von F bei einem einfachen G-Modul V stellt man
dann folgendermaBen fest: Man zerlegt V in die direkte Summe von
einfachen SO(2) x SO(8) - Komponenten und zähit dabei diejenigen
Summanden, bei denen der Faktor SO(2) trivial und der Faktor SO(8)
brauchbar operiert. Diese Anzahl ist dann gleich der gesuchten
Dimension der Fixpunktmenge. Die klassische Zerlegung von D5-
Moduln in D4-Moduln liefert folgendes: Ein einfacher D5-Modul hat
genau dann brauchbare D4-Komponenten, wenn er vom Isomor-

ist. Man rechnet aus, da0 unter diesen
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brauchbaren Komponenten hôchstens eine ist, bei welcher der Faktor
SO(2) trivial operiert, und zwar gibt es eine solche Komponente
genau dann, wenn 2 · ki &#x26; (k4 - k5l und 2 - k, - (k4 - k5) 0 mod 4 ist.

Insbesondere ist F C G sphârisch.
(b) Wir betrachten nun die Faille F = SO(m) x G2 C SO(m + n) und

n = 7 bzw. F = SO(m ) x Spin(7) C SO(m + n ) und n = 8, aber

Fé SO(2) x Spin(7). Wegen der notwendigen Bedingung des Satzes 4
kônnen wir dann m &#x3E; n annehmen. Wir argumentieren wie im Beweis
der 1. Behauptung und gebrauchen auch die dortigen Bezeichnungen.
Sind Bm und (3n die elementaren reellen Darstellungen von SO(m)
bzw. von SO(n) und ist p die Einbettung H24S0(n), so ist die

relevante Darstellung von SO(m ) x SO(m ) gleich dem (Tensor-)
Produkt Bm · Bn von Bm und Bn und die relevante Darstellung von F
ist das Produkt (3m . p. Somit ergibt sich [s. etwa 10, 1.1], daB die

Einskomponenten der Hauptisotropiegruppen beider relevanten

Darstellungen isomorph zu SO(m - n) sind. Dann haben aber die

Hauptorbiten O(F) und O(SO(m) x SO(n)) verschiedene Dimension.
Nach Lemma 3 sind F und SO(m ) x SO(n) trennbar in G und F ist
nicht sphärisch. ·

Wir sind nun in der Lage, eine vollstândige Liste (bis auf lokale
Isomorphie) der zusammenhângenden sphârischen Untergruppen H in
den einfachen kompakten Liegruppen G zu geben.

Zur Leseweise der Tabelle zum folgenden Hauptsatz: In der ersten
Spalte der Tabelle zum folgenden Hauptsatz steht die Untergruppe
H, in der zweiten Spalte die Gruppe G. In der dritten Spalte stehen
Angaben zu den ganzzahligen Parametern, die bei klassischen Grup-
pen H und G auftreten. Dabei haben wir aus Kohàrenzgründen auch
Werte zugelassen, die für G keine einfachen Gruppen liefern-

sondern z.B. SO(2), SO(4) - wenn die Aussage auch dann richtig ist.
In der vierten Spalte beschreiben wir die Einbettung von H, indem
wir die Einschrânkung p der elementaren Darstellung von G auf H
angeben. Dabei bedeuten an, Bn und yn die elementaren (komplexen)
Darstellungen von U(n), SO(n) und Sp(n), n 1. AuBerdem bedeutet
7Tn die Spindarstellung für H = Spin(2n + 1) = Bn und eine Halb-

spindarstellung für H = Spin(2n) = Dn. Für die Ausnahmegruppen
gebrauchen wir die Bezeichnungen des Beginns von §2 und geben den
Isomorphietyp der Einbettung. Bei H = U(1) · Spin(10) C E6 und H =

U(l) - E6 C E7 geben wir der Einfachheit halber nur die Einbettung
von Spin(10) bzw. von E6 an. Bei Produkten (direkten oder fast-
direkten) versehen wir Darstellungen und Gewichte des zweiten Fak-
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tors mit einem Akzent. Zur Bedeutung der fünften Spalte siehe die
Anmerkung nach dem Hauptsatz.

HAUPTSATZ: Eine zusammenhiingende abgeschlossene Untergruppe
H in einer einfachen kompakten zusammenhângenden Liegruppe G ist
genau dann sphârisch, wenn H C G (bis. auf lokale Isomorphie) in der
Tabelle auf den folgenden drei Seiten aufgeführt ist.

ANMERKUNG: Einfache G-Moduln, welche nicht triviale Fixpunte
unter H besitzen, seien sphârische G-Moduln (Bezüglich H C G)
genannt. Die fünfte Spalte der Tabelle gibt die sphärischen G-Moduln
an: Im allgemeinen steht in der fünften Spalte eine Reihe von konk-
reten dominanten Gewichten. Dann sind die sphärischen G-Moduln
genau diejenigen, deren Hôchstgewicht ein Monom in den Gewichten
der fünften Spalte ist. Bei zwei Fâllen, SO(2) x Spin(7) C SO(10) und
U(l) - Sp(n) C SU(2n + 1), steht in der fünften Spalte direkt der all-
gemeine Typ des Hôchstgewichts eines sphärischen G-Moduls.

Zu der Tabelle lese man auch die Bemerkung 1 in [14] nach, die
auch hier gültig ist. Der Hauptsatz ist bereits bewiesen.

BEWEIS DER ANMERKUNG: (1) Für die (G, H), die Riemannsche

symmetrische Paare sind, ist die Aussage der Anmerkung eine

Reformulierung der Ergebnisse in [21]. Für diejenigen H C G, welche
in der 2. Behauptung behandelt worden sind und für den Fall SO(2) x

Spin(7) C SO(10) ist unsere Aussage beim Beweis der Sphàrizitàt
mitbewiesen worden.

(2) Es bleiben noch die Fâlle aus der ersten Behauptung übrig:
(a) Zuerst zeigen wir, da0 einfache G-Moduln, deren hôchste

Gewichte Monome in den Gewichten der fünften Spalte der Tabelle
sind, tatsâchlich nichttriviale Fixpunkte unter H besitzen. Für H =

SU(n) x SU(m) C SU(n + m) = G, n &#x3E; m &#x3E; l, mu6 man dazu zeigen,
da0 die Darstellungen mit hôchstem Gewicht 1Tn und hôchstem

Gewicht 7T m solche Fixpunkte haben. Das sieht man jedoch sofort ein,
wenn man die entsprechenden Darstellungen als n-te bzw. m-te

äuBere Potenz der elementaren Darstellung von SU(n + m) inter-

pretiert.
Für H = SU(n) C SO(2n), n ungerade, hat man zu zeigen, da0 beide

Halbspindarstellungen von Dn echte Fixpunkte unter H besitzen. Das
ist tatsâchlich der Fall. Denn man weiB, da0 die sogenannten reinen
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TABELLE 1: Die zusammenhângenden sphârischen Untergruppen in den einfachen

kompakten Liegruppen.
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Spinoren [s. 4, III] gerade die Untergruppen vom Typ SU(n) als

Isotropiegruppen haben.
Für H = D5 C E6 = G ist bekannt, daB die Darstellung von E6 mit

dem hôchsten Gewicht 7TI und damit auch die Darstellung mit dem
hôchsten Gewicht 7T5 nicht triviale Fixpunkte unter H besitzt.

(b) Es bleibt zu zeigen, daB auBer den einfachen G-Moduln, deren
hôchste Gewichte Monome in den Gewichten der fünften Spalte sind,
keine anderen einfachen G-Moduln echte Fixpunkte unter H besit-
zen. Sei H = SU(n) C H’ = U(n) C SO(2n) = G und n ungerade bzw.
sei H = Spin(10) C H’ = U(1) · Spin(10) C E6 = G. Sei V ein einfacher
G-Modul mit hôchstem Gewicht À, der echte Fixpunkte unter H
besitzt. Auf der Fixpunktmenge F(H, V) von H in V operiert der
zentrale Torus T in H’ = H . T vermôge eines Charakters X. Auf der

Fixpunktmenge F(H, V*) von H bei dem zu V kontragredienten
Modul V* operiert T vermôge X-’. Sei À * das hôchste Gewicht von
V* und V. V* sei ein einfacher G-Modul mit hôchstem Gewicht

À . À * . Dann hat V. V* echte Fixpunkte unter H’. Also muB À - k *
Monom in den Gewichten der fünften Spalte für H’ C G sein. Man
sieht aber sofort, daB dies nur môglich ist, wenn À Monom in den
Gewichten der fünften Spalte von H ist.

Sei schlieBlich H = SU(n ) x SU(m ) C H’ = S(U(n ) x

U(m )) C SU(n + m) = G, n &#x3E; m a 1. Sei V ein einfacher G-

Modul mit hôchstem Gewicht À und V habe nicht triviale Fixpunkte
unter H. Auf F(H, V) operiert der zentrale Torus T von H’ vermôge
eines Charakters X. Dann gibt es eine Potenz À k von À und eine
Potenz 1£ von 7Tn oder von 7Tm, so daB beim einfachen G-Modul V’ mit
hôchstem Gewicht g der Torus T via X-’ auf der Fixpunktmenge von
H operiert. Dann hat aber der einfache G-Modul Vk. V’ mit hôch-
stem Gewicht À k . IL echte Fixpunkte unter H’, d.h. k k . gist Monom
in den Gewichten der fünften Spalte für den Fall H’ C G. Da IL
Potenz von 7T n oder 7T m ist, ist das nur môglich, falls À k und damit À
bereits Monom in den Gewichten der fünften Spalte von H C G ist.
Das war zu zeigen.

Bemerkung 2: (1) Wir wollen auf folgende bemerkenswerte Eigen-
schaft der Untergruppe H = Sp(n) in G = SU(2n + 1) hinweisen.

Jeder einfache G-Modul hat eine genau eindimensionale Fixpunkt-
menge unter H ! Entsprechend gilt: Jeder einfache SO(2n + 1)-Modul
hat eine genau eindimensionale Fixpunktmenge unter U(n). Dabei ist
mit SO(2n + 1)-Modul ein wirklicher SO(2n + 1)-Modul gemeint und
kein treuer Spin(2n + 1 )-Modul. Letztere haben keine nicht trivialen
Fixpunkte unter dem gelifteten U(n).
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Die Untergruppen Sp(n) C SU(2n + 1) und U(n) C SO(2n + 1) sind
die einzigen Untergruppen in einfachen kompakten Liegruppen mit
der beschriebenen Eigenschaft.

(2) Viele sphârische Paare, die nicht Riemannsch symmetrisch
sind, liefern denselben homogenen Raum wie ein Riemannsches

symmetrisches Paar. So ist z.B. G2/A2= SO(7)/SO(6), Spin(7)/G2=
SO(8)/SO(7) usw. Die Sphärizität ist jedoch keine Eigenschaft des
homogenen Raumes, sondern eine Eigenschaft des Paares H C G, wie
folgendes Beispiel zeigt: Die (4k -1)-dimensionale Sphare, k  1, ist
z.B. als homogener Raum isomorph zu SO(4k)/SO(4k - 1) bzw. zu
SU(2k)/SU(2k - 1) und isomorph zu Sp(k)/Sp(k - 1). Während jedoch
SO(4k - 1) C SO(4k) für k &#x3E; 1 und SU(2k - 1) C SU(2k) für k  2

sphârische sind, ist Sp(k - 1) nicht sphârische in Sp(k) für k  1.
Anrdererseits gibt es sphârische Paare (G, H), so z.B. Sp(n) C

SU(2n + 1), so da0 der homogene Raum nicht zum homogenen Raum
eines Riemannschen symmetrischen Paares isomorph ist. Dies regt
zur Frage an, ob sich eventuell die Sphärizität von H C G durch eine
zusàtzliche geometrische Eigenschaft des homogenen Raumes GI H
charakterisieren là0t (über die Eigenschaft aus dem Satz 3 hinaus).

(3) Für Riemannsche symmetrische Paare H C G gibt es eine rei-
che und bedeutende Theorie der Funktionen auf G/H. Als Stichworte
seien genannt: harmonische Funktionen, sphârischen Funktionen usw.
Siehe z.B. das letzte Kapitel in [9]. Es wäre unserer Meinung nach
sehr interessant zu untersuchen, inwieweit sich diese Theorien auf

sphârischen Paare verallgemeinern lassen.

4. Zum Fall nicht einfacher Gruppen G

Wir wollen noch kurz ein paar Worte zum Fall nicht einfacher

Gruppen G sagen. Sei G = S x T das direkte Produkt einer halbein-
fachen Gruppe S mit einem Torus T. Es ist leicht einzusehen, dal3
dann H C G genau dann sphârisch ist, wenn die Projektion von H auf
S sphârisch ist. Wir kônen also annehmen, G sei halbeinfach und, im
Hinblick auf Satz 1 (1), G sei das direkte Produkt Gi x G2 X ... x Gk
von einfachen Gruppen. Eine wichtige notwendige Bedingung für
Sphärizität ist off enbar folgende: Für fil, i2, ..., is} C {l, 2, ..., kl sei
pr i1i2... is die natürliche Projektion von G auf Gi, x Gi2 X ... x Gi,. Ist

dann H C G sphârisch, so auch prili2 ... is(H) in Gi, x Gi2 x ... x Gi,.
Insbesondere sind dann alle pri(H) sphârische in Gi für i = 1, 2,..., k,
d.h. die Klassifikation der sphârischen Untergruppen in den einfachen
Gruppen ist auch hier von ausschlaggebender Bedeutung. Man mul3
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nun noch untersuchen, "wie sehr diagonal" eine Untergruppe sein
darf, um noch sphârische zu sein. Dabei ist von Nutzen, da0 die

Dimensionsabschâtzung des Satzes 4 auch für halbeinfache G gültig
ist.

Man hat dann folgendes Ergebnis:

Sei G einfach. Ist G = AI, so sind D2G C G x G und D3G C G x G x G
sphdrisch und DnG ist nicht sphürisch in IIi G für n &#x3E;_ 4. Ist G# A.,
so ist D2G C G x G sphârisch und D nG nicht sphürisch in II 1 G für
n &#x3E;_ 3.

Die Nicht-Sphärizität folgt jeweils aus der Dimensionsabschâtzung.
Die Sphärizität là0t sich in den jeweiligen Fàllen leicht nachweisen.

Soweit einige Resultate für halbeinfache G. Es ist uns jedoch bisher
nicht gelungen, die Klassifikation in diesem Falle vollstândig zu lôsen.
Wir wollen unsere Schwierigkeiten an folgenden Beispielen demon-
strieren : Seien GI und G2 Gruppen Sei DG1= D2G, C G. x Gi die
Diagonale. Sei ferner G3 eine weitere Gruppe und GI x G2 sei Un-
tergruppe von G3. Dann sei H = DG, x G2 die Untergruppe in Gi x G3,
gegeben durch DG1 x G2 C (G1 x G1) x G2 = G, x (GI x G2) c G, x G3.
Wir betrachten folgende Fâlle :

Problem: Ist in den Fâllen (1), (2) und (3) die Untergruppe H
sphârisch in G? Wir kennen im Augenblick keinen Weg, um dieses
Problem zu lôsen. Vieles là0t vermuten, da0 in den 3 Fàllen H nicht

sphârisch ist in G. DaB bei dieser Vermutung jedoch Vorsicht geboten
ist, zeigt das Beispiel (4). Es là0t sich nàmlich beweisen, da0 in

diesem Falle H sphârisch ist in G.
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