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0. Introduction

Dans un de ses articles, Schmidt [4] énonça une condition suffisante
d’indépendance algébrique de n nombres réels en considérant leurs
approximations par des nombres rationnels. Dans le cas n = 1, il

obtenait ainsi la condition suffisante de transcendance de Liouville.

Notre but ici est de généraliser le résultat de Schmidt d’une part en
considérant des approximations algébriques, et non plus uniquement
rationnelles, de n nombres complexes, et d’autre part en affaiblis-
sant les hypothèses proprement dites du théorème de Schmidt. Dans
le cas n = 1, cette amélioration permet ainsi d’obtenir un critère de
transcendance déjà énoncé dans Durand [3].

1. Rappels et définitions

Etant donné un polynôme non nul P de C[X,,...,X,], on note
H(P) le maximum des valeurs absolues de ses coefficients, L(P) la
somme des valeurs absolues de ses coefficients et ax¡(p) le degré de P

par rapport à Xi. On pose en outre

Si 0 est un nombre algébrique et P son polynôme minimal sur Q, on
note à(0), L(O), H(B) et ll(e) les quantités a(P), L(P), H(P) et A(P).
A tout p-uple complexe (81, ..., 0,), on associe la fonction ordre

O(uI8¡, ..., 8p) de la variable entière u ? 1 définie par
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la borne supérieure étant prise sur l’ensemble fini des polynômes P
non nuls de l’anneau Z[X1, ..., Xp ] tels que

On vérifie facilement que pour tout p-uple complexe (0,, - - ., Op) on a

Cette dernière relation s’obtient par exemple en utilisant le lemme 4-4
de Cijsouw [2].

2. Enoncé des résultats

THEOREME 1: Soit 0 un nombre complexe. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) 0 est transcendant.

(ii) Il existe une suite (On) de nombres algébriques telle que

(iii) 0 est la limite d’une suite (On) de nombres complexes telle que

THEOREME 2: Soient 01, ..., 0p des nombres complexes. On suppose
que 81,..., 8p sont limites de suites (ai"), ..., (8n») de nombres com-
plexes telles que

Alors les nombres 81, ..., 0p sont algébriquement indépendants.

En particulier, si l’on considère des approximations algébriques, on
obtient alors, compte-tenu de la relation (3):
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où Si=[Q(ai):Q] (i = 1, ..., p) et S=[Q(al,...,ap):Q].
Alors les nombres 81, ..., 8p sont algébriquement indépendants.

3. Preuve du théorème 1.

(i) ~ (ii). Cela résulte du lemme suivant.

LEMME 1. Soit 8 un nombre transcendant et soit n &#x26; 1. Il existe

alors une infinité de nombres algébriques 8 de degré s n tels que

PREUVE DU LEMME 1: Soit 0 un nombre complexe quelconque; on
définit w*n(O) comme étant la borne supérieure des nombres réels w*

pour lesquels il existe une infinité de nombres algébriques 8 de degré
 n tels que

Wirsing [5] montra que si 0 est transcendant, on a alors

Compte-tenu de la définition de wt(0), il existe une infinité de

nombres algébriques 03B2 de degré ~ n tels que

Or pour H(,B) assez grand, on a

d’où la conclusion.

(ii) ~ (iii). On considère pour tout n - 1 un nombre algébrique On tel

que
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On a donc 0 = limn-+ce 0n et, d’après la relation (3),

(iii) ~ (i). On raisonne par l’absurde en supposant 03B8 algébrique. Il

existe donc un polynôme P E Z[X], P ~ 0 tel que P (8) = 0. On en
déduit l’existence d’une constante c &#x3E; 0 telle que

d’où

Montrons alors que P(0n) = 0 pour n assez grand. En effet, soit

u = A(P). Si P(0n) ~ 0, on obtient, compte-tenu de la relation (2),

d’où

et par suite

A la limite lorsque n~+oo, on obtient IP(6)1 1/c, ce qui contredit
P(O) = 0. Donc P(On) = 0 pour n assez grand. On en déduit alors que
la suite (6n) est constante pour n assez grand, ce qui contredit 10
Onl&#x3E;O pour n-1.

4. Preuve du théorème 2.

Pour démontrer le théorème 2, nous aurons besoin des lemmes
suivants.

LEMME 2: Soient 01, ..., 6p des nombres complexes algébriquement
dépendants. On suppose que 6¡, ..., 6p-1 (resp. 62,... , 6p) sont algé-
briquement indépendants. Il existe alors un polynôme P de

Z[X1, ..., Xp] tel que
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PREUVE: Soit K = Q(81, ..., 8p-1)’ Par hypothèse 8p est algébrique
sur K. Notons m le degré de 8p sur K. Il existe donc un polynôme R
de Z [Xi, ..., Xp ], 9xpR = m, tel que R (0 1, ..., Op) = 0. Le polynôme
R (X, 02, - - -,Op) n’est pas identiquement nul puisque R ~ 0 et que

82, ..., 8p sont algébriquement indépendants. Il existe donc un entier
j 2: 1 tel que

Le polynôme

vérifie alors les conditions du lemme.

LEMME 3: Soit U un ouvert de Cn (n &#x3E;_ 1) et soit f : U --&#x3E; C une

fonction holomorphe. On considère un point (03BE1,..., en) de U tel que

Il existe alors un voisinage ouvert V de (03BE1,..., en) contenu dans U,
un voisinage ouvert W ç Cn-1 de (03BE1, ..., 03BEn-1,) et une fonction
holomorphe

tels que la relation

soit éauivalente à

PREUVE: Ce lemme est une conséquence immédiate du théorème
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des fonctions implicites. (Pour ce théorème, voir par exemple Cartan

[ 1 ], p. 61).

LEMME 4: Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage ouvert
V d’un point a E C. On suppose que f’(a) # 0. Il existe alors deux

constantes c &#x3E; 0 et E &#x3E; 0 telles que

PREUVE: La fonction

est en effet holomorphe dans V et g(a) = f’(a):,é 0. Il existe donc

E &#x3E; 0 tel que

d’où

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 2. On procède
par récurrence sur p, le cas p = 1 étant donné par la théorème 1.

Raisonnons par l’absurde en supposant que 01, ..., Op sont algé-
briquement dépendants (p ? 2). L’hypothèse de récurrence, compte-
tenu de la relation (1), montre en particulier que 01,..., Op-1 (resp.
02, ..., Op) sont algébriquement indépendants. D’après le lemme 2, il

existe alors un polynôme P E Z[X1, ..., Xp ] tel que

On en déduit, en utilisant le lemme 3, l’existence d’un voisinage
ouvert V C C p de (01,..., Bp ), d’un voisinage ouvert W C C p-1 de
(01, ..., Op-1) et d’une fonction holomorphe g : W ---&#x3E; C tels que la

relation

soit équivalente à
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On a donc

Il vient par suite, en dérivant par rapport à zi,

Compte-tenu de l’hypothèse faite sur P, on a donc

D’après le lemme 4, il existe alors deux constantes c &#x3E; 0 et e &#x3E; 0 telles

que

Montrons que pour n assez grand, on a p (oln,@ ..., @ 0(n) p ) = 0. En effet,
on écrit

Il existe parconséquent une constante ci &#x3E; 0 telle que, en utilisant (i),

d’où, en utilisant (ii),

A la limite lorsque ce qui
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contredit

grand et par suite

D’un autre côté, d’après la relation (4),

On écrit alors

Là encore, il existe une constante c2 &#x3E; 0 telle que, en utilisant (5) et

(i), on ait, pour n assez grand,

Comme c &#x3E; 0 et 161 - olnll &#x3E; 0, cette dernière relation est impossible
pour n assez grand. Ceci termine la démonstration du théorème 2.

5. Application

Soient E un ensemble non vide de nombres réels et (UT)TEE une
famille de fonctions de N dans N strictement croissantes pour n &#x3E;

n(T). On fait l’hypothèse suivante:
( * ) Pour toute partie finie J de E, J = {Tt, ..., Tp} et pour tout réel

d ~ 0, il existe des entiers positifs n1, ..., np tels que

Un exemple de fonctions Or vérifiant (*) est donné par

où (an) est une suite croissante de nombres réels positifs telle que
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limn-+ce (Un+1IUn) = + 00 et où [x] désigne la partie entière du nombre
réel x.

A une telle famille (uT )TEE on associe les séries entières

Le corollaire du théorème 2 permet alors de montrer que pour tout
réel a algébrique tel que 0  a  1, les nombres f03C4(03B1 ) sont algéb-
riquement indépendants. Par exemple, si pour tout T &#x3E; 0 on définit

alors les nombres 03B203C4 sont algébriquement indépendants.
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