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Summary

Let G be a complex semi-simple Lie group with Lie algebra g, and
P a parabolic subgroup with Lie algebra p. A finite dimensional
irreducible representation of p induces a representation of g
(““generalized Verma module”). Consider G as a real group. A finite
dimensional irreducible representation of P induces a representation
of G (‘“‘degenerate principal series’’) and thus a representation of g X g.
There are two types of relationship between these representations.

The first one (well known) describes the principal series as a part of
the dual of the tensor product of two Verma modules. The second
describes (in the generic case only) the principal series as a part of the
module of linear applications from one Verma module to another one.
After defining these relationships, we give some examples to show it is
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308 N. Conze-Berline et M. Duflo 21

sometimes not good. However, we use it to transfer results from
principal series to Verma modules and vice-versa. We thus obtain
sufficient conditions of irreducibility for these representations (ex-
amples show they are not necessary). We give an example of a
principal series with an infinite number of submodules (which implies
multiplicity in the Jordan-Holder sequence). We give for g # sl(n, C)
examples of irreducible spherical Harish-Chandra modules for G, non
induced from a parabolic.

We also give some applications to the study of primitive ideals in
the enveloping algebra of g. In particular we compute the Goldie rank
of induced primitive ideals.

Résumé

Soient G un groupe de Lie semi-simple complexe d’algebre de Lie
g et P un sous-groupe parabolique d’algebre de Lie p. Une représen-
tation irréductible de dimension finie de p induit une représentation
de g (“module de Verma généralisé”’). Considérons G comme réel.
Une représentation irréductible de dimension finie de P induit une
représentation de G (“‘série principale dégénérée”’) et donc de g x g. Il
y a deux especes de relations entre ces représentations.

La premiére (bien connue) décrit une représentation de la série
principale comme un sous-module du dual du produit tensoriel de
deux modules de Verma. La seconde réalise (dans le cas générique
seulement) une représentation de la série principale comme un sous-
module du module des applications linéaires d’un module de Verma
dans un autre. Aprés avoir défini ces relations, nous montrons sur des
exemples qu’elles ne sont pas toujours excellentes. Elles permettent
toutefois de transférer certains résultats des séries principales aux
modules de Verma, et vice-versa. Nous obtenons ainsi des conditions
suffisantes d’irréductibilité de ces représentations (des exemples
montrent qu’elles ne sont pas nécessaires). Nous donnons I’exemple
d’une représentation de la série principale qui a une infinité de
sous-représentations (ce qui entraine des répétitions dans sa suite de
Jordan-Holder). Pour g # sl(n,C) nous donnons des exemples de
modules d’Harish-Chandra sphériques irréductibles pour G non
induits & partir d’'un parabolique.

Nous donnons aussi quelques applications a I'étude des idéaux
primitifs de 1’algébre enveloppante de g. En particulier, nous cal-
culons le rang de Goldie des idéaux primitifs induits.
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1. Notations

Pour tout espace vectoriel V, on note V* ’espace dual de V.

Pour toute algébre de Lie a, on note U(a) ’algébre enveloppante
de a, et u > ii ’antiautomorphisme principal U(a).

On désigne par G un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe
et simplement connexe, d’algébre de Lie g. On fixe une sous-algébre
de Cartan h, de g, on note A I’ensemble des racines de h, dans g, W
le groupe de Weyl, 2 le réseau des poids. On fixe un systéeme A" de
racines positives, on note 3 ’ensemble des racines simples de A*, on
pose o =3 Z.ea+ @. On fixe une base de Chevalley de g, on note X,
I’élément de cette base de poids a € A, on pose H, =[X., X _.] pour
a € A", On note u — ‘u I'antiautomorphisme d’ordre 2 de U(g) défini
par ‘X, =X_, pour a €A et 'H =H pour H € h,.

Pour tout espace vectoriel complexe V, on note Vi I’espace vec-
toriel réel obtenu par restriction des scalaires. Pour tout espace
vectoriel réel V', on note V¢ le compexifié de V'. Ainsi, (gr)c est
I’algébre de Lie complexifiée du groupe G considéré comme groupe
de Lie réel. On identifie (gs)c au produit direct g X g par I'isomor-
phisme défini par X~ (X, X) pour X € g, ou X est I'imaginaire
conjugué de X par rapport a la forme réelle normale de g. On note k
la forme réelle compacte de g formée des X € g tels que ‘X = —X. On
note j I'isomorphisme de g sur (kr)c C g X g défini par j(X) = (X, —'X)
pour X €g.

On pose Ny = @aea* CX., No ="ng. On note p, la sous-algébre de
Borel de g définie par po = ho+ no.

On notera p une sous-algébre parabolique de g contenant po. On a
p=s@h@n", ou n" est le radical nilpotent de p, et ol s+ h est la

partie réductive, de centre hCh, de p. On pose n”"='n". On pose
Al ={aEA", X, Es}, 3. =4 N3, 0:=3 2 a, PI
aEA;
={p €h¥, p(H,) EN
pour a € 3}

On note ws I’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl de
(s, hoNs). On note K, H,, P,, etc... les sous-groupes analytiques de
G d’algebre de Lie k, ho, po, etc... On identifie, comme plus haut,
’algébre de Lie complexifiée de Ho & ho X ho et son dual a h¥ X h¥. On
pose p = (o, o) et ps = (0, 05). Pour (p, g) €Eh$ X h¥ et h € H, on note
h®? la valeur en h du caractére de H, de différentielle (p, q).

Si 7 est une représentation d’une algébre de Lie, on note E. le
module correspondant et 7* la représentation contragrédiente de .
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2. Représentations de G induites a partir de P

On rappelle la définition d’une représentation de G induite a partir
d’une représentation irréductible de dimension finie d’un sous-groupe
parabolique P. L’ensemble de ces représentations forme ce que nous
appelerons la série principale de représentations de G associée a P. Le
groupe G est considéré comme réel. son algebre de Lie est Q.
L’espace des vecteurs K-finis d’une représentation de G de la série
principale associée a P est naturellement un (gr)c-module. Comme
gXg=(gr)c, C’est aussi en g x g-module. L’ensemble des représen-
tations de g X g ainsi obtenu sera appelé la série principale de re-
présentations de g X g associée a p Xp.

Toute représentation de g X g de la série principale associée a p X p
est isomorphe a une sous-représentation de la série principale associée
au parabolique minimal poXpo (2.6). Cela permet de donner des
conditions suffisantes pour qu’une telle représentation soit irréductible,
cyclique, ou cocyclique (2.8, 2.12, 2.13).

2.1. Une représentation irréductible de dimension finie 7 de p est
triviale sur n* et scalaire sur h. Soit ¢ un vecteur non nul de I’espace
de 7 tel que 7(X.)e =0 pour a € 3. On appellera plus haut poids de
7 le poids p de e par rapport a h,. Ce poids détermine 7. Un élément
p de h¥ est le plus haut poids d’une représentation irréductible de
dimension finie de p si et seulement si p € P;. Le plus haut poids de
la contragédiente =* de 7 est —wyp.

On identifie (px)c & pxXp. Une représentation irréductible ¢ de
dimension finie de p X p est de la forme 7 X 7, ol 7, et m» sont des
représentations irréductibles de dimension finie de p. Soit p, (resp. p-)
le plus haut poids de m, (resp. m); on dira que (p,, p-) est le plus haut
poids de & Comme S est simplement connexe, une représentation
irréductible de dimension finie de plus haut poids (pi, p-) de (pw)c est
la différentielle d’une représentation de P si et seulement si pi—p. €
P.

2.2. Soient £ = 7, X 7, une représentation irréductible de dimension
finie de P, de plus haut poids (pi, p>), et E¢ I’espace de £ Le groupe G
opére par translations a gauche dans I’espace £;(£) des fonctions ¢
indéfiniment différentiables sur G a valeurs dans E. qui vérifient

@(gshn) = &(sh) 'h*p(g)pourg EG,s €ES,h € H,n EN.

Le sous-espace (dense) de ¥5(§¢) formé des éléments K-finis est
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stable par convolution a gauche avec les éléments de U, ce qui en fait
un U-module. On le notera ¥p(§), ou Lp(mi, m2), ou Fo(p1, p2). On
posera Zo\(p1, P2) = Lo(p1, p2)-

2.3. L’espace Z,(&¢) est un K-module localement fini et la restric-
tion & K est un isomorphisme de K-modules de £,(£) sur un espace
de fonctions ¢ indéfiniment différentiables sur K a valeurs dans E,
qui vérifient

G(kl) = &) "w(k) pourk €K, € K N P.

2.4. Soient E un K-module simple, ¢ € E et v € Homxk~p (E, E;).
Posons i.,(k)=vy(k 'e) pour k € K. La réciprocité de Frobenius
donne le résultat suivant:

LemME: (i) La fonction .., est la restriction a K d’un elémént de
Zo(€), qu’on notera aussi .,

(ii) L’application y+>(ev>.,) est une bijection linéaire de
Homgnr (E, E;) sur Homk (E, £(£)).

2.5. Reprenons les notations 2.2. Identifions ke & g et donc ke N
(pr)c & s+h a l'aide de I'homomorphisme j. Pour la structure de
(s + h)-module ainsi définie, E; est isomorphe a E, &® E.s et donc
Homgnr (E, E;) s’identifie & Homg.(E, E,, ® E.;). Lorsque m, et m,
sont de dimension 1, ’espace Homk(E, Zp(pi, p2) est donc en bi-
jection avec 'espace des éléments de E* de poids p.—p: qui sont
annulés par les X, pour a €3..

2.6. Fixons un élément a € E¥ non nul et de poids (—wsp1, —Wsp2).

ProprosITION: L’application qui a ¢ € £,(p1, p-) associe la fonction
Ocp de G dans C définie par

(1) #(8) ={(p(g),a)pour g €G

est un isomorphisme de Z,(p:, p2) sur un sous-module de Lo(wsp:—
Os, WsP2— (Ts)-

DEMONSTRATION: 11 est clair que I'application ¢ —> ¢ définie par la
formule (1) transforme les fonctions C” en fonctions C” et commute
aux translations a gauche par G. Il suffit donc de vérifier qu’elle
applique injectivement %, (p1, p2) dans Lo (wsp: — 0s; wsp>— o). Pour
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g€EGetseSona
P(gs) ={¢(gs), a)={(¢(g), £*(s)a)

ce qui prouve l'injectivité puisque £*(S) a engendre E%.
Soient hoE Hoet no € No. Ona ho=h'h avec h' € HoN S, h € H, et
no=n'navecn'€ Ng NS et n€N"'. Comme H commute a S on a

@(ghone) = (@(gh'n'hn), a) = h™"""**((g), £*(h'n")a)
puis, comme a est invariant par £*(N,N S):
(,%(ghono) — h-p—(p,,pz)hIA(wsp,,wspz)‘(‘)o(g)

Comme a(H)=0 pour HEh et a €3, et comme (0 —o.)(H)=0
pour H'€heMN's on a

h'p*(ﬂl.pz) _ h*0+ps*(wsp|,wsp2)

h/~(wsp,,wspz) — hr—~p+ps—(wsp,,wsp2)

ce qui prouve que ¢ se transforme comme il faut par P, a droite.

2.7. Identifiant ke & g, grace a I'isomorphisme j, on appelle plus haut
poids d’une représentation irréductible de K le plus haut poids de sa
différentielle. Pour 8 € 2, on note £5(£) la K-composante isotypique
de plus haut poids § de £,(&). Soit (p, q) Eh¥ xh§ tel que p —q € ?;
on note £o(p, q) la K-composante isotypique de ZLo(p, q) dont le plus
haut poids est I’élément de la chambre de Weyl positive conjugué de
p —q sous l'action du groupe de Weyl. Le K-module £3(p, q) est

!

irréductible. Pour p € h§, on pose w.p —os=p’.

PROPOSITION: L’image de ¥.(p., p») par I’isomorphisme de la pro-
position 2.6. contient £o(p}, p5).

DEMONSTRATION: D’aprés 2.4. et 2.5. la structure de K-module de
Fo(p1, p2) ne dépend que de la restriction de p, et p, a hyN's et de la
restriction de p,—p2. a h. On peut donc supposer que p;= wsp: — 0
appartient a la chambre de Weyl négative pour i = 1, 2. Dans ce cas,
tout sous-module non nul de Zo(pi,p3) contient L(pi,pd), (7]
théoreme 1.4.3.).

REMARQUE: Le sous-module de £o(p1, ps) image de Zo(p., p2) sera
précisé en 4.9.
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On notera #a(p:, p,) le sous-K-module de Z.(p., p.) image ré-
ciproque de £9(p!, p3), autrement dit la K-composante isotypique de
Fo(p1, p2) dont le plus haut poids est I’élément de la chambre de Weyl
positive conjugué de p,—p.. On dira que Z,(p,, p2) est cyclique s’il
est engendré par £Lo(p1, p2), co-cyclique si tous ses sous-modules non
nuls contiennent £3(p1, p2).

2.8. COROLLAIRE: Supposons que quelle que soit la racine a €
AN\AZ, 'un au moins des deux nombres p'(H,), pouri = 1,2, ne soit pas
un entier strictement positif. Alors £o(p., p>) est co-cyclique.

DEMONSTRATION: Si « € A%, pi(H.,) est un entier < 0. Par suite tout
sous-module non nul de Lo(p!, p5) contient Lo(pi, ps), ([7], théoréme
1.4.3)).

2.9. REMARQUE: On a wsp; —0s= ws(p: +0s) et ws permute les
éléments de A"\A;. L’hypothése du corollaire 2.8. est donc
équivalente i la suivante: quelle que soit la racine « € A"\A?, 'un au
moins des deux nombres (p; + o5)(H.) n’est pas un entier >0.

2.10. La dualité entre Zo(£) et L (£%).

11 existe une forme linéaire positive non nulle, G-invariante, unique
a un scalaire prés, sur I’espace des fonctions y continues sur G qui
vérifient

)] x(gshn)=hx(g)pourg€G,seS,h€H,n € N.

Une telle forme est donnée par y — [k x(k) dk. Soient ¢ € £,(£) et
¥ € Lo(£%). La fonction x(g) = (@(g), ¥(g)) vérifie (1). On définit donc
une forme bilinéaire U-invariante sur £,(£) X L.(£*) en posant

(6.9)= | (000, y (1)) dk pour ¢ € (&) et ¥ € Lu(").

11 résulte de 2.3. que cette forme est non dégénérée. Comme elle est
K-invariante, les sous-espaces £(¢) et £y(£*) sont orthogonaux
pour y, y € P y# &* et la forme induite sur £ (&) X Lp¥(£¥) est non
dégénérée.

2.11. PROPOSITION: Soit (pi, p2) le plus haut poids de & - L(§) est
isomorphe au quotient de Lop,+ os, p.+ 0s) par 'orthogonal de
I’'image de £,(¢*) dans Lo(—pi— 0s, —p2— 0%).
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DEMONSTRATION: Cela résulte immédiatement de 2.6. et de la
dualité entre F.(&) et Lo(£*) d’une part, entre Lo(p: + os, P>+ 0s) €t
Lo(—p1— os, —p>— o) d’autre part.

2.12. COROLLAIRE: Supposons que quelle que soit la racine
a €EAN\AL 'un au moins des deux nombres (p; + o), pouri =1, 2, ne
soit pas un entier strictement négatif. Alors ¥.(p., p2) est cyclique.

DEMONSTRATION: Dans ce cas, Lo(p: + gs, p-+ o) est cyclique ([7],
théoréme 1.4.3.).

2.13. COROLLAIRE: Supposons que, quelle que soit la racine o €
AN\AL, les nombres (pi+o0s)(H.), pour i =1, 2, ne soient pas des
entiers non nuls de méme signe. Alors £,(p1, p-) est irréductible.

2.14. REMARQUE: Les conditions suffisantes de 2.8, 2.12 et 2.13. ne
sont pas nécessaires. On en trouvera des exemples pour SL(3,C),
SO(5, C) et le groupe simple complexe de type G, dans [8].

3. Représentations de g induites a partir de p

On rappelle la définition d’une représentation de g induite par une
représentation irréductible de dimension finie d’une sous-algeébre
parabolique p. Nous appelerons Module de Verma le module défini par
une telle représentation. Un module de Verma associé a p est isomorphe
a un quotient d’un module de Verma associé a la sous-algébre
parabolique minimale.

3.1. Soit 7 une représentation irréductible de plus haut poids p de
la sous-algébre parabolique p du §1. On appelle module de Verma et
on note M(w) ou My(p) le U(g)-module induit par 7. Rappelons-en la
définition: soit E, l’espace de m; soit E, le p-module d’espace
vectoriel sous-jacent E., associé & la représentation =7 de p
suivante:

8 = 7 ®3trady,
Alors M(w) est I'espace U(g) @y E,i, dans lequel U(g) opére par

multiplication a gauche. On identifie E.; au sous p-module
1® E.t; de M(ar). Pour p=po et p € h¥, on posera Mo(p) = M, (p).
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3.2. Considérons U(n") comme un (s+h)-module pour la re-
présentation adjointe. L’application linéaire de U(n")® E.; dans
M () définie par

u@er—>uepour Ue U(n7),e € E.4
est un isomorphisme de (s +h)-modules de U(n") X E.4 sur M ().

3.3. M(w) est un (s+ h)-module localement fini complétement
réductible.

3.4. Soit ¢ un vecteur non nul de poids p de E,.. Posons m, =
I & e € M () et notons Jy(7) 'annulateur de m. dans U(g).

LEMME: (i) m. engendre M ().

(i) Ho(7) est ’idéal a gauche de U(g) engendré par ng, les éléments
de la forme H—(p —o +as)(H) pour H Eh, et les éléments de la
forme X*&"" pour a € 3.

DEMONSTRATION: On a E.f = U(p)m, et I’annulateur de m, dans
U (p) est I'idéal a gauche de U (p) engendré par les éléments cités. Les
assertions (i) et (ii) résultent donc de 3.2.

Le lemme 3.4. permet d’identifier M (7) au quotient U(g)/¥# (7). On
appellera générateur canonique de M(w) 'image m. de 1€ U(g).
Lorsque p = p, on notera #(p) 'annulateur du générateur canonique
de Mo(p).

3.5. Soit pEP.; on déduit de 3.4. que le module M,(p) est
isomorphe au quotient de Mo(p + o) par le sous-module engendré par
les éléments X2 "'m, pour a € 3.

3.6. Comme dans le cas des modules M, ([5], 7.1.11 et 7.6.3) on
déduit de 3.2. et 3.3. le résultat suivant:

LEMME: (i) La somme M(w) des sous modules de M () différents
de M () est un sous module différent de M ().

(ii) Pour tout sous module propre M de M(w) il existe une re-
présentation irréductible de dimension finie w' de p, différente de m et
un homomorphisme non trivial de M(w’') dans M.

3.7. Supposons qu’il existe un homomorphisme de M(=w') dans
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M (m). 1l existe un élément u € U(n,) tel que I'image de m. soit u m,
et u vérifie H(7') u C H(m). Inversement tout élément u € U(Q) tel
que H (@) u C ¥ () induit un homomorphisme de M (7’) dans M ().

4. Série principale et module dual d’un module
de Verma sur g Xg

Une représentation de la série principale de g X g associée a pXp
est isomorphe a la représentation de g X g dans ’espace des vecteurs
k-finis dans le dual d’un module de Verma pour g X g induit par une
représentation convenable de p X p. Cela permet d’une part de donner
une condition suffisante pour qu’un module de verma pour g induit
par une représentation de p soit irréductible (4.7 et 4.8), et d’autre
part d’obtenir des renseignements sur la structure de certains sous-
modules des séries principales (4.9 et 4.13).

4.1. On peut appliquer la construction du paragraphe 3 a I'algébre
gXg et a sa sous-algebre parabolique p X p. Soit £ = 7, X 7, une
représentation irréductible de dimension finie, de plus haut poids
(p1, p2), de pxp. On notera W, (£€) ou Wy(pi, p2) le g X g module de
Verma induit par & On posera Wo(pi, p.) = Wi (p1, P2). Remarquons
que W,(p., p») est canoniquement isomorphe a My(p:) ® My(p-).

4.2. Rappelons la définition des modules coinduits: Soient b une
algébre de Lie, a une sous algébre de b, 7 une représentation de a
dans un espace E.. Soit 7° la représentation 7 X (—3 trady) de a dans

E.. Le b-module Coind (7) coinduit par 7 a pour espace sous-jacent
I’espace des applications linéaires ¢ de U(b) dans E. qui vérifient

Y(ba)=1"(a)¥(b)poura €(@)etb € U(b).
La représentation de U(b) dans Coind(7) est définie par
(b.)(b") = ys(bb") pour b, b’ € U(b) et Y € Coind(r).
4.3. On reprend les notations 4.1. et on suppose que ¢ est la
différentielle d’une représentation £ de P. On note o I’élément neutre

de G.

LEMME: Soit ¢ € £5(&). Soit I, ’application linéaire de U dans E,
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définie par
l,(a)=(a * ¢)(0) poura € U.

(1) On a I, € Coind ().

(ii)) L’application ¢ — 1, est un homomorphisme de U-modules de
Zo(&) dans coind(§).

(iii) La restriction de cet homomorphisme a ¥,(£) est un isomor-
phisme de £.(&) sur I’espace des éléments k-finis de Coind(§).

DEMONSTRATION: (i) et (i) sont immédiats. On déduit (iii) du fait
que les éléments de £,(£) sont des fonctions analytiques et de
I’égalité, pour tout K-module simple E, des multiplicités de E dans
Zo(€) et Coind(€) égalité qui résulte de 2.4. et ([5], 5.5.8).

4.4. On identifie canoniquement le U-module Coind(¢) au U-
module W*(£*) dual de W (&%), (cf. [5], 5.5.4), et on note W' (&%)
I’espace des éléments k-finis de W*(£*).

COROLLAIRE: L’application ¢ =1, définit un isomorphisme de £,(§)
sur WV (£*).

4.5. PROPOSITION: La dualité entre W(£*) et £,(£€) est séparante.

DEMONSTRATION: Il faut montrer que si un élément a de U est tel
que (d@ * @) (0) =0 pour toute ¢ € Z,(£) il appartient a ’annulateur du
générateur canonique de W(&*). La démonstration est analogue a
celle de ([7], Lemme I1.3.6).

4.6. Soient m, i, m des représentations irréductibles de dimension
finie de p. Supposons qu’il existe un homomorphisme de M. sur un
sous-module M de M,,. Soit u un élément de U(g) tel que I'image de
m, soit um,,.

LEMME: L’application ¢ — ¢4(it ® 1) est un homomorphisme de
U-modules de ¥,(m*, w%) dans Z (w*,w%); son noyau est l’or-
thogonal du sous-module M & M., de W (., 7).

L’application ¢ € ¢*(1 Q) @t) est un homomorphisme de U-modules
de L (w¥, ) dans L (wy, w*); son noyau est I’orthogonal du sous-

module M, @ M de W(m,, m)).

DEMONSTRATION: c’est immédiat.
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4.7. COROLLAIRE: Soit 7 une représentation irréductible de dimen-
sion finie de p. Si Zo(7*, w*) est cyclique, alors M(1) est irréductible.

DEMONSTRATION: Si M, (7) n’est pas irréductible, il existe une
représentation irréductible de dimension finie 7, de p, différente de =
et un homomorphisme de My(m;) sur un sous module propre M de
M(m), d’aprés 3.6. (ii)). Soit V le noyau de ’homomorphisme de
Lo(m*, w*) dans Lo(w¥, 7*) qui s’en déduit. Comme M # M, (7), V
est différent de L (7*, w*). Comme w7, # m, 'espace ZL (7%, 7%) ne
contient pas d’élément K-invariant, d’ou £3(a*, n*) C V.

4.8. COROLLAIRE: Soit p € h¥ tel que p(H.) EN pour a € 3.. Sup-
posons que quelle que soit la racine B € A"\As, (p +0s)(Hs) ne soit
pas un entier >0. Alors My(p) est irréductible.

DEMONSTRATION: Zo(—wsp, —wsp) est cyclique d’apres 2.12.

REMARQUE: Le corollaire 4.8. peut aussi se déduire du théoréme de
BERNSTEIN-GELFAND-GELFAND ([5], 7.6.23) qui détermine les
sous quotients simples de Mo(p + o). Cette méthode est utilisée dans
[1] et [13].

4.9. Soient p,,p.€ P: tels que p,—p.EP. Posons p,= wsp, — 0
pour i =1,2. Pour tout y € 3, nous posons n, =—wsp.(H,), m, =
—wsp2(H,) et nous notons s, la symétrie relative a v.

LeEMME: 1. Soit y € 3, les homomorphismes suivants définis dans
Zopip2):

¢ = e*(X"' ® 1), a valeurs dans Lo(s,pi, ph)
o= e*(1® X7, a valeurs dans £4(p1, s,p3)
¢ = e*(Xy"' ® X, a valeurs dans Lo(s,pi, $,D3)

ont méme noyau. Notons le N,.

2. L’image de £.(p1, p») dans %«(p1, p3) par I’homomorphisme 2.6.
est égale a Uintersection des N,, ou vy parcourt 3.

DEMONSTRATION: 1. Cette assertion due a D.P. Zelobenko est
établie par exemple en ([7], V.1.10 ou [15]).

2. résulte de 3.5. et 4.6.
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4.10. Soient pi, p, comme en 4.9. Posons pi=p:+ s pour i =1,2.
Pour tout y € 3, nous posons n), = p,(H,), m) = p.(H,).
Par dualité a partir de 4.9. on obtient le lemme suivant.

LEMME: 1. Soit y € 3. Les homomorphismes suivants a valeurs
dans L«(p', p5),

o e*(X23" ® 1), défini dans Lo(s,p’, p%),
o= o*(1 ® X", défini dans Lo(p’, s,p5
0= e*( X" ® X7, défini dans ZLo(s,pt, ps

ont méme image. Notons la N,

2. Le noyau de I’homomorphisme de ¥y(p7, p%) sur L.(p., p») défini
en 2.11. est la somme des N, oit parcourt 3.

4.11. Soient pi, p- € h¥ tels que p, —p. € #. Soit w € W un élément
tel que, pour tout « €A™ tel que —w(a)E A", p(H.,) et p-(H,) ne
soient pas tous deux des entiers strictement négatifs. Il existe un, et a
un facteur constant prés un seul, opérateur d’entrelacement
B(w, p1, p2) de Lo(p1, p2) dans Lo(wp,, wp), non nul sur £o(p1, p2) (cf.
par exemple ([7], 1114)).

4.12. On emploie les notations de 4.9. et 4.10.

PROPOSITION: L’opérateur B(ws, pY, p5) a pour noyau SN, et pour
image N N,, oit 'y parcourt 3.

DEMONSTRATION: 1. Soit y € 3. Posons w' = wss,. Les opérateurs
B(w', syp1, s,p5) et B(s,, pi,p>) sont définis et leur produit est pro-
portionnel & B(ws, p', p%).

Le noyau de B(s,,pi,p5 est donc contenu dans celui de
B(ws, p7, p5). 1l est d’autre part égal a N, d’apres ([7], V.1.11.). On a
donc démontré I'inclusion

ker B(ws, p7, p5) D3IN..

2. Réalisons Zo(pi, p%) dans I'espace des fonctions sur K défini en
2.3. Les espaces N pour y € 3, et B(ws, p7, p5) ne dépendent que de
pi—p- et des nombres p:(H,) pour y € 3.. On peut donc supposer,
pour démontrer I'inclusion opposée, que p.(H.) n’est pas entier pour
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a € A\A,. 11 résulte de 2.13. et 4.10. que IN! est un sous-module
maximal de %o(p7, p5). Ceci démontre I'inclusion opposée.

3. La démonstration de [Pégalité Im B(w,,p%,ps)=NN, est
analogue.

4.13. Au cours de la démonstration 4.12., en remplacant p’ par p;,
nous avons obtenu le résultat suivant:

PROPOSITION: Soient p., p.» € h¥ tels que p,—p. € P. On suppose
que pour tout y € 3., p.(H,) et p,(H,) sont des entiers strictement
positifs. On a:

ker B(Ws, pl,pz)z E ker B(swpl,p2)-

YESs

REMARQUE: La proposition 4.13. ne se généralise pas au cas ou 'on
suppose seulement que p.(H,) et p.(H,) sont dans N. Nous en
verrons un exemple au paragraphe 7.

4.14. REMARQUES:

1. La condition suffisante donnée en 4.8 pour que M,(p) soit
irréductible n’est pas nécessaire. On trouvera des conditions néces-
saires et suffisantes dans [10].

2. Méme la condition suffisante donnée en 4.7 n’est pas nécessaire.
Des exemples sont donnés ci-dessous (6.5).

3. La paragraphe 4.6 montre qu’il y a une certaine relation entre les
sous-modules de Zo(—p, —p) et ceux de My(p) (ou p € h¥) par exem-
ple. Ce fait sera utilisé au paragraphe 7. Il faut toutefois remarquer
que si —p est un poids dominant régulier, M(p) est irréductible et
ZLo(—p, —p) réductible. Dans le sens contraire, si Lo(—p,—p) est
irréductible, il en est de méme de My(p) (cf. 4.7). Cependant il peut
arriver que la longueur de Zo(—p, —p) soit strictement inférieure a la
longueur de Mo(p). Par exemple, si G = SL(3,C) et si p est un poids
fondamental, la longueur de Mo(p) est 3 et celle de Lo(—p, —p) est 2.

5. Série principale et espace des applications linéaires
d’un g-module de Verma dans un autre

On étudie la structure de g X g-module de I’espace des applications
linéaires d’un module de Verma dans un autre, induits par des



[15] Représentations induites des groupes semi-simples complexes 321

représentations de la méme sous-algébre parabolique p. Lorsque le
module d’arrivée est irréductible, ’espace des applications linéaires
k-finies est isomorphe a une représentation de la série principale (5.5).
Dans le cas général, on peut minorer pour chaque représentation
irréductible E de k la multiplicité de E dans cet espace d’applications
linéaires (5.8).

5.1. Soit 7 une représentation irréductible de dimension finie de p.
D’aprés 3.2 on a la décomposition M, (7) = E.; ® n"My(7). On note
P la projection de M(7) sur E.;; relative a cette decomposition. P,
est un monomorphisme de (s + h)-modules de M () sur E, . Rap-
pelons que M,(r) est la somme des sous-modules de M, () différents
de My(m). On a

M(m) ={m € My(m), P.(U(g))m = 0}.

5.2. Soient 7, et m, des représentations irréductibles de dimension
finie de p. On munit I’espace Homc(My(7r1), My(7m1)) de la structure de
U-module définie par

((@a®b).Tym = ‘aThm pour a, b € U(Q), m € M ()
et T € Homc(My(2), Mp())).

On note L(My(m,), My(m)) l'espace des éléments k-finis de
Homc(M,(72), My(m). C’est un sous-U-module de Homc(M,(7),
Mp('T"l))-

5.3. On identifie E., (resp. E.,) a un sous-espace de My(m) (resp.
M(m,)), comme en 3.1.

A T € Homc(M,(7r2), My(11)) on associe ’application linéaire ¢+ de
U dans Homc(E-,, E.,) définie par

¢r(a ® b)e =P, (‘aTbe)poura,b € U(g)ete € E,.,.

Soit £* la représentation de p X p dans Homc(E..,, E.,) qui est triviale
sur n*xn" et définie sur s+h par

&*¥(c ® d)L = m('€) o L > md)pourc,d € U(s+h)etL
€ Homc(E.,, E.)

Les propriétés suivantes sont élémentaires:
(i) La représentation £* est équivalente a la représentation 7% X 7%
de p X p.
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(i) On a ¢r €Coind (£*) et l'application @: T+ ¢dr est un
homomorphisme de U-modules de Homc(My(m2), My(71)) dans
Coind(¢*). Par  suite ¢ induit un homomorphisme de
L (My(12), Mo(m)) dans Lo(mt, 7¥).

(iii) Le noyau de ¢ est I’espace des T € Homc(My(7r2), Mo(7m1)) tels
que T My () C M(m).

5.4. Soit w comme en 5.1. et soit p son plus haut poids. Nous
notons 1, une forme linéaire k-invariante sur My(m) X) My(7), non
nulle. Une telle forme existe et est unique a un facteur constant pres.
Si e € E, est dominant on a 1.(ae X be) ="ab(p + os— o) pour tout
a,beU(g). (Si ac€U(g), A €h¥,a(r) désigne la valeur en A de
I’élément de U(h)= S(h) obtenu en projetant a modulo h"U(g) +
U(g)n).

Cette forme bilinéaire a été étudie par J. C. Jantzen (cf [10] en
particulier) et N. N. Chapovolov [2]. Le sous-module M,(w) est
I’ensemble des v € M, (7) tels que

1.(w ® v) = 0 pour tout w € My().

Si A € h¥, on note M (w)" I'’ensemble des éléments de poids A de
M,(7). Si A et A’ sont des éléments distincts de h¥, 1. s’annule sur
M(7)* ® My(7)". On en déduit:

LEMME: M, (m) est irréductible si et seulement si, pour tout A € h¥,
1. induit une forme bilinéaire non dégénérée sur My(m)" X M(m)".

5.5. Les notations sont celles de 5.2.

PROPOSITION: On suppose My() irréductible. L’ application & est
un isomorphisme de £(My(2), Mo(7y)) sur Lo(w¥, w¥).

DEMONSTRATION: On a vu en 5.3. que @ est injective. Inversement
soit ¢ un élément de Lo(7*, w%). Comme il est k-fini, il est somme
d’éléments qui sont vecteurs propres des éléments (—'H, H), ou
H € h,. Pour démontrer que ¢ est dans I'image de @, il suffit de le
montrer lorsque ¢ est de poids u. On considére ¢ comme une forme
bilinéaire sur M,(m:) X Mp(m). Soit A € h¥. Si A’ € h¥ est différent de
A+, @ s’annule sur M,(m,)* X My(m)". Soit v € M,(m,)* ™. Il existe, &
cause du lemme 5.4., un et un seul élément T(v) € M(m)" tel que
lon ait ¢(u,v)=1.(u® T(v)), pour tout u & My(m)", et donc,
d’aprés ce que nous venons de voir, pour tout u € M,(7,). En procédant
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ainsi pour tout A €h¥%, nous avons montré l'existence de T &
Hom(M(r2), M(,)) tel que 'on ait ¢(u, v) = 1,.(u ® T (v)) pour tout
élément u ® v € M (m,) ® M,(m,). 1l est facile de voir que l'on a
&(T) = ¢. D’apreés 5.3. (iii), T est k-fini.

5.6. Pour étudier la structure de L (My(72), My(m)) dans le cas
général, nous allons reprendre des arguments employés dans [3] et [9].
Si p €(s N ho)* est un poids dominant, nous noterons M,(p) le quo-
tient de U(nj) par 'idéal 4 gauche engendré par les éléments X°J'*!
pour a € 3. Si A € h¥, nous noterons M,(p)" I'image dans M,(p) de
I’ensemble des éléments de U(n,) de poids A.

Si p €h¥ a p pour restriction a s N he, ’application u — um induit
un isomorphisme de U(n,)-modules de My(p) sur M,(p) (cf. 3.4.),
noté a,. L’image de M,(p)* est M (p)***.

Soit I, I'annulateur dans U(s) du vecteur dominant du s-module
simple de poids dominant p. L’injection U (ny)}—=>U(n~ @ s) induit un
isomorphisme de M,(p) sur U(n~ @ s)/U(n)I,, de sorte que M, (p)
est muni d’une structure de n” @ s-module. De plus, a, est un
isomorphisme de n~ @ s-modules. Remarquons que M,(p) se de¢om-
pose sous-l’action de s en somme directe de sous-modules simples de
dimension finie. On fixe p: et p, des poids dominants de (s N ho), et
A € h¥. Soit V le sous-espace vectoriel de M (p,)" formé des éléments
annulés par X2 pour a« €3,. Si v € V, la multiplication a droite
par un représentant de v induit un homomorphisme de no-modules de
M,(p.) dans M (p,). On le note ¢,.

Soient p,, p. € h§ des éléments dont les restrictions a hoN s sont p,,
p2, et tels que pi—p.€P. Considéré comme élément de
Homc(My(m2), My(11)), ¢. est j(ng)-invariant, de poids —(A + p, — p»).
L’application v — ¢, est une bijection linéaire de V sur ’espace de
ces homomorphismes.

5.7. On garde les notations de 5.6.

LEMME: Soit v € V un élément non nul. Alors ¢, est k-fini si et
seulement si I’élément 8 = —\ + p,—p, est un poids dominant et si
I’image a,(v) de v dans My(m) vérifie X2%"a,(v)=0 pour tout
a € 3. Dans ce cas, ¢, est I’élément de plus haut poids d’un k-module
simple de plus haut poids 6.

DEMONSTRATION: Supposons ¢, k-fini. C’est alors un vecteur de
plus haut poids +8, ce qui entraine que § est dominant est que ¢, est
annulé par les j(X2%*"). L’image a,,(v) de v dans M,(s) est I'image
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par ¢, du générateur canonique de My(,). Comme celui-ci est annulé
par les X,, on en déduit que v est annulé par les X2"*', pour « € 3.

Réciproquement supposons que & soit un poids dominant et soit v
un élément de V tel que a,,(v) soit annulé par X' pour tout a € 3.
Soit F le g-module irréductible de dimension finie de plus bas poids
—§, et soit f un élément non nul de F, de poids —§. Soit e le
générateur canonique du module M(p,+ o). D’aprés le lemme 6.3.
[3], le vecteur e X f engendre le g-module My(p.+ ;) ® F, et 'an-
nulateur de e ® f est I'idéal a gauche de U(g) engendré par les
éléments X:“"" pour a € 3, et les éléments H — (p>+ o — o — 8)(H)
pour H € h,. 1l existe donc un unique homomorphisme de g-modules
0 de My(p,+o0s) X F dans M,(m) tel que 0(e X f) = a,,(v). Posons
0'(x)=0(x X f) pour tout x € My(p.+ o). Alors 0’ est une application
linéaire de Mo(p,+ o) dans M(m), k-finie, commutant & ’action de
no. Comme on a 6'(e) = a,,(v), ¢, s’obtient a partir de 6’ par passage
au quotient, ce qui prouve que ¢, est k-finie. La derniére assertion
vient de ce que ¢, est dominant de poids 5.

5.8. COROLLAIRE: Soient i, et -, des représentations irréductibles
de dimension finie de p, de plus haut poids p, et p,, telles que
pi1—p=€ P. Soit E un k-module simple. Alors la multiplicité de E dans
L(My(m2), My(m,)) est au moins égale a la multiplicité de E dans
L (%, w%). En particulier, £(My(1>), My(1)) est non nul.

DEMONSTRATION: Soient d la multiplicité de E dans (=%, 7%) et
X TI'espace des p € h§ dont la restriction a s N he est nulle. Pour un
ensemble Zariski-dense de w € X, M,(p,+u) est irréductible. La
multiplicité de E dans Z(My(p.+ ), My(pi+ u)) est d d’aprés 5.5.
Notons —8 le plus bas poids de E. Notons V, le sous-espace de V
(cf. 5.6) formé des éléments v tels que a,,.,.(v) soit annulé par X2
pour tout @ € 3. Pour un ensemble Zariski-dense de p € X la dimen-
sion de cet espace est d. Utilisant le fait que V, dépend algébrique-
ment de w, et la compacité des grasmanniennes (cf. [3] p. 398) on voit
que V. est de dimension au moins égale a d pour tout u € X, et en
particulier pour u = 0. Ceci entraine le corollaire.

5.9. Les lemmes qui suivent seront utilisés au chapitre 8.
Les notations sont celles de 5.6.

LEMME: Soit v € V. Il existe w € P tel que w(H.)=0 pour tout
a €3, et tel que ¢,, considéré comme élément de Homc(M(p,),

My(pi— p)), soit k-fini.
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DEMONSTRATION: Soit v €V un élément non nul, et soit ¢,
I’homomorphisme de no-modules de M,(p,) dans M, (p,). Notons ¢ la
restriction de § = —A +p.—p: 4 hoNs. L’élément ¢, est annulé par
j(s N ny), et il est de poids € sous P’action de j(s N hy). Soient N, N’
des sous-espaces s-stables de dimensions finies de My(p:) et M (p>)
tels que ¢,(N') soit contenu dans N. Considéré comme application de
N’ dans N, ¢, est j(s)-fini, et on peut choisir N et N’ de maniére a ce
que N’ contienne le générateur canonique e de M (p,).

Il en résulte que € est un poids dominant pour s, que l'on a
XMy =0 pour tout @ €3, et que ¢, est ’élément de plus haut
poids, d’un j(s)-module simple, de plus haut poids e.

Pour tout X € n, il existe un entier positif d tel que X%a,,_.(v)=0
pour tout u € ?, s’annulant sur s N h,. On peut donc choisir u tel que
lon ait X "P**q, . (v)=0 pour tout o €3\3,. Nous venons de
démontrer que cette relation est vraie aussi pour a € 3. Le lemme 5.7.
entraine donc le lemme 5.9.

5.10. Les notations sont celles de 5.6.

LEMME: Soit ¢ une application linéaire de My(p.) dans My(p.),
commutant avec n-, et j(s)-finie. Il existe w € P, s’annulant sur
ho N's, tel que  soit k-finie, considérée comme application linéaire de
M(p>) dans My(p>— ).

DEMONSTRATION: L’hypothése entraine que ¢ est somme finie
d’éléments de la forme j(u:) ¢. ol u; appartient a U(s), et v; a2 V,, ou
étant donné A; € h¥, V: et ¢, sont définis comme en 5.6. D’aprés 5.9.
pour chaque i, il existe w; € P, s’annulant sur h,Ns, tel que ¢.,
considéré omme application de M,(p.) dans My(p: — w:), soit k-fini.
Soit © €2 un élement s’annulant sur hoNs et tel que 'on ait
w(H,) = w:(H.) pour tout @ €3 et pour tout i. Il résulte de 5.7 que
pour tout i, ¢,, est k-fini lorsqu’on le considére comme une application
linéaire de M,(p-) dans M (p:— ). 1l en est de méme de j(u:)e., et
donc de ¢.

6. Série principale sphérique et idéaux bilatéres de U(Q)

La représentation de U(Q) dans un module de Verma définit un
homomorphisme de U(g) dans ’espace des endomorphismes k-finis
de ce module. On en déduit un homomorphisme de g x g-module de
U (g) dans une représentation de la série principale, dont on détermine
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le noyau et I’image (6.2). Cet homomorphisme est utilisé pour con-
struire deux contre-exemples. En 6.5 nous montrons qu’il existe un
module de Verma irréductible pour g admettant des endomorphismes
k-finis qui ne sont pas dans l’image de U(g). Ceci répond (neg-
ativement) a une question posée par B. Kostant. En 6.6 nous montrons
qu’il existe des modules d’ Harish-Chandra irréductibles, possédant un
vecteur k-invariant non nul, qui ne peuvent étre induits a partir d’un
parabolique, si g n’est pas isomorphe a sl(n,C).

6.1. Munissons U(g) de la structure de U-module définie par
(a ® b) - u ="aub pour a, b, u € U(g).

Les sous-U-modules de U(g) sont les idéaux bilateres de U(g). Pour
XegetueceU(g)ona

iX) - u=[="X, ul

Si on identifie kc & g au moyen de j, la représentation de g dans U(g)
ainsi définie est donc équivalente a la représentation adjointe de g
dans U(g). En particulier, les éléments de U(g) sont k-finis.

6.2. On notera I, I'annulateur de M, (7) dans U(Q) et J. l'an-
nulateur de M,(7)/My(w). La représentation de U(g) dans M,(m)
induit un homomorphisme injectif de U-modules de U(g)/I. dans
F(My(7), Mp(7)). On identifiera U(g)/I. a son image.

LEMME: La restriction de @ a U(g)/I. a pour noyau J./I, et induit
un isomorphisme de U-modules de U(g)/J. sur ULo(7*, 7¥).

DEMONSTRATION: La premiére assertion résulte de 5.3. (iii). La
deuxieme provient du fait que U(g)/J. est engendré comme U-
module par un élément k-invariant, a savoir 'image de 1€ U(Qg).

6.3. COROLLAIRE: Si L (7*, w*) est cyclique, I’application & induit
un isomorphisme de U(Q)/I. sur Lp(m*, 7*).

6.4. Soit p €h¥. Si p(H,) n’est un entier non nul pour aucune
racine I'idéal Iy(p) est maximal. Le corollaire 6.3. permet d’utiliser un
résultat de [7] pour décrire la situation dans le cas olt p est ‘“‘sous-
régulier’:
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COROLLAIRE: Soit p € h§. Supposons qu’il existe seulement deux
racines opposées *a telles que p(H.) soit un entier non nul. Alors il y
a un seul idéal bilatére de U(g) qui contienne I(p) et soit distinct de
I(p); cet idéal est le noyau d’une représentation irréductible de g
induite par une représentation de dimension finie d’une sous-algébre
parabolique de g.

DEMONSTRATION: On peut supposer p(H,)<<0. Alors U(g)/I«(p)
est isomorphe a Lo(—p,—p), d’aprés 2.12. et 6.4. Or, d’apres ([7],
V.1.12.), Lo(—p, —p) posséde un seul sous-module propre. La derniére
assertion résulte de ([4], Proposition 2 (ii)).

REMARQUE: Ce corollaire entraine le résultat suivant de W. BOR-
HO: sous la méme hypothése, il y a un seul idéal bilatére premier de
U(g) qui contienne Iy(p) et soit différent de Io(p) ([1]).

6.5. Lorsque p n’est pas minimale, il peut arriver que M,(7) soit
irréductible sans que Z,(7*, 7*) soit cyclique, comme le montrera la
proposition suivante. Dans ce cas, d’aprés 5.5. et 6.2., on a
U(g)/L.# £(My(7), M(7)), d’oll une réponse négative a une question
posée par B. KOSTANT: tout C-endomorphisme k-fini d’'un g-module
simple provient-il de I’algébre enveloppante? Compte-tenu du
paragraphe 8 ci-dessous, ceci est a rapprocher du fait suivant,
remarqué par W. Borho et A. Joseph: il peut arriver, avec les
notations de 6.2., que M, () soit irréductible, que 7 soit de dimension
>1, et que I, soit completement premier.

Dans ce paragraphe, on suppose que g est simple et admet des
racines de longueurs différentes. Soient a, et a. des racines simples
non orthogonales telles que |jai|| > |la||. Pour i =1, 2, on note s: la
symétrie relative a a;, @; le poids fondamental associé a a;, s; la
sous-algébre engendrée par X, et X_,, p: la sous-algébre parabolique
contenant p, de partie semi-simple s;; pour p € %?;, on pose Zi(p) =
LoD, p), et L2(p) = Lolp. p).

LEMME: Soit & une racine courte qui soit aussi un poids dominant.
Soient E; le g-module simple de plus haut poids 8, Es(0) I’espace des
éléments de poids 0 de Es et E;(0)* I’espace des éléments de E5(0) qui
sont annulés par s.. On a

E;(0) = E:(0)" D E;(0)"

DEMONSTRATION: Si a est une racine longue, on a X.f =0 pour
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tout fe& E;(0) car les poids de Es sont de longueur inféricure a
I8]| = |la2||- Par contre, pour tout f € E(0), f# 0. il existe une racine a,
courte d’apres ce qui précede, telle que X.f# 0. Comme les racines
courtes sont toutes conjuguées, il existe f& E;(0), f#0, tel que
X..f#0.

PROPOSITION: Il existe p € h¥ tel que p(H..,) =0, tel que M.(—p) soit
irréductible mais ¥.,(p) ne soit pas cyclique.

DEMONSTRATION: 1/On suppose g de type G..

Soit p =3@,=3a:+a>. Posons r=-—p+ia,=o,—2d,.. Alors
M.(—p) est isomorphe au quotient de Mo(r) par Mo(s.r). Les seuls
sous-modules de Verma de My(r) sont Mo(sir) et Mo(s.s:r); d’apres
([4], lemme 1), cela entraine l'irréductibilité de M,(—p). Li(p) est
isomorphe 4 un quotient de Zy(p +3a,). Soit ¢ = p +3(a, + az). L.(q) est
isomorphe 2 un sous-module de Z(p +:a:). Dans ces homomor-
phismes des éléments k-invariants se correspondent; par suite U¥%(p)
est isomorphe a un sous-quotient de £»(q). Soit § comme dans le
lemme. Considérons E; comme un K-module et notons [6*:7] la
multiplicité de E% dans ?. On a

[6*%: ULAp)] = [6*: £:(q)] = dim E»(0) < dim E»(0)* = [8*: £.(p)]

ce qui prouve la proposition pour g de type G..

2/0On suppose que g n’est pas de type G..

Soit p un élément de h#% orthogonal 4 «, et a,. Posons g =
p +i(a; + a,). En considérant #£,(q) on montrer comme dans le cas 1 que
Z.(p) n’est cyclique. Montrons qu’on peut choisir p de fagcon que, en
outre, M,(p) soit irréductible: on pose encore r = —p + 3a,, de telle sorte
que M,(—p) est isomorphe au quotient de My(r) par Mo(s,r); si choisit p
tel que p(H.) soit positif et trés grand pour toute racine a simple
différente de a; et a», les seuls sous modules de Verma de M,(r) sont
M(s.r) et My(s,s,r), et on conclut comme dans le cas 1.

6.6. IlI existe des modules d’Harish-Chandra irréductibles,
sphériques, non induits.

Soit I un idéal bilatére maximal de U(g). Pour la structure de
U-module induite par celle de U(g) (6.1.), le module &£ = U(g)/I est
irréductible, localement k-fini et sphérique.

PROPOSITION: Supposons qu’il existe une sous-algébre parabolique
p de g, contenant p., et une représentation irréductible de dimension
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finie  de telles que ¥ soit isomorphe a % (w*, n*). Alors I = I ().

DEMONSTRATION: Si L,(7*, 7r*) est irréductible, donc cyclique, le
U-module U(g)/I,(7) est isomorphe a Zo(w*, m*), (Corollaire 6.3),
donc au U-module U(g)/I. Cela entraine I (7) =L

COROLLAIRE: Soit g une algébre de Lie simple, différente de
sl(n, C). 1l existe un module d’Harish-Chandra irréductible, sphérique,
qui n’est isomorphe a aucun module d’une série principale.

DEMONSTRATION: D’aprés [11], 'algébre U(g) contient un idéal
bilatére maximal qui n’est I'annulateur d’aucun module de Verma.

REMARQUE: Ce corollaire fournit des contrexemples au théoreme 1
de [14]. D. P. ZELOBENKO nous a informé par lettre qu’il a obtenu
ce contrexemple pour sp(2,C).

ExeEMPLE: Lorsque g =sp(n,C), I'idéal non induit de JOSEPH
peut étre décrit de la maniére suivante: dans l’algébre ¢, des opéra-
teurs différentiels a coefficients polynomiaux en n variables xi, . . ., X,
le sous-espace engendré par les éléments xx;, d/0x: d/dx;,
x; 8/ 0x; + x; 8/ 9x;, pour 1 < i, j < h, est une sous-algébre de Lie isomorphe
a sp(n, C). Lareprésentation naturelle de &, dans I’espace C[x., . . ., X.]
donne par restriction une représentation de U(sp(n, C)). L’idéal de
Joseph est le noyau de cette représentation, [11].

7. Un module de la série principale peut contenir
une infinité de sous-modules

Dans ce paragraphe on suppose que p = po et on omet l'indice 0

dans My( ), %(,) etc.... Pour p €h¥, on note m, le générateur
canonique de M (p). Pour p, q € h§ on note V(p, q) le quotient simple
de UL°(p, q).

Nous commengons par un résultat (proposition 7.2.) qui précise 4.6.

7.1. LEMME: Soit u € U(ng). L’élément u X 1—j(u) appartient a
l’idéal a gauche de U engendré par ng X ng.

DEMONSTRATION: Soient Y €ng et v € U(ny). On a

Yo @1-j(Yo)=((Y)+1®'V)v ® D —j(Yv)
=i ®1-j)+@v @ DIR'Y).
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Le lemme s’en déduit par récurrence sur le degré de u.

7.2. Soient p, p’, q € h¥. Soient M” C M’ des sous-modules de M(p)
tels que M'/M" soit isomorphe a un quotient de M(p'). Soit u un
élément de U (no) tel que I'image de um, dans M'/M" soit un vecteur
de plus haut poids. Posons W'=M'®@ M(q) et W'=M"&® M(q). La
multiplication a droite par u ® 1 dans U induit un homomorphisme
de W(p’', q) sur W'|W". Soit & (resp. £") I'orthogonal de W' (resp.
W") dans %(—p,—q)). On pose I'e=Homg(E,¥') et I't=
Homg(E, £").

ProPoOSITION: (i) La convolution a droite par i ® 1 induit un
homomorphisme de U-modules, noté 0, de £" sur $(—p’,—q), dont le
noyau est <£'.

(1)) Soit 6= [D’application linéuire de £ dans Homg
(E, &£(~p',—q))= E*(p' — q) déduite de 8. Pour f ET' %, on a 0=f = u.f.
En particulier F't={f€ T} uf. =0}

DEMONSTRATION: Soit #(p,q) (resp. H(p',q)) 'annulateur du
générateur canonique de W(p, q) (resp. W(p’, q)). Soit U’ (resp. U")
I'image réciproque de W’ (resp. W") dans U. On considere les
éléments de £(—p,—q) (esp. L(—p',—q)) comme des formes
linéaires sur U nulles sur #(p,q) (resp. (', q)). On a H(p’', q)
u@DCU"et Uu®D+U"=U' dou ().

Soient e € E, fE€ I'g et s le coefficient associé a e et f, (2.4). Pour
acU(g) ona

{((a), b.; * (AR 1)) = (j(a)j(u), Y.s) d’apres le lemme 7.1.
= (e, au.f)
=(j(a), Yeus) d’00 (ii).

7.3. COROLLAIRE: (on garde les notations de 7.2.). On suppose que
le plus haut poids de E est I’élément de la chambre de Weyl positive
conjugué de p’' — q. Alors I'i: est différent de I'% si et seulement si £"| <L’
admet un sous-quotient isomorphe a V(—p',—q).

DEMONSTRATION: On a TI'g/Tt=Homk(E, £"'/¥). On a dim
Homg(E, V(—p’,—q)) =1 donc la condition est suffisante. En sens
inverse, si I't# 'L, 'image de £” par 'homomorphisme 6 contient
L°(—p',—q), donc la condition est nécessaire.

7.3. Ce qui précéde va nous permettre d’utiliser ’exemple 2 de [4]
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pour exhiber un module de la série principale qui contient une infinité
de sous modules: on prend g de type D.. Les racines positives sont,
d’une part les racines simples ai, as, as, as, d’autre part, a,+ as,
az+ az, st az, art+axtas, artartos, astaxtag, )+ ot o+ s,
a;+2a+ as+as. On note s; la symétrie relative a4 ai, et on pose
Y. =X_.. pouri=1,...,4. Soit ® le poids fondamental associé a a-.
Notons m le générateur canonique de M(®). Pour tout triplet
(A, B, C) de nombres complexes tel que A+ B+ C =0 on pose

Uapc=AY: Y. Y. Y, +BY, Y.Y.Y;+CY, Y, Y, Y,

Mapc = UapcM.

On a Ny Masc C M(s:0) = U(g)Y.m. Par suite le sous-module M s.c
de M (@) engendré par mapc et M(s:@) est un sous-module propre de
M(®») et Masc/M(s.@) est isomorphe a un quotient de M (& — a\—
a2 — a3 — ag). Soit E le g-module simple de plus haut poids 2a,+ a; +
as+ as, ¢’est-a-dire g munie de la représentation adjointe. On identifie
E A E* par la forme de Killing. Posons Wasc = Magpc ® M(®). Soit
Fapc orthogonal de Wapc dans ¥(—ao, —@) et posons

FA,B,C = HomK(E, ~>(£A,B,C) C E*(O) = ho.

Notons & l'orthogonal dans ¥(—@,—®) de W(s.0,®) C W(w, ®) et
posons I' = Homx(E, £). D’aprés la proposition 7.2. (ii) on a

F={H € ho,ad Yz(H)=0: Ker az}
FA,B,C = {H € Ker a2, ad Uas,C (H) = 0}

Par raison de symétrie, ’'élément non nul Y = [ Y. s [ Yaoi [ Y2, Yo, 111
ne dépend pas de la permutation o de {1, 3, 4}; on a donc

Uapc(H) ={Aa,+ Bas+ Ca)(H)Y

FA,B,C = Ker (453 N Kel‘ (Aa1 + Ba3 + Ca4).
Par suite, si (A, B, C) et (A', B’, C') ne sont pas proportionnels, on a
Tipc#Capco 00 Lapc# Lapc. On a donc une famille a un

paramétre de sous modules de £(—o,—®), deux a deux distincts.

7.4. PREMIERE CONSEQUENCE: La suite de Jordan-Holder de
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Y (—o, —@) comporte au moins deux sous-quotients simples distincts
isomorphes; en effet si, dans la suite de Jordan-Holder d’un module
de longueur finie V, les sous-quotients simples sont deux a deux non
isomorphes, deux sous modules de V qui ont des suites de Jordan-
Holder équivalentes coincident, et par suite V ne contient qu’un
nombre fini de sous modules. En fait, on verra plus loin que
V(—s.0, —®) intervient exactement trois fois dans la suite de Jordan-
Holder de ¥$(—o, —w).

7.5. DEUXIEME CONSEQUENCE: Il y a une infinité d’idéaux bilatéres
de U(g) qui contiennent I’idéal (primitif minimal) I(®). (On sait que
les idéaux premiers contenant un idéal primitif minimal donné sont,
eux, en nombre fini, ([6], Corollaire 3)). En effet, & cause de la dualité
entre $(—o, —w) et (o, @), ce dernier contient lui aussi une infinité
de sous-modules. Comme »(H,)=0 pour toute racine a positive,
Y (@, @) est cyclique, et par suite isomorphe a U(g)/I(®).

7.6. On peut préciser un peu la suite de Jordan-Holder de
F(—w,—o). Fixons (A, B, C) tel que A+ B+ C =0. Considérons la
suite de composition suivante de M(®):

Miy=M(@)DM,DM,DM;DM,DM;={0}
ou

M, = 2 Map.cy M2=Magc

A+B'+C'=0

M;= M(Sz((_)), M,= M(S|S3S4S2(l_)).

Notons ¥ I'orthogonal de M; X) M(w) dans ¥(—®,—@®) et posons
I'' = Homg(E, %) pour i =0,1,...,5). De 7.2. et 7.3. on déduit:

F4=F3 = Ker (0%}
F2= Ker azﬂ Ker(Aal +Ba3+ Ca4)?éF3
Fl = Ker a> N Ker(al _az) N Ker(a;—ou) # Fz, {0}.

Les quotients successifs Mi/M.., sont isomorphes & des quotients des
modules de Verma de plus haut poids @ — 0o, pi—o0,...,ps—0, OU

Pi=P2=Ds= 518384520 =@ — (2 + a1+ @zt @), P3 = $:0 = @ — >

Comme 553840 = @, les modules V(—s5:5:5:5:0, —@) et V(—s$:0,®)
sont isomorphes, ([7]), théoréme 1.4.1.). On déduit donc de 7.3. que
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chacun des quotients s/ %, &3/ L., L./¥, admet un sous quotient
isomorphe & V(—s.0, —@).

Remarquons que ¥:= Y. En effet, d’aprés, d’apreés 7.2. (i), le
module %./¥; est isomorphe a4 un sous-module de L(—s.0,—d).
Comme tout sous module non nul de %(—s.d,—®) contient
L(—s5:0,—d), le module L./¥> admettrait, s’il était non nul, un
sous-quotient isomorphe a V(—s.@, —®). C’est impossible d’apres 7.2.
(ii), puisque I's=1T",.

7.7. Notons V; l'orthogonal de ¥ dans £(®, ®). Comme dans la
démonstration de 4.12., on voit que V;=Ker B(s:, ®, ®). Comme
ss@=a sii=1,3,4, on adonc Vs=2iker B(s, @, @). Vs n’est pas
maximal d’aprés 7.6. Donc Vs n’est pas égal 4 ker B(w,, @, @) (lequel
est, d’aprés ([7], IV3.11) le seul sous module maximal de ¥ (@, @)).

7.8. On obtient un exemple analogue a 7.4, 7.7, pour g = sl(4,C).
Dans ce cas le diagramme de Dynkin est

“* o o3

X X X

On note @ le poids fondamental associé a a,. Le module V(—$.0, —®)
intervient deux fois dans la suite de Jordan-Holder de ¥ (—w, —®).
Ceci se déduit comme plus haut de I’existence dans M(®) d’un
sous-module, construit par Bernstein, Gelfand et Gelfand, qui n’est
pas somme de ses sous-modules de Verma. M. Hirai nous a écrit qu’il
a obtenu cet exemple, par une tout autre méthode.

8. Rang de Goldie d’idéaux induits

8.1. Dans ce paragraphe, on fixe une représentation irréductible =
de dimension finie de p de plus haut poids p, telle que M, () soit
irréductible. L’annulateur I, de My(7) est un idéal primitif de U(g).
L’algebre U(g)/I. admet, d’aprés le théoréme de Goldie-Croisot-
Lesieur, un annecau de fractions a gauche et & droite qui est une
algeébre de matrices carrées a s lignes sur un corps.

L’entier s s’appelle le rang de Goldie de I. (cf. par exemple [5]

3.6.12 (iii)).

8.2. Rappelons que d’apres [3], corollaire du théoréme 3.1, le rang
de Goldie de I, est inférieur ou égal a la dimension de 7. Il peut étre
strictement inférieur (cf. 6.5). Le but de ce chapitre est de donner des
conditions suffisantes pour qu’il y ait égalité.
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En fait, il est vraisemblable que sous les conditions du théoréme 8.6
ci-dessous I’anneau des quotients de U(g)/I, est isomorphe a I’algéb-
re des matrices carrées ayant dim() lignes sur le corps D,, ol r est la
dimension de g/p, et ou D, est le corps des quotients de I’algebre des
opérateurs différentiels a coefficients polynémiaux sur C". S’il en est
ainsi, I’entier r est la moitié de la dimension de Gelfand-Kirillov de
U(g)/I. et en effet, d’aprés [1], la dimension de Gelfand-Kirillov de
U(g)/I est 2r (sous les hypothéses de 8.1).

Ainsi, bien qu’il soit intéressant de connaitre la structure de I’an-
neau des quotients de U(g)/L., il semble que le seul invariant nouveau
que ’on puisse en déduire soit le rang de Goldie de I,. Comme celui-ci
n’est pas long a obtenir, nous nous en tiendrons la.

8.3. Dans la suite, nous supposerons que Fy(7*, w*) est cyclique.
Nous poserons A = Z,(7*, w*). D’aprés 6.3, on peut identifier A et
U(g)/I.. Nous noterons B I'anneau des quotients de A.

8.4. Soit w € 2" un élément qui s’annule sur h,N's. L’application
identique de U(nj,) induit par passage au quotient un isomorphisme
linéaire de My(p) dans My(p — 1) que nous noterons 6,.

LEMME: 0, est k-fini. C’est I’élément de plus haut poids d’un sous
k-module simple de ¥(My(p), M,(p — 1)) de plus bas poids .

DEMONSTRATION: C’est un cas particulier du lemme 5.7 avec A =0,
v = 1, en utilisant les notations de ce lemme.

8.5. Les notations sont celles de 8.4. Soit C I'ensemble des ap-
plications linéaires de M,(p) dans lui-méme qui sont de la forme @6,
avec ¢ € F(Mo(p ~ 1), My(p)). Il resulte de 8.4 que C est un idéal a
gauche de A.

LEMME: On suppose My(p — ) irréductible. Alors C contient un
élément inversible dans B.

DEMONSTRATION: Soit D I'idéal a droite de A formé des éléments
d € A tels que cd =0 pour tout ¢ € C. Montrons que D est nul. Soit
d € D. Supposons d# 0. Alors 6.d est non nul. Soit v € My(p — ) un
élément non nul de I'image de 6,.d. Soit ¢ un élément non nul de
FMo(p — ), M(p)) (il en existe d’apres 5.5). Comme M,y(p — ) est
irréductible, il existe f € L(Mu(p — ), My(p — w)) tel que ¢f(v) soit
non nul, et donc (¢f)d est non nul, contrairement a la définition de D.
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Comme B est anneau de quotients a droite pour A, il en résulte que
I’annulateur 4 droite de C dans B est nul. Notons C’ I'idéal a gauche
de B engendré par C. C’est 'ensemble des s 'c, ol ¢ € C, et ol 5 est
un élément de A inversible dans B. L’annulateur a droite de C’ dans
B est nul.

Identifions B 4 I’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel
V de dimension finie sur un certain corps. Pour tout v € V, v#0on a
C'v#0. (En effet, dans le cas contraire, un élément d de B dont I'image

serait I’espace vectoriel engendré par v annulerait C’ a droite). Il en
résulte facilement que 'on a C’ = B, ce qui prouve le lemme.

8.6. Les notations sont celles de 8.1.

THEOREME: On suppose que ZLp(m*,w*) est cyclique (cf. 2.7 et
2.12). Le rang de Goldie de I, est égal a la dimension de .

DEMONSTRATION: Notons d la dimension de 7. Compte tenu de
8.2, il reste a prouver que le rang de Goldie est =d. Pour cela il suffit
de montrer qu’il existe dans B un élément b tel que ’on ait b*™' # 0 et
b?=0. Notons E I'’espace de 7. On identifie My(p) et U(N)® E
comme en 3.2. Notons ¢t un endomorphisme linéaire de E tel que
t*“'#0ett*=0. Posons y(u ® e)=u ® t(e) pour tout u € U(n") et
tout ¢ € E. L’application linéaire ¢ de My(p) dans M (p) commute a
’action de n™, vérifie y*' #0 et ¢y* =0. Comme U(n") est stable sous
Paction de s, ¢ est j(s)-finie. D’aprés 5.10, il existe uw € " s’annulant
sur hoN's tel que 6.¢ soit k-finie. Soit v € P un élément nul sur
hoN's, et tel que M,y(p — u — v) soit irréductible (il en existe d’apres
4.8). Remplagant u + v par u, on a donc montré qu’il existe u € 2",
s’annulant sur h,N's, tel que 6,4 soit k-finie et tel que M,(p — u) soit
irréductible. D’apres 8.5, il existe ¢ € Z(Mu(p — 1), My(p)) tel que
@0, soit inversible dans B. Posons s = ¢0, et a = ¢0,,. Dans I'an-
neau des endomorphismes de M,(p) on a s¢ = a. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier que ’élément b = s 'a de B vérifie b* ' #0
et b =0.

8.7. Depuis la rédaction de cet article, A. Joseph a montré, en
utilisant 8.6, que sous les hypothéses de 8.6 'anneau des quotients de
U(g)/I. est isomorphe & P'algebre des matrices carrées a dim ()
lignes sur D, [12].
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