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RELATIVE HOMOTOPIEGRUPPEN BEI ABBILDUNGSKEGELN

Hans Joachim Baues

Wir untersuchen in dieser Arbeit die relativen Homotopiegruppen
n,(CA U, X, X) eines Abbildungskegels C, = CA U, X zu einer Ab-
bildung f: 4 — X. Fur die Identifikationsabbildung n,:CAv X — C,
beweisen wir den Satz:

SATZ: Sei A = SA’' eine Suspension und a-fach zusammenhdngend,a = 1.
Dann ist n,: m(CAV X, Av X) - n(Cp, X)

. | Epimorphismus fiir 3 < n < Min(a+e,2a+1)+1
in
Isomorphismus fiir 3 < n < Min (a+e, 2a+1)

Dabei ist e der Einhingungsgrad der universellen Uberlagerung von X,
vergl. (0.2).

In Dimensionen n £ Min (a+e, 2a+ 1) erhalten wir entsprechend zu
diesem Satz eine Art Hilton-Milnor-Theorem, d.h. eine Zerlegung in
eine direkte Summe

n(Cp, X) = @ n,(CAABY, AnBY),
iz0
wo B® = BA...AB das i-fache “smash”-Produkt eines Raumes B ist,
vergl. (2.1). James [9] und unabhingig von ihm Toda [13] haben diese
Zerlegung in dem Spezialfall erhalten, wo (C,, X) = (Y**', Y¥) das
(k+ 1)-Geriist eines CW-Komplexes Y ist, vergl Section 3, wo wir obigen
Satz fiir CW-Komplexe auswerten. Die Resultate dieser Arbeit sind
ebenfalls fiir die in [3] entwickelte Hindernistheorie von Bedeutung.
Unsere Beweismethode benutzt induktiv die reduzierten Produkte von
Gray [7]. In (1.2) geben wir einen kurzen Beweis fiir ihre Haupteigen-
schaft.
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170 H. J. Baues [2]
0. Bezeichnungen

Wir betrachten Rdume mit Grundpunkt x welche vom Homotopietyp
eines CW-Komplexes sind. Eine Abbildung und eine Homotopie, im
Zeichen =, seien Grundpunkt erhaltend. Die Menge der Homotopie-
klassen von Abbildungen f: X — Y bezeichnen wir mit [X, Y. Darin
sei 0 die triviale und 1 die identische Abbildung. Wir kennzeichnen eine
Abbildung und ihre Homotopieklasse durch das gleiche Symbol.

(0, 1) Kofaser einer Abbildung

Sei Av B die Einpunktverbindung und sei AAB = A x B/Av B das
“smash”-Produkt. Sei I = [0, 1] das Einheitsintervall mit Grundpunkt 1.
Dann ist CA=1AA der Kegel iiber 4 und ist SA = CA/A die
Suspension von 4, wo A = CA durch a (0, a). Die Kofaser oder der
Abbildungskegel C, einer Abbildung f: A — X erhélt man als “push out”

A—L 5 x
N e
CA—s C,=CAU,X.

Da f eine punktierte Abbildung ist, hat man die Identifikationsabbildung
n;:CAvX — C, Fir den Abbildungszylinder Z, hat man eine
Inklusion 4 = Z, so daB Z /4 = C,. Weiter hat man zu der Inklusion
iy: X < Z dieRetraktionr: Z, —» X. Wie iiblich kommt es im folgendem
vor, da wir an Stelle der Abbildung f die Kofaserung 4 = Z be-
trachten. Entsprechend [11] sind Z, und C, CW-Komplexe, falls f
eine zellulare Abbildung ist.

(0.2) Homotopiegruppen

Fiir n 2 0 sei n)(X) = [S"Y, X] und sei n!, (X, A) die Menge der
Homotopieklassen von Grundpunkt erhaltenden Paarabbildungen
(CS"Y,8"Y) > (X,A). Fir n=1 induziert die Komultiplikation
u:SY - SYvSY eine Gruppenmultiplikation, welche wir mit +
bezeichnen. Man hat die exakte Sequenz:

n:+ 1(4) > ”:+ 1(X) 5 7[,1:+ (X, 4) 5 7t:(A) 5 n:(X).

Dabei wird i durch die Inklusion 4 = X und j durch die Identifikations-
abbildung (CS"Y, S"Y) — (S"*'Y, ) induziert, 0 ist durch Einschrinkung
gegeben. Setzt man fiir Y die Nullsphére ein, so erhilt man die iiblichen
Homotopiegruppen. Wir setzen S" = S"S° und E"*! = CS". Es ist
Sntm — §* A S™. Wir sagen (X, A) ist n-fach zusammenhingend, wenn
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n(X,A)=0fiir 1 £i =< n Ist X ein CW-Komplex, so bezeichnen wir
mit X" das n-Geriist von X. Ist X ein n-fach zusammenhingender
CW-Komplex, so ist X zu einem CW-Komplex Y mit Y" = * homotopie-
dquivalent. Die groBite Zahl e < oo, fiir die eine Suspension SB und eine
Abbildung f: SB — X existiert, so daB3 (Z,, SB) e-fach zusammenhéngend
ist, nennen wir den Einhdngungsgrad e, von X, falls fiir alle n ein g
existiert, so daB (Z;, SB) n-fach zusammenhéngend ist, so sei ey = oo.
Falls X(r—1)-fach zusammenhéngend ist, so ist ey, = 2r—1, dazu
vergl. [14].

(0.3) Whiteheadprodukte
In [1] und [12] wurde gezeigt, daB3 die Sequenz

0 - [S(4AB), X] [S(4xB), X]% [SA4, X]x[SB,X] -0

exakt ist, dabei wird ¢ durch die Identifikation AxB — AAB und p
durch die Inklusion 4 v B — A x B induziert. Seien

p4:[SA, X] - [S(AxB),X] und p,:[SB, X]— [S(4xB),X]

durch die Projektionen A x B — A, (B) bestimmt. Dann definieren wir
das Whitehead-Produkt [ , ]: n4(X) x n¥(X) —» n4*3(X) durch

(o, B] = 07 Hp )" p5(B) ™' p s@)p5(B))-

Falls X = SAv SB, so erhilt man fiir die Inklusionen ig,, ig; die
Whitehead-Produkt-Abbildung

w=w, = [igsiss]: SAAB > SA v SB,

fir die gilt [, ] = w*(a, B). Fiir die Abbildung w hat man entsprechend
[2] eine Homotopieidquivalenz

(4, 1):(C,, SAv SB) - (SA x SB, SA v SB).

Zu dem Paar (CSA v SB,SA v SB) erhdlt man aus der langen exakten
Homotopiesequenz eine kurze exakte Sequenz:

ro*

0 — n4"B(CSAv SB,SAv SB) 5 n4*KSAv SB)% n*5(SB) - 0,

Dabeiist r, die Retraktion und r,.(w, g) = [0, 15] = 0,alsow, ,eBild .
Durch W, 5 = 0~ '(w, ) erhalten wir zu dem Raumpaar (X,Y) das
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relative Whitehead-Produkt:
[, X, Y)xaB(Y)-> o BX,Y) mit [& B] = ¥ 4@ p).

Es gilt dann [ &, ] = [0, f]. Falls 4 = S" und B = S™, so erhalten wir
die sphérichen Produkte, welche sich durch Vorzeichen zu den ver-
schiedenen in der Literatur gebrduchlichen Whitehead-Produkten
unterscheiden, s. [4] Anhang.

(0.4) Moore-Schleifenraum und Faser einer Abbildung

Sei PX der Raum der Moore-Wege mit festem Endpunktx, das ist
diec Menge der Paare ¢ = (0, k,) mit 6: R, — X und o(t) = a(k,) = *
fir t =z k, = 0, welche mit der kompakt offenen Topologie versehen ist.
Sei p: PX — X mit p(o) = 0(0) die Anfangspunktabbildung. Dann ist
QX = p~}(*) der Moore Schleifenraum mit Grundpunkt (0,0). Die
Faser F, der Abbildung f: 4 — X erhalten wir als “pull back”:

F, —>PX

1|

A4 —L1-x
Es ist
F, = {(a,0)e Ax PX|f(a) = 0(0)}.

Durch Addition von Wegen operiert QX als Monoid von Rechts auf der
Faser F,d.h. +: F,x QX — Fist definiert durch (a, 0) + 0’ = (a, 0+ 0').

1. Reduzierte Produkte

Sei X ein CW-Komplex mit genau einer Nullzellex. Jeder zusammen-
hingende CW-Komplex ist zu einem solchen homotopiedquivalent,
indem man durch einen maximalen Baum im Einsgeriist teilt. Das
unendlich reduzierte Produkt X  von James [10] ist das freie Monoid
auf der Punktmenge X —{*} mit = als leerem Wort, welches als
CW-Komplex topologisiert wird. Die Worter mit m oder weniger
Buchstaben bestimmen einen Unterkomplex X, < X . Zu diesem hat
man eine Identifikationsabbildung
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s:Xx ... xX->X, mit s(x;,...X,) =X ... X,

m-mal

dabei sei das Produkt mit der CW-Topologie versehen. Es ist

X /X1 =XA...AX =X"

m—1
das m-fache “smash” Produkt. Sei Y ein assoziativer H-Raum, dann
1aBt sich jede Abbildung f:X — Y auf eindeutige Weise zu einer
Abbildung f : X — Y fortsetzen mit f (x,-...-x,) = f(x,)...- f(x,)
Zum Beispiel erhilt man zu der Adjungierten ¢,: X — QSX von Ig,
die Fortsetzung

(.1 @ =(py): X, — QSX,

welche entsprechend [ 10] eine Homotopiedquivalenz ist. Die Adjungierte
@y ist zu einem MaB w:X —» R, mit w™'(0) = * definiert durch
@x(x) = (o, w(x)), wo o ,(t) = (t/w(x), x) fiir x # *. Wegen (1.1) hat man
Isomorphismen von Gruppen [SY,SX]|=[Y QSX]|=[Y X _]. Sei
A < X ein Unterkomplex. Dann erhdlt man das reduzierte Produkt
(X, A),, von Gray [7] als Unterkomplex von X _ durch die Menge aller
Worte x-a," ... a,€ X, mit xe X und qg;€ A fiir alle i. Wir setzen
(X, 4), = (X, 4), n X, Fiir das reduzierte Produkt (X, 4)_, hat Gray
analog zu der Homotopiedquivalenz ¢ von James die folgende
Homotopiedquivalenz erhalten:

(1.2) Satz [7]: Sei g: CA U, X — SA die Abbildung, die X zu einem
Punkt identifiziert und sei F die Faser zu g. Dann gibt es eine Homotopie-
dquivalenz ¢:(X, A),, — F,

Dieser Satz 148t sich leicht mit Hilfe von [8] beweisen. Da wir
verschiedene FEigenschaften der Abbildung ¢ benltigen, geben wir
den Beweis wie folgt an:

BewEis: In dem folgenden Diagramm von CW-Komplexen ist (X, 4)
ein “push out” und p die eindeutig bestimmte kommutative Erginzung:

AxA, —t— A > ¥

N N
XxA,——(X,4),

N LN

X —I 5 7x/4
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Dabei sei u durch Multiplikation gegeben und sei j die Identifikation.
Wegen [8] ist p eine Quasifaserung. Sei v homotopieinvers zu der
Abbildung v": CAvu,; X - X/A, die CA zu einem Punkt identifiziert.
Dann existiert eine Abbildung f;, welche homotop zu f;: X — F, mit
Jo(¥) = (x, *), so daB das Diagramm

A 24, QSA
m s M
X —> F,
]

X/A—t—CA U, X

~
(____

kommutativ ist, vergl. [5]. Fiir ¢ mit
Px-a; ... a,)= fiX)+oa)+ ... +o,a,)

ist dann das Diagramm

A —2 5 Q84
A
(X, ). L, F,
P p

X/A —— CAu, X

kommutativ. Da p eine Quasifaserung ist, folgt aus den exakten Homo-
topiesequenzen und dem Fiinferlemma, daB @ Isomorphismen fiir
Homotopiegruppen induziert. Also ist ¢ eine Homotopiedquivalenz.

Zu (1.2) erhalten wir verschiedene Korollare. Dazu betrachten wir
das folgende kommutative Diagramm:

M, ((X) =——=

N

7, _(X)

[ 0

Ty (SA)—Eom (X, 4) o X)—Eom,(CA U, X, X) 22,7, (SA4)

| ,. |

o (SA) —2s 7 (X, 4),) —2— 7, (CA U, X) -2 7 (S4)
1

i i

<

nn(X ) — T[”(X )
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Dabei ist d:m,, ,(S4) = n,(Q2S4) = n(A4,) - n,(X, A),) durch die
Inklusion 4 < (X, A),, gegeben. Es ist p durch v o p induziert. Da das
Diagramm

(X,4), ~E,cAu, X
N7
X

homotopiekommutativ ist, gibt es eine zu v j homotope Abbildung,
welche die Identitédt auf X fortsetzt, diese induziert p. Es gilt:

(1.3) KorOLLAR: Obiges Diagramm hat exakte Zeilen und Spalten.

Beweis: Die Exaktheit der unteren Zeile erhdlt man unmittelbar aus
(1.2) und seinem Beweis, die der oberen Zeile erhidlt man wie folgt:
Wie auf Seite 304 von [6] hat man zu der Kofaserung X < CAu, X - SA4
das kommutative Diagramm

[

o

SA—L-CAU, X —— X.

SA « Ee“ F

Dabei ist h eine Homotopiedquivalenz. Die exakte Homotopiesequenz
des Tripels (E, F,, X) ist wegen (1.2) isomorph zur oberen Zeile, also
ist auch diese exakt.

Man hat das folgende kommutative Diagramm:

n(CA, A)————m,_ (A)

(1.4) l ls,,

n(CAU, X, X) 2 n(SA),

wo m; die Inklusion und S, die Einhdngung ist. Falls S_ ein Isomor-
phismus ist, erhélt man durch (1.4) eine Spaltung von g,. Aus den
Einhdngungssitzen erhalten wir deshalb wegen (1.3):

(1.5) KOROLLAR: Sei A a-fach zusammenhdngend, dann hat man fiir
2 < n < 2a+1 eine kurze spaltende exakte Sequenz:

0-mn(X,A),,X)->n(CAu;X,X)—>n(S4) -0
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Fiir n = 3 hat man einen Homomorphismus
1T (X, A), X) @ n,(CA, A) - 1 (CA L, X, X)

mit x(x, y) = p(x)+m;(y), welcher fiir n < 2a+1 ein Isomorphismus und
fiir n < 2a+2 ein Epimorphismus ist.

Korollar (1.5) 148t sich durch folgenden Hilfssatz vereinfachen:

(1.6) HiLrssatz: Sei A a-fach zusammenhdngend, dann ist die durch die
Inklusion induzierte Abbildung

(X, 4),, X) -» n,(X, A) ., X)

fiir n £ 2a+1 ein Isomorphismus und fiir n £ 2a+2 ein Epimorphismus.

2. Relative Homotopiegruppen eines Abbildungskegels

Seia:SA — X und B: SB — X gegeben, und sei &: (CSA4, SA) - (C,, X)
die Fortsetzung von o. Zu &enj(C,, X) und e n¥(X) erhilt man die
iterierten relativen Whitehead-Produkte

[& 87 =[..[&B,... Blenti ®?(C, X),

dabei sei [4,8°] = &, i = 0. Diese induzieren fiir n = 3 den Homo-
morphismus:

¥, = Y[ B"],: @ n,(CSAAB®, SAABY) - x,(C,, X).

i20 i20

(2.1) Satz: Sei X und SB einfach zusammenhdngend. Sei SA a-fach
zusammenhdngend, a = 1, und sei (Z,, SB) b-fach zusammenhdngend. Dann
ist Y, ein Isomorphismus fir 3 < n < Min(a+b,2a+1) und ist ein
Epimorphismus fiir 3 < n < Min(a+b,2a+1)+1.

(2.2) KoroLLAR: Unter den Voraussetzungen von (2.1) ist

n, 7 (CSAVvX,SAv X) - n(C, X)

fiir 3 £ n < min(a+b, 2a+1) ein Isomorphismus und fiir
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3 £n £ Min(a+b,2a+1)+1 ein Epimorphismus.

Beweis VON (2.2): Fiir das Paar (CSA v X, SAv X) sei y, wie , in (2.1)
definiert zu f/: SB > X < SAv X und o': SA < SA v X, dann ist , ein
Isomorphismus fiir 3 < n < Min (a+b, 2a+ 1). Dies folgt fiir n < 2a aus
(2.1),da(Z,, SB) Min (a, b)-zusammenhingend ist, und folgt fiir b = a+1
und n = 2a+1 mit Hilfe von 5.1 in [6]. Da =y, = ¢, folgt also (2.2)
aus (2.1).

BEWEIS DES SATZES IN DER EINLEITUNG : Sei X die universelle Uber-
lagerung von X und sei f:SB — X gegeben, so daB (Zys X) e-fach
zusammenhdngend ist. Dabei sei SB einfach zusammenhingend. Sei
p: X - X die Projektion und sei *ep~!(x) der Grundpunkt in X.
Da A = SA’ einfach zusammenhingend ist, hat man zu f: 4 — X eine
wohlbestimmte Liftung f': A - X mit f'(x) = *. Wir diirfen annehmen,
daB X ein CW-Komplex mit genau einer Nullzelle ist. Dann existiert
im Einsgeriist von X ein maximaler Baum T; der alle Nullzellen von X
enthélt. Durch f’ erhilt man dann eine Abbildung

wAxm /xxn, > X/T mit alx,t)= f'(x)'t, wo ten, =mn(X)

Wir erhalten nun das folgende kommutative Diagramm, wo ~ die
universelle Uberlagerung bedeutet:

n(CAV X, AVX) —s n(CAx 7, /n, v /T, Axn jn,v X/T)

n(C,, X)——— n,(C, X/T).

Dabei ist 7 durch die Projektion C o C /T = C, gegeben, also eine
Homotopiedquivalenz. Auf C, ist (2.2) anwendbar, also folgt der Satz
in der Einleitung.

Zum Beweis von (2.1) bendtigen wir den folgenden Hilfssatz:

(2.3) HILEsSATZ : Unter den Voraussetzungen von (2.1) gibt es eine
Abbildung Z von Paaren, fiir die das Diagramm

(Coapp X) —— (Z,, SA),, X)

]"[a, B l"

(CSAAB,SAAB) 28, (C,X)



178 H. J. Baues [10]
homotopiekommutativ ist und fiir die die induzierte Abbildung

T, 1(Cpy gp X) = T,((Z, SA),, X)

fiir n £ a+b+1 ein Epimorphismus und fiir n < a+b ein Isomorphismus
ist.

Dabei ist p:(Z ,, SA), = C, durch die Projektion
Z,xSA—>Z,—»ZJSA=C,
gegeben, p ist also auf X die Identitit. Ebenfalls ist 2 auf X die Identitit.
Bewers von (2.3): Sei Z = Z,, ;) der Abbildungszylinder zu
(o, p): SAv SB — X.
Dann hat man Inklusionen i,: S4 - Z und i;: SB — Z. Sei
5:ZxSA - (Z,54),

die Identifikationsabbildung. Fiir den Teilraum P = s(Z x * U SB x SA)
von (Z, SA), hat man dann eine Homotopiedquivalenz

212 Clapy = Crigyiy = P,
dazu vergl. (0.3). Weiter ist die Inklusion (Z, SA), < (Z, SA), eine
Homotopiedquivalenz mit Homotopieinversem A,. Durch die Inklusion

i: P — (Z, SA), erhilt man die Abbildung von Paaren:
A=ldyoiod:(Cy pp X) = (Z,, SA),, X),
die die Identitdt auf X fortsetzt. Wir zeigen, daB diese Abbildung 1 das

Diagramm in (2.3) homotopiekommutativ erginzt: Die Einschrinkung
p: P — C, 14aBt sich durch folgendes Bild verdeutlichen:
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Die Abbildung p projeziert SBx SA auf SB und ist auf Z, die iibliche
Retraktion, wie durch die Pfeile in obigen Bild angedeutet. Dabei wird
der Teilraum SA4 von Z zu einem Punkt * identifiziert. Man hat nun
das folgende homotopiekommutative Diagramm:

(CSAAB,SANB)—"2B _, (p, x) -2 (C, X)

I/I’ / I(a, B)
1

((SAV SB)x I/xx 1 U; SAxSB,SAv SB) —*— (CSAv SB,SAv SB)

Dabeiisti;: SAv SB — (SA v SB) x I/* x I mit i (x) = (x, 1) die Inklusion
und ist 7 durch die Identifikation (SA v SB) x I/, x I — Z des Abbildungs-
zylinders Z gegeben. Die Abbildung 1, ist analog zu 4, und p ist analog
zu p definiert, man muBl nur X durch SAv SB ersetzen. Da fiir
poAen;"B(CSAvSB,SAvSB) gilt dpoA})=w, p folgt aus der
Definition des relativen Whitehead-Produkts in (0.3) po A} =W, ,.
Damit gilt

Podomy =Dk omyp

= (@B epod

g (&’ ﬂ) ° WA,B = [&9 B]9
und die Homotopiekommutativitit des Diagramms in (2.3) ist nach-
gewiesen. Mit Standard Argumenten folgt nun, daBl die Inklusion

i:P < (Z,SA), und damit auch 1 in den in (2.3) beschriebenen Dimen-
sionen einen Epimorphismus b.z.w. einen Isomorphismus induziert.

Bewers voN (2.1): Wegen (1.5), (1.6) und (2.3) hat man fiir n = 3 einen
Homomorphismus

X1 T(Cro, pp X) @ 1, (CS4, S4) — m,(C,, X)
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mit y,(x,y) = [Po I)*(x)+&*(y), so daB x, fir n < Min (a+b, 2a+1) ein
Isomorphismus ist und fiir n < Min (a+ b, 2a+ 1)+ 1 ein Epimorphismus
ist. Induktiv folgt damit die Behauptung von (2.1) aus (2.3).

3. Relative Homotopiegruppen bei CW-Komplexen

In [9] hat James fir CW-Komplexe den folgenden Satz bewiesen,
in 5.8 von [13] hat Toda ebenfalls diesen Satz erhalten:

(3.1) Satz [9, 13]: Sei K ein m-fach zusammenhdingender CW -Komplex,
m = 1. Dann ist fir n = 3 und j £ min 2n—3,2m+n—1) die Funktion

xAm (KL K @ nE" S" )} @ {n (K", K" ) ®7;_,, (K" 1)}
- ﬂj(K", Kn—l)

mit (o ® B,y ® ) = a0 f+[y, 8] ein Isomorphismus von Gruppen.

Diesen Satz wollen wir fiir deformierbare CW-Komplexe verallge-
meinern. Dazu definieren wir:

(3.2) DEeriNiTION: Sei X ein CW-Komplex. Wir sagen, das Gertist X"
ist deformierbar bis X"™", r = 1, wenn folgende 4dquivalenten Bedin-
gungen 1) oder 2) erfiillt sind:

1. Zu jeder anheftenden Abbildung f:S'"! — X'~! einer I-Zelle e
mit e ¢ X"—X""" gibt es ein f’, so daB das Diagramm

si-1_J , xi-1
v
I xXn-r

homotopiekommutativ ist. Die Abbildung f’ nennen wir eine Deforma-
tion von f.

2. Firallel = n—r+1,...,nsind die durch die Inklusion induzierten
Abbildungen j: 7, (X", X" ") - n (X", X'~ ') surjektiv. Zu einer I-Zelle
ec X"—X""" sei cle)en, (X", X'"") die charakteristische Abbildung,
dann nennen wir ein Element &) mit j(é(e)) = c(e) eine Deformation
von c(e).

(3.3) SaTz: Sei X ein m-fach zusammenhdngender CW-Komplex,m = 1.
Sei X" deformierbar bis X"™", r 2 1, n = r+2. Dann ist der Homo-
morphismus
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Vi @ (B ST @y, (XTT) - m X XT)

ecxn—Xxn-r
mit
Yo, B) = X (&e) o o, +[e), B,])

fiir j £ Min 2n—2r—1,2m+n—r) ein Isomorphismus. Dabei ist |e| die
Dimension der Zelle e und der Summationsindex durchlaufe alle Zellen e
in X"— X"~". Es ist &(e) eine Deformation der charakteristischen Abbildung
von e.

Fiir r = 1 ist (3.3) gleichbedeutend mit (3.1). Dabei haben wir fiir (3.3)
eine Form gewéhlt, wie sie Toda in 5.8 von [13] verwendet. Im Hinblick
auf Anwendungen ist auch der folgende Satz von Bedeutung, der
insbesondere eine Dimension mehr erfaf3it als Satz (3.3):

(3.4) Satz: Sei X wie in (3.3) und sei fiir

A= v  get

ecXn—xn-r

die Abbildung

¢ = v e): (CAA)— (X" X"

durch Deformation der charakteristischen Abbildungen c(e) gegeben. Dann
ist die induzierte Abbildung

(¢ ) mf(CAVX" ", Av X" ") > n(X", X"

fir jEMin(2n—2r—1,2m+n—r) ein Isomorphismus und fiir
j=Min(2n—2r—1,2m+n—r)+1 ein Epimorphismus.

Mit Hilfe des Hilton-Milnor-Theorems erhédlt man aus (3.4) ent-
sprechende Aussagen wie in (3.3). In Satz (3.4) ist insbesondere die
Dimension j = 2m+n—r+1 interessant, da in dieser Dimension ein
iteriertes Whitehead-Produkt auftreten kann. Mit Hilfe von (3.4) konnen
wir zeigen wie sich zwei verschiedene Deformationen unterscheiden:

(3.5) KOROLLAR: Sei X ein CW-Komplex mit X" ! = % und sei X"
deformierbar bis X"™", r 22, n = 2r+1. Sei f anheftende Abbildung
einer n-Zelle in X und seien f' und f" Deformationen von f mit
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Sn—l_f__,Xn—l
|V
f”f“ Xn—r

Dann gilt f'— f" € G, wo G die folgende Untergruppe von n, _(X"™") ist:

G=( Y BideJ)+( Y  Bild[a, ])

ecXn-l_.xn-r ecXn-r+t_xn-r

dabei ist a,: S!¥1"1 — X""" eine Deformation der anheftenden Abbildung
der Zelle e =« X" *—X""" und ist o,,:m,_ (S Y) > &, _ (X"7") durch
o, induziert, weiter ist [o,, ]:n(X""") - m,_ (X" ") durch das Whitehead-
Produkt mit a, gegeben.

(3.6) BEMERKUNG : Da fiir die Inklusion X"™" < X"~ ! gilt i (C) = 0,
ist fiir eine Deformation f’ von f in (3.5) auch jedes Element f'+g¢g
mit g € G ein Deformation von f. Wegen (3.5) werden durch G also alle
moglichen Deformationen von f beschrieben. Fiir n = 2r ist eine
Deformation von f eindeutig bestimmt, fiir n < 2r—1 ist eine Deforma-
tion nach Voraussetzung gleich 0.

BEWEIS VON (3.3) UND (3.4): Durch die Abbildung ¢ in (3.4) hat man
eine Homotopiedquivalenz h, fiir die das Diagramm

(CA A) < (Xn Xn—r)

\/

X'l r)

homotopickommutativ ist. Dabei ist f: 4 - X"~ " Einschrdnkung von c.
Wendet man auf C ; den Satz in der Einleitung an, so erhélt man zunéchst
(3.4). Mit Hilfe der Einhdngungssétze und (2.1) erhélt man (3.3).

BEWEIS vON (3.5): Wir betrachten das folgende kommutative Dia-
gramm:

m(CAVX" " AvX") 25 (AvX"T) L2 (X"

l(”’ D« l(f, 1)s

ﬂn(X"—l,Xn—r) n"_l(X”—r)——i——')ﬂ"~l(X”—l)
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Dabeiist A = ,cyn¥i_ 1n-»S171 und ist ¢ wie in (3.4) gegeben. Es ist
i(f") = i(f"), genau dann wenn f'— f”eBild 0,. Wegen (3.4) ist (c, 1),
surjektiv,da n £ Min 2(n—1)—2(r—1)—1, 2(r— 1)+ (n—1)—(r—1)+1).
Da Bild d, = Kernr,, folgt also Bildd, = (f, 1),(Kernr,.). Aus dem
Hilton-Milnor-Theorem folgt G = (f, 1), (Kernr,,). Damit ist (3.5)
bewiesen.
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