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Sommaire

Faisant suite à [1], on définit les limites inductives dans une catégorie
avec approximation. Un théorème d’existence est donné pour la catégorie
des correspondances.

1. Limites inductives

Rappelons ([1], déf. 1.1) qu’une catégorie ordonnée est une catégorie C
telle que chaque ensemble Hom (03A91, 03A92), 03A91, 03A92 E C, soit un ensemble
ordonné par rapport à une relation ci, telle que

Après une légère modification de vocabulaire, la définition 1.2 de [1]
se complète comme suit:

DÉFINITION (1): Soit C une catégorie ordonnée et soit C’ une sous-

catégorie de C, avec les mêmes objets, dont les morphismes sont appelés
morphismes stricts (notation f E Homs ( !, ?)). On dit que le couple (C, C’)
est une a-catégorie à gauche (à droite) si l’axiome suivant est vérifié :

(A3) Pour que g E Hom (03A92, 03A93) soit un morphisme strict, il faut et il
suffit que g f ( f g) soit un élément minimal de Hom (03A91, S23) (de Hom
(03A92, 03A91)) pour chaque Ql E C et f E Homs (03A91, 03A92) ( f E Homs (03A93, 03A91)).

Désormais, une a-catégorie sera une a-catégorie à droite et à gauche.
Souvent, les morphismes stricts sont les morphismes minimaux pour la

relation c . L’exemple (Ec, Ef) de [1] des catégories des ensembles avec
les correspondances non vides comme morphismes et les applications
comme morphismes stricts est une a-catégorie complète.
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DÉFINITION (2): Soient 7 un ensemble non vide préordonné, I la caté-
gorie associée à 7 et C une catégorie ordonnée. Un système inductif, de
base I à valeurs dans C, est un a-foncteur covariant 57 de I dans C. On
dit que le système est conservatif si F est un foncteur covariant. On
écrira souvent Qi, ei (élément unité), Oij et (Qi, cPij)i,jeI au lieu de F(i),
F(i, i), F(i, j) et 5. D’après la définition 1.4 de [1], on a donc ~ik~ij ~ Oik
pour i ~ j ~ k, avec égalité dans le cas conservatif.

Si W est un a-foncteur covariant (contravariant) isotone de C dans une
catégorie ordonnée D, YF est un système inductif (projectif, [1] déf. 1.5),
de base I, à valeurs dans D. Un système inductif d’ensembles est un système
inductif à valeurs dans Ec.

La notion usuelle de cocompatibilité ([2], p. 46) se généralise comme
suit :

DÉFINITION (3): Soint (Qi, ~ij) un système inductif de base I à valeurs
dans une catégorie ordonnée C et soit 03A9 E C. On désigne par 1 N((Qi)’ Q)
(ou par IN(03A9)) l’ensemble des familles invariantes à droite (oi), où (oi) E 03A0i
Hom (Qi, 03A9) et

(1) i ~ j ~ ~j~ij ~ Çi pour chaque i, j E I.

L’ensemble IN((03A9i), 03A9) est muni de l’ordre induit par l’ordre produit de
ni Hom (Qi, Q).

A partir d’ici, on pourrait introduire la notion de limite inductive dans
une catégorie ordonnée. Cependant, nous nous bornerons aux limites
inductives dans une a-catégorie à droite:

DÉFINITION (4): Soit (C, C’) une a-catégorie à droite et soit (Qi, (~ij)
un système inductif de base I à valeurs dans C. Pour chaque E C
on désigne par MiN ((si), 03A9)(ou par MiN (Q» l’ensemble des familles
(~i)i~I E IN(03A9), telles que (g~i) soit un élément minimal de IN(03A9’) pour
chaque 03A9’ ~ C et 9 E Homs (Q, Q’).
On dit qu’un couple (Q, (oi», où DE C et (~i)i~I E 1 N(D), est une limite

inductive de (Qi, cPi), par rapport à (C, C’), s’il vérifie la relation
(P1*): Pour chaque 03A9’~C, l’application 9  (gcPa est une bijection de

Homs (Q, Q’) sur MiN (Q’).
Si c est la relation d’égalité et C = C’, (Q, (oi» est la limite inductive

de (Qi, Oij) dans le sens usuel. En vertu de (Pl*), on a (oi) E MiN (Q). Par
dualité, on obtient de [1] les résultats suivants:

PROPOSITION (5): Soient (C, C’) une a-catégorie à droite, (03A9i, Oij) un
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système inductif à valeurs dans C, (Q, (~i)) une limite inductive de (Qi, oij)
par rapport à (C, C’), 03A9’ ~ C et (~’i) E fli Hom (Qi, Q’). Pour que (Q’, (~’i))
soit une limite inductive de (Qi, Oi.j) par rapport à (C, C’), il faut et il suffit
qu’il existe un isomorphisme fE Homs (Q, Q’) de C’, tel que ~’i = f Oi pour
chaque i. Eisomorphisme f est alors uniquement déterminé.
On écrira donc (Q, (~i)) = lir (Qi, ~ij) ou 03A9 = !im 03A9i.

THÉORÈME (6): Soient (C, C’) une a-catégorie à droite, (03A9i, ~ij)i,j~I un
système inductif à valeurs dans C et J une partie cofinale de 1. Supposons
en outre que C soit complet ou que C soit a-complet et que I possède une
partie cofinale dénombrable ([1], déf. 1.1). Alors :
1. 03A9’ ~ C, (’1i) E MiN(03A9’), i E I ~ ’1i = u {~i~ij : j ~ i, j ~ il
2. Lexistence de (Q, (~i)i~I) = lim (Qi, ~ij)i,j~I est équivalente à celle de

lim(03A9i, ~ij)i,j~J et alors (Q, (~i)i~J) = lim(03A9i, ~ij)i,j~J.
3. Si I est filtrant à droite et si (Qi, Oij) est conservatif, alors 03A9’ ~ C, i ~ j,

(~i) ~ MiN(03A9’)  ~i = ~j~ij.
4. Si I est filtrant à droite, Qi = 03A9 et si Oij est le morphisme unité pour

chaque i et j, alors 03A9 = l’yr 03A9i.

P’ROPOSITION (7): Soit 1 muni de l’ordre trivial. Les limites inductives
par rapport à (C, C’) sont les sommes dans C’. En particulier, chaque ~i
est un morphisme strict.

2. Divisibilité

La machinérie suivante sert surtout à réduire, pour certains cas, l’étude
des limites inductives à celle des limites inductives d’ensembles.

Soient (C, C’) et (D, D’) deux a-catégories à droite. Conformément
à [1] déf. 1.14, un foncteur fidèle à droite de (C, C’) dans (D, D’) sera un
foncteur covariant isotone 03A9  Û, 0   de C dans D, tel que
(1) g E Homs (03A91, 03A92)  g E Homs (C21, Sz2)

(3) (~i) E Min((03A9i), 03A9) ~ (i) ~ MiN((i), Q)

On déduit aisément:

LEMME (1): Soit  un foncteur covariant isotone de (C, C’)
dans (D, D’), vérifiant les propriétés (1) et (2).
1. , pour chaque ~, 03C8 E Hom (03A91, (2).
2.  ~ Homs (Q1, 03A92) ~ g ~ Homs (03A91, 03A92) pour chaque g E Hom(03A91, 03A92).
3. (~i) ~ MiN((i), )  (~i) ~ MiN((03A9i), Q).
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4. Pour que le foncteur possède la propriété (3) de la définition, il suffit
qu’on ait :
(3’) Pour chaque DE D il existe 03A9 E C tel que  =  et tel que Hom

(6’, Q) = Hom (Q’, 03A9) pour tout 03A9’ ~ C.

La richesse à gauche ([1], déf. 1.15) d’une a-catégorie à gauche com-
plète (D, D’) est une propriété suffisante pour que la limite dans (D, D’)
d’un système projectif filtrant dans D’ est aussi la limite dans D’, ainsi
que pour l’existence de la limite d’un système projectif d’applications.
Cependant :

(Ec, E f) est une a-catégorie riche à gauche, mais non-riche à droite.
En effet, soient 03A91 = 03A93 = {0,1}, 03A92 = {0}, g(O) = g(1) = 0, ~(0) = {0, 1},
03C8(0) = 0 et 03C8(1) = 1. On a 03C8 c ~g, mais il n’existe aucun ~’ ~ Hom
(03A92, Sz3) tel que ci: 0 et Ç’g ~ 03C8. Pour obtenir des résultats pour le
cas inductif, analogues à ceux de [1], on a donc besoin de notions plus
faibles.

DÉFINITION (2): Soient (D, D’) une a-catégorie à droite, 03A91, 03A93 E D et
c-- 11 E Hom (Ql, 03A93). On dit que 03C8 est divisible à droite par rapport à
si l’on a la propriété suivante:
(4) 03A92 ~ D, 9 E Homs (Ql, 03A92), ~ ~ Hom (03A92, 03A93), ~g = ~  ~’ ~ Hom

(03A92 03A93), ~’ ~ ~, ~’g ~ 03C8.

Si 03C8 c t/f’ ce q et si 03C8 est divisible à droite par rapport à il, alors i/r’ est
disible à droite par rapport à il.

Soit (03A9i, ~ij)i,j~I un système inductif à valeurs dans D. On dit qu’une
famille (~i)i~I ~ IN((03A9i), Q), 03A9~D, est minimale en i = io si Oio = ~io pour
chaque famille invariante (~i) c= (~i).

DÉFINITION (3): Soient (D, D’) une a-catégorie à droite et I un ensemble
non vide préordonné. On dit que (D, D’) est I-divisible à droite s’il existe,
pour chaque système inductif (03A9i, ~ij)i,j~I et 03A9 E D, chaque io e I et chaque
famille (~i)i~I E IN«Qi), Q), non-minimale en i = io, une famille invariante
(03C8i) ~ (~i), telle que t/fio ~ ~io et telle que chaque soit divisible à droite
par rapport à qi. On dit que (D, D’) est divisible à droite si (D, D’) est
I-divisible à droite pour tout I.

LEMME (4): Soit (D, D’) une a-catégorie à droite complète. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(5) (D, D’) est {1}-divisible à droite.
(6) Pour tout système inductif(03A9i, Oij) dans D’, 03A9 E D, io E I et chaque famille
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(~i) ~ IN((03A9i), Q), minimale en i = io et telle que ~io oj CPioj pour
io  j, le morphisme ~io est minimal.

(5) ~ (6) : Calquer une partie de la démonstration de [1], prop. 1.16.
(6) ~ (5): Soient ~1 : 03A91 ~ 03A9 un morphisme non-minimal de D, (03C8i)i~I1,

1  I1, la famille des 1, non-divisibles par rapport à ~1 et I = Il u {1}.
Posons 1 i i pour chaque fe7B. Soient, pour chaque ïe7i, gi ~ Homs
(Q 1, 03A9i) et 0jeHom(Qi, Q), tels que 01 = ~igi et çl’ oe  03C8i.
On obtient un système inductif (Qi, gi) dans D’ tel que 01 = Oigi pour
fe7i. D’après (6), la famille (oi) est non-minimale en i = 1. Il existe donc
une famille (~’i) c (oi), telle que  1 et ~’igi C CP’l. Le morphisme
~’1 est divisible par rapport à cP 1 . D

DÉFINITION (5) : Une a-catégorie à droite (C, C’) est dite pseudo (1-)divi-
sible à droite, s’il existe un foncteur fidèle à droite de (C, C’) dans une
a-catégorie complète et (I-) divisible à droite.

PROPOSITION (6): Soient (C, C’) une a-catégorie pseudo {1}-divisible à
droite, I filtrant à droite et (Qi, ~ij)i,j~I un système inductif à valeurs dans
C’.
1. Sz E C, (~i) E MiN«Qi), Q), io E I ~ CPio E Homs (03A9io, Q).
2. Pour que (Q, (~i)) soit limite inductive de (Qi, Oij) par rapport à (C, C’),

il faut et il suffit que (Q, (~i)) soit limite inductive de (Qi, CPi) dans C’.

C’est évident, à partir des définitions, le théorème (1.6.3) et le

lemme 4. Q

L’exemple donné après le théorème 4.6 montre que la condition

imposée à I d’être filtrant à droite est essentielle.

COROLLAIRE (7) : Soit (C, CI) une a-catégorie à gauche et à droite, pseudo
{1}-divisible à droite. Soient (Qi, CPi) un système projectif strictement mono-
tone par rapport à (03C8ij)([1], déf. 1.23)(Q, (~i)) = lim (03A9i, Oij) et (Q’, ~’i) =
lim (Qi, 03C8ij). Il existe un morphisme unique 03C8 ~ Homs (Q’, Q), tel que

~j03C8~’i = t/Jij pour j ~ i.

En effet, on a ~’i~ Homs (Qi, Q), donc ~’i = t/Ji dans les notations
de [1], prop. 1.24, et 03C8 est unique. L’existence de 03C8 résulte du fait que
(03C8i) ~ MiN((03A9i), 03A9). D

DÉFINITION (8): Soient (C, C’) une a-catégorie à droite et (03A9i, Oij) et
(03A9’i, ~’ij) deux systèmes inductifs de base 1, à valeurs dans C. On appelle
système inductif d’applications de (Qi, Oij) dans (Qi, cpi) chaque famille
(fi) ~i Homs (03A9i, Q’), telle que cpij fi = fj~ij pour i ~ j.



328

LEMME (9): Soit (D, D’) une a-catégorie à droite complète. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.
1. (D, D’) est divisible à droite.
2. Pour chaque système inductif d’applications (fi)i~I d’un système inductif

(Qi, Oij) dans un système inductif (Q’, ~’ij), tout 03A9 E D et chaque famille
(0’) E 1 N((QD, Q), minimale en i = io, la famille (~’i,fi) est minimale en
i = i0.

3. Pour chaque paire de morphismes 03B41  il 1 il existe un morphisme
1  ~1, divisible à droite par rapport à ~1, tel que les relations ¿j2 q2,
¿j 2 X c 03B41, ~2~ c ~1 entraînent l’existence d’un morphisme 2 ~ ~2,
divisible à droite par rapport à q2 et vérifiant 2 ~ ce 1.

1  2 : Soient (0’) minimale en i = io et (~’ifi) non-minimale en i = io.
D’après la définition 3, il existe une famille invariante (03C8i)  (~’i,fi),
telle que 03C8i0  ~’i0fi0, et une famille (a J, telle que chaque ai soit le plus
grand morphisme vérifiant les relations ai c ~’i et ai f ~ 03C8i. La famille
(ai) est invariante, donc aio = ~’i0 et 03C8i0 ~ aio fia = fi,), ce qui est

absurde.

2 ~ 3 : Soient 03B4 1  ~’1 E Hom (03A9’1, Q), (03C8i)i~I1 la famille des 03C8~’1,
non-divisibles à droite par rapport à ~’1 et (03C8i)i~ 12 la famille des 03C8  ~’1,
divisibles par rapport à 0’, 1  Il U 12, I1 n 12 = ~. Supposons qu’il
existe, pour chaque i E 13 ce I2, un objet 03A9’i et des morphismes ~’1, i E Hom
(Q’, QD et ôi, ~’i ~ Hom (03A9’i, Q), tels que ¿ji ~ ~’i, 03B4i~’1,i ~ ¿j 1 , 0’o’, i C ~’1
et 03C8~’1, i 1: 03C8i pour chaque 03C8 c ~’i, divisible par rapport à ~’i. Evidem-
ment, il suffit qu’on ait I2 ~ I3. Soit donc, pour chaque i E I3 , (03C8j)i~Il la
famille des 03C8 ~ non-divisibles à droite par rapport à ~’i, ({ 11 u 1 1 U 12)
~ Ii = , Ii ~ Ij =  po ur i =1= j. Pour chaque i ~{1} u I3 et chaque
j E Ii, il existe un objet Qj et des morphismes ~’ij ~ Homs (03A9’i, Qj), ~’j ~ Hom
(03A9’j, 03A9), tels que  Soit I = {1} ~ I1 ~
13 U i~I3 Ii et posons i ~ 1 pour chaque i E I et j ~ i pour i~I3 et j E Ii.

Posons, pour chaque i~{1} u13 et j ~ Ii, 03A9j = 03A9i = 03A9’i, oij = f le
morphisme unité et fi = ~’ij, tandis que 0 lj  pour j ~ I3.
De cette façon, on obtient un système inductif d’applications (fi)i~I
d’un système inductif (Qi, Oij) dans un système inductif (03A9’i, ~’ij). La
famille (~’ifi) n’est pas minimale en i = 1, donc il existe une famille in-
variante (ai) c (0’), telle que 03B11 ~ ~’1. Comme ai 0’, i ce 03B11 pour i E Il,
le morphisme a 1 est divisible à droite par rapport à 0, donc ai = io
pour un indice io E 12 et 12 est non-vide. D’autre part, si io E 13, le même
raisonnement prouve la divisibilité à droite de aio par rapport à ~’i0,
tandis que 03B1i0~’1io 1: ai = i0, ce qui est absurde.
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3 ~ 1: Soient (~i)i~I et (03B4i)i~I deux familles invariantes par rapport à
(Qi, oij), (Ôi) C (~i), io E I et bio =1= ~io. Pour chaque j ~ io, il existe un mor-
phisme î/Íj c ~j, divisible à droite par rapport à Ij et tel que j~ioj c
î/Íio =1= ~i0. Si l’on pose j = hj pour j  io et t/Jj =  la famille
(t/J j) répond à toutes les conditions. D

En général, la vérification de la troisième relation sera plus simple
que celle de la définition.

COROLLAIRE (10): Soient (C, C’) une a-catégorie pseudodivisible à droite,
(03A9i, Oij) et (03A9’i, ~’ij) deux systèmes inductifs de base I, à valeurs dans (C, C’)
et (fi) un système inductif d’applications de (Qi, Oij) dans (03A9’i, ~’ij).
1. 03A9 ~ C, (~i) ~ MiN((03A9’i), 03A9) ~ (qi fi) c- MiN((03A9i), Q).
2. Soient (Q, (~i)) = lim(Qi, Oij) et (Q’, (~’i)) = lim(03A9’i, ~’ij). Il existe un

morphisme f E Homs (Q, 03A9’) et un seul, tel que O’fi = f Oi pour chaque i.

Démonstration évidente. D Le morphisme f est désigné par lim fi.
Nous laisserons de côté ici la question plus importante de l’existence

d’une telle limite, si la relation d’égalité dans la définition 8 est remplacée
par la relation c.

3. Objets finaux

Dans tout ce paragraphe, 03A9  Q, ~   désigne un foncteur fidèle à
droite d’une a-catégorie à droite (C, CI) dans une a-catégorie à droite
(D, D’).

DÉFINITION (1) : Soient (Qi)i E 1 une famille d’objets de C, ~D et
(~i) E ni Hom (Qi’ S2). On dit qu’un couple (Q, (~i)), où 03A9 E C et (oi) E ni
Hom (Qi, Q), est un objet final pour (03A9i) et (~i), associé à Q, si les relations
suivantes sont vérifiées:

(1) Q = S2 et i = i pour chaque i.

(2) Pour chaque 03A9’ ~ C et 9 E Homs (Q, ), tel que i E Hom (Qi, 03A9’)
pour tout i, il existe g E Hom (Q, 03A9’)(donc unique), tel que g = .

On dit que (Q, (oi» est un objet final strict si la relation (2) est vérifiée
pour chaque g E Hom (, ’).

PROPOSITION (2): Soient (Qi, ~ij)i,j~I un système inductif dans (C, C’),
Q E C, (oi) E Il Hom (Qi, 03A9) et (D, (i)) = lim (, ij). Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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1. (Q, (~i)) est un objet final pour (QJ et (i), associé à 03A9.
2. (Q, (CPi)) = lim (Qi, CPij), Û = D et (i) = ((fii).

Démonstration évidente. 0 On a cependant un résultat plus fort :

THÉORÈME (3) : Supposons que le foncteur 03A9  Q, 0 1-+ ¿p vérifie la relation
(2.3’) et que (Qi, Oij) soit un système inductif à valeurs dans C.Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
1. Il existe une limite inductive (Q, (~i)) de (Qi, Oij) dans (C, C’).
2. Il existe une limite inductive (D, ((fii)) de (ni, ¿Pi) dans (D, D’) et il existe

un objet final (Q, (~i)) pour (03A9i) et (i), associé à 03A9 (et alors (Q’, (~’i) =
lim(03A9i, ~ij) ~ (Û’, ()) = lim(i, ij)).

2 ~ 1: Proposition 2.
1 ~ 2: D’après la proposition 2, il suffit à vérifier que (03A9, (i)) =
lim(D,D (i, ij)· C’est une conséquence facile des définitions et du

lemme 2.1. 0
Sous les conditions du corollaire 2.10, on a maintenant (lim(C, C) fi)

= lim(D, D’) i.

DÉFINITION (4) : Soient Q, Qc- C et f ~ Homs (Q’, Q). On dit que (Q, f) est
un espace quotient de Q’, si f est un épimorphisme dans D et si (Q, f) est un
objet final pour 03A9’ et f . On dit que (Q, f) est un espace quotient strict si, en
outre, (Q, f) est un objet final strict. On dit que (Qi, fi)i~I est un système in-
ductif d’espaces quotients du système inductif (Q’, ~’ij), si chaque (Qi, fi) est
un espace quotient strict de Q’et si (fi) est un système inductif d’applications
de (Q, ~’ij) dans un système inductif (Qi, ~ij).

Les morphismes Oij de cette définition sont uniquement déterminés.
Le résultat suiva nt est analogue à la proposition 1.20 de [1] et se déduit

aisément du corollaire 2.10.

PROPOSITION (5) : Soit (Qi, fi) un système inductif d’espaces quotients de
(03A9’i, ~’ij). Supposons en outre que chaque épimorphisme de D’ soit un épi-
morphisme de D, que (D, D’) soit divisible et complète à droite et que
(03A9’, (~’i)) = lim (03A9’i, ~’ij), (03A9, (~i)) = lim (Qi, ~ij) et ( ij).
Alors, (lim 03A9i, lim fi) est un espace quotient de lim Q’.

4. Systèmes inductifs d’ensembles

La catégorie avec approximation complète (Ee, E f ), des ensembles et
des correspondances, est divisible à droite.
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En effet, supposons, d’après le lemme 2.9, 03B41  ~1, donc z ~ ~1(x)B03B41(x)
pour certains points x et z. Posons 03C81(y) = ~1(y) pour y ~ x et 03C81(x) =
11 1 (x)B {z}. Démontrons d’abord que 03C81 soit divisible à droite par rapport à
~1. Soient g une application et 0 une correspondance, telles que ~1 = og.
Posant 0’(p) = ~(p) si p ~ g(x), 0’(g(x» == 03C8(x), la correspondance 0 est
non-vide et l’on a 0’ c-- 0 et Ç’g c t/1. Soient maintenant b2 c 112, b2 X c b1
et ~2~ ~ ~1. Posons 03C82(p) = 112(P) si PO ~(x), 03C82(p) = ~2(p)B{z} Si P E X(X)-
Parce que  la correspondance 03C82 est non-vide, 03C82 c ~2
et 03C82~ ~ 03C81. Soient enfin f une application, ~2 = 03BEf,03BE’(q) = 03BE(q) si q  f ~(x)
et 03BE’(q) = 1(q))lzl si q ~ f ~(x). On a ç’(q) =1= , 03BE’ ~ 03BE et 03BE’f ~ 03C82, donc 03C82
est divisible à droite par rapport à ~2.

Etant riche à gauche, (Ec, E f) est aussi divisible à gauche. On écrira
souvent ~(x) = z au lieu de 0(x) = {z}.

LEMME (1) : Soient (Qi, ~ij)i,j~I un système inductif d’ensembles, QC-EC et
(~i) ~ IN((03A9i), Q). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. (~i) ~ MiN((03A9i), Q).
2. (~i) est un élément minimal de IN((Qi), Q).
3. Pour chaque i E I, x E Qi et z E 11i(X), il existe un indice j  i et un élément

y c- Oij x, tel que 11iY) = z.

3 ~ 1 =&#x3E; 2: C’est manifeste.

2 ~ 3: Soient i~I, x ~ 03A9i et ZE11i(X). Supposons qu’on ait ~j(y)B{z} ~ 
pour chaque j ~ i et y c- Oijx. Posons ijiY) = ~j(y)B{z} si j ~ i et y E Oijx,
ijiY) = ~j(y) si j 1;. i ou si y  ~ijx. On vérifie aisément les relations

(~j)j~I~IN((03A9j), 03A9) et (~j) fp (~j). D

EXEMPLE (2): Contrairement au cas des limites projectives, les limites
inductives n’existent pas toujours dans (Ec, E f). En effet, soient 7 = N,

1,···,2n} pour chaque n ~ N,

et 1Jnm = ~m-1, m~n,m-1 pour m &#x3E; n + 1. La famille (Qn, 1Jnm) est un système
inductif dans Ec. Supposons (Q, (~n)) = lim (Qn, 1Jnm) et z ~ ~0(1).

D’après le lemme 1, il existe n ~ 0 et i ~ 1 tels que ~n(i2-n) = z. Posons
~n(j·2-n) = j si j ~ i, ~n(i · 2-n) = {i, i+ 1 2}, ~n+1((2i-1)2-n-1) = i,

= ent [(j+1/2)]sij ~ 2j-1, 2i.
Ces deux morphismes se prolongent évidemment à une famille

(rim) e MiN((Qm), R), donc (tlm) = (g1Jm) pour une application g : 03A9 ~ R.
Cependant, la relation {i, 1 + 1 2} = ~n(i2-n) = g~n(i · 2-n) = g(z) est absurde.
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On va donner une condition nécessaire et suffisante pour l’existence et,
le cas échéant, la construction d’une limite inductive.

DEFINITION (3) : Soit (03A9i, ~ij)i,j~I un système inductif d’ensembles.
1. 0 est l’ensemble somme des 03A9i et pr est l’application canonique de
0 dans I.

2. R  x, y&#x3E; est la relation’x, y ~0 et i = pr (x), j = pr (y), k ~ j, p ~ ~ jk y ~
cPklP ~ ~il x ~ 0 pour un indice 1 ~ k, i.

3. Pour chaque i E I on désigne par Qi l’ensemble des points x E Qi, tels
que les relations j ~ i et p E 0 ij x entraînent R p, x).

4. Q est l’ensemble somme des Qi, 03A9 = ÛIR,  est l’application canonique
de Q sur Q et cPiX =  i, y ~ ~ij x, y~j} pour x~ 03A9i.

LEMME (4): Soient (Qi, ~ij)i,j~I un système inductif d’ensembles, 03A9’ un

ensemble et (03A9i) E MiN((Qi), Q’).
1. x E 03A9i, j ~ i, Y E ~ij x ~ Rx, y).
2. l ~ k, x~ 03A9j, y~03A9k, q E cPklY’ Rq, x) ~ Ry, x).
3. R est une relation d’équivalence dans Q (ce qui justifie la définition de Q)

et même :

x~, y~0, Rx, y&#x3E; ~ y~, x~0, Ry, x).
4. x ~ Qi, Y ~ 03A9j, alors Ry, x ~ ~i(x) = 03C8(x) c cPiY).
5. Pour chaque x ~ , y  1Jpr(y)(Y) est une application constante dans la classe

d’équivalence de x dans Q.
6. Si ~i x =1=  pour chaque i E I et x E Qi, (Q, (~i)) est une limite inductive de

(03A9i, 1 Oii).

1, 2 : C’est évident.
3, 4 : On vérifie aisément que R est réflexivé et transitive dans S2o . En vertu

de (2), il suffit à démontrer la relation x E i , y E 03A9j , R x, y, k ~ j, q ~ ~jk y ~
Rq, y) et Rq, x). De Rx, y, on déduit l’existence d’un indice 1 ~ i, k
et d’un point Z E ~il x n Ok, q. Cela prouve Rz, x), donc aussi Rz, y,
Rq, y) et Rq, x.

5 : Soient x E Qi, y E Qj, Rx, y) et zl , Z2 E ~j(y). En vertu du lemme 1 il
existe, pour s = 1, 2, ks ~ j et Ps E cP jksY’ tels que 1Jks(Ps) = Zs. D’après (3)
on a R p1, p2, donc {z1} ~ {z2} =1= 9 et z, = Z2 = 1Jiy). Une répétition du
raisonnement prouve l’assertion.

6 : Le lemme 1 et (4) montrent qu’on a (g~i) ~ MiN((03A9i), 03A9") pour tout
Q" E Ec etg E Homs (03A9,03A9").D’après(5),l’application g  (g~i)estsurjective;
d’après (4) elle est injective. 

L’assertion (5) de ce lemme admet une réciproque :
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LEMME (5) : Soient (03A9i, CPij)i. JEI un système inductif d’ensembles, io E I
et x E 03A9io. On a x ~ io, si card (~io(x)) = 1 pour chaque ensemble Q’et toute
famille (~i) E MiN((Qi), Q’).

En effet, supposons qu’on ait x ~ Qio, donc 1 Rq, x) pour un indice
j ~ io et un point q E_CPiojX. L’ensemble

possède évidemment les propriétés suivantes :

(1) yEA ~ 03A9k, l ~ k, z ~ ~kl y ~ z ~ A.
(2) Pour chaque y E Qk n C A, il existe l ~ k, j et z E Okl y n ojl q, donc z’ ~ A

pour tout l’ ~ 1 et z’ e ~ll’ z.

(3) x 0 A et il existe k ~ io et p E A n ~iok x.
Posons maintenant Ilk(Y) = {1} si y E 03A9k n A, YJk(Y) = 121 si z E 03A9l ~  A

pour tout l ~ ketz z ~ ~kl y, ~k(y) = {1,2} siy ~ 03A9k n C A et ze A pour un indice
l ~ k et un point z E Okl y. D’après (1), on a (~k) E IN((03A9k), {1,2}). D’après (1),
(2) et le lemme 1(3), on a même (~k)~MiN((03A9k), {1,2}), tandis que ~i0(x) =
{1, 2}. n

THÉORÈME (6): Soit (Qi, ~ij)i,j~I un système inductif d’ensembles. Pour que
ce système possède une limite inductive, il faut et il suffit que Oi x soit non-vide
pour chaque i ~ I et x ~ 03A9i. On a alors (03A9, (~i)) = lim (03A9i, ~ij), à un

isomorphisme près (définition 3).

La condition est suffisante en vertu du lemme 4(6). Soient, d’autre part,
(Q’, (0’» une limite inductive et 03A9" E Ec. Toute famille (qi) E MiN((Qi), Q")
est alors de la forme (g~’i), oùg E Homs (03A9’, Q"). La nécessité résulte donc des
lemmes 1(3) et 5 et de la définition 3. D

Soit (03A9i, ~ij)i, JEI un système inductif dans E f. Chaque ~i x est non-vide,
si I est muni de l’ordre trivial ou si I est filtrant à droite. D’après les pro-
positions 1.7 et 2.6, lim (Qi, Oij) est alors la limite inductive usuelle. Cepen-
dant dans l’exemple 7 = {a, b, c}, a ~ b, c, 03A9a = {x}, Qb = {y}, Qc = {z},
bjg Qi est isomorphe à {y, z}, tandis que la limite inductive usuelle est
isomorphe à {x}. Notre notion de limite inductive n’est donc pas une
extension pure et simple de la notion classique.
Remarquons, en relation avec la proposition 3.5, que les épimorphismes

stricts de Ec sont les épimorphismes de E f, donc les applications surjectives.
Chaque espace quotient (par rapport au foncteur identique) d’un ensemble
03A9’ est donc un espace quotient strict et est un couple (Q, f ), où f est une
application de 03A9’ sur Q. Soit (03A9’i, ~’ij) un système inductif. Pour qu’une famille
(Qi, fi) d’espaces quotients des Q’ soit un système inductif d’espaces quo-
tients de (03A9’i, ~’ij), il faut et il suffit qu’on ait fj~’ijf-1ifi = fj~’ij pour i ~ j.
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De cette relation, on peut déduire que lim 03A9i existe et est un espace quotient
de lim 03A9’i, pourvu que cette dernière limite existe (prop. 3.5, théor. 6).

Le corollaire 2.10 se complète comme suit :

PROPOSITION (7): Soient (fi) un système inductif d’applications du système
inductif (Qi, Oij) dans un système inductif(Q’, ~’ij), (Q, (~i)) = lim Oii),
(Q’, (0’» = lim (Q’, ~’ij) et f = lim h. Si chaque, fi est injective, f est injective.

En effet, supposons a, fi E 03A9 et f(a) = f(03B2). Il existe i, j ~ I, x E i et y E Qj
tels que a = Oix et fi = Ojy. En vertu du lemme 5, on a f x, fjy~’ et
~’ifix = f ~i x = fojy = ~’jfjy, donc Rfix, jjy). Puisque les fi sont
injectives, on a aussi Rx, y, donc a = 03B2. D

5. Applications

Déjà pour l’exemple standard (Ec, Ef) d’une a-catégorie à correspon-
dances, un système inductif est beaucoup moins maniable qu’un système
projectif. En effet, contrairement aux limites projectives, une limite induc-
tive n’existe pas toujours (ex. 4.2), tandis que les résultats des paragraphes 2
et 3 sont plus compliqués que les résultats analogues pour le cas projectif.

Dans [1], on a construit quelques exemples de limites projectives dans
des a-catégories à gauche, utilisant la version duale de la proposition 3.2 et
l’existence (triviale) d’objets initiaux. Pour les systèmes inductifs, aussi
l’existence d’un objet final est moins garantie, comme le montre l’exemple
suivant.

EXEMPLE ( 1 ) : Soit ET’ la catégorie des espaces topologiques (Q, 03B2) et des
applications continues, 13 désignant l’opérateur d’adhérence. Une corres-
pondance ~ d’un espace topologique dans un espace topologique est dite
continue si l’image réciproque ~-1(0) = {x : 9(x) n 0 ~ } est ouvert pour
chaque ouvert 0. Soit ET la catégorie des espaces topologiques et des cor-
respondances continues. On vérifie aisément que (ET, ET’) est une a-caté-
gorie à droite et que le foncteur (Q,fJ)  03A9, ~  ~ de (ET, ET’) dans (Ec, Ef)
est fidèle à droite et possède la propriété (2.3’). (ET, ET’) est donc pseudo-
divisible à droite et l’on peut appliquer le corollaire 2.10 et le théorème 3.3.

Soient maintenant I = N, 03A9i = {0, ···, il, ~ij(k) = k pour k  i, ~ij(j) =
{i, i + 1, ···, jl pour i  j et fli la topologie sur Qi déterminée par les données
(k)fl’ = {k}pourk  iet{i}03B2l = {0,i}.Lalimiteinductivedecesystèmedans
(Ec, Ef) existe: lim (03A9i, ~ij) (N, (~i)), où ~i(k) = k pour k  i et ~i(i) =
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{i, i+1, ···}. L’existence d’une limite inductive dans (ET, ET’) entraîne
l’existence d’une topologie 13 sur N, qui est la plus fine de tdutes les topologies
rendant continues les ~i. Il existe une telle topologie avec l’ensemble des
entiers pairs comme seul ensemble ouvert non-trivial. Il existe aussi une
telle topologie avec l’ensemble {0, 1, 3, ···} comme seul ensemble ouvert
non-trivial. Par conséquent, {0} est un ensemble ouvert pour fi, tandis que
{0} n’est pas ouvert dans les S2i, ce qui est absurde. On a cependant le résultat
positif suivant :

LEMME (2): Soit (Qi, pi, ~ij) un système inductif dans (ET, ET’). Pour
qu’il existe une limite inductive (Q, f3, (~i)), il faut et il suffit qu’il existe une
limite inductive (Q, (~i)) dans (Ec, E f ) du système (03A9i, gi i) et que l’ensemble
des parties A de Q, telles que ~-1i(A) soit ouverte dans (Qi, f3i) pour chaque i,
soit stable pour intersections finies.

D’après le théorème 3.3 il suffit à prouver que la deuxième condition soit
équivalente à l’existence d’une topologie finale pour (03A9i, Pi) et (~i), associée
à S2, où (Q, (~i)) = limCEC, Ef)(03A9i, ~ij). Si la condition est satisfaite, elle définit
une topologie f3 sur Q pour laquelle chaque gi est continue. Soit g : (Q, fi) ~
(Q’, fi’) une application telle que chaque gig soit continue, soit 0 ouvert
dans (Q’, 03B2’) et soit i E I. On a ~-1i(g-1(0)) = (g~i)-1(0), donc g-1(0) est
ouvert dans (Q, fl) et fi est la topologie finale. Réciproquement, supposons
que y soit une topologie finale sur 03A9 et soit A une partie de 03A9 telle que chaque
~-1i(A) soit une partie ouverte de 03A9i. Soit 03B4 la topologie sur 03A9 dont les parties
ouvertes sont 9, 03A9 et A. Chaque gi : (03A9i, pi) ~ (Q, Ô) est continue, donc l’ap-
plication identique (Q, y) - (Q, ô) est continue et y est plus fine que 03B4. D’autre
part, y est nécessairement moins fine que la borne supérieure des topologies
Ô. D

Dans [1] nous avons donné une interprétation heuristique des systèmes
projectifs dans une a-catégorie comme des procédés d’approximation
numérique. En raison du lemme4.1, un système inductif dans une a-catégorie
qui ressemble assez à (Ec, E f) ne peut décrire qu’un procédé numérique,
ayant un certain caractère fini. En effet, chaque point de la limite Q est déjà
l’image entière d’un point dans un des 03A9i.

EXEMPLE (3): Soient I = NB{0, 11 et 03A9i = I pour tout i ~ I. Posons

~i,i+1(n) = ~i-1,i(n) si n  i, soit ~i,i+1(n) l’ensemble des diviseurs de n
dans ~2, i([2, i-1]) si n = i et si cet ensemble est non vide, ~i,i+1(n) = n
dans les autres cas, ~i,i l’application identique et ~ij = ~i+1,j~i,i+1 si

j &#x3E; i + 1. On prouve aisément que la limite inductive (Q, (~i)) de ce
système existe, que 03A9 est l’ensemble des nombres naturels premiers et que
gi(n) est l’ensemble des diviseurs premiers de n.
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Donnons enfin un exemple - de meilleur augure - d’un système inductif
dans une a-catégorie dans laquelle les morphismes ne sont pas des cor-
respondances.

EXEMPLE (4): Soit C la catégorie dont les objets Q sont des ensembles de
fonctions continues réelles sur [-1, +1]. Un morphisme f : Q - Q’ est
une application de 03A9 dans Q’, telle que f(x) ~ x pour chaque x ~ Q. Posons
f ~ g si f(x) ~ g(x) pour tout x ~ S2. Convenons que Homs (Q, Q’) ne
contient que l’injection canonique si 03A9 c Q’ et est vide dans les autres cas.
Le couple (C, C’) est une a-catégorie à droite.

Soient maintenant y E C([-1, 1]), 0 + |y| ~ 1, 1 = N et soit chaque Qi
l’ensemble des fonctions x ~ C([-1, 1]), telles que  Iyl et x(t) ~ -1.
Posons

fi, + 1(X) X +i(y2 - X2) = IYI + (x - |y|)(1-1 2|y|-1 2x).

On a x ~ fi,i+1(x) ~ |fi,i+1(x)|  lyl. De cette façon, on obtient un système
inductif dans C, dont la limite inductive dans (C, C’) est le couple ({|y|},
(fi)), fi(x) = Iyl. En effet, on a t(x) = fj tix) pour i ~ j, donc (fi) ~ IN(||y|}).
Soient h un morphisme strict et (gi) E IN(03A9’), tels que (gi) c (hfi). On a
lyl gi(x) ~ gjfij(x) ~ fij(x) pour tout x et j ~ i. Parce que limj~~ fij(x) =
lyl dans la topologie uniforme, on a aussi gi(x) ~ lyl. Par conséquent,
(h fi) ~ MIN(03A9’). Réciproquement, soit (gi) ~ MIN(03A9’). De nouveau, on a
gi(x) ~ lyl, donc (h f ) c (gi) et (hh) = (gi), ce qui achève la démonstration.
Pour x = 0 et y(t) = t, la suite (f0J(x)) est l’approximation polynomiale
récurrente bien connue de la fonction Iyl.
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