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LIMITES PROJECTIVES ET APPROXIMATION
LIMITES INDUCTIVES

E. M. J. Bertin

Sommaire

Faisant suite & [1], on définit les limites inductives dans une catégorie
avec approximation. Un théoréme d’existence est donné pour la catégorie
des correspondances.

1. Limites inductives

Rappelons ([ 1], déf. 1.1) qu’une catégorie ordonnée est une catégorie C
telle que chaque ensemble Hom (Q;, Q,), Q,, 2, C, soit un ensemble
ordonné par rapport a une relation <, telle que

A 52050, 50, pcy=dneynet 1pc ¥

Apres une légére modification de vocabulaire, la définition 1.2 de [1]
se compléte comme suit:

DEFINITION (1): Soit C une catégorie ordonnée et soit C’ une sous-
catégorie de C, avec les mémes objets, dont les morphismes sont appelés
morphismes stricts (notation fe Homs (!, ?)). On dit que le couple (C, C)
est une a-catégorie d gauche (a droite) si 'axiome suivant est vérifié:

(A3) Pour que ge Hom (Q,, ;) soit un morphisme strict, il faut et il
suffit que g f (fg) soit un élément minimal de Hom(Q,, Q3) (de Hom
(Q,, 2,)) pour chaque Q, € C et f eHoms(Q,, 2,) (f e Homs(2;, Q,)).

Désormais, une a-catégorie sera une a-catégorie a droite et a gauche.

Souvent, les morphismes stricts sont les morphismes minimaux pour la
relation <. L’exemple (Ec, E f) de [ 1] des catégories des ensembles avec
les correspondances non vides comme morphismes et les applications
comme morphismes stricts est une a-catégorie compléte.
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324 E. M. J. Bertin [2]

DEFINITION (2): Soient I un ensemble non vide préordonné, I la caté-
gorie associée a I et C une catégorie ordonnée. Un systéme inductif, de
base I & valeurs dans C, est un a-foncteur covariant % de I dans C. On
dit que le systéme est conservatif si &# est un foncteur covariant. On
écrira souvent £;, e; (élément unité), ¢;; et (i, ¢ij)i jer au lieu de F(i),
F(i, 1), (i, j) et F. D’apres la définition 1.4 de [1], on a donc ¢ ;= Py
pour i < j <k, avec égalité dans le cas conservatif.

Si % est un a-foncteur covariant (contravariant) isotone de C dans une
catégorie ordonnée D, ¥ est un systéme inductif (projectif, [ 1] déf. 1.5),
de base I, a valeurs dans D. Un systéme inductif d ensembles est un systéme
inductif a valeurs dans Ec.

La notion usuelle de cocompatibilité ([2], p. 46) se généralise comme
suit:

DEFINITION (3): Soint (£;, ¢;;) un systéme inductif de base I a valeurs
dans une catégorie ordonnée C et soit Qe C. On désigne par IN((Q)), Q)
(ou par IN(£2)) 'ensemble des familles invariantes a droite (¢;), ou (¢;) e[ |;
Hom (Q;, Q) et

(1) i £ j= ¢;¢;; = ¢; pour chaque i, je I

L’ensemble IN((2;), Q) est muni de I'ordre induit par I'ordre produit de
[]: Hom (2;, Q).

A partir d’ici, on pourrait introduire la notion de limite inductive dans
une catégorie ordonnée. Cependant, nous nous bornerons aux limites
inductives dans une a-catégorie a droite:

DEFINITION (4): Soit (C, C') une a-catégorie a droite et soit ($2;, ¢;;)
un systéme inductif de base I a valeurs dans C. Pour chaque Qe C
on désigne par MiN ((2;), Q)(ou par MiN () 'ensemble des familles
(1:)ic1 € IN(Q), telles que (gn;) soit un élément minimal de IN(Q') pour
chaque Q'eC et ge Homs (2, Q).

On dit qu’un couple (2, (¢;)), ou Qe C et (¢;);c; € IN(Q), est une limite
inductive de (2;, ¢,;), par rapport a (C, C'), 'il vérifie la relation

(P1%*): Pour chaque Q' e C, application g -~ (g¢;) est une bijection de
Homs (2, Q') sur MiN (2').

Si < est la relation d’égalité et C = C’, (, (¢;)) est la limite inductive
de (€;, ¢;;) dans le sens usuel. En vertu de (P1*), on a (¢;)€ MiN (Q). Par
dualité, on obtient de [1] les résultats suivants:

PROPOSITION (5): Soient (C, C') une a-catégorie a droite, (Q;, ¢;;) un
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systéme inductif a valeurs dans C, (2, (¢;)) une limite inductive de (Q;, ¢;;)
par rapport a (C, C), Q' €C et (¢pj)e|[;Hom (Q;, Q). Pour que (2, (§7)
soit une limite inductive de ($;, ¢;;) par rapport a (C, C'), il faut et il suffit
qu'il existe un isomorphisme fe Homs (2, Q) de C, tel que ¢; = f¢; pour
chaque i. Lisomorphisme f est alors uniquement déterminé.

On écrira donc (©, (¢y)) = lim (2;, ¢;;) ou Q = lim Q.

TuEOREME (6): Soient (C, C') une a-catégorie a droite, (Q;, dy);. joy un
systéme inductif a valeurs dans C et J une partie cofinale de I. Supposons
en outre que C soit complet ou que C soit a-complet et que I posséde une
partie cofinale dénombrable ([1], déf. 1.1). Alors:

1. QeC, )eMINQ), iel=n=0{nd;:j=i jel}.
2. Lexistence de (Q, (¢:)icr) = im (€;, ¢;)); jer est équivalente a celle de

L (Q;, ¢ij)i,jes et alors (2, (Piics) = M (i, Gij)i,jes- 3
3. Si I est filtrant a droite et si (Q;, ¢;;) est conservatif, alors Q' eC,i £ j,

(n)e MiN(Q)=n; = n;¢;;.

4. Si I est filtrant a droite, Q; = Q et si ¢;; est le morphisme unité pour

chaque i et j, alors Q = lim Q;.

PROPOSITION (7): Soit I muni de lordre trivial. Les limites inductives
par rapport a (C, C') sont les sommes dans C'. En particulier, chaque ¢;
est un morphisme strict.

2. Divisibilité

La machinérie suivante sert surtout a réduire, pour certains cas, I'étude
des limites inductives a celle des limites inductives d’ensembles.
Soient (C, C') et (D, D'ydeux a-catégories a droite. Conformément
a [1] déf. 1.14, un foncteur fidéle a droite de (C, C') dans (D, D) sera un
foncteur covariant isotone Q - Q, ¢ - ¢ de C dans D, tel que
(1) geHoms (2,, 2,)= geHoms (Q,, Q,)
@ éch=dcy o
(3) (m) e Min((€2), Q)= () € MiN((£2:), )

On déduit aisément:

LeMME (1): Soit Q- Q, ¢+~ @ un foncteur covariant isotone de (C, C')
dans (D, D'), vérifiant les propriétés (1) et (2).
1. ¢ = Y= ¢ =, pour chaque @, y € Hom (Q{, Q,).
2. §eHoms(Q,, Q,)= geHoms(Q,, Q,) pour chaque g Hom (Q,, Q,).
3. (1)e MiN((Q)), Q)= (1) € MiN(Q,), Q).
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4. Pour que le foncteur posséde la propriété (3) de la définition, il suffit
quon ait:
(3') Pour chaque Q€D il existe QeC tel que Q = Q et tel que Hom
(2, Q) = Hom (2, Q)" pour tout Q' eC.

La richesse a gauche ([1], déf. 1.15) d’une a-catégorie a gauche com-
pléte (D, D’) est une propriété suffisante pour que la limite dans (D, D)
d’un systéme projectif filtrant dans D’ est aussi la limite dans D', ainsi
que pour l'existence de la limite d’'un systéme projectif d’applications.
Cependant:

(Ec, Ef) est une a-catégorie riche a gauche, mais non-riche a droite.
En effet, soient Q; = Q5 = {0,1},Q, = {0}, g(0) = ¢g(1) = 0, (0) = {0, 1},
Y0)=0 et Yy(1)=1. On a ¥ = ¢g, mais il n’existe aucun ¢'€ Hom
(Q2,, Q23) tel que ¢’ < ¢ et ¢'g < . Pour obtenir des résultats pour le
cas inductif, analogues a ceux de [1], on a donc besoin de notions plus
faibles.

DEFINITION (2): Soient (D, D) une a-catégorie a droite, Q,, 2;€ D et
¥ < neHom (2, Q3). On dit que y est divisible a droite par rapport a
n sil'on a la propriété suivante:
(4) Q,eD, geHoms(Q,, Q,), pecHom (Q,, Q;), g =n=31¢'€e Hom
(Qy, Q3), ' = ¢, g =Y.

Siy <’ = n et iy est divisible a droite par rapport a #, alors ¥’ est
disible a droite par rapport a #.

Soit (€;, ¢:j):, jer un systéme inductif & valeurs dans D. On dit qu’une
famille (¢,);c ;€ IN((2:), Q), Q€ D, est minimale en i = iy si ¢;, = n;, pour
chaque famille invariante {(i;) = (¢;).

DEFINITION (3): Soient (D, D) une a-catégorie a droite et I un ensemble
non vide préordonné. On dit que (D, D') est I-divisible a droite ’il existe,
pour chaque systeme inductif (2;, ¢;,);, jo; et Q€ D, chaque ig € I et chaque
famille (1,);. r € IN((22;), Q), non-minimale en i = iy, une famille invariante
(W) < (), telle que ¥, # n;, et telle que chaque ¥; soit divisible a droite
par rapport & #;. On dit que (D, D’) est divisible a droite si (D, D’) est
I-divisible a droite pour tout I.

LemME (4): Soit (D, D') une a-catégorie a droite compléte. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:
(5) (D, D) est {1}-divisible a droite.
(6) Pour tout systéme inductif (Q;, ¢;;) dans D', Qe D, iy € I et chaque famille
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() e IN((2;), ), minimale en i =iy et telle que ¢;, = ¢;P;,; pour
io < j, le morphisme ¢;, est minimal.

(5)=>(6): Calquer une partie de la démonstration de [1], prop. 1.16.

(6) = (5): Soient ¢, : Q; — Q un morphisme non-minimal de D, (/;);c,,
1¢1,,1a famille desy % ¢1,non-divisibles par rapporta ¢, et I = I, U{1}.
Posons 1 < i pour chaque iel,. Soient, pour chaque iel,, g;€ Homs
(2, ) et p;eHom (Q;, Q), tels que ¢y = P;g; et ¢ = ;= P'g; ¢ Y.
On obtient un systéme inductif (2;, g;) dans D’ tel que ¢, = ¢;g; pour
iel,. Daprés (6), la famille (¢;) est non-minimale en i = 1. Il existe donc
une famille (¢]) = (¢;), telle que ¢} ; ¢, et ¢jg; = ¢;. Le morphisme
¢’ est divisible par rapport a ¢;. O

DEFINITION (5): Une a-catégorie & droite (C, C') est dite pseudo (I-)divi-
sible a droite, s’il existe un foncteur fidéle a droite de (C, C') dans une
a-catégorie complete et (I-) divisible a droite.

PROPOSITION (6): Soient (C, C') une a-catégorie pseudo {1}-divisible a
droite, 1 filtrant a droite et (€;, ¢y));, jc1 un systéme inductif a valeurs dans
C.

1. Qe C_, (¢l) € MlN((Ql), Q), io el= (I)io e Homs (Qig 5 Q) o
2. Pour que (R, (¢,)) soit limite inductive de (2;, ¢;;) par rapport a (QC/),
il faut et il suffit que (R, (¢y)) soit limite inductive de (Q;, ¢;;) dans C'.

Cest évident, a partir des définitions, le théoréme (1.6.3) et le
lemme 4. O

L’exemple donné apres le théoréme 4.6 montre que la condition
imposée a I d’étre filtrant a droite est essentielle.

COROLLAIRE (7): Soit (C, C') une a-catégorie a gauche et d droite, pseudo
{1}-divisible a droite. Soient (;, ¢;;) un systéme projectif strictement mono-
tone par rapport a (Y;)([1], déf. 1.23)(Q, (¢)) = im (Q;, ¢;)) et (2, ¢)) =
lim (€;, ;). Il existe un morphisme unique Y€ Homs (2, Q), tel que
¥ d; = Y;; pour j = i.

En effet, on a Yy¢;e Homs(Q;, Q), donc y¢; = y; dans les notations
de [1], prop. 1.24, et ¥ est unique. L'existence de y résulte du fait que
W)eMIN(2),2). O

DEFINITION (8): Soient (C, C’) une a-catégorie & droite et (Q;, ¢;;) et
(Qi, ¢i;) deux systémes inductifs de base I, a valeurs dans C. On appelle
systéme inductif d applications de (Q;, ¢;;) dans (€}, ¢;;) chaque famille
(f)e] |: Homs (Q;, ), telle que ¢;; /; = f,¢;; pour i < j.
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LeMME (9): Soit (D, D') une a-catégorie a droite compléte. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. (D, D') est divisible a droite.

2. Pour chaque systéme inductif d applications (f});c; d'un systéme inductif
(Q:, ¢j) dans un systéme inductif (Q;, ¢i;), tout Q€D et chaque famille
(e IN((R), Q), minimale en i = iy, la famille (¢; ) est minimale en
i=ig.

3. Pour chaque paire de morphismes 9, % N, il existe un morphisme
/A % 11, divisible a droite par rapport a iy, tel que les relations 6, < 35,
0,4 < 01, N2x =¥, entrainent Pexistence d'un morphisme Y, < y,,
divisible a droite par rapport a n, et vérifiant Y,y < ;.

1=>2: Soient (¢;) minimale en i = i, et (¢; f;) non-minimale en i = i,.
Draprés la définition 3, il existe une famille invariante (;) Z (¢; f),
telle que ¥, % &y fi,» €t une famille («;), telle que chaque o; soit le plus
grand morphisme vérifiant les relations o; < ¢; et «; f; < ;. La famille
(o) est invariante, donc a;, = ¢;, et Y, > oy i, = @i, fi;, ce qui est
absurde.

2=>3: Soient 0, % ¢1eHom(Q, Q), (V:)icr, la famille des ¢ % b,
non-divisibles a droite par rapport a ¢} et (,);.1, la famille des ;E o1,
divisibles par rapport a ¢, 1 ¢ I, Ul,, I, nI, = ¢. Supposons qu’il
existe, pour chaque ieI; < I,, un objet €; et des morphismes ¢} ;€ Hom
(Q1, Q) et 6;, ;e Hom (2, Q), tels que 6; = @i, 6; 41, = 01, ¢id1,i = P
et Y1 ; & Y, pour chaque ¥ < ¢}, divisible par rapport a ¢;. Evidem-
ment, il suffit qu'on ait I, # I5. Soit donc, pour chaque i€ I, (f));cs, la
famille des ¥ = ¢}, non-divisibles a droite par rapporta ¢;, ({1} U I; U I,)
NnI;=0, I, nI;=0 pour i+ j. Pour chaque ie{i} ul; et chaque
jel;, il existe un objet £ et des morphismes ¢;;€ Homs (2;, /), ;€ Hom
(), Q), tels que ¢;¢;; = piet P'di; E Y;si P < @ Soit I = {1}l U
Iy u U,—E,Ji et posons i = 1 pour chaque ielet j = ipourielset jel;.

Posons, pour chaque ie{l}ul; et jel;, Q;=Q;=Q;, ¢i;j= f; le
morphisme unité et f; = ¢j;, tandis que ¢,; = ¢'; = ¢1; pour jels.
De cette fagon, on obtient un systéme inductif d’applications (f});<;
d’un systéme inductif (2;, ¢;;) dans un systéme inductif (2;, ¢;;). La
famille (¢; f;) n’est pas minimale en i = 1, donc il existe une famille in-
variante (o;) < (¢;), telle que a; # ¢). Comme o;¢) ; = oy pour iely,
le morphisme o, est divisible & droite par rapport a ¢, donc a; = y;,
pour un indice ip €1, et I, est non-vide. D’autre part, si ige 5, le méme
raisonnement prouve la divisibilité a droite de «;, par rapport a ¢j,,
tandis que o;, ¢, & o0y = ¥y, ce qui est absurde.
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3= 1: Soient (n;);cr et (0;);c; deux familles invariantes par rapport &
(Q;, ¢4j), (6:) = (1), io €1 et J;, # n;,. Pour chaque j = iy, il existe un mor-
phisme % < 1;, divisible a droite par rapport a #; et tel que J}jqﬁioj <
Wi, # ;.- SiTon pose §/; = n; pour j £ iy et Y; = | )iV, 5, la famille
() répond a toutes les conditions. O

En général, la vérification de la troisi¢éme relation sera plus simple
que celle de la définition.

COROLLAIRE (10): Soient (C, C') une a-catégorie pseudodivisible a droite,
(Qi, dyj) et (24, ¢};) deux systémes inductifs de base I, a valeurs dans (C, C)
et (f;) un systéme inductif & applications de (Q;, ¢;;) dans (€, ¢;)).

1. QeC, (n)e MiN(Q), Q)= (n: fiye MIN(), Q).
2. Soient (2, (¢y)) = im (2;, ¢;) et (2, (@) = lim (Q}, ¢7)). 11 existe un
morphisme fe Homs (Q, Q') et un seul, tel que ¢; f; = f ¢; pour chaque i.

Deémonstration évidente. [J Le morphisme f est désigné par lim f;.

Nous laisserons de c6té ici la question plus importante de I'existence
d’une telle limite, si la relation d’égalité dans la définition 8 est remplacée
par la relation .

3. Objets finaux

Dans tout ce paragraphe, Q- Q, ¢ - ¢ désigne un foncteur fidéle a
droite d’une a-catégorie a droite (C, C’) dans une a-catégorie a droite
(D, D).

DEFINITION (1): Soient (2;);.; une famille d’objets de C, QeD et
()€l ]; Hom (Q;, Q). On dit qu'un couple (2, (¢), ou Qe C et (p)e[];
Hom (Q;, Q), est un objet final pour (2;) et (¢;), associé a @, si les relations
suivantes sont vérifices:

(1) @ = O et ¢, = ¢, pour chaque i.
(2) Pour chaque Q@ eC et je Homs(Q, ), tel que jp;e Hom (Q;, )"
pour tout i, il existe g€ Hom (©, Q')(donc unique), tel que § = 4.

On dit que (£, (¢;)) est un objet final strict si la relation (2) est vérifiée
pour chaque §e Hom (Q, ).

PROPOSITION (2): Soient (Q:, ¢;))i. jer un systéme inductif dans (C, ),
QeC, (dy)e 1—[ Hom (Q;, Q) et (O, (§)) = H_H}(D,D')(Qi» $ij)- Les propriétés
suivantes sont équivalentes:
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1. (2, (¢,)) est un objet final pour £Q,~) et (¢;), associé a Q.
2. (9, (¢) = lim (i, ¢3), Q=0Qet (¢) = ().

Démonstration évidente. [] On a cependant un résultat plus fort:

THEOREME (3): Supposons que le foncteur Q - Q, ¢ v ¢ vérifie la relation
(2.3') et que (2, ¢;;) soit un systéme inductif d valeurs dans C.Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

1. Il existe une limite inductive (Q, (¢,)) de (Q;, ¢;;) dans (C, C).

2. Il existe une limite inductive (@, (¢;)) de (Q;, $; ;) dans (D, D') et il existe
un objet final (Q, (¢;)) pour (2,) et (¢;), associé a Q (et alors (2, (¢}) =
liLT;l(Qia ¢ij) = (Q', ((;5})) = li_H}(Qi» é;ij))-

2=>1: Proposition 2.
1=2: Daprés la proposition 2, il suffit a vérifier que (@, ($) =
limp, 5 (Q, (ﬁij). Cest une conséquence facile des définitions et du
lemme 2.1. O

Sous les conditions du corollaire 2.10, on a maintenant (lim e, ¢ f;)~

= H_n}(D,F)ﬁ-

DEFINITION (4): Soient Q, ' e Cet fe Homs (€2, 2). On dit que (€, f)est
un espace quotient de €',si T est un épimorphisme dans D et si (@, f) est un
objet final pour Q' et 7. On dit que (2, /) est un espace quotient strict si, en
outre, (€2, f)est un objet final strict. On dit que (Q;, f);; €St un systéme in-
ductif d espaces quotients du systéme inductif (€2;, ¢;;), si chaque (£2;, f;) est
un espace quotient strict de Q; et si( f;) est un systéme inductifd’applications
de (Qi, ¢i;) dans un systéme inductif (2;, ¢;)).

Les morphismes ¢;; de cette définition sont uniquement déterminés.

Le résultat suivant est analogue a la proposition 1.20 de [ 1] et se déduit
aisément du corollaire 2.10.

PROPOSITION (5): Soit (2;, f;) un systéeme inductif d espaces quotients de
(Qi, ¢';j). Supposons en outre que chaque épimorphisme de D’ soit un épi-
morphisme de D, que (D, D') soit divisible et compléte a droite et que
(. (¢9) = lim (24§ (2, (69) = Lim (2. ;) et (D) = limp, 1 (s ).
Alors, (lim ©;, lim f;) est un espace quotient de lim Q;.

4. Systémes inductifs d’ensembles

La catégorie avec approximation compléte (Ec, E f), des ensembles et
des correspondances, est divisible a droite.
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En effet, supposons, d’aprés le lemme 2.9,5, S 5y, donc zen;(x)\0,(x)
pour certains points x et z. Posons y(y) = #,(y) pour y # x et Y (x) =
11(x)\{z}. Démontrons d’abord que ¥, soit divisible a droite par rapport a
1, - Soient g une application et ¢ une correspondance, telles que 17; = ¢g.
Posant ¢'(p) = ¢(p) si p # g(x), ¢'(g(x)) = ¥(x), la correspondance ¢ est
non-videetl'ona ¢’ = ¢ et ¢'g < . Soient maintenant é, < 1,,0,x < 0,
et 727 < N1 Posons ¥,(p) = 72(p) si p¢ x(x), Ya(p) = n2(p)\{z} si pex(x).
Parce que z¢ d,(x)> 0, x(x), la correspondance y/, est non-vide, ¥/, < 4,
ety, x < ¥, .Soientenfin f uneapplication,n, = £ f,&'(q) = &(q)siq ¢ fx(x)
et &q) = &(q)\{z} siqe f1(x). Ona &(q) £ 0, & = Eet & f < 5, donc v,
est divisible a droite par rapporta #,.

Etant riche a gauche, (Ec, Ef) est aussi divisible a gauche. On écrira
souvent ¢(x) = z au lieu de ¢(x) = {z}.

LEMME (1): Soient (;, ¢;;);, j 1 un systéme inductif & ensembles, Q€ Ecet
(7)€ IN(()), Q). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
L. ()€ MiN((22:), €).
2. (n;) est un élément minimal de IN((2;), Q).
3. Pour chaqueicl, x € Q; et zen(x), il existe un indice j = i et un élément
yegi;x, tel que n{y) = z.

3= 1= 2: Cest manifeste. '

2=3: Soient iel, xe Q; et zen,(x). Supposons quon ait n,(y)\{z} # ¢
pour chaque j = i et ye¢;;x. Posons ij,(y) = n(y)\{z} si j = iet yed;x,
fiiy)=mniy) si jZi ou si yé¢;;x. On vérific aisément les relations
(1)jer€ IN((2)), Q) et (7)) Z (1;)- [

ExempLE (2): Contrairement au cas des limites projectives, les limites
inductives n’existent pas toujours dans (Ec, E f). En effet, soient I = N,
Q,={i-27":i=1,---,2"} pour chaque neN,

e (i°277) = {(2i— 12777 1,2i- 27771}

et Gum = Pm—1,mPn,m—1 pourm > n+1.Lafamille(Q,, ¢,,) est un systéme
inductif dans Ec. Supposons (2, (¢,)) = lim (2., P.m) €t z€ Po(1).
D’apres le lemme 1, il existen = 0 eti = 1 tels que ¢,(i27") = z. Posons
Mj-27"=j si j#Fi, nfi-27") = {ia i+%}» M+ 1((2i = 1)2_n_1) =1,
Mns 1202777 ) = i+d 0,0q0(j 27" Y =ent [(+1/2)] sij # 2i-1, 20,
Ces deux morphismes se prolongent évidemment a une famille
(n,) € MiIN((2,,), R), donc (1,,) = (¢9¢,,) pour une application g : Q@ > R.
Cependant, larelation {i, i+3} =n,(i2™") = gd,(i- 27") = g(z) estabsurde.
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On va donner une condition nécessaire et suffisante pour I'existence et,
le cas échéant, la construction d’une limite inductive.

DEFINITION (3): Soit (Q;, ¢;);, j un systéme inductif d’ensembles.

1. Q, est I'ensemble somme des Q; et pr est lapplication canonique de
Q, dans I.

2. R{x, y)estlarelation‘x, ye Qqeti = pr(x),j = pr(y).k = j,pedpy=
Gup N Pyx + O pour un indice [ =k, i

3. Pour chaque i€ on désigne par Q; 'ensemble des points x € Q;, tels
que les relations j = iet pe ¢;;x entrainent R{p, x).

4. Qestl'ensemble somme des Q;, @ = Q/R, Y est Papplication canonique
de Qsur Qet px = {Yy:j=1i, yEP;X, yer} pour xe ;.

LEMME (4): Soient (Q;, ¢ij)i jer un systéme inductif densembles, Q' un

ensemble et (Q;)e MiN((©,), ).

1. xeQ;, j2i, yed;;x=R{x, y).

2. 1 2k, xeQj, yey, qe puy, R(q, x) = Ry, x).

3. R est une relation & équivalence dans Q (ce qui justifie 1a définition de Q)
et méme:
xeQ, yef)o, R{x, y>©yef2, xeQqy, R{y, x>.

4. xeQ, y€Q;, alors R(y, x) < ¢{x) = Y(x) = d{y).

5. Pour chaquexeQ,y - Nprp(V) est une application constante dans la classe
déquivalence de x dans Q.

6. Si¢;x #+ 0 pour chaque i€l et x € Q;, (2, (¢p;)) est une limite inductive de

(O

1, 2: C’est évident.

3,4:On vérifie aisément que R est réflexivé et transitive dans Q. En vertu
de(2),ilsuffitadémontrerlarelationxe Q;,y e Q;,R{x,y0,k Z j,qe pjy=
R{q, y) et R{q, x). De R{x, y), on déduit I'existence d’un indice [ = i, k
et d’'un point z€ ¢, x N ¢y q. Cela prouve R{z, x), donc aussi R{z, y,
R<q, y> et R(q, x).

5: Soient xe Q;, ye Q;, R{x, y) et z, 2, €n(y). En vertu du lemme 1 il
existe, pour s = 1, 2, k; = j et p;e ¢y, ¥, tels que 1, (ps) = z,. D’apreés (3)
onaR{p,,p;),donc{z;} n{z,} # Petz; = z, = n{y). Une répétition du
raisonnement prouve I'assertion.

6: Le lemme 1 et (4) montrent qu’on a (g¢;) € MiN((22;), Q") pour tout
Q" e Ecetge Homs (Q,Q").D’aprés(5),'applicationg — (g¢;)est surjective;
d’aprés (4) elle est injective. O

L’assertion (5) de ce lemme admet une réciproque:
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LeMME (5): Soient (Q;, ¢i);i jer un systéme inductif d ensembles, ipel
etxe;, .Onaxe Qio, si card (1;,(x)) = 1 pour chaque ensemble Q' et toute
famille (n;)e MiN((£2;), £).

En effet, supposons qu’on ait x ¢ Qio, donc 71 R{q, x> pour un indice
j = iy et un point g€ ¢;,;x. L’ensemble
A=1{yeQo:k=pry), |2k j=duynduqg=0}

posséde évidemment les propriétés suivantes:

(1) yeAn @, 1=k, zepyy=z€A.

(2) PourchaqueyeQ, n(j4,ilexistel = k, jetzepyyy N p;q,doncz' ¢ A
pour tout '’ = let z' € ¢y z.

(3) x¢ Aetilexistek Z iget pe A N P x.

Posons maintenant #,(y) = {1} si ye @, N A, m(y) = {2} size npA
pourtout! = ketze ¢y y,m(y) = {1,2}siye @, n[j Aetze Apourunindice
I > ketun point ze ¢y, y. D’aprés (1), ona(n,) € IN((2y), {1,2}). D’apres (1),
(2) et le lemme 1(3), on a méme (1) € MiN((€2,), {1, 2}), tandis que 1;,(x) =
L2, O

THEOREME (6): Soit (22;, ¢:j);, je1 un systéme inductif & ensembles. Pour que
ce systéme posséde une limite inductive, il faut et il suffit que ¢;x soit non-vide
pour chaque i€l et xeQ;. On a alors (Q,(¢;) = h_r)n (©Qi, ¢;)), @ un
isomorphisme prés (définition 3).

La condition est suffisante en vertu du lemme 4(6). Soient, d’autre part,
(€2, (¢) une limite inductive et Q" € Ec. Toute famille (n;) e MiN((Q2;), Q")
estalorsdelaforme(g¢;}), otlg € Homs (€', Q"). Lanécessité résulte donc des
lemmes 1(3) et 5 et de 1a définition 3. O

Soit (Q;, ¢;,);. jo; un systéme inductif dans E f. Chaque ¢, x est non-vide,
si I est muni de I'ordre trivial ou si I est filtrant & droite. D’aprés les pro-
positions 1.7 et 2.6, lim (£;, ¢;;) est alors la limite inductive usuelle. Cepen-
dant dans I'exemple I = {a, b, c},a < b, ¢, Q, = {x}, Q, = {y}, Q. = {z},
lim ©Q; est isomorphe a {y, z}, tandis que la limite inductive usuelle est
isomorphe a {x}. Notre notion de limite inductive n’est donc pas une
extension pure et simple de la notion classique.

Remarquons, en relation avec la proposition 3.5, que les épimorphismes
strictsde Ecsont les épimorphismesde E f,doncles applicationssurjectives.
Chaque espace quotient (par rapport au foncteur identique) d’un ensemble
€2 est donc un espace quotient strict et est un couple (2, 1), ou f est une
applicationde Q'sur Q. Soit (2}, ¢;;) unsystémeinductif. Pour qu'une famille
(€;, f;) d’espaces quotients des Q; soit un systéme inductif d’espaces quo-
tients de (Q;, ¢}), il faut et il suffit quon ait f;¢j; f;~'f; = f;¢;; pouri <j.
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De cetterelation, on peut déduire que lim ©; existe et est un espace quotient
de lim Q;, pourvu que cette derniére limite existe (prop. 3.5, théor. 6).

Le corollaire 2.10 se complete comme suit:

PROPOSITION (7): Soient ( f;) un systéme inductif d applications du systéme
inductif (Q;, ¢yj) dans un systeme inductif (i, ¢1j), (2, (¢:) = im (2, @),
(2,() = lim (2, pij)et f = lim Ji-Sichaque f;estinjective, f estinjective.

En effet, supposons o, feQ et f(a) = f(B). Nl existe i, jeI, xe D, et yeQ;
tels que o = ¢;x et p = ¢;y. En vertu du lemme 5, on a fx, ije()’ et
¢ifix=fo:x= fo;y=¢]f;y, donc R{f;x, f;y). Puisque les f; sont
injectives, on a aussi R{x, y», donc o = . OdJ

5. Applications

Déja pour I'exemple standard (Ec, E f) d’une a-catégorie 4 correspon-
dances, un systéme inductif est beaucoup moins maniable qu’un systéme
projectif. En effet, contrairement aux limites projectives, une limite induc-
tive n’existe pas toujours (ex. 4.2), tandis que les résultats des paragraphes 2
et 3 sont plus compliqués que les résultats analogues pour le cas projectif.

Dans [ 1], on a construit quelques exemples de limites projectives dans
des a-catégories a gauche, utilisant la version duale de la proposition 3.2 et
I'existence (triviale) d’objets initiaux. Pour les systémes inductifs, aussi
I'existence d’un objet final est moins garantie, comme le montre 'exemple
suivant.

EXeEMPLE (1): Soit ET" 1a catégorie des espaces topologiques (2, f) et des
applications continues, § désignant 'opérateur d’adhérence. Une corres-
pondance ¢ d’un espace topologique dans un espace topologique est dite
continue si I'image réciproque ¢~ }(0) = {x : ¢(x) N 0 # @} est ouvert pour
chaque ouvert 0. Soit ET la catégorie des espaces topologiques et des cor-
respondances continues. On vérifie aisément que (ET, ET’) est une a-caté-
gorie a droite et que le foncteur (2,5) = Q, ¢ - ¢ de (ET, ET ') dans (Ec, Ef)
est fidéle a droite et posséde la propriété (2.3'). (ET, ET’) est donc pseudo-
divisible a droite et I'on peut appliquer le corollaire 2.10 et le théoréme 3.3.

Soient maintenant I = N, Q; = {0, - -, i}, @, (k) = k pour k < i, ¢;(i) =
{i,i+1, -, j}pouri < jet f;latopologie sur Q; déterminée par les données
{k}Pr = {k}pourk < iet{i}’* = {0,i}.Lalimiteinductivedecesystémedans
(Ec, Ef) existe: lim (@i, @) = (N, (1)), ot @y(k) = k pour k < i et o) =
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{i, i+1, -+ -}. L'existence d’une limite inductive dans (ET, ET’) entraine
Iexistence d’unetopologie fsur N, quiest la plusfinedetduteslestopologies
rendant continues les ¢;. Il existe une telle topologie avec 'ensemble des
entiers pairs comme seul ensemble ouvert non-trivial. Il existe aussi une
telle topologie avec 'ensemble {0, 1, 3, - -} comme seul ensemble ouvert
non-trivial. Par conséquent, {0} est un ensemble ouvert pour f3, tandis que
{0} n’est pasouvertdansles Q;,cequiestabsurde. Onacependantlerésultat
positif suivant:

LEMME (2): Soit (Q;, Bi, ¢i;) un systéme inductif dans (ET, ET’). Pour
qu’il existe une limite inductive (2, B, (), il faut et il suffit qu’il existe une
limite inductive (Q, (p,)) dans (Ec, E f) du systéme (Q;, @;) et que I’ ensemble
des parties A de Q, telles que @; *(A) soit ouverte dans (Q;, B;) pour chaque i,
soit stable pour intersections finies.

D’aprés le théoréme 3.3 il suffit a prouver que la deuxiéme condition soit
équivalente a I'existence d’'une topologie finale pour (2;, 8;) et (¢;), associée
aQ,ou(Q,(¢;) = lim &z, £7/(£2:, ¢:;). Sila condition est satisfaite, elle définit
une topologie ff sur 2 pour laquelle chaque ¢; est continue. Soitg : (Q, ) —
(@', §') une application telle que chaque ;g soit continue, soit O ouvert
dans (@2, B) et soit iel. On a ¢; (g™ 1(0)) = (9¢;)~ }(0), donc g~ *(0) est
ouvert dans (Q, ) et f est la topologie finale. Réciproquement, supposons
queysoit une topologie finale sur Q et soit 4 une partie de Qtelle que chaque
o; '(A)soitune partie ouvertede ;. Soit 6 la topologie sur Q dont les parties
ouvertes sont (J, Q et 4. Chaque ¢; : (2;, ;) — (2, §) est continue, donc I'ap-
plicationidentique(£2,y) — (Q,9) estcontinueetyest plusfinequed. D’autre
part,y est nécessairement moins fine que la borne supérieure des topologies

0. O

Dans [1] nous avons donné une interprétation heuristique des systémes
projectifs dans une a-catégorie comme des procédés d’approximation
numérique.Enraisondulemme4.1,unsystémeinductifdansunea-catégorie
qui ressemble assez a (Ec, E f) ne peut décrire qu'un procédé numérique,
ayant un certain caractere fini. En effet, chaque point de la limite Q est déja
I'image enti¢re d’un point dans un des Q;.

ExempLE (3): Soient I = N\{0,1} et Q, =1 pour tout iel. Posons
@;i+1n) = @,_; {(n) si n <1, soit ¢, ;, ,(n) 'ensemble des diviseurs de n
dans ¢, ([2,i—1])sin =i et sicet ensemble est non vide, ¢, ;,,(n) =n
dans les autres cas, ¢, ; lapplication identique et ¢, ;= @; 1 ;@; ;+; Si
j>i+1. On prouve aisément que la limite inductive (£, (¢,;)) de ce
systéme existe, que €2 est 'ensemble des nombres naturels premiers et que
¢(n) est 'ensemble des diviseurs premiers de n.
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Donnons enfin un exemple — de meilleur augure -~ d’un systéme inductif
dans une a-catégorie dans laquelle les morphismes ne sont pas des cor-
respondances.

EXEMPLE (4): Soit C la catégorie dont les objets Q sont des ensembles de
fonctions continues réelles sur [ —1, +1]. Un morphisme f : Q — ' est
une application de 2 dans €', telle que f(x) = x pour chaque x € Q. Posons
f £ g si f(x) £ g(x) pour tout xe Q. Convenons que Homs (2, Q') ne
contient que I'injection canonique si @ = Q' et est vide dans les autres cas.
Le couple (C, C') est une a-catégorie a droite.

Soient maintenant y e C([ —1, 1]),0 # |y| £ 1,1 = N et soit chaque Q;
Iensemble des fonctions x € C([ —1, 1]), telles que |x| < |y| et x(¢) # —1.
Posons

fiie1(x) = x+3p? —x?) = |yl + (= [y =2yl — 3x).

Onax £ f; ;+1(x) £ 1f.,i+1(x)| < |yl. De cette fagon, on obtient un systéme
inductif dans C, dont la limite inductive dans (C, C') est le couple ({|y|},
(). fi(x) = yl. Eneffet, ona fi(x) = f; f;(x) pour i <}, donc (f) € IN({Iy}).
Soient & un morphisme strict et (g;) € IN(Q'), tels que (g;) = (hf;). On a
IVl = gix) = g; fifx) Z fij(x)pour tout xetj = i. Parce quelim;., ., fi{x) =
|yl dans la topologie uniforme, on a aussi g;(x) = |y|. Par conséquent,
(hf))e MIN(Q'). Réciproquement, soit (g;)e MIN(Q'). De nouveau, on a
gix) = lyl, donc (hf) = (g;) et (hf)) = (g;), ce qui achéve la démonstration.
Pour x = 0 et y(t) = ¢, la suite (fo (x)) est 'approximation polynomiale
récurrente bien connue de la fonction |y)|.
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