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I. Introduction. Présentation

1. Introduction

I.1. Dans cet article nous considérons I’ensemble M de toutes les métriques
riemanniennes sur une variété compacte fixe M. Le groupe D des difféo-
morphismes de M agit sur .# par image réciproque. Toutes les notions
géométriques globales sur M sont intrinséques, autrement dit équivari-
antes par changements de coordonnées globaux, ie. par action des
difféeomorphismes. Ainsi I'étude de l'espace des orbites de .# par
I'action de D, que nous notons £ (espace des structures riemanniennes),
apparait naturellement comme une question intéressante.

1.2. Le premier résultat important dans I'étude locale de £, obtenu par
D. G. Ebin (cf. [ 10]) est I'existence d’une tranche de I'action de D sur ..

2. Sommaire des principaux résultats

1.3. Nous établissons ici une série de résultats dont certains avaient été
énoncés par A. E. Fischer (cf. [13]) en vue d’applications a la relativité
générale, en particulier:
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THEOREME V1.4: Z est stratifié par des variétés .L.H.* R, R, étant
Pensemble des structures riemanniennes dont la classe de conjugaison du
groupe des isométries est (G).

1.5. L’ensemble d’indexation est ici 'ensemble des classes de conjugaison
de sous-groupes compacts de D qui sont groupes des isométries d’au
moins une métrique sur M, groupes pour lesquels nous avons le théoréme
suivant

THEOREME I11.23: Soit H un sous-groupe compact de D. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes:

(@) II existe une métrique sur M dont H est le groupe des isométries.

(i1) pour tout sous-groupe compact G de D contenant strictement H et
ayant les mémes orbites que lui, il existe un point m d’une orbite principale
pour H oui (O*T¥ M)g et (0*T¥ M)y sont distincts (0> TM)g,  désigne
les formes bilinéaires symétriques sur T,, M invariantes par G,,).

L.6. Ce théoréme est un outil essentiel dans la preuve du théoréme de
stratification et permet aussi de prouver

COROLLAIRE V1.8: L’ensemble .4 des métriques, dont le groupe des
isométries est G, est un ouvert dense de I'ensemble .M} des métriques dont
le groupe des isométries contient G.

L.7. Pour prouver que %, est une variét¢ LL.H., nous prouvons le
résultat suivant

COROLLAIRE V.23: Soient G un sous-groupe compact de D, N le
normalisateur et Cg, le centralisateur de G dans D. Alors N est un sous-
groupe de Lie I.L.H. de D dont I'algébre de Lie g est somme directe de
% (algébre de Lie de Cg) et de & (partie semi-simple de algébre de Lie
de G).

1.8. Nous appliquons le résultat sur la stratification de # pour prouver

ProrosiTioN VIL3: Au voisinage dune structure riemannienne qui
admet une isométrie non triviale, # n'est pas une variété 1.L.H.

1.9. Nous considérons encore l'application T qui a une métrique g
associe sa courbure scalaire pour laquelle nous prouvons

! Au sens d’Omori, cf. [21].
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ProprosiTION VIIL8: t est une submersion I.L.H. sauf aux métriques g
ou T, est une constante non négative.

3. Plan général

1.10. L’organisation générale de l'article est la suivante: au paragraphe
1L, nous rappelons les résultats établis sur .# et les notions utilisées de
variétés I.L.H. et d’applications .LL.H. Au paragraphe III, nous rappelons
les résultats connus sur les actions des groupes compacts sur les variétés
compactes et nous établissons la propriété caractérisant les sous-groupes
compacts de D qui sont groupes des isométries d’'une métrique. L’action
sur les métriques des difffomorphismes fixant fortement un point
(introduits au paragraphe IV) permet de construire la varié¢té 2, ;
des structures riemanniennes pointées qui ‘revét’ #. Pour établir que
A ) est une variété LLL.H., nous étudions au paragraphe V successivement
le centralisateur et le normalisateur de G dans D. Au paragraphe VI,
nous prouvons que £ est stratifié ainsi que diverses propriétés d’incidence
des strates. Les applications présentées au paragraphe VII concernent
la structure de £ au voisinage des structures riemanniennes a isométries
non triviales et 1a propriété de relévement des homotopies de la projection
n de A sur R. L’opérateur différentiel définissant la courbure scalaire
est enfin étudié au paragraphe VIIL

II. Géneéralités. Notations

IL.1. Soit M une variété compacte connexe de dimensionn.t,,: TM - M
désigne le fibré tangent & M, O*t¥ : 0°T*M — M le fibré des 2-tenseurs
symétriques sur M, pos,, : Pos — M le sous-fibré de O%1%, des 2-tenseurs
symétriques positifs sur M. .4 est 'espace des métriques riemanniennes
sur M, sections C* du fibré pos,,. .# est un cone convexe positif ouvert
dans C*(0*T*M) muni de la topologie C*.

I1.2. D désigne le groupe des diffeomorphismes C* de M muni de la
topologie C*. Il est connu que D est un groupe topologique (cf. [10]).
D agit a droite sur les fonctions sur M et les champs de tenseurs (et nous
continuerons a écrire a gauche les difffomorphismes!): soient X un
champ de vecteurs sur M, me M et @ eD, alors

@(X)m) = (T,0)"'[X(@(m))].

Dans son action sur C*(0?*T*M), D préserve .4 : pour peD, ge .M,
meMet XeT, M,
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P@m)(X, X) = glpm)XT,,o(X), T,,p(X)).

11.3. Nous nous intéressons a #, espace des orbites de .# sous I'action
de D muni de la topologie-quotient, que nous nommons espace des
structures riemanniennes: la projection de # sur .#/D est notée m. Les
propriétés ‘géométriques’ sont invariantes par difffomorphisme: 'opéra-
tion de passage au quotient préserve donc les relations d’équivalence
entre métriques qui sont d’origine géométrique.

1. I.L.H. variétés et 1.L.H. morphismes

I1.4. Nous utilisons une notion de variété de Fréchet utile dans notre
contexte, méme si elle est assez faible: celle de variété I.L.H. due a
Omori (cf. [21] page 169).

IL.5. DEerINITION: Un espace topologique ¥ est une variété 1.L.H.
modelée sur U'espace de Fréchet F (resp. une variété I.L.H. forte) si ¥~ a
les propriétés (i) et (ii) (resp. (i) et (ii) et (ii")),

(i) ¥~ est une limite projective de variétés hilbertiennes C* ¥, (ie N)
modelées sur une suite despaces de Hilbert (E,),.y, dont F est la limite
projective, telles que ¥"; > ¥"; pour j Z i,

(i) pour tout x dans ¥, il existe des voisinages ouverts de coordonnées
U(x) de x dans ¥"; et des homéomorphismes ; de U{x) sur des ouverts
V; dans E; tels que si j 2 i Ufx) > U(x) et Yy, = ;.

(ii) 1@ U(x) est un voisinage ouvert de x dans .

Nous considérons que les 77, font partie de la donnée de #".

11.6. Définissons maintenant une notion d’application IL.H. entre
variétés L.L.H.

DEFINITION: Soit @ :¥"— ¥ une application entre variétés 1.L.H.
D est une application 1.L.H si & est limite projective d applications
C*®,: ¥ ;) — V"; pour un certain j(i) telles que

o =P,

I jei+ 1y
@ est d’ordre < k si j(i) peut étre pris inférieur a i+ k pour tout i.

IL.7. REMARQUE: Pour une application L.L.H. le fait d’étre d’ordre <k
n’a de sens que parce que nous considérons que les 77, font partie de la
structure I.L.H. de 7.



[5] Espace des structures riemanniennes 5

2. Le groupe D des difféomorphismes de M

I1.8. D est une variété LL.H. forte (cf. [21] page 173) obtenue par limite
des variétés de Sobolev D*.! 1l est classique que Ty D = C*(TM). (Nous
le noterons D dans la suite en tant qu’algeébre de Lie du groupe D). D est
en fait le modéle local de D. Rappelons comment les cartes de D sont
construites: on choisit une métrique ¢ sur M et, pour un champ de
vecteurs suffisamment ‘petit’ X € D, on définit, pour me M, Exp (X)(m)
comme le point de M au temps 1 sur l'unique géodésique issue de X(m)
paramétrée proportionnellement a son abscisse curviligne. On vérifie
aisément que Exp (X) est dans D pour X dans un voisinage U de 0
dans D (quon peut définir par max,,,,g(X(m), X(m)) < cj ou ¢, est
le rayon de convexité de g).

11.9. De plus il est clair que si on change la métrique g avec laquelle
la construction est faite, on trouve une nouvelle carte qui donne une
structure équivalente a la précédente. En effet Exp: U — D est en fait
Q. spxp - XprioExpoX ou Exp:TM —»MxM est lapplication
exponentielle classique déduite de g. Pour deux métriques g et ¢, la
courbe de métriques tg+ (1 —t)g'(t € [0, 1]) permet d’exhiber la difféotopie
Exp,, entre Exp, et Exp,. (si 'on se souvient que pour une famille com-
pacte de métriques, il existe un nombre ¢ minorant les rayons de convexité
de la famille de métriques: cf. [11] p. 59). Le choix d’une métrique
adaptée au probléme étudié apparaitra comme indispensable dans la
suite.

I1.10. D est de plus un groupe de Lie I.L.H. puisque la multiplication a
droite a, 1y > o @ est C* LL.H. pour @ e D ainsi que la multiplication
a gauche Q, 1y > @ oy (pour celle-la c’est plus difficile, cf. [11] p. 82).
Exp : U — D est bien siir une application I.L.H. d’'un ouvert U de D
dans D.
Enfin dans D la prise de I'inverse ¢ + ¢ ! est encore une application
LL.H. (Cest aussi délicat, cf. [21] page 175).

3. Le théoréme de la tranche pour Taction de D sur M

II.11. A est de fagon évidente une variété IL.H. forte modelée sur
C*(0*T*M) puisque .# est un ouvert de C*(0*T*M). L’action de D sur
A n’est pas nécessairement libre: il peut exister en ge.# des difféo-
morphismes ¢ tels que ¢(g) = g: les isométries de g. Ce groupe d’isotropie
D, est d’aprés le théoréme de Myers un sous-groupe de Lie compact
de D (cf. [20]).

! Dans la suite, s est toujours supposé assez grand.
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I1.12. Deux propriétés de I'action sont cruciales.

D’abord l'orbite de g, soit D g, est une sous-variété fermée de .#
diffeomorphe a p,\D (la démonstration d’Ebin pour munir p,\D* d’une
structure de variété ne permet pas exactement de munir p \D d’une
structure de variété I.L.H., mais dans [22] page 90 Omori résoud cette
difficulté car D, est défini comme noyau d’un opeérateur elliptique, voir
paragraphe suivant 11.13.)

D’autre part on prouve un théoréme de la tranche pour l'action, i.e.
il existe une sous-variété T de .# passant par g telle que

(1) (Vo eDy)o(T) = T);

(ii) (Ve eDN(@(T)n T #¢)=(peD,));

(iii) il existe une section y définie sur un voisinage V'de g dans D- g de
Papplication ¢ + ¢(g) telle que l'application de V x T dans .#
définie par (h, k) & x(h)(k) est un homéomorphisme sur son image.

Pour une preuve de cette propriété, voir [10] pages 28 et 30.

I1.13. Le théoréme de la tranche se démontre en calquant la preuve du
théoréme analogue pour l'action d’'un groupe compact sur une variété
de dimension finie. En effet .# est muni d’une métrique riemannienne
canonique ¢, >, invariante par D, a savoir en ge.# pour h, ke T,./,
(T, M = C*(0*T*M))

Ch ko = J g(h, k),

(ou v, désigne la mesure de volume déduite de g). Cette métrique étant
faible, on doit prouver qu’elle admet une connexion C*® et une application
exponentielle, ce qui peut se faire (cf. [11] page 140). De plus I'espace
tangent en g & D-g est l'image de D par l'opérateur différentiel noté
0% : D - C*(0*T*M) défini par
X H%gx 9,
dont l'adjoint pour <, >, noté §, (qui est une sorte de divergence des
tenseurs symétriques) permet de définir I'espace normal a D-g: k est
normal a D-g si et seulement si 6,k = 0. L’espace tangent en g a Tsera
Ker 0.
Nous nous référerons a la décomposition:
C*(O*T*M) = T, =1m 6} @ Ker 9,

g

comme étant celle de Berger-Ebin, cf. [2] page 383.

4. Action d'un groupe 1.L.H. sur une variété 1.L.H.

I1.14. Nous allons prouver une extension aux variétés I.L.H. d’une con-
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dition suffisante pour que 'espace des orbites d’une variété sous I'action
d’un groupe admette une structure de variété. Pour cela précisons ce
que nous entendons par une action L.L.H. d’un groupe de Lie L.L.H.
sur une variété L.L.H.

11.15. DEFINITION : Soient ¥~ une variété I.L.H., I un groupe de Lie I.L.H.
On dit que I agit de fagon C*-* L.L.H. sur ¥ si ', agit sur ¥ ; de fagon
C*, si lapplication de I' x ¥~ — ¥ est un I.L.H. morphisme et si pour tout
yel,y:¥ — ¥ est un I.L.H. morphisme dordre < 0.

I1.16. ProposITION: Soit I' un groupe 1.L.H. agissant de fagon C*'*
sur une variété I.L.H. ¥". Supposons
(i) que le groupe I';,, agit librement et proprement sur ¥, pour tout i,
(if) que pour tout ve ¥, Papplication de I'; , dans V", qui d y associe
7(v) est une immersion,

(iii) qu'une tranche de Pactionde I sur ¥ et les applications de projection
associées peuvent s obtenir par limite projective de tranches de laction de
I';,, sur ¥, et des applications associées.

Alors ¥°/T" a une structure de variété I.L.H. forte et ¥ — ¥ /" a une
structure de fibré principal I.L.H de groupe structural T.

I1.17. DEMONSTRATION: Remarquons d’abord que les hypothéses de la
proposition permettent de mettre sur ¥",/I";,, une structure de variété
hilbertienne dont un modéle local est donné par T, tranche de P'action
de I';,, sur ¥7; d’aprés [4] page 63. De plus, puisque y:¥";, —> ¥ est
un morphisme d’ordre < 0 d’aprés le caractére C*** de I'action de I';
sur ¥7;, nous avons un systéme projectif de variétés ¥,/I';,, dont la
limite est ¥/I" & cause de 'hypothése (iii) qui relie le modéle local de
¥"/I', & savoir T, aux T;. Nous obtenons ainsi une structure de variété
IL.L.H. forte sur ¥/I'. Le fait que ¥~ — ¥"/I" ait une structure de fibré
principal de groupe structural I' résulte de ce que les projections
v ="/, ont cette propriété.

I1.18. L’action de D sur .# est une action C**! LL.H. de fagon évidente.
Nous avons vu que l'action admettait une tranche qu’on peut construire
avec la propriété (iii). La propriété (ii) est aussi vérifiée pour cette action,
mais par contre la propriété (i) n’est vérifiée qu’aux points de .# ou
le groupe d’isotropie est réduit a I'identité, i.e. aux métriques sans autre
isométrie que I'identité de M: nous notons cet ensemble .# 4. 4, est
un ouvert de .# d’aprés un corollaire du théoréme de la tranche; d’aprés
la proposition 11.17, 4,y — #,4 = M 4/D est un fibré principal de groupe
structural D.
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11.19. Remarquons tout de méme que D agit proprement sur .#. (Pour la
signification de propre, nous suivons Bourbaki). D’aprés [3] page 117,
Paction étant continue et les espaces métrisables, il suffit de prouver que
toute suite de points d’une orbite convergeant vers un point de .# se
reléve en une suite de difféomorphismes convergente dans D (vrai d’aprés
la proposition G.13 de [10] page 28). Cette remarque sera utilisée
ultérieurement en IV.6 et V.24,

ITI. Groupe des isométries d’une variete compacte

III.1. Tous les groupes considérés sont des sous-groupes de D, donc des
groupes géométriques et non abstraits. Ils agissent par suite effectivement
sur M. Nous nous intéressons aux sous-groupes compacts de D.

1. Sous-groupes compacts de D

D’aprés le classique théoréme de Myers-Steenrod (cf. [20]), pour
geM, D, est un sous-groupe de Lie compact de D.

IT1.2. PROPOSITION : Soit G un sous-groupe compact de D. Il existe une
métrique sur M telle que G = D, i.e. dont G est un groupe disométries.
Par suite G est un groupe de Lie.

La preuve est classique et, étant donnée une métrique g, sur M,
consiste & prendre la moyenne g de g, par rapport a la mesure de Haar
de G. G est alors un sous-groupe fermé du groupe de Lie D,, donc un
groupe de Lie lui-méme. B

II1.3. REMARQUE: D, désigne le groupe des isométries de g par opposi-
tion a tout sous-groupe fermé de D, dont nous dirons qu’il est un groupe
disométries de g. La différence s’avérera cruciale dans la suite du chapitre.

IIL.4. Soit % l'algébre de Lie d’'un groupe de Lie compact G. Puisque G
est compact, ¢ est réductive, ce qui signifie que ¥ = Z @ &, ou Z est
le centre de ¢ (donc une sous-algébre abélienne) et & semi-simple. Si
G est le revétement universel de G et (G)° sa composante connexe de
lidentité, alors (G)° = Zx S ot Z est un groupe de Lie abélien R¥,
et S un groupe de Lie semi-simple simplement connexe.

A propos du groupe fondamental n,(G), nous avons le lemme suivant:

IIL5. LEMME: 7t,(G°) est dans le centre de G°, et de plus la projection
de m,(G®) sur Z contient un réseau.
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En effet 7,(G°) est un sous-groupe discret distingué¢ de G°. Donc pour
tout x de G° et tout ade 7,(G°), xax~* e n,(G°). L’application x » xax !
étant continue et 7,(G°) discret, 'image de G° est connexe, donc réduite
4 a. L’image de Z dans G° devant étre compacte, 7,(G°) (qui est discret)
contient en projection sur Z un réseau. W

111.6. LeMME: Tout groupe de Lie compact G est engendré par sa
composante connexe de Tidentité G° et un nombre finie de racines de
Pidentité.

D’abord G, étant compact, a un nombre fini de composantes connexes.
Il suffit donc de montrer que dans chaque composante connexe il y a
au moins une racine de I'identité. Soit G; une composante connexe de
G et p e G,. G étant compact, le sous-groupe fermé de G @ = {¢", ne Z}
est un groupe abélien. Par suite @° est un tore. Si @° = {Id},1a proposition
est prouvée; sinon il existe une puissance de ¢, soit ¢', telle que ¢'e @°.
Donc ¢' = &xp X pour un élément X de ¢ (&xp désigne I'exponentielle
du groupe de Lie). Par suite y = ¢-&xp (— X/) est dans la méme
composante connexe de G que ¢ et ' = Id, puisque @ est commutatif.

IT1.7. REMARQUES:

(i) On en déduit aisément dans le cas ou G est un sous-groupe de D
que les composantes connexes de D contenant un élément d’un groupe
d’isométries sont de torsion dans le groupe D/D°. Pour une application
dans le cas ou M = T", cf. [7] page 25.

(ii) Si ¢ est une isométrie d'une métrique g, alors ¢ préserve tout ce
qui est défini en termes de la métrique: connexion de Levi-Civita,
distances, application exponentielle (pour laquelle la relation suivante
est vérifiée:

pour me M, X € T, M, ¢p(exp,,X) = exp ,m| T, @(X)]).

2. Action d'un groupe compact sur une variété compacte

II1.8. Introduisons quelques notations pour une telle action a gauche.
Soit me M, G-m désigne l'orbite de m. Alors G-m est diffeomorphe a
Gm\G ou G,, désigne le groupe d’isotropie en m. De plus si on considére
G, pour m' = ¢(m), alors

Gy = ¢Gro™';
ainsi la classe de conjugaison notée (G,) reste constante le long
de Torbite G-m: cest le type du sous-groupe d’isotropie. Enfin
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My = {pe M|G, = H} est un fibré principal 4 droite a groupe structural
I'=Ny/H (Ny désigne le normalisateur de H dans G) et My, =
{peM|G,e(H)} est difffomorphe de fagcon équivariante au fibré
G/Hx My G/H X M, est obtenu en identifiant dans G/H x My

(9H, p) et (gH -y, y~'p) pour yeT) (cf. [16]] page 7).

II1.9. Comme G agit & gauche sur M, les champs de vecteurs invariants
a gauche sur G ne sont pas en général projetables sur M. Par contre
les champs de vecteurs invariants a droite, eux, sont projetables. En effet,
sinous nous restreignons & 'orbite de m dans M, soient 7, la projection de
G surG,,\G ~ G- met X € T,; G; alors pour ¢ € G la courbe ,(6xp (sX)p)
(&xp est l'exponentielle du groupe de Lie) a pour dérivée en
@(m) Tr, (TR (X)), soit Tr,(X(¢p)) si X est invariant & droite. Les iso-
métries infinitésimales de 'action (encore appelées champs de Killing)
sont les champs invariants a droite sur G. On rappelle & cette occasion
qu'en I'identité le crochet de deux champs invariants a droite est 'opposé
du crochet des champs invariants a gauche ayant méme valeur a I'identité.

II1.10. 1l existe un type d’orbites dit principal, dont le groupe d’isotropie
est en quelque sorte minimum: son type est noté (H). Il est caractérisé
par le fait que la représentation linéaire d’isotropie sur la tranche est
triviale, i.e. 'image de G,, dans GI(T,, M/ T, (G- m)) est I'identité seulement.
Soit M 4, la réunion de ces orbites: leur complémentaire est au moins
de codimension 1: My, est un ouvert dense de M (pour tout cela dans le
cas ou G est connexe, cf. [ 15] page 713, I'extension au cas ou G est compact
non nécessairement connexe étant facile). De plus My — G\M g, est
un fibré de fibre G/H. Dans I'espace des orbites de M : G\M (qui est un
espace métrique de fagon claire),G\M g, est donc un ouvert partout dense
régulier qui a une structure de variété.

3. Groupe des isométries d’'une métrique

IT1.11. Nous nous proposons de caractériser les sous-groupes compacts
de D qui sont groupes des isométries d’'une métrique sur M.
Une réponse partielle est déja donnée par la proposition suivante.

ITI.12. PROPOSITION: Soient G le groupe des isométries d’une métrique
sur M et H un sous-groupe fermé de G. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes:

(1) il existe une métrique sur M qui West pas invariante par G ou un
de ses conjugués, mais qui est invariante par H.

(ii) il existe une orbite de H distincte d’une orbite de G ou, en un point m
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dune orbite principale pour H, (O*T*M)y est distinct de (0*T,¥M)g .
(O*T;¥M)y _ désigne Tespace vectoriel des formes bilinéaires symétriques
sur T,,M invariantes par H,,).

II1.13. (a) (i) = (ii)

Supposons qu’il existe une métrique g invariante par H et non in-
variante par G ou un de ses conjugués. La seule chose a prouver est que
dans le cas ou G et H ont les mémes orbites, il existe un point m d’'une
orbite principale ou les formes bilinéaires sur T,, M invariantes par G,,
et H, sont distinctes. Supposons le contraire: soient m un point d’une
orbite principale et ¢ € G. Evaluons ¢(g)(m). Soit  un élément de H
tel que Y(m) = o(m) (un tel élément existe d’aprés 'hypothése sur les
orbites de G et H).

@g)m) = (YY" o)glm) = (b~ ' @)(@)m) = () " @) g)m)

puisque g est H-invariante.
Comme ¥~ '@ €G,, et que toute forme bilinéaire sur T,, M invariante
par H,, est invariante par G,,,

@lg)m) = g(m).

La réunion des orbites principales étant dense dans M, et g et ¢(g)
étant continues, ¢(g) = g partout et nous avons une contradiction.

IT1.14. (b) (ii) = (i)

Commengcons par le cas ou G et H n’ont pas les mémes orbites. Nous
allons partir d’'une métrique g dont le groupe des isométries est G et
la perturber par un tenseur symétrique h. Pour t assez petit, g+ th a une
unique projection sur D-g qui peut s'écrire ¢g) pour une famille de
difffomorphismes dépendant différentiablement de t (d’apreés la démon-
stration du théoréme de la tranche ou 'on prend une section C* de la
projection D — G\D). Supposons que pour une suite de valeurs ¢, tendant
vers 0 le groupe des isométries de g+ th soit exactement ¢, G, (d’aprés
le théoréme de la tranche, on sait déja que D, < ¢, ' Go,). Choisissons
Y dans G et considérons I'égalité

(@, " Yo, Ng+1,h) = g+1,h.

Les deux membres ont des dérivées en ¢t =0, qui doivent ainsi &tre
égales. Si X désigne le jet d’ordre 1 de la famille de difféomorphismes
¢,, nous obtenons

—ZLxY(@)+Y(ZLxg)+y(h) = h.
Comme Y e G, Y(g) = g et Y(Lxg) = £ x)9- D'ou la relation
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yh)—h = gx—wmg-

Ainsi si nous construisons h, invariant par H, tel quil existe Yy € G
pour lequel y(h)—h ne soit pas la dérivée de Lie de g par rapport 4 un
champ de vecteurs, D, , pour ¢t assez petit sera distinct de G et de ses
conjugués tout en contenant H.

II1.15. L’idée pour construire h est la suivante: choisissons une orbite
de H, soit H-m quin’est pas une orbite de G. Nous pouvons alors trouver
un élément ¥ de G tel que 'image par  d’un voisinage de m dans I'orbite
ne rencontre pas ce voisinage. En effet si les orbites H-m et G-m ont
méme espace tangent en m, elles différent par leurs composantes connexes,
auquel cas la propriété est claire. Sinon nous pouvons prendre pour
un diffeomorphisme de G de petit déplacement obtenu dans le flot d’un
champ de vecteurs de Killing de G (tangent & G- m donc) transverse a
H-m.

Prenons pour h le produit de g par une fonction positive f a support
dans un ‘petit’ voisinage de lorbite de H qui ne dépend que de la distance
(par rapport a4 g) a H-m, donc qui est invariante par H. Ainsi y/(h)—h
est un tenseur conforme a g puisque ¥ € G. Or les tenseurs conformes a
g qui s’écrivent £, g pour un certain champ de vecteurs Y forment un
espace vectoriel de dimension finie, image par I'application X — div, X - g
de lalgebre de Lie des champs de vecteurs conformes pour g, (cf. [18]
page 310). Remarquons que la construction que nous avons faite contient
par le support de f une infinité de paramétres comme le montre le lemme
suivant:

III.16. LEMME: Soit (f,) une suite de fonctions telle que la suite des
intersections des supports avec un fermé fixe (dintérieur non vide) soit
une suite strictement croissante de fermés. Alors les (f,) forment un
systéme linéairement indépendant.

Soit F,=Supp f,nF. Si Y¥ o f;=0, alors en évaluant cette
égalité en un point de F, ou f; # 0, puis en un point de F, n (JF, ou
f1 et f, ne sont pas nulles, et ainsi de suite nous prouvons que tous les «;
sont nuls puisque le systéme linéaire de k équations & k inconnues
ainsi obtenu est triangulaire supérieur a diagonale sans zéro, donc
inversible. H

Suite de la démonstration de la proposition 111.12

I1 est donc possible de choisir f de telle sorte que (k) —h ne soit pas
tangent a l'orbite de g; en fait 'espace de ces tenseurs symétriques est
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de dimension infinie, d’ou le résultat dans le cas ou G et H n’ont pas les
mémes orbites.

II1.17. Arrivons-en maintenant au cas ou G et H ont les mémes orbites.
Soit m un point d’une orbite principale ou il existe une forme bilinéaire
h,, invariante par H,,, mais pas par G,,. h,, détermine une forme bilinéaire
symétrique h sur H-m invariante par H. Nous pouvons transporter h
aux orbites voisines par le transport paralléle déduit d’'une métrique g
invariante par G et nous rendons k a support dans un voisinage de H-m
par une fonction plateau fonction de la distance & H - m, donc invariante
par H. Considérons alors pour ¢ assez petit les métriques g+ th. Elles
sont invariantes par H et de plus le groupe des isométries de g+ th est
inclus dans ¢, !Go, = G' pour la courbe de difffomorphismes ¢, issue
de Tidentité définie comme en II1.14. En fait, en tout point de I'orbite
principale la propriété sur les formes bilinéaires invariantes est vraie.
Si h(m) n’est pas invariante par Yy eG,,, il existe pour ¢t assez petit un
élément Y, G, = ¢, 'G, ¢, = G, 14, suffisamment proche de y pour
que h ne soit pas invariant par ¥,. Par suite le groupe des isométries de
g+th n’est pas un conjugué de G tout en contenant H. ||

IT1.19. REMARQUES:

(i) En fait la preuve de la proposition exhibe, issue d’'une métrique
invariante par G, une courbe de métriques invariantes par H non in-
variantes par G dés que (i) ou (ii) est satisfaite, ce qui sera exploité en
VLS. De plus si G et H n’ont pas les mémes orbites, ces courbes dépendent
d’une infinité de paramétres.

(i) A priori trouver un champ de formes bilinéaires symétriques
invariantes par H et non par G est une question plus générale que celle
considérée en III.12. Il n’en est rien puisque, si g est une métrique
invariante par G et si h est une telle forme bilinéaire symétrique,
k = [exp (h*)]" est une métrique sur M (¥ est lisomorphisme de T * M
sur TM déduit de g et b 'isomorphisme réciproque). k est invariante
par H et non par G puisque pour ¢ G

o(k) = [exp (o))’

et que [exp (-%]” est un isomorphisme (ici exp désigne I'exponentielle
des transformations linéaires).

II1.20. PROPOSITION : Soient G le groupe des isométries d une métrique
g sur M et H un sous-groupe fermé. Alors si H vérifie une des conditions
équivalentes de la proposition 111.12, 7 ; (sous-espace de Ker 0, formé
des éléments invariants par G) est un fermé sans intérieur de T y, de
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codimension infinie dés que G et H wont pas les mémes orbites.

Rappelons qu’en I11.14 nous avons établi qu'une condition nécessaire
pour qu’il existe une suite ¢, — 0 (n — o) telle que le groupe des isométries
de g+1,h soit un conjugué de G est que pour tout iy de G

W(h)—h e Im 5%,

Considérons la condition: pour tout h invariant par H, pour tout
de G, y(h)—heIm 6}. Montrons que cette condition est équivalente a
ce que dans Ker §; tout élément invariant par H soit invariant par G.
Eneffetsih = h'+ 07 X estla décomposition de Berger-Ebin de h (cf. I1.13),
y(h) admet pour décomposition Y(h')+ 0 y(X) car

[y (h)] = y[o,h] =0
(puisque Y, étant une isométrie de g, commute & la dérivée covariante

définie par g) et
5;[¢(X)] = %gw(xy‘] = %‘/’(yxg)

Par suite la décomposition de Berger-Ebin de h—(h) est
W —y(h)+67(X — (X))

Il y a donc équivalence pour tout y de G entre les propriétés h' = y(h')
et h—y(h)e Im 5.

D’apres la preuve de II1.12, il existe des tenseurs h, arbitrairement
petits pour lesquels on trouve Y e G tel que hy—WY(hy)¢Im 6. T est
clairement un fermé de J . Si he I, alors h+h,¢ 7 ; tout en étant
dans 7 5. Donc le complémentaire de .7 ; dans 7 5 est un ouvert dense
et ainsi 7 ; est un fermé sans intérieur de 7 4. Si G et H n’ont pas les
mémes orbites, d’aprés la remarque II1.19i), 7 ; est de codimension
infinie dans 7 . [ |

II1.21. REMARQUES:

(i) Les tenseurs h construits dans la proposition II1.12 avaient un
support aussi petit que I'invariance par H le rendait possible. L’opérateur
associant a h sa composante h’ dans Ker ¢, faisant intervenir le caractere
global de M, il n’y a pas de raison pour que le support de &’ coincide avec
celui de h, ce qui rend la proposition II1.20 non triviale, la nature du
faisceau des sections locales de Ker o, étant mal connue.

(i) Si i’ dans Ker 0, est invariant par H et non par G, la courbe de
métriques exp] (th') issue de g a un groupe des isométries inclus dans G
pour t assez petit d’aprés le théoréme de la tranche (cf. 11.12). Mais ce
groupe est distinct de G puisque, si, pour tout ¥ €G, il y a une suite
t, — 0 telle que
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Ylexpy(t,h') = exp,(t,h),

alors (k') = I, ce qui n’est pas.

II1.22. Nous pouvons maintenant donner une réponse plus précise au
probléme considéré en I11.11.

111.23. THEOREME: Soit H un sous-groupe compact de D. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes: .

(i) il existe une métrique sur M dont H est le groupe des isométries;

(ii) pour tout sous-groupe compact G de D contenant strictement H et
ayant les mémes orbites que lui, il existe un point m d’'une orbite principale
pour H ou (O*T¥M)g, et (0*T¥M)y sont distincts (pour la notation
(O*T¥M)g., voir 1IL12).

111.24. PREUVE: (a) (i) = (ii)
La preuve est la méme que celle de la premiére partie de la proposition
I11.12, exposée en 111.13.

(b) (i) = (1)

Soit g, une métrique quelconque sur M. La métrique g, = [ ¢(g0)de
(ou de désigne la mesure de Haar de H) est invariante par H.SiD, = H,
le théoréme est prouvé. Sinon d’aprés la proposition I11.12 (applicable a
cause des hypothéses du théoréme) nous pouvons construire g, avec

He D, §D,,.

Montrons qu’en un nombre fini k de pas nous trouvons H =D,,,
d’ou le théoréme. En effet, a chaque pas, puisque D, & D, , soit
D,..F 7P, soit D, et D, différent par leurs composantes connexes.
Comme toute chaine d’algebres de Lie reliant D, a # est finie, que
chacun des D, a un nombre fini de composantes et que la construction
en réduit le nombre, en un nombre fini de pas nous arrivons a H. [ ]

II1.25. REMARQUE: Il est clair d’apres I11.23 que si H est un sous-groupe
compact de D tel quen un point m d’une orbite principale pour H,
H,, est le sous-groupe maximal de GI(T,, M) laissant (O* T,* M), invariant,
alors il existe sur M une métrique dont H est le groupe des isométries.

I11.26. COROLLAIRE : Tout sous-groupe de D isomorphe d S* est le groupe
des isométries d’ au moins une métrique sur M dés que dim M = 2.

Soit H un sous-groupe de D isomorphe & S'. En un point m d’une
orbite principale, H,, est réduit & Id;_,,, donc (O*T¥M), = O*T*M.
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{£1Idy, ) est le sous-groupe maximal de GI(T,, M) laissant O*T*M
invariant; mais {+1Id;, ,} ne peut se rencontrer comme groupe d’iso-
tropie linéaire d’une orbite principale que si H agit de facon homogene
(puisque sur une orbite principale la représentation induite dans la
tranche est triviale, cf. II1.10). Mais dans ce cas, { +1d;._,/} ne se rencontre
pas non plus, car nous devrions avoir M = H° et ici nous supposons
dim M = 2. D’aprés la remarque II1.25, S' est donc le groupe des
isométries d’au moins une métrique sur M. [ ]

I11.27. COROLLAIRE: Soit H un sous-groupe fini de D. Alors H est le
groupe des isométries d’au moins une métrique sur M.

Tout sous-groupe de D contenant H et qui a les mémes orbites que H,
en particulier les mémes orbites principales, a le méme nombre d’¢élé-
ments que H, donc lui est identique. Nous pouvons appliquer le théoréme
I11.23, d’ou le corollaire. [ ]

II1.28. Ilestimportant de donner des exemples de sous-groupes compacts
de D qui ne sont groupes des isométries d’aucune métrique sur M:

(i) Sur S", SO(n+ 1) est un tel exemple puisqu’une métrique invariante
par SO(n+1) est nécessairement la métrique canonique dont le groupe
des isométries est O(n+1);

(i) il y a aussi des exemples ou le groupe des isométries obtenu n’a
méme pas I'algébre de Lie de H: ainsi® si on considére G, pour l'inclusion
canonique dans SO(7), G, agit transitivement sur S® avec groupe d’iso-
tropie SU(3) = G, nSO(6), toute métrique invariante par G, est la
métrique canonique (cf. [1] page 186); il en est de méme de l'action
transitive de Spin 7 sur S’ déduite de I'inclusion de Spin 7 dans SO(8)
avec groupe d’isotropie G, = SO(7) n Spin 7.

IV. Diffeomorphismes fixant fortement un point
IV.1. Fixons un point m de M.

Considérons D,, ; = {¢|lpeD avec ¢(m) = met T,,¢ =Id;_,}. D, ,
est dit groupe des difféomorphismes fixant fortement le point m.

1. D, , est un sous-groupe I.L.H. de D
IV.2. LemME: D, ; est un sous-groupe I.L.H. fermé de D.

! Je remercie L. Bérard-Bergery de m’avoir indiqué ces exemples.
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Montrons d’abord que D,, ; est un sous-groupe fermé de D; en effet
lapplication y,, ,:D — FM (ou FM est le fibré des reperes de M)
Vo o(@) = T,,0(b) ou b est une base choisie de T,,M est C* (cf[10]
page 16) et D, | = Y., y(m, b). Au niveau algeébre de Lie nous avons

Dyt = Ty Dy = {XIX €D, X(m) = 0 et T,X = 0}.

On peut construire un supplémentaire de D,, ; dans D de la fagon
suivante: on exhibe n champs de vecteurs C* sur m ayant une valeur
donnée en m et n” autres nuls en m et ayant une différentielle donnée en m.

De plus quelle que soit la métrique g avec laquelle on construit la
carte exponentielle D,, ; est totalement géodésique a partir de Id,,
car pour Xe®, kxp (X)eD,, ; puisque X(m)=0 et TX(m)=0 im-
pliquent (Exp X)(m)=m et T, Exp X =1d;_,. On obtient ainsi un
voisinage L.L.H. de Id,, dans lequel D,, ; est une sous-variét¢ I.L.H. de
D.SoitpeD,, ;,a, ¥ — @, quiest un diffeomorphisme LL.H. d’ordre
0 (cf. [10] page 17), permet de transporter 4 un voisinage LL.H. de ¢
cette structure I.L.H. sans ambiguité. [

2. D/D,, , est isomorphe au fibré des repéres de M.

IV.3. Le résultat suivant est connu.

PRrOPOSITION: V), , :D/D,, = FM est un difféomorphisme sur son
image.

Evaluons d’abord T,y ,:T,D— TFM. Pour Xe€T,D, champ de
vecteurs C* au-dessus de o,

T, Y (X)) = (X(m), T, X(b)).

Y., » €st clairement une submersion. Comme de plus ¥, , est invariante
par l'action a droite de D, ; sur D (,, (@ ¥) =¥, ,(p), si YyeD,, ,),
Y, » définit une application ,, ,:D/D,, ; » FM qui pour les variétés
D¥/D;, | et les applications étendues 5, , est un isomorphisme sur son
image. Comme la structure L.L.H. est héritée de celle des D*/D;,  (puisque
D, =D nD), Y, ,:D/D, > FM est un diffeomorphisme sur son
image. [ ]

IV.4. Le probléme de savoir si y,, , est surjective est plus délicat: en
effet si M n’est pas orientable, FM n’a quune composante et alors
V. » €St surjective, car 'image est ouverte et fermée. Dans le cas ou M
est orientable, FM a deux composantes; pour que la composante ne
contenant pas (m, b) soit atteinte, il faut et il suffit qu'il existe un difféo-
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morphisme de M renversant 'orientation, ce qui n’est pas vrai pour
toute variété. Ainsi sur P*(C), il n’y a pas de difféomorphisme renversant
I’'orientation & cause de la structure cohomologique de P*4(C).

3. Action de D,, | sur M

IV.5. ProrosiTiON: D,, ;| agit librement sur ./ .

En effet si pour 9D, , il existe g dans .# tel que ¢(g) = g, alors,
d’apreés 111.7 ii), ¢(exp,,X) = exp,, (T,, (X)) puisque ¢(m) = m. Comme
de plus T,,¢ = Id et la carte exponentielle en m est un difféomorphisme
sur un ouvert partout dense de M, ¢ = Id,,. [ ]

IV.6. PrROPOSITION: Soit G un sous-groupe compact de D. Alors
!;m) »:G\D > G\FM est un espace fibré I.L.H. a fibres D,, ;.

11 est montré dans [22] page 90 queG\D® a une structure de variété
naturelle et qu’on en déduit surG\D une-structure de LL.H. variété forte.
De plus D agit a droite surg\D. La fibration résulte alors de la fibration
localement triviale

l/jm,b : D - F(M)
et de ce queG\(D/D,, ,) est isomorphe a (G\D)/D,, ;- (]

IV.7. THEOREME: R, | = .M D, , est une variété I.L.H. forte.

Nous allons appliquer la proposition I1.16.

Vérifions donc que les hypothéses sont satisfaites. Les groupes D;, ;
operent librement d’apres la proposition IV.5 et proprement comme
sous-groupes fermés de D°.

D’autre part pour tout ge.# l'application de D! dans .#° est une
immersion (cf. [10] page 28).

Enfin, pour la derniére condition, la démonstration du théoréme de
la tranche dans .# pour laction de D (cf. [10] page 30) fournit une
tranche pour l'action de D,, ; qui est une limite projective des tranches
pour les actions de D}, !, si nous prouvons que le fibré g - (Im 03D, e

est un sous-fibré C* LL.H. de T.# le long de l'orbite sous D,, ; d’une
métrique g, supposée C*. Pour cela remarquons d’abord que

(Im 3¥g,, )*° = Ker 3, @ 55(Dyey)

ou D! désigne l'orthogonal de D, ; dans D pour la forme bilinéaire
(X, Y); = (w9 Lxg9, & y9)v, qui est non négative, mais nulle sur D, et
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coercive sur tout supplémentaire de D, dans D. En fait (D, ) ' =
(D, )*et dés que s>n/2+1, car D, ; =D}, et (D5, )= est de
dimension constante, celle de FM.

Nous savons (cf. [10] page 31) que g+ Ker J; est un sous-fibré C®
de T.#*1elong de D** ! g,, donc a fortiori le long de D5 ! - g, . Prouvons
que

IVS. 8% o Do) = @(OX(Dyoy")

ce qui sera suffisant pour que Im 655, , soit un sous-fibre C*.

X, Y);)(go) = f PGNZL x9(go)s Ly P(90)0p(g0)>

soit
(X, Y)(:)(go) = J o(golo(Z (p_l(X)g())’ O(Z - 11 90))9(V,,)

ou encore par changement de variable

(X, Y);(go) = J go(g(p“(X)gO7 g(p'l(Y)gO)vgo = ((P_I(X)a €0~1(Y));0'
M

Maintenant lorsque Y parcourt ®, ;, ¢(Y) parcourt D, ; pour
@€eD,, ,.Doncsi X €D, ", o(X)e Diepro !, comme de plus.¥ o0 ?Go) =
@(Zxg,), la relation IV.7 est prouvée.

La proposition II.16 est donc applicable et .#/D,, ; est une variété
LL.H. forte. [ ]

IV.9. ProPOSITION: M — R,, | = M/D,, , estun I.L.H. fibré principal
de groupe structural D,, ;.

Cela résulte directement de la construction de la structure de variété
LL.H. sur .#/D,, , et de ce que l'action de D,, ; est une action L.L.H.
C*'1! libre. ]

V. 2, est une variete LL.H.

1. Métriques a groupe d’isométries G.

V.1. Nous fixons pour tout ce paragraphe un sous-groupe compact G
de D et supposons M muni d’'une métrique dont G est un groupe d’iso-
métries lorsque nécessaire. Certains des résultats sont valables pour tout
groupe de Lie compact.
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V.2. LEMME: Soit M} Tensemble des métriques admettant G pour
groupe d’isométries. M§ est un sous-cone convexe positif fermé de M.

Soit P :C®(0*T*M)— C*(0*T*M) l'application linéaire qui a h
associe [ o(h)du(p) ou du est la mesure de Haar de G. P est continue
puisque: @ ~ @(: g - @(g)) est continue, que, G étant compact, la famille
des applications ¢ est bornée et que I'intégration par rapport a la mesure
de Haar est une forme linéaire continue. Or

ME = M~ Ker (Pg— 1d).

MY est donc Tlintersection de deux cOnes convexes fermés, donc
lui-méme un cdne convexe fermé. .#; est positif puisque .# Test,
Ker (P;— Id) étant un sous-espace vectoriel. ]

V.3. Soit .4 le sous-ensemble de .# formé des métriques admettant
exactement G comme groupe des isométries.

V4. LEMME: 4 ; est un ouvert de M.

Si M ; est vide, le lemme est trivial.

Soit ge M ;. D’apres le théoréme de la tranche (cf. I1.12), il existe un
voisinage U de g dans .# tel que pour g'e U le groupe des isométries
de ¢’ soit conjugué a un sous-groupe de G, donc en particulier ne peut
étre un groupe contenant strictement G. U N .4, est un voisinage de g
dans .#}, tout entier contenu dans./Z ;. [ ]

V.5. Enfait nous serons aussi intéressés par .# 4, ensemble des métriques
dont le groupe des isométries est dans la classe de conjugaison de G.
M ) est le saturé de .4 ; par l'action de D.

V.6. Le sous-groupe N de D qui stabilise .# ; est formé des difféeomor-
phismes ¢ tels que pour tout  dans G

Yle) = ¢lg)

autrement dit tel que @y ! est une isométrie de G : N est le normalisa-
teur de G dans D.

V.7. Pour montrer que #;, (ensemble des structures riemanniennes dont
la classe de conjugaison du groupe des isométries est la classe de con-
jugaison de G) est une variété LL.H., nous allons montrer que G\NG
est un groupe I.L.H. agissant proprement et librement sur .#;.

Pour cela nous allons d’abord considérer C; le centralisateur de G
dans D.
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2. Le centralisateur Cg de G dans D

V.8. ProPOSITION: Cg; est un sous-groupe de Lie 1.L.H. de D, d algébre
de Lie 65 = {X|X €D et VpeG, ¢(X) = X}. De plus si D est muni de la
métrique I? associée a une métriqgue sur M invariante par G, C‘; est
totalement géodésique dans D a partir de 1d,,.

C; est clairement un sous-groupe fermé de D.
Montrons qu’un voisinage de Id,, dans C; est une sous-variété I.L.H.
de D. Pour cela commengons par le lemme suivant.

V9. LeMME: P;:D - D, qui au champ de vecteurs X associe
(e @(X)du(e), est un projecteur continu sur €.

Nous avons déja vu que I'analogue de P sur les champs de tenseurs
symétriques est continu. De plus puisque pour Y €G

Y ( f (P(X)du(fp)) = J!//((P(X))du(fp) = l[(qo o YN X)du(e),
soit encoreG " ’
Y(Pe(X)) = JGC(X)R.’E(dM(C)) = LC(X)dﬂ(C),
il est clair que limage de Pg est € et que Pgg, = Id,,. M

V.10. Ainsi € est un sous-espace fermé direct de D.

Soit i, le rayon d'injectivité de la métrique g; si ¢ a une fonction de
déplacement d,, bornée par ij, alors pour tout point m de M il y a une
unique géodésique minimisante, ¢, de m a ¢@(m). De plus si on note
X ,(m) = &(m) (c est paramétrée pour étre de longueur un): ¢ = Exp (X ).
Considérons les diffeomorphismes ¢, = Exp (tX,) pour te[0, 1+¢]
(avec & < i;—max,,yd, (m)). Soit xe G, évaluons @,(x(m)): C’est le point
de paramétre ¢ situé sur la géodésique de x(m) a @(x(m)) = x(¢(m)), donc
sur 'image par x de la géodésique de m a ¢@(m); d’ou ¢(x(m)) coincide
avec x(¢@/(m)) et p,€ Cs. La géodésique de Id,; & ¢ dans D est toute entiére
dans Cg: ainsi X ,€%;. On peut donc trouver un voisinage de Id,, dans
Cg qui est une sous-variété de D, image par Exp d’un voisinage de 0
dans % (% est direct dans D). La structure de sous-variété au voisinage
d’un point quelconque  de C; s’obtient aisément puisque la composition
a droite par ¢ est une application C*. [ ]

V.11. J. Eells a annoncé un résultat analogue lors du Colloque du
Centenaire E. Cartan. Pour traiter un probléme relatif au mouvement
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des fluides, J. Marsden m’a communiqué qu’il avait prouvé la méme
proposition.

Nous reviendrons sur la structure de Cg; en termes de la géométrie de
M un peu plus tard (cf. V. 25 et suivants).

V.12. REMARQUE: Comme la composition a droite par un élément de
D, préserve le produit scalaire I? induit sur D par g, Cg; sera aussi
totalement géodésique aux points de Cg N D,

V.13. LEMME: Les composantes connexes de Cg sont isolées et donc
dénombrables.

Supposons que les composantes connexes de Cg ne soient pas isolées.
11 existe alors une suite (¢,) d’¢léments de Cg tous dans des composantes
connexes distinctes convergeant vers I'identité. A partir d’un certain rang,
le maximum de la fonction de déplacement des ¢, est inférieur au rayon
d’injectivité de la métrique g et d’aprés la preuve de la proposition V.8
les (¢,) seraient dans C2. W

3. Le normalisateur Ny de G dans D

V.14. Nous partons alors de la suite exacte de groupes suivante
V.15. 0-Cs;— Ng 5 Aut G

ol Aut G désigne le groupe des automorphismes de G et o est 'application
qui & @ e N associe automorphisme de G dans G, X » oX¢ 1.

Comme d’aprés la proposition II1.6, G est engendré par G° et un
nombre fini d’¢1éments, Aut G est un groupe de Lie d’apreés [5] page 251.
En particulier, la suite exacte V.15 est une suite exacte de groupes
topologiques (N, sous-groupe fermé de D, est muni de la topologie
induite par D).

Considérons alors le diagramme suivant ot toutes les lignes et colonnes
sont connues comme exactes sauf la derniére qui I'est aussi par voie de
conséquence. Nous montrerons que le groupe ¢ est discret en V.21.

Pour établir la structure locale de G\N, a cause du diagramme
précédent et du résultat mentionné a propos du groupe €, il suffit de
connaitre celle de GO\N2.

Pour cela remarquons d’abord que la suite exacte V.15 donne, quand
nous nous restreignons aux composantes connexes, une nouvelle suite
exacte
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V.16. 0> Cg n N2 —> N2 — (Aut G)°

que nous allons rapprocher de la méme suite exacte pour le groupe G°
V.17. 0 > Cgo N N2o = N2o — (Aut G°)°.

V.18. PROPOSITION: Soit G un groupe de Lie compact. (Aut G°)° est
isomorphe @ G°/Z g0 (Z 0 est le centre de G°).

Prouvons d’abord que (Aut G°)° ~ §/Zx.

(On rappelle que § est la partie semi-simple simplement connexe de
G°, ainsi quelle fut définie en I11.4).

D’une part Aut S est inclus dans (Aut G°)°. En effet S étant semi-simple
connexe et simplement connexe, d’aprés [5] page 251, Aut § = §/Z;.
Comme 7,(G°) est central dans G° = Z x 3 d’apreés IILS, la projection
de 7,(G°) dans S est centrale dans S. Donc tous les automorphismes de
S passent au quotient (nous les étendons a G° par une action triviale sur
7).

D’autre part un automorphisme de G° définit sur 4 un automorphisme
qui s’étend & G° et qui laissera invariant chaque élément de 7,(G°) 'il
appartient a la composante connexe de I'identité de Aut G°. 11 suffit
alors de constater que, la projection de 7,(G°) sur Z contenant un
réseau (cf. ITL.5), cet automorphisme induit I'identité sur Z.

Montrons pour finir que §/Zz ~ G°/Zso.

Cela résulte seulement de ce que la suite

0-7,(G% > ZxZz > Zgo— 0

est exacte d’aprés [ 5] page 243 et de ce que, dans le diagramme suivant,
toutes les colonnes et les lignes sauf la derniére étant connues comme
exactes, la derniére ligne est aussi exacte.
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0 0 0

l

0— 7,(GO)>ZxZy — Zgo—> 0
R
0— 1,(G)—>Zx8§— G*—0

|

0——8/Zz— G°/Zgz0—0

0 0

V.19. PROPOSITION: Soit G un groupe de Lie compact. (Aut G)° est
isomorphe a (Aut G°)°.

En effet il y a une application évidente Aut G — Aut G° qui induit
une inclusion (Aut G)° — (Aut G%°, mais comme (Aut G°)° ~ G°/Z .,
C’est une surjection puisque les automorphismes de G° provenant de la
conjugaison par des éléments de G° se prolongent a G. [ ]

V.20. REMARQUES: Les propositions V.18 et V.19 (mentionnées faute
de les avoir trouvées dans la littérature) ont les conséquences suivantes:

(1) les deux suites exactes V.16 et V.17 demeurent exactes si nous les
prolongeons par 0, puisque G° est évidemment inclus dans N2;

(i) par suite, dans la suite V.15, 'image de N, par « est une réunion
de composantes connexes de Aut G.

V.21. PROPOSITION: N;/NQ est un groupe discret ainsi que le groupe €
(voir en V.14),

Aut G étant un groupe de Lie, le groupe de ses composantes connexes
est discret. Le sous-groupe de Aut (G)/(Aut G)° image de N;/Ng par
application induite par o est aussi discret. Comme C;/C; N N2, qui est
un quotient de C/C lui-méme discret d’aprés le lemme V.13, est discret,
il en est de méme de N;/N¢ et du groupe € qui en V.14 apparait comme
un quotient de N;/N2. H

V.22. THEORBME: G\Ng est un groupe de Lie I.L.H. dont la topologie
coincide avec celle induite par Tinclusion G\Ng — G\D.

En effet, d’aprés V.14, G\Ng est a un groupe discret prés GO\N.
Montrons que GO\ N est isomorphe & C2/Z 40 & un groupe discret pres.
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Pour cela revenons a la suite exacte V.16 complétee
0> Cen N2 - NS — G°%Zg — 0.

Elle s'insére dans le diagramme de suites exactes suivant ou toutes
les colonnes et lignes sont connues comme exactes sauf la derniere,
qui I'est par conséquent:

0 0 0

| |
0 Z o > GO GZgo— 0

1 I

0—>Cg N NS —> N&—— G°/Zgo— 0

l

0—Cg N N%YZgo~>GO\NS—— 0

;

Ainsi Cg N N%/Zgo est isomorphe & GO\N&. Comme Cgz N N2 est un
sous-groupe distingué de C;, C2/Z g0 est & un groupe discret prés iso-
morphe & C; N N/Z ;o d’aprés V.13.

Nous avons vu en V.8 que Cg est un sous-groupe de Lie LL.H. de D.
Comme G N Cg = Zg, et que G\D est une variété LL.H. forte, 75\Cg; est
une variété L.L.H. forte et méme un groupe de Lie LL.H. Comme G\Ng
est & un groupe discret prés isomorphe & 74\Cg,G\Ng a une structure de
variété I.L.H. forte (et méme de groupe de Lie I.L.H.) sans ambiguité qui
est compatible avec la topologie induite par I'inclusion G\Ng — G\D. W

V.23. COROLLAIRE: Au niveau des algébres de Lie: Ny~ €, D L et
par suite N est un sous-groupe I.L.H de D.

En effet un voisinage de I'identité de N, apparait comme isomorphe

a un voisinage de l'identité dans z;\Cg)x G d’aprés la démonstration
du théoréme V.22, d’ou le corollaire. B

4. R est une variété 1. L.H.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

V.24. THEOREME: &, = n(M ) est une variété I.L.H. forte dont la
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topologie coincide avec celle de sous-espace de 'espace topologique X et
Mg~ R est un fibré principal de groupe structural G\N.

Nous remarquons d’abord que #, est aussi I'image par n de #;.
Nous allons appliquer la proposition 11.16. Pour cela prouvons que
G\N agit librement et proprement sur .# . Le caractére libre de I'action
résulte de la définition de .# . De plus l'action de G\N est propre
puisque I'action de G\D sur.# g, I'est (cf. [10] page 28 et 11.9), que N
est fermé dans D et que donc G\Ng; est fermé dans G\D. La propriété
analogue pour laction de G\N§™!' sur 4% suit trivialement (il faut
toutefois remarquer que G doit étre un sous-groupe compact de D et
non de D°*1),

De plus I'application qui & G- ¢ associe ¢(g) pour @€ N est une
immersion puisque I'application de G\D dans .# en est une.

Quant a la troisiéme condition, elle est automatiquement vérifiée
puisqu’elle I'est pour l'action de D sur .# et que l'action de N n’est
que la restriction de celle de D a la sous-variété .#;.

Drapreés la proposition I1.16, ;) = # /N est une variété I.L.H. forte
et la topologie sous-jacente est celle induite par I'inclusion de Z,, dans
2 par la construction méme des cartes locales de # .

Remarquons pour terminer que si nous avions choisi un autre re-
présentant de (G), soit G,, nous aurions obtenu une structure I.L.H.
équivalente. En effet G, = ¢Gp~! pour un certain ¢ dans D et alors
M g, se déduit de ./ ; par conjugaison par ¢ qui est une application C*
LL.H. d’ordre <0 (cf. I1.10). [ ]

REMARQUE: #;;, n’est de dimension finie que si G agit transitivement.

5. Lien de € avec la géométrie de M

V.25. 11 est intéressant de préciser ce que sont les éléments de C; et N
en termes de la géométrie de M. En tout point m de M,

T,M = T(G-m) ® [T(G - m]*.

Nous désignons par pr& le projecteur orthogonal de T,, M sur T,(G - m).
Il est clair que, hormis le cas ou il n’y a qu'un type d’orbites, m > pr&

n’est pas un champ d’endomorphismes C®. Cependant

V.26. PROPOSITION: Soit X €€ a support dans la réunion des orbites
principales de G. Alors préX e €,.

A propos de pr¢X deux problémes se posent: d'une part qu’il soit
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invariant par G, d’autre part qu’il soit C* (pour qu’il appartienne a D).
Remarquons d’abord que

V.27. LEMME: Pour oG, Toopr® = pr®o Te.

Soient me M et Y e T,,M. Alors
Y, = Yr+Y! avec YIeT (G -m) et Y eT, (G- m*

De plus YT = (d/dt)(n(m))|,~, pour une courbe #, dans G. Ainsi
d
(To o proXY,) = (To o pro)Y,) = T,(Y,) = o Pndm)li=o

et par suite

(To o pro)¥,,) € Toum(G - ¢(m))

nous avons prouvé que
(T o proYY,) = (pr o To)Y,,).
11 suffit donc de prouver que
(pr® o To)¥,) = 0.
Pour cela remarquons que pour tout Z,,€ T, (G- m)

0 = g(Y,, Z,) = 9(To(Y,), Te(Z,))

puisque @ est une isométrie de g.

Or nous venons de montrer que T¢(Z,) est dans T, (G ¢(m)) et
méme décrit tout cet espace, puisque ¢ est un difffomorphisme préservant
les orbites. Donc To(Y,;) € T, (G- @(m))*. [ ]

V.28. Suite de la preuve de la proposition V.26

D’apreés le lemme si X est dans %, alors pr(X) est aussi invariant
par G puisque, pour ¢ €G,

@(pr°X) = To™ ' (pré(X) - ¢) = pr[To™ (X - 9)] = pro(X).
pré(X) est C* au voisinage d’une orbite réguliére puisque 1a pr¢ est un
champ C® d’endomorphismes, d’ou la proposition.

Pour établir la propriété pour X €%, sans condition de support,
il faudrait établir que pr®X est C® partout. [ ]

V.29. La proposition V.26 permet donc de décomposer € en G5 et €&
ou 6¢ = {X|X eb,; et pré(X)=0) et
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%L = {X|Xeb; et priX)= X}.

V.30. PROPOSITION: ¥§ contient en particulier les relévements des
champs de vecteurs sur la partie réguliére de G\M. Donc € est de dimension
infinie dés que G nagit pas transitivement sur M.

Soit H le groupe principal d’isotropie. Supposons I'action non transi-
tive.

Soit U, la partie réguliére de G0\M. G/G° étant fini, G\M a aussi une
partie réguliére, soit U,, qui est la projection d'un ouvert dense U de M.
Il est classique que My, — U, est un G-fibré localement trivial. Si nous
relevons un champ de vecteurs a support dans U, en un champ sur M 4,
dans les espaces normaux aux orbites, nous obtenons un champ invariant
par G (la représentation linéaire d’isotropie dans la tranche est triviale
le long des orbites principales), donc un élément de €. Comme les
champs de vecteurs sur un ouvert d’une variété non réduite a un point
forment un espace vectoriel de diménsion infinie, €5 est de dimension
infinie. [ ]

V.31. Pour étudier %7, il nous faut d’abord considérer le cas d’un
espace homogéne, ce qui revient a considérer ce quest €5 en restriction
a une orbite (ou presque, voir V.33).

Remarquons d’abord que dans le cas ou le groupe d’isotropie est
réduit a Id,,, alors 5., se réduit aux champs invariants & gauche
(le flot doit commuter aux translations a gauche: c’est donc une transla-
tion a droite).

V.32. PROPOSITION: €(G.,, contient les images dans G- m des champs
de vecteurs invariants @ gauche projetables, i.e. ceux qui sont invariants
par ad(G,,).

Un champ de vecteurs X invariant a gauche sur G est projetable sur
G m = (G sietseulement s'il est ad G, -invariant. En effet si X invariant
a gauche est projetable, X vérifie

VyeG,, Vxe G, T,R(X(x)) = X(xy).
Pour x = 1d,,, cela donne
T, Ry(X(1dy)) = X(y);
comme X est invariant a gauche,
Tia, R(X(Idy)) = T, L,(X(1dy))

et X est ad (G,,)-invariant.
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Réciproquement si X est invariant a gauche et ad (G,,)-invariant, alors
T.R(X(x)) = (T.R, ° T, L)X(dy) = (T, L, Ty, R,)X(1d,y))
puisque les translations a droite et a gauche commutent, soit
T.Ry(X(x)) = (T,L, © Tig,, L) X(Id,))
puisque X est ad (G,,)-invariant. Donc
TR (X(Idy)) = X(xy)

(puisque X est invariant a gauche), ce qui est la relation que nous voulions
prouver. D’autre part nous avons vu que les champs invariants a gauche
commutaient aux champs invariants a droite qui sont, eux, tous proje-
tables. ]

V.33. La détermination de %§c.,, suppose que I'on connaisse le plus
grand groupe d’isométries de l'orbite, ce qui est toujours délicat.

Si nous considérons sur U ouvert régulier de G\M le fibré vectoriel
localement trivial dont la fibre en G - m est formée des champs de vecteurs
sur G-m images de champs de vecteurs sur G invariants a gauche et
ad (G,,)-invariants, toute section de ce fibré & support dans U est un
élément de €%.

V1. Stratification de #

1. Stratification associée a un ordre partiel

VL1. En dimension finie, les stratifications sont en général indexées par
un entier naturel, 'ordre étant I'ordre naturel. Ici 'ensemble des indices
est 'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de D qui sont
groupes des isométries pour au moins une métrique sur M, l'ordre étant
Pinclusion des groupes. Dans notre cas 'ordre est seulement un ordre
partiel.

VI.2. DEFINITION: Soient J un espace topologique et A un ensemble
dénombrable muni dun ordre partiel. Une partition (7 ,),.4 est une stratifi-
cation I.L.H. de  si

(i) les 7, sont munies de structures de variétés I.L.H. fortes compatibles
avec la topologie induite par I .

(ii) Si 7, rencontre Tadhérence de T 5, alors B<ua, et T, T, e

Nous dirons que les T, sont les strates de la stratification.
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V1.3. LEMME: Lensemble J des classes de conjugaison de groupes des
isométries de M est un ensemble dénombrable.

Les classes d’isomorphie de groupes de Lie compacts réductifs forment
un ensemble dénombrable. De plus chacune d’elles n’a qu'une infinité
dénombrable d’actions équivalentes (cf. [23] page 364). n

2. Les (R ) )3 Stratifient R.

VI1.4. THEOREME: Z g, pour (G)€J est une stratification 1.L.H. de R.

Il est clair que les #,, pour (G) € J forment une partition de . Nous
avons prouvé en V.24 que Z, pour (G) dans J est une variété LL.H.
dont la topologie coincide avec celle induite par %.

11 nous reste a prouver la propriété de frontiére, ie. si e gy N R gy
alors H est un sous-groupe d’un conjugué de G et de plus tout §' dans
R, est dans Zy,.

La premiére propriété résulte du théoréme de la tranche pour P'action
de D sur .#. En effet soit g une métrique dont le groupe des isométries
est G; g est la structure riemannienne associée & g. Si Ge g, N ),
il existe une suite de structures riemanniennes g, dans 4, telles que
(gn) tende vers g lorsque n tend vers Iinfini. Soit T, la tranche en g de.
I'action de D. Nous pouvons choisir des représentants (g,) de (§,) dans
1, pour n assez grand. D’apres les propriétés d’une tranche, le groupe
des isométries de g, est un sous-groupe de D, = G, donc H, conjugué
de D, , est conjugué a un sous-groupe de G.

Nous allons prouver la deuxiéme propriété sous la forme suivante:

VLS. PROPOSITION: Soit # € J et supposons # ¢ (G). Alors il existe un
sous-groupe H de G avec H e # tel que | |g<x< g7 x soit distinct de T .

La preuve consiste a adapter celle du théoréme II1.23 & la situation
présente. Soit H' un sous-groupe de G tel que H' e #; la construction
faite en I11.24b) peut se faire dans un voisinage arbitrairement petit de g.

Pour cela, ¢ étant donné, il suffit au i-éme pas de la construction de
prendre la métrique g; & moins de ¢/2° de g;_, (pour la distance déduite
de la structure LL.H. de .#) ce qui est possible.

Soit g' la métrique telle que D, = H' ainsi obtenue. D’aprés le théoréme
de la tranche, nous pouvons écrire g’ = Y(exp® h)avec y e D et he Ker 0y
La métrique exp® h a pour groupe des isométries H = yH'Yy ' qui est
un sous-groupe de G puisque exp® h est dans la tranche Ty en g.

La métrique I? sur ./ étant invariante par D et g par G, h est dans 9,
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mais il ne se trouve pas dans | Jyexe g, sinon il y aurait un K
(H ¢ K < G) laissant invariant h et exp® h. [

VL.6. Suite de la preuve du théoréme V1.4

Si (H) et (G)eJ avec (H) < (G), prouvons que Z ) = % 11 suffit
pour cela de compléter la preuve de la proposition VL5 de la facon
suivante: g(t) = exp® th est une courbe de métriques dont le groupe des
isométries est G pour t = 0 et H pour t # 0, puisque pour G

@(g(1)) = exp® o(th) = exp® to(h). N

3. Incidence des strates

VIL.7. REMARQUE: Dans V1.6 nous avons prouvé un peu plus que le fait
que les (Z,g,) stratifient £. En effet, la démonstration du théoréme V1.4
montre que si (H) & (G), alors Z) & 2, autrement dit les strates
sintersectent autant qu’il est possible, ce qui est une propriété
de régularité de la stratification.

VI.8. COROLLAIRE: .# ; est un ouvert dense de M.

Drapres le lemme V.4, .#; est un ouvert de .#;. Il est clair que
M=) Mg
G'2G
G'el
Or dans la preuve du théoréme VI.4, nous avons exhibé & partir d’une
métrique g telle que D, = G', une courbe de métriques g(t) avec D, = G
pour t petit # 0, prouvant le corollaire. [ ]

VI.9. COROLLAIRE: .# 4 est un ouvert dense de M dés que dim M = 2.

C’est le corollaire précédent dans le cas ou G = 1d,, dés qu’on remarque
que MYy =M. [ ]

VI1.10. REMARQUE: D. G. Ebin avait donné une démonstration ‘a la
main’ de ce dernier corollaire utilisant la courbure (cf. [10] page 35).
VII. Applications

1. R est-il une variété I.L.H.?

VIL1. Il est clair que lorsque D ne contient aucun sous-groupe compact
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autre que {Id,,}, # est une variété L.L.H. forte et 7 : .# — Z est un fibré
principal de groupe structural D par application de 11.16 puisqu’alors
D agit librement. De telles variétés M existent (cf. [9]).

VIL.2. Nous supposons maintenant que D contient au moins un sous-
groupe compact non trivial. D contient alors nécessairement un sous-
groupe G qui est groupe des isométries d'une métrique.

VIL.3. PROPOSITION: Au voisinage d’ une métrique riemannienne qui a
un groupe des isométries non trivial, # west pas une variété 1.L.H.

En effet soient g une telle métrique et G son groupe des isométries.
G étant un groupe compact admet comme sous-groupe un groupe
cyclique d’ordre premier. Si nous prouvons la proposition pour les
métriques dont le groupe des isométries est un groupe cyclique d’ordre
premier, comme il existe des chemins de métriques issus de g dans la
tranche en g dont le groupe des isométries est un tel groupe sauf a
l'origine (ainsi que nous l'avons prouvé en VL6), tout voisinage de
g = m(g) contiendra des points en lesquels # n’est pas une variété.

VIL4. Supposons donc que le groupe des isométries de g’ est un
groupe cyclique d’ordre premier k, soit H; ainsi H n’a aucun sous-groupe
non trivial. Le noyau 7y du projecteur P, sur J pdéfini par
h>1/k Y ,q @(h) est stable par H. De plus par définition H agit librement
sur 7 ;;— {0} (Cest 1a que nous utilisons le fait que H n’a aucun sous-
groupe propre). Un voisinage de § = n(g’) dans % est donné par la
produit d’'un voisinage U de 0 dans 5 par un voisinage V de 0 dans
le quotient de I par H. Or V est limite projective de voisinages V* de
0 dans le quotient de 7 5 (complété de J ; pour la norme H®) par H. Or
H agit librement sur les sphéres de 7 §; le quotient de ces sphéres par
H a donc pour groupe fondamental Z,. Comme les boules, qui se rétrac-
tent 'une sur 'autre par homothétie, forment un systéme fondamental
de voisinages de 0 dans 73, 0 n’a pas de voisinage contractible dans
le quotient de J 5 par H. V n’est pas un voisinage d’'un point d’une
variété I.L.H. |

VIL5. REMARQUE: Ainsi #,, ; apparait comme une désingularisation
de Z et bien entendu la projection p,, , : %, ; — # contient les singu-
larités de #. Par exemple en g, image dans #,, ; de la métrique considérée
précédemment, la fibre de la projection p est G\F(M), alors qu’il y a des
points voisins ou elle est F(M). Un modéle local de la fagon dont ces
différentes variétés de dimension finie s’organisent entre elles serait
intéressant pour comprendre les singularités de %.
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Dans le cas de S", #,, , est certainement la désingularisation minimale
de # puisque F(S")=O0(n+1), qui est le groupe des isométries des
métriques a courbure constante sur S".

2. Relévement des chemins de R

VIL6. ProrosITION (D. G. Ebin non publié): Dans toute classe & homo-
topie de lacets de R, il y a au moins un qui se reléve dans M .

Soit § un lacet dans £ tel que %(0) = (1) = 4.

Soit ge . # une métrique dont la structure riemannienne est g.

Nous voulons montrer qu'il existe un chemin y: [0, 1] — .# tel que
moy soit homotope a ¥ et p(0) = g.

Nous savons que 7, : T,/D, — Z est un homéomorphisme sur un voisi-
nage %; de g dans . De plus par construction T, ,, = ¢(T,) pour ¢ €D.
La notation %; est donc justifiée: I'image de 'homéomorphisme 7, ne
dépend que de 4.

Draprés une propriété classique des applications continues de source
compacte, il existe une subdivision 0 =t, <t, < - <, =1 de [0, 1]
telle que, pour tout i = 1,---, k, il existe s;€ Jt;_,, t;[ tel que 5([t;,_,, t;])
soit contenu dans %, .

La preuve de l'existence du relévement va se faire par récurrence:
supposons qu’il existe un chemin ¢ 7y;_,(t) de [0, t;,_,] dans .# tel que
7i—1(0) = g et moy;_ soit homotope a |, ,,_,;- Montrons qu’alors y;_,
se prolonge en y;:[0,t;] > .# tel que moy; soit homotope & |y, ;-
Pour cela soit g;e ™ 1(5(t;)) une métrique telle que y(t;_ ,) appartienne a
T,.. Comme T, est homéomorphe a un voisinage convexe de 0 dans
un espace de Fréchet, il existe un chemin o:[t;_,t;] > T, tel que
o(t;— 1) = 7;_1(t;—1) et moo(t;) = H(t). Nous définissons y,:[0, ;] > .4
en mettant bout a bout y;,_, et o.

Alors y; satisfait la condition de récurrence. En effet 7 o ¢ est homotope
A Yly, ..y car ces deux chemins sont dans %y, qui est contractile
(U3, est homéomorphe a 7 /D, quotient d’un ensemble convexe par
un groupe de transformations linéaires). ]

3. Relévement des disques de R*

VIL7. Si nous nous intéressons & prouver une propriété analogue a

1 Ce paragraphe est une reprise de [7] § 4.



34 J.-P. Bourguignon [34]

VIL.6 pour le relévement des disques nous sommes amenés a donner la
définition suivante:

VIL.8. DEFINITION: Soit p:¥ — # une application continue entre
espaces connexes et localement connexes par arcs. p est dit avoir la propriété
faible de relévements des i-cubes (en abrégé P.F.R. (i)) si pour tout couple
d applications continues (f, F)

[ x {0} —» 7,
F:I'sw, vérifiant

(i) po f = Foj(j désigne linclusion I'"* x {0} - I'),
(i) po f(I'"" x {0}) = F(OI), .
dit couple admissible, il existe une application continue ¢ : I' — X telle que:
(@) poolor = Flop,
B ¢|Ii*1x{0} =/,
(y) po@ est homotope a F.

VIL.9. PROPOSITION: Si p:¥" — W vérifie P.F.R. (i) et P.F.R. (i+1),
alors on peut définir un homomorphisme de connexion pour tout we W~ et

vep'(w),
0; (W, w) = m;_(p” (W), v)
et le trongon de suite (j désigne ici Tinclusion de p~*(w) dans V")
T(p™ W), 0) = (V7 0) L m(H, W) = w4 (p (W), ) — -

- Tl (7, v) L T (W, w)
est exact.

La démonstration, calquée sur le cas classique, est laissée au lecteur. W

VII.10. REMARQUES:

(i) La proposition est vraie aussi dans le cas ou i = 1, la suite exacte
sarréte alors a ny(7", v) = 0 puisque ¥~ est connexe.

(ii) P.F.R. (1) signific seulement que dans toute classe d’homotopie
de lacets en v, il y en a au moins un qui se reléve, propriété que nous avons
prouvée en VIL6 pour n:.4 — A.

VIL.11. PROPOSITION: Supposons dim M = 2. Alors ou M n’admet

Paction daucun groupe non trivial ou m ne vérifie pas simultanément
P.F.R.(2) et P.F.R. (3).
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Supposons que = vérifie P.F.R. (2).
D’aprés VIL9 comme = vérifie P.F.R. (1), nous pouvons écrire le
trongon de suite exacte

y(n”(g), 9) = 1i(M, g) > 1y (R, §) > mo(n”'(G), 9) > O.

A étant contractile, n,(#, g) = 0.

De plus n~!(g) ~ p,\D et le point-base g est associé par cet homéo-
morphisme a D,,.

Donc quel que soit geZ nous avons un isomorphisme de n,(%, §)
sur 7o(p,\D, D,).

Puisque dim M = 2, nous savons d’aprés V1.9 que .#,, est un ouvert
dense de . Soit g, € M4 €t §, = m(g,)- Comme Z est connexe et locale-
ment connexe par arcs,

7!:1('@’ g) = nl(g’ g~0),

un isomorphisme pouvant étre construit ainsi: on prend un chemin &
de g, 4 g supposé relevable par = (il en existe toujours d’aprés une variante
de VIL6) et a tout lacet y en § on associe le lacet en goc~ ' oyoc.

Interprétons I'isomorphisme de mo(D, Id,,) sur my(p,\D, D,) déduit du
précédent et des isomorphismes de (%, g) avec no(Dy\D, D, déja
établis. Soit g I'extrémité dans n~'(§) du relévement de ¢ issu de g, .
L’application de m(D, Id,) sur no(p,\D, D,) déduite de ¢ consiste, étant
donné aemy(D) et pea, & associer & a la classe de ¢ dans 7y(p,\D),
puisque I'on peut prendre comme relévement de & issu de ¢(g,) le chemin
o(c).

Mais p,:D — Dg\D est un espace fibré pour lequel nous pouvons
écrire la suite exacte d’homotopie

PN no(Dg) no(ig) no(D) mo(Pg) 7rO(Dg\D) - 0.

Or nous venons de voir que lisomorphisme de ny(D, Id,,) sur
nO(Dq\D, D,) n’était autre que 7y(p,). mo(i,) doit donc étre I'application
nulle. D’ou

VII.12. PrOPOSITION: Si M admet une métrigue ayant une isométrie
non isotope d lidentité, n ne vérifie pas P.F.R. (2).

Cette proposition, compte-tenu de I11.6, peut prendre la formulation
équivalente suivante,

VII.13. PROPOSITION: Si M a une racine de Tidentité non isotope a
Pidentité, alors © ne vérifie pas P.F.R. (2).
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VIIL.14. Suite de la preuve de la proposition VII.11
Supposons maintenant qu’en outre n vérifie P.F.R. (3). D’aprés la
proposition VIL9, nous pouvons écrire le trongon de suite exacte

1 (n”(G), 9) = T M, ) = Ty (R, §) — Ty(n”(G), 9) — my( M, g) —~~
- 7'[1(@, g)

A étant contractile, 7,(.#, g) = 0. On prouve comme précédemment
que pour tout ge Z on a un isomorphisme de 7,(%, §) sur 7,( Dg\D, D,).

De la méme fagon qu’auparavant si on considere g, € .#,4, on déduit
de lisomorphisme de 7,(%, §) sur nl(Dg\D, D,) un isomorphisme de
n,(D,1d,,) sur n,(p,\D, D,)en interprétant 'isomorphisme de 7, (7~ (9), g)
sur 7,(n~1(§,), g,) obtenu par composition avec le lacet ¢.

En examinant a nouveau la construction, on voit que cet isomorphisme
est m,(p,). Donc dans la suite exacte d’homotopie du fibré p,:D — Dg\D
considérée dans son trongon

n(D,) — 7, (D) =222 7, (p,\D)—2~ n(D,) - O,

I’homomorphisme de connexion est aussi nul et d’aprés I'exactitude et
ce que nous avons ¢établi auparavant, 7,(D,) = 0 pour toute métrique g.
Or si G est un sous-groupe compact de D, non trivial, il admet des sous-
groupes finis non triviaux qui seront d’apres le corollaire 1I1.25 groupe
des isométries d’au moins une métrique, d’ou une contradiction. [ |

VIII. Etude de Papplication courbure scalaire

1. L’application courbure scalaire

VIIL.L. II est classique qu’a toute métrique g sur une variété M de
dimension au moins deux, on associe une fonction sur M dite courbure
scalaire notée 1(g), qui dans le cas de dimension deux est la courbure
gaussienne et dans les dimensions supérieures est une moyenne sur la
grasmanienne des deux-plans de la courbure sectionnelle (elle-méme
I'analogue de la courbure de Gauss pour un deux-plan).

On peut aussi partir du tenseur de courbure R associé a la métrique,
qui est une section du fibré ®° T*M ® TM — M la courbure de Ricci
notée p, qui est une section du fibré O?T*M — M, s'obtient en prenant
la trace de R (au signe prés, il 'y a qu'une possibilité non triviale);
la courbure scalaire est alors la trace de la courbure de Ricci (prise par
rapport a la métrique g).

VIIL2. L’application qui & g associe t(g) est un opérateur différentiel
quasi-linéaire d’ordre deux de .# dans % (M) espace vectoriel des fonc-
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tions sur M, qui, en coordonnées locales sur M normales en me M,
admet I'expression suivante

‘ o ij g
[(9)](m) = % Z (aing - 8xjng> :

i,j=1

L’extension de t 4 _#°* sera encore notée 1.

VIIL.3. Lorsque a partir d’'une métrique g, nous considérons une variation
de métriques g(t) C! au voisinage de 0, dt(g(¢))/dt|,—, est un opérateur
différentiel linéaire de T,.# = C*(0*T*M) dans # (M) que nous noterons
1,.7, sexprime a partir d’opérateurs classiques (cf. [2] page 385)

T (h) = 6,0,h+ A4, Trace ;h—g(p(g), h)

ou J, est I'adjoint de d pour le produit scalaire Lz(vg) sur les fonctions de
M encore nommé codifférentielleet 4, = J,d le laplacien sur les fonctions.

VIIL.4. PROPOSITION: La variation premiere de la courbure scalaire
pour la variation g+ tp(g) ou p(g) est la courbure de Ricci de g est:

(p(9) = —g(p(g), p(9))+34,[7(9)]-

Pour prouver la proposition il suffit de remarquer que

VIILS. 3,p(9) = —3d[(9)]

qui est 'expression avec nos notations de la seconde identité de Bianchi
ou nous avons fait deux contractions pour faire apparaitre g, et la
courbure de Ricci. D’ou

7(0(9)) = —39,d[t(9)]+4,[t(9)]—9(p(9), p(9))

soit aprés simplification la formule cherchée. [ ]

VIIL.6. REMARQUE: Soit M une variété admettant une structure
spinorielle (il faut et il suffit que sa deuxi¢me classe de Stiefel-Whitney
soit nulle) dont le A-genre est non nul (cf. [19]). Alors toute métrique &
courbure scalaire nulle sur M est en fait a courbure de Ricci nulle (pour
une autre preuve voir [17]).

En effet les variétés M décrites précédemment sont connues pour
ne pas admettre de métriques a courbure scalaire positive ou nulle non
identiquement nulles.

Soit g, une métrique sur M telle que t(g,) = 0.

D’apres la proposition VIIL4, si nous varions g, par g(t) = g, —tp(g,),
alors

T,(P(90)) = g(p(go)> P(90))
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ce qui accroit la courbure scalaire en tous les points ou la courbure de
Ricci n’est pas nulle.

Ceci ne suffit pas exactement pour conclure puisque la dérivée seconde
de (g,) peut étre négative aux points ou p(g,) est nul, déterminant en
ces points le comportement de t(g,). Mais en considérant la dérivée de
la formule (9) de [19] et la valeur de 7;(p(g,)), on peut conclure.

2. 1. M — ¥ (M) est une submersion

VIIL.7. Le prochain théoréme est une version générale d’'un théoréme
di dans le cas ou 7(g) < 0 non identiquement nulle a A. Fischer et J.
Marsden (cf. [14]). Pour une utilisation de la proposition, voir [17].

VIIL.8. PROPOSITION: T: .4 — % (M) est une submersion I.L.H. sauf
aux métriques g ou 1(g) est une constante non négative.

Nous allons prouver que T,.# = Ker 7, ® Im t* et que T, ,, #(M) =
Im 7, dés que t(g) n’est pas une constante non négative. Pour cela d’apreés
[2] page 383, il suffit de prouver que 7;* adjoint de 7, pour les produits
scalaires L, sur les tenseurs symétriques et les fonctions est injectif a
symbole injectif, car alors 7 7"* est elliptique sans noyau.

Evaluons ©*: pour f e # 1,%(f) = (4, g+ oFdf — fp(g).

VIILY. LEMME: t;* est injectif dés que t(g) n'est pas une constante non
négative.

Supposons que 'on trouve une fonction f non identiquement nulle
telle que
7*(f) = 0.

Appliquons §; a 'équation obtenue. Par un calcul direct, nous trouvons

VIIL10. —dd,df +3,5%df +plg) ® df — [8,plg) = O,

ou ® désigne le produit tensoriel contracté.
Or nous avons prouvé (cf. [6]) que pour toute 1-forme &

(dd,+30,d)¢—5,05¢ = plg) ® &
(ce n’est qu'une forme particuliérement adaptée a notre probléme de
I'identité de Ricci).
Si nous reportons cette formule dans VIIL.10, nous trouvons que:
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f8,0(9) = 0.

Or comme nous avons vu en VIIL5 que d; p(g) = —3d1(g), la relation
a laquelle nous aboutissons est

VIIL11. fdt(g) = 0.

Si nous prenons la trace de I'équation: 7,*(f) =0, nous trouvons
(n=1)4, f=1(g9)f (n=dim M), relation qui permet de transformer la
relation VIIL.11 en

VIII.12.
5df = f (p(g)— ,f_(g)lg)

Remarquons alors que si f~'(0) a un intérieur non vide, f est nulle
partout ce qui est contraire a 'hypothese; en effet si m est intérieur a
a f~1(0), le long de toute géodésique c issue de m f satisfait & I'équation
différentielle du second ordre

n—1

= f[p(g)(é, - T@]

avec des conditions initiales en m nulles, donc f est nulle. Les géodésiques
issues de m recouvrant M, f serait nulle partout.

Donc le complémentaire de f~'(0) dans M est un ouvert dense et
nous déduisons de VIIL.11 que dt(g) = O partout, d’ou le lemme, car si
la valeur constante de 1(g) était négative, le laplacien sur les fonctions
aurait une valeur propre négative, ce qui n’est pas possible. [}

VIIL.13. Suite de la preuve de la proposition VIIL.8

I nous reste a vérifier que 7,* a un symbole injectif, ce qui est facile,
car pour EeT*M, feZ,

odt) f = (-9 EHg+E® S

qui est clairement injectif dés que n > 1. [ ]

3. Lien entre les stratifications de .# et de F(M)

VIIL.14. % (M) posséde une stratification naturelle, dite stratification de
Whitney, particuliérement bien adaptée a I'action de D x D(R) sur % (M)
(cf. [8]). Les fonctions de Morse excellentes (i.e. celles qui n’ont pas de
valeurs critiques égales) forment la strate de codimension O qui est un
ouvert dense; ces fonctions sont stables par I'action de D x D(R), autre-
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ment dit orbite d’une telle fonction f contient un voisinage de f. Les
fonctions avec un seul point critique dégénéré par l'introduction d’une
coordonnée au cube ou avec deux valeurs critiques égales forment la
strate de codimension 1: I'orbite de telles fonctions par D x D(R) est une
sous-variété de codimension 1 de #(M). Les autres strates ont une
définition analogue.

VIIL.15. La remarque de base est que © commute a I'action de D sur .#
et sur # (M), i.e. pour peD, ge M,

(09) = o(t(9))-

Mais contrairement a ce qui se passe pour les métriques, il y a des
fonctions de Morse excellentes, donc appartenant a la strate de codi-
mension 0 qui admettent des groupes compacts de difftomorphismes
d’invariance: par exemple la fonction hauteur du plongement canonique
de §" dans R"*! admet O(n) comme groupe compact d’invariance. Ainsi
les deux stratifications ne sont pas envoyées strates dans strates par
lapplication 7; la courbure scalaire ne contient pas assez d’information
géométrique pour nous assurer quun difféomorphisme qui la laisse
invariante est une isométrie.
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