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LA CLASSE FONDAMENTALE D’UN CYCLE 1

F. El Zein
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Noordhoff International Publishing
Printed in the Netherlands

Grothendieck a annoncé en 1956 [4], qu’on peut associer à tout cycle
d’un schéma X lisse sur un corps k, une classe fondamentale dans la co-
homologie de Hodge H*(X, Q* X/k) qui définit un morphisme de l’anneau
de Chow dans cette cohomologie. Le complexe dualisant de la variété X
[8] nous permet d’expliciter ce morphisme. On obtiendra de la même
manière la classe fondamentale dans la cohomologie de De Rham
HDR(X, 92*x/k)-

1. Calcul de la différentielle d’un complexe Résiduel.
2. Construction de la Classe fondamentale.

3. Compatibilité avec la formule de Künneth.
4. Compatibilité du produit d’intersection et du cup-produit.
5. La classe fondamentale en cohomologie de De Rham.
6. La classe fondamentale d’un cycle en Géométrie analytique.

Hypothèses et notations

On considère une variété X de dimension n, intègre et lisse sur un corps
k, de faisceau structural (9x. On utilise les mêmes notations que [8]. En
particulier si Z’ c Z, le foncteur H*Z/Z’ (*) désigne la cohomologie à sup-
port dans Z modulo Z’. Pour un point x de X et un (9x-module F,
0393x(F) désigne le groupe des germes de sections de F au voisinage de x,
à support dans .x l’adhérence de x, le ième foncteur dérivé associé est

Hix(*); cdx(x) est la codimension de x dans X.
Pour un groupe G, on note ix G le faisceau constant G sur x et nul

ailleurs.

Rappel sur le complexe résiduel

Le complexe résiduel K·X de X est le complexe de Cousin de 03A9nX/K[n],
concentré sur l’intervalle [ - n, 0]. Pour tout morphisme de type fini

1 Ce travail a été subventionné par le Conseil National de la Recherche Scientifique
libanais en 1972.
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f : Z ~ X on peut définir un complexe résiduel f!K·X sur Z; Si f est lisse
de dimension relative m:f!K·X~f*K·X~Z03A9mZ/X.

Soit i:Y ~ X une immersion fermée, K·Y est isomorphe à i!K·X =
i* HomOx (i* OY, K·X). Pour tout indice j e [0, n], Kj-nX ~ ilcd(X)=j ixHjx(03A9nX)
et Kj-nY~cd(x)=j ix HomOX,x (OY,x, Hjx(03A9nX)). Si Y est de codimension

pure p, K·Y est concentré sur les degrés [ - n + p, 0], et Hpy(03A9nX) étant
dualisant pour OX,y on a ExtpOX,y(OY,y, 03A9nX,y) ~ HomOX,y (OY,y, Hpy(03A9nX));
c’est-à-dire : ExtiOX(OY, 03A9nX) = 0 pour i  p et ExtpOX(OY, 03A9nX) ~ Hp-n(Kr)
S’injecte dans Kp-nY ~ cd(y)=0 iy ExtpOX, y (OY,y, 03A9nX,y).

REMARQUE : Tout OX-module F, décalé au degré - n, localement libre,
de type fini, est quasi-isomorphe au complexe de faisceaux quasi-cohé-
rents injectifs K·X(F) ~ K·X ~OX(03A9nX)V ~OX F.

1. Calcul de la différentielle d’un complexe résiduel

1.1. Soit Z. la filtration de X par la codimension : Zi = {x eX : cdx(x) ~ i}.
Le complexe résiduel K·X(OX) est égal en degré - n + i à HiZi/Zi+1(OX)
~ cd(x)=i ixHix(OX) ([8] ch. IV var 6-F).
La différentiel d-n+iX : cd(x)=i ix Hix(OX) ~ il iy Hi+1y(OX) se dé-

duit du morphisme de connexion 03B4 : HiZi+Zi+1 (OX) ~ Hi+1Zi+1/Zi+2(OX)([8].
Prop. 2.5 p. 235).

Si f1,···, fi forment un système de paramètres de l’anneau régulier
OX,x (nécessairement une suite régulière), les idéaux I[n]x = (fn1,···,fni)n~N
alternent avec les puissances nième de l’idéal maximal (mnx)n~N et on a:

Le premier isomorphisme est déduit de l’isomorphisme de foncteurs
sur la catégorie des (9x,,,-modules:

et le dernier isomorphisme est obtenu à l’aide du complexe de Koszul de
la suite fl’ ..., fi, la limite inductive est considérée pour les morphismes:
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Dans la suite, si A est un anneau, M un A-module, et f1,···,fi des
éléments de A, l’image d’un élément a ~ M/(fr1,···, !ïr) dans la

sera noté

1.2. Réduction au cas d’une courbe de Gorenstein

Soit x un point de X de codimension i, et y ex de codimension i + 1
dans X. On peut trouver des éléments f1,···, fi ~ OX, y qui forment un
système de paramètres de OX, x et un élément fi+1 ~ OX, y tel que (f1,···,
fi, fi+1) forment aussi un système de paramètres de OX,y. Les sous-
variétés fermées Zr définies par (fr1,···, fri) sont des intersections com-
plètes dans un voisinage de x dans X, qu’on suppose égal à X pour sim-
plifier, admettant x = xo , x1,···,xl comme points génériques des com-
posantes irréductibles, correspondant à des idéaux premiers 03B20,···, 03B2l,
dans OX,y, de même hauteur i.

1.2.1. PROPOSITION : Avec les notations ci-dessus, le diagramme suivant,
est commutatif, et permet d’expliciter le morphisme: Hix(OX) ~ Hi+1y(OX)
induit par la différentielle dx .

Avec P: la projection canonique, c’est la différentielle du complexe de
Cousin de OZr : K·Zr(OZr)/sp(OZr,y); dz, la différentielle de j!K·X(OX)/Sp(O Zr, y)
où j est l’immersion Zr ~ X ; dx la différentielle de Kx«9x); Po (resp. 03B21)
est l’isomorphisme déduit de la résolution de OZr, xs (resp. ~n ~ N, de

OZr, y/(fni + 1)) par le complexe de Koszul de la suite fr ···, fri.

Soit K·(fr1,···, fri) le complexe de Koszul de la suite régulière fl, r 
fri, j = Zr ~ X l’immersion fermée, et K·X(OX) le complexe résiduel de X,
résolution de (9x[n]. On a les quasi-isomorphismes

j*OZr[n-i] ~ R Hom·(K·(fr1,···,fri), OX[n]) ~ HomX(j*OZr, K·X(OX))
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On retrouve ainsi que (9zr est dualisant pour Zr (on dit que Zr est de
Gorenstein ([8] ch. 5 § 9 et [1]), le complexe de Cousin K·Zr(OZr)/Sp(OZr,y)
de OZr, y, concentré en d° : 0 et 1, est:

où p est la projection canonique.
Le quasi-isomorphisme ci-dessus donne lieu à un isomorphisme sur

les complexes résiduels:

En degré - n + i, l’isomorphisme 03B20:

En degré - n+ i + 1, l’isomorphisme 03B21:

dans le cas de l’isomorphisme 03B20, les propriétés suivantes interviennent :
(1) Le module Hi + 1y(OX,y) est dualisant de support .
(2) Pour un anneau B et un élément g E B, on a Bg/B ~ lim B/(gn).
(3) L’anneau, (OX, y)fi + 1/(fr1,···, fri) est artinien dont les idéaux pre-

miers sont Ps pour s ~ [0, l], et par conséquent isomorphe à:

2. Construction de la classe fondamentale

2.1.1. THÉORÈME : Soit Y une sous-variété fermée de X, de codimension
pure p, il existe alors un morphisme canonique : 03A9n-pY[n - p] ~ K* Y.



13

Le morphisme 03A9n-pY ~ Kyn+p
Si Y est intègre de point générique y, et (t1,···, tp) un système régulier

de paramètres de (9x,y; on a la suite exacte:

Soit H le module

dans Qn-pX,y ~OX,y (9y,y. On en déduit de la suite exacte l’isomorphisme :

Le morphisme 03A9n-pX,y ~ OY, y ~ 03A9nX, y Q OY, y qui envoie l’élément w Q9 1
en w A dt1 039B ··· A dtp s’annule sur H et définit un morphisme

on définit : A 
= 039B1 03BF 039B0:03A9n-pY,y ~ 03A9nX,y ~ 039Bp(mX,y/m2X,y)V. 

Si on compose
A avec l’isomorphisme fondamental local, on a :

Le morphisme cherché est le composé 03B8y 03BF ~y : 03A9n-pY ~y~ iy03A9n-pY,y 03B8y~ K-n+pY.
Il reste à démontrer que le morphisme composé avec la différentielle est
nul, on considère d’abord le cas d’une variété normale puis on s’y ramène
en utilisant la normalisée d’une variété quelconque.

Cas où Y est normal

Pour tout point ze Y de codimension 1, l’anneau (9 y,,, est de valuation
discrète. On peut trouver p éléments t1,···,tp E OX,z qui engendrent l’idéal
FY,z et qui forment avec un élément tp+1 ~ OX,z, un système régulier de
paramètres. Soit w ~ 039303A9n-pY et wz ~ 03A9n-pX,z un relèvement de w régulier en z,
l’image

comme Wz A dtl 039B ··· A dtp est régulier en z, on conclut que do Oy 0 qJy = 0,
d’après le calcul précédent de la différentielle.
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REMARQUE: Si Y est de plus séparable sur k, soit V c Y un ouvert affine
d’algèbre A, tel que 03A91V soit libre de base dl1 ··· dln-p. Un élément
w E 03A9n-pY,y s’écrit w = a d ll 039B ··· 039B dln-p avec a E OY,y; dire que do (Jy(w) = 0
c’est dire que 03C5z(a) = 0 pour tout point z E V, de codimension 1, Vz dé-
signant la valuation de OX,z, ceci est équivalent à w ~ 039303A9n-PV [[12], § 10 -
th. 16 - cor. 3, vol. II]. On retrouve ainsi que le faisceau de cohomologie
ExtpX(OY, 03A9nX) ~ H-n+p(K·Y) s’identifie au faisceau des formes différen-
tielles régulières aux points simples de Y

Cas où Y est intègre
Le problème étant local, on peut supposer Y affine, soit f : Y ~ Y la

variété normalisée de Y; on peut trouver une immersion j : Y - Y x kS
tel dans le diagramme suivant:

Soit y’ le point générique de Y et

le morphisme qui rend commutatif le diagramme suivant:

Il suffit de démontrer qu’on a un morphisme de complexes:

D’après le cas précédent, on sait constuire un morphisme de complexes:

Ainsi on se ramène à démontrer la commutativité du diagramme suivant :

en effet c’est l’isomorphisme RésX ksY,X qui identifie (is 0 j)!K·X ks et (i 03BF f)!K·X.
Le problème est local en y et on a:
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Soit q1,···, q, une suite régulière qui définit  dans Y x ks au voisinage
de y’, et t1,···,tp un système régulier de paramètres de OX, y. Pour
w ~ 03A9n-pY,y’, soit wy un relèvement de w dans 03A9n-pX,y l’élément de 9y(w) est
représenté par

et l’élément ey,(w) est représenté par

ces 2 éléments se correspondent bien par l’isomorphisme RésX ks,X d’après
les propriétés de ce dernier.

Cas où Y est quelconque
Soit Y1, ···, 1’; les composantes irréductibles de 1’: munies de leur struc-

ture intègre et hj:Yj ~ Y les immersions canoniques. Le morphisme
03A9n-pY ~ Kr[ - n + p] est celui qui rend commutatif le diagramme suivant :

2.1.2. PROPOSITION : Soit V une variété lisse et y : X - V un morphisme
lisse, une immersion fermée i : Y ~ X d’une sous-variété Y intègre, de co-
dimension p et de point générique y, tel que 11 = Y 0 i soit un morphisme fini
et dominant. Soit t1,···, tp un système régulier de paramètres de (9x, y, et
pour toute forme w ~ 03A9n-pV,y, un relèvement wy ~ 03A9n-pX,y, alors la classe fonda-
mental Cy E Hom (03A9n-pY,y, 03A9n-pV,~(y)) fait correspondre à w ~ 03A9n-pY,y la forme

Si de plus X est séparable sur k, w se met sous la forme: a x r¡*( w’) avec
w’ ~ 03A9n-pV,~(y) et a ~ OY,y. Alors : cy(w) = Tr(~)(a)w’.

Il suffit d’appliquer l’isomorphisme Résidu :
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à la classe fondamentale calculée précédemment.
Si de plus X est séparable sur k, le morphisme 11 est étale en y;

03A9n-pY,y ~ OY,y Q 03A9n-pV,~(y) et on peut appliquer la formule de la trace ([8],
R 6 p. 198) pour calculer le résidu.

2.1.3. Le morphisme qu’on vient de définir correspond à une classe
fondamentale dans ExtpOX(OY, 03A9pX), de la manière suivante:

Hom (03A9n-pY, K·Y[-n+p]) ~ Hom (OY g) 03A9n-pX, K·X[-n+p]) 

on obtient ainsi un élément dans:

Le morphisme I s’obtient à partir de l’immersion i : Y - X en composant
d’un côté avec Tr i: i* KQ - K» et de l’autre avec i* : OY Q 03A9n-pX ~ i* 03A9n-pY.

Cette classe fondamentale se représente par

ou t1,···, tp forment un système régulier de paramètres de OX,y lorsque
Y admet y comme point générique. On peut considérer la classe fonda-
mentale dans HP(X, QP) à l’aide des morphismes :

3. Compatibilité avec la formule de Künneth

Dans toute la suite on considère deux variétés X et X’ lisses sur k, et
leur produit

3.1. Rappel de la formule de Künneth

3.1.1. THÉORÈME : Pour tout faisceau de modules F sur X, resp. F’ sur
X’, on a l’isomorphisme suivant entre les espaces de cohomologie.

On se réfère pour la démonstration et les notations à [[6], livre III,
ch. 0, § 11.8]. Considérons un recouvrement u = (Ui)i~I de X (resp.
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u’ = (U’j)j~J de X’), ouvert, affine, fini, et u x u’ = (Ui x U’j)(i, j)~I J le
recouvrement de V. Soit: C·=C·(u, F) le complexe des cochaînes:
[Cq(u, F) = 03A0io...iq 0393(Uio...iq, F)]q~N (resp. C’ = c.(r1IJ’, !F’) sur X’).

E· = C·(u x r1IJ’, ff 0 F’) le complexe des cochaînes :

on a

la nième composante du produit cartérien - donc E° = C’ X kc".
L’isomorphisme de Künneth s’obtient comme composé des isomor-

phismes suivants:

L’isomorphisme 1 se trouve dans [(6) livre III, ch. 0.12.4.6]; le théorème
d’Eilenberg-Zilber donne l’isomorphisme II [(3) - 1-Th. 3.9.1]; enfin on
trouve l’isomorphisme III dans [(3) 1, th. 5.5.2].

3.2.1. PROPOSITION: Les complexes K·V(OV) et

sont quasi-isomorphes.
Soit x E X (resp. x’ E X’) deux points de codimension i (resp. i’), la variété

x  x’ ~ P-1(x) ~ P’-1(x’) a un nombre fini de points génériques (U)jEl’
de codimension i + i’ tel que P(uj) = x et P’(uj) = x’. Soit f1,···, fi (resp.
f’1,···, f’i’) un système de paramètres de (9x, x (resp. (9x,,, x,), les images des
éléments f1,···, fi, fl’, - - -, f;1 , dans (9;,@ ui qu’on note de même, forment un
système de paramètres.
On définit un morphisme ~i, i’: Hix(OX) ~kHi’x’(OX’) ~ Hi+i’uj(OV) qui est

induit, sous la forme: 

par le morphisme canonique OX, x ~kOX’,x’ ~ OV, uj. Les différents mor-
phismes cpi, définissent un morphisme 4l : ·V ~ K·V(OV) qui commute aux
différentielles : Soit y e x (resp. y’ e x’) de codim i + 1 (resp. i’ + 1 ). Supposons
que (f1,···, fi, fi+1) (resp. f’1,···, fi’, f’i’+1) forment un système de para-
mètres de OX,y (resp. OX’,y’) et considérons les diagrammes suivants :
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On a dV 03BF cpi+i’ = ~i+i’+1 o [(-1)i’dX (D 1 + 10 dx,l -
Comme on le voit d’après le calcul précédent de la différentielle; on

remarque l’isomorphisme de passage suivant qui introduit le bon signe :

REMARQUE: Soit A (resp. A’) une k-algèbre, une résolution M’ (resp.
M’·) de A (resp. A’) par des modules sur A (resp. A’). Alors M’ ~kM’· est
une résolution de A ~kA’.

D’après cette remarque ·V = P*K·X(OX)P’*K·X(OX’) est une résolution
de OV, et 03A6 : ·V ~ K·V(OV) est un quasi-isomorphisme qui induit l’identité
sur OV.

3.2.2. THÉORÈME : Soit Z (resp. Z’) une sous-variété , fermée de X (resp.
X’), de codimension p (resp. p’), Cz (resp. CZ’) leur classe de cohomologie
dans Hp(X, 03A9pX) (resp. Hp’(X’, 03A9p’X’)) et CZ  Z’ la classe de Z x Z’ dans
Hp+p’(X  X’, Sp+p’X X’). La classe czxz, est l’image, par fisomorphisme de
Künneth, de Cz O cz,.

Soit :

Le morphisme 4l est déduit de ce qui précède et le morphisme 03C8 est défini
par 03C8(f x f’) = f Q9 f’. Le morphisme [03A6 03BF g/1’ est défini à la manière de
cP 0 t/1, tandis que a (resp. fi) est déduit de la projection OX ~ (9 z (resp.
OX’ ~ OZ’). Soit z (resp. z’) le point générique de Z, qu’on suppose irré-
ductible, (resp. Z’) et (ul)l~[1,h] les points génériques de Z x Z’ en nombre
fini, de codimension p + p’. [(11), III, D.5, lemme 6]. Si les éléments
t1,···, tp (resp. t? , ..., t’p) forment un système régulier de paramètres de
(9x,z (resp. OX’,z’) leurs images t1,···, tp, t? , ..., tp, dans (9v,u, forment
aussi un système régulier de paramètres. L’image par cP 0 t/1 des classes
fondamentales

est la classe fondamentale de Z x Z’ dans HomV(OZ  z,, K·V(03A9p+P’V))qui ad-
met pour composante
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dans Homa ul(OZ  Z’ ul, Hp +p’ul v p’)).
Le morphisme [03A6 03BF 03C8]’ induit un morphisme :

H*[0393(X, K·X(03A9pX))] x H*[0393(X’, K·X’(03A9p’X’))] ~ H*[0393(V, K·V(03A9p+p’V))]

qui envoie Cx(Z) x Cx,(Z’) en Cx(Z x Z’). Il reste à voir que c’est exacte-
ment le morphisme de Künneth. Considérons les complexes doubles
C·(u, K·X(03A9pX)) et C*(u’, K·X’(03A9p’X’)). L’accouplement défini par [cp 0 03C8]’
s’étend à ces doubles complexes et aux suites spectrales associées : (voir
le schéma à la fin).

ces suites dégènèrent et donnent l’accouplement:

ces suites dégénèrent et donnent l’accouplement de Künneth :

induit par la formule de Künneth.
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4. Compatibilité du produit d’intersection et du cup-produit

4.1.1. REMARQUE : Soit un schéma affine X, des faisceaux quasi-cohé-
rents,.97 et Je sur X, deux sous-schémas fermés, l’un Y défini par une suite

(fi)i~[1,p] dans r(X, (9x) et l’autre Z défini par une suite (gj)j~[1, q] dans
F(X, OX). Considérant le complexe de Koszul assoc ié à une suite de fonc-
tions ; pour tout n ~ N le complexe simple associé à K·((fni), F) Q9 K8((gj), Yt)
est isomorphe à K·((fni, i F ~ H).

Considérant le calcul de la cohomologie à support dans un fermé comme
limite inductive de cohomologie de complexes de Koszul associés à une
suite de fonctions définissant ce fermé [[6], ch. III, § 1].
Le morphisme: H·Y(X, F) Q H*(X, H) ~ H·+*Y~Z(X, F ~ Je) déduit de

l’isomorphisme précédent est égal au cup-produit.

Soit G·(F) la résolution flasque canonique d’un faisceau [[3] II, p.
167], K8( fin), F) le complexe de Koszul associé à la suite (fni)i~[1, p]. On
peut considérer le complexe simple associé au complexe double

G’(K’((it), F)) qui est une résolution de Kl((fni), F) en degrés (., 1); il

est facile de vérifier que ce complexe est isomorphe à K·((fni), G·(F)),
Le morphisme K·(((fni), F) ~ G’(K’((ft), F)) est un quasi-isomor-

phisme.
Le complexe G·(K·((fi), F) = limn G8[K’((jt), F)] est une résolution

flasque de K8(((fi)’ F) = limn K·((fni), F), et il admet donc pour cohomo-
logie H*(X, 57) à support dans Y On en déduit que l’injection :
ry(X, G8[K8((h), F)]) ~ F(X, G8[K’(fi)’ F]) est un quasi-isomorphisme

Considérons la projection canonique :

ry(X, G8[K8((fJ, F)]) ~ ry(X, G·[K0((fi), F)]) = 0393Y(X, G·(F)),
on va voir que c’est un quasi-isomorphisme. La suite spectrale de terme
initial"E2q = HpII HqI[0393Y(X, G·(K·((fi), F)))] est convergente, le foncteur
K·((fi), *) étant exact, on peut écrire : 

On en déduit que "Epq2 ~ HpY(X, HqY(X, F)) dégénère et donne le quasi-
isomorphisme cherché. On a défini ainsi un isomorphisme canonique
H·(X, K·[(fi), F])  H8(r y(X, G·(F))).
La deuxième étape consiste à considérer les accouplements :
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ces accouplements se déduisent des accouplements:

De même ces accouplements passent aux suites spectrales, et par con-
séquent sont compatibles avec l’isomorphisme construit ci-dessus; on en
déduit la compatibilité du diagramme:

4.1.2. COROLLAIRE: Avec les notations précédentes.
(i) Soit des symboles

(ii) Soit 1.1 :X --+ X x X le morphisme diagonal, le morphisme canonique:

K·X(03A9pX) 0k K·X(03A9qX) ~ K·X x X(03A9p+qX X) (resp. K·X(03A9·X) ~k K·X(03A9·X) ~

~ K*X x X(03A9·X x X)) induit un morphisme dont le composé avec :

0394* : Hp+qY  Z(X x X, 03A9p+qX X) ~ Hp+qY~Z(X, Qp+q)

correspond au cup-produit.

4.1.3. PROPOSITION: Soit Y une sous-variété lisse et connexe, de codimen-

sion p dans X, et S une sous-variété de Y, de codimension q dans Y Il existe
un morphisme canonique injectif : HqS(Y, 03A9lY) ~ Hq+pS(X, 03A9l+pX) pour tout
entier l, qui fait correspondre pour l = q la classe fondamentale de S dans X,
à celle de S dans Y.

La suite exacte 0 ~ FY/F2Y ~ OY 0 03A91X ~ 03A91Y ~ 0 induit pour tout
l E N un morphisme : 03A9lY ~ 03A9l+pX 0 np (FY/F2Y)V ~ Extp(OY, 03A9l+pX ). (L’iso-
morphisme fondamental local [(8) p. 179]. On en déduit les morphismes :

H q(y 03A9lY) ~ Hq(X, EXtp(OY, 03A9l+pX)) ~ HqS(X, HpY(03A9l+pX)) ~ Hq+pS(S, 03A9l+pX)
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Ce dernier isomorphisme se déduit de la suite spectrale du foncteur com-
posé 0393S=0393S03BF0393-Y; les termes Eij2 = HiS(X, HjY(03A9lX)) sont nuls pour

j ~ p car HjY(03A9lX) est nul pour j ~ p; la suite spectrale, étant dégénérée,
donne l’isomorphisme.

Soit s le point générique de S, et un système régulier de paramètres
(f1,···, fp,g1,···,gq)~OX,s tel que les p premiers éléments définissent
Y en s. Les images g’i dans OY,s des Bi’ forment un système de paramètres.
Le morphisme qu’on vient de construire est compatible avec un morphis-
me qui se définit au point générique s : Hqs(03A9lY) ~ Hq + ps(03A9l + pX) et qui établit
la correspondance suivante des symboles :

où w ~ 03A9lX,S et m E - N. Alors on peut vérifier facilement que ce morphisme
est injectif et que l’image de la classe fondamentale de S dans Y est celle
de S dans X.

REMARQUE : On peut associer ([2] p. 395) à toute variété X étale sur un
voisinage de s dans X et qui se rétracte sur un voisinage de s dans S, un

morphisme Résidu : Hp + qs(03A9l+pX) ~ Hqs(03A9lY) inverse à gauche du morphisme
Hqs(03A9lY) ~ Hp + qs(03A9l + pX).

4.1.4. PROPOSITION (Réduction à la diagonale) : Soit Y et Z deux sous-
variétés de X de codimension pure p et q respectivement, de produit d’inter-
section défini Y · Z et d’intersection S. Notons d : X ~ X x X le morphisme
diagonal, et 0394T l’image d’une sous-variété T de X. Le morphisme injectif:
Hp+q(X 03A9p + qX) ~ 0394* Hp + q0394s(0394X, 03A9p + q0394x) ~ Hp+q+n0394s(X x X, 03A9p+qX X) fait corres-
pondre CY  Z ~ CAx à Cy u Cz, et CY  Z · 0394X à cY.z’

Soit le diagramme suivant :

D’après le corollaire 4,1.2. (ii):0394*(CY  Z) = CY ~ Cz; d’après la proposi-
tion 4.1.3., et le corollaire 4.1.2. (i) 03C803BF0394*(CY ~ CZ) = 03C803BF0394*03BF0394*(CY  Z)
= CY  Z ~ C0394X. De même on a: 03C803BF0394*(CY·Z) = CY  Z · 0394X.

4.1.5. DÉFINITIONS : Soit V une variété et (K·V, 03B4) son complexe résiduel,
des éléments f1,···, fp~0393(V, V) en position d’intersection complète (la
sous-variété Zi définie par (f1,···, fi) est de codimension pure i dans V).
Pour toute sous-variété S, on désigne par 03B4s = PS 03BF £5 le composé de la pro-
jection PS : K·V ~ 0393SK·v et de la différentielle £5. On définit un morphisme
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de modules gradués: Rés f1·fp = 03B4Zp 03BF···03BF 03B4Zt 03BF···03BF bZ1 KQ - 0393ZpK·V.
Supposons V de dimension pure n, de points génériques (V¡)iEI et soit

w ~ 03A3i03A9nV,vi, on note aussi Résf1···fp(w) l’élément Rés f1···fp(03B8(w)), où
03B8: Li 03A9nV,vi ~ K V n est le morphisme canonique. Si w E 03A9nV et la suite (fi)
est régulière dans f(K OV), on a

4.1.6. PROPOSITION :Supposons X séparable sur k et soit deux sous-
variétés intègres Y et Z de codimension respective p et q dans X, d’inter-
section S, sous-variété intègre de codimension p + q dans X et de point
générique s. Il existe une suite régulière (fi)i~[1, p] dans OX,s, qui admet Y
comme composante irréductible au voisinage de s, et tel que les restrictions

f ’ des f à Z soient en position d’intersection complète géomètrique au
voisinage de s. Pour tout symbole

le cup-produit avec la classe fondamentaleCZ :

fait correspondre à w ~ 039303A9n-p-qZ l’élément

Çonstruction d’une suite (fi)
Soient Py et Pz les idéaux de Y et Z dans OX, s; on prend il dans

P y - Pz. Les idéaux premiers minimaux (Pl, z)zeL, [resp. (P’1,l’)l’~L’]
contenant fl (resp. (f1) + PZ) sont de codimension 1 (resp. q + 1); donc
py - {( Ul Z P 1 ,z) U ( Ul’ P1, l’)} n’est pas vide, sinon y serait de codimension
au plus 1 pour Py c Pl, 1, ou S serait de codimension au plus q + 1 pour
Py c P;, z’; ce qui permet de choisir f2 , et par récurrence la suite (fi)i~[1, p].
Calcul du cup-produit

Soit (tl’ ..., tq) un système régulier de paramètres de OX, z au point
générique z de Z. On peut construire une suite régulière (g1,···, gq) dans
OX, s, qui admet Z comme composante irréductible en s, et qui forme
avec la suite (fi)i~[1, p] un système de paramètres de (9x,,. Il existe une
matrice carrée A à coefficients dans (9x,,- tel que:
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puisque les éléments gi~mzOX,z, et les (ti) engendrent l’idéal maximal.
La classe fondamentale Cz étant régulière en s, peut être représentée par
un symbole

avec 03C8 ~ 03A9qX,s. On a :

dans Hqz(03A9qX) et lAI dt1 039B ··· A dtq = 1/1 modulo (g1,···, gq)03A9qX,z.
D’après le corollaire 4.1.2. (i) et le calcul direct de la différentielle de

Ki, le cup-produit

D’après ce qui précède, pour tout w ~ 039303A9n-p-qX:

dans Hqz(03A9nX). Enfin, considérant l’isomorphisme : Hom (OZ, z, Hqz(03A9nX)) ~
03A9n-qZ, z, on obtient

c’est-à-dire, 03B8 ~ Cz ~ Hom(03A9n-qZ, K·z[-n + p + q]) et pour w’~03A9n-qZ,z,
l’image

4.1.7. PROPOSITION : X étant lisse sur k, soit Y une sous-variété lisse
decodimension p dans X, une sous-variété Z intègre de codimension q
dans X. Si rintersection Y n Z est propre :
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Le problème étant local, on peut supposer l’intersection Y n Z = S
intègre de point générique s, et faire un raisonnement local, au voisinage
de s. Il existe une suite d’éléments f1,···, fp ~ OX, s qui définit Y au voisi-
nage de s.

Cas où Y est définie par une équation f
Supposons Z affine (au voisinage de s) d’algèbre A et soit f’ ~ A la

restriction de f à Z, qui définit S’ d’algèbre A/(f’). La sous-algèbre
intègre S, de même espace topologique que S’ est définie par un idéal
premier 03B2S dans A. D’après le lemme de normalisation de Noether on
peut trouver un morphisme fini injectif cp*: k[t1,···, tn-q-1, t] - A tel
que cp*(t) = f ’. On peut donc disposer du diagramme suivant :

i immersion canonique; T n - q l’espace affine d’algèbre k[t1,···, tn-q-1, t]
et Tn-q-1 défini par t = 0, j l’injection canonique et y la projection
canonique, cp un morphisme fini et ç’ = Y 0 qJ 0 i ; 03C8:  ~ Z est la normali-
sée de Z et  = 03C8-1(S).

D’après la proposition 4.1.6., le cup-produit cy U Cz se représente pour
l’élément de Hom(03A9n-q-1Z, K·Z):

On va voir qu’en fait CY ~ Cz ~ Hom (03A9n-q-1s[n-q-1], K·s). Soit z le
point générique de Z, l = 03C8*(f’) et w = 03C8*(w), on a:

et

Soit b E P et w = bw 1 [resp. w = db A w1], un point s générique d’une
composante irréductible de S; l’anneau O, est de valuation discrète et
admet une uniformisante u ; on peut écrire 03C8*(b) = al unl et 7 = a2 Un2
dans O, où al et a2 sont inversibles, n1 et n2 sont des entiers strictement
positifs. Alors la forme
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est régulière en s et son résidu nul [resp.

est régulière en s et son résidu nul]. On en déduit que

si i*w = 0; c’est-à-dire CY ~ CZ ~ Hom(03A9n-q-1s, K·s).
Soit ti le point générique de Tn-q-1, toute forme w ~ 03C9n-q-1S,s se met

sous la forme a’ cp’*( w’) où a’ e OS, s et w’ e 03A9n-q-1Tn-q-1, soit a e OZ, s un relève-
ment de a’, la forme cp* 0 y*(w’) est un relèvement de cp’*( w’).

D’après les isomorphismes :

et la formule de la trace ou propriété de normalisation du résidu ([8] R 6
p. 198), on peut écrire: CY ~ CZ(w) ~ Hom (~’* OS, K’Tn-q-1) fait cor-

respondre à b’ ~ OS, S l’élément :

où b ~ OZ, s est un relèvement de b’, et la barre au dessus de Tr ~(ab)
désigne sa restriction à Tn-q-1.
D’autre part la classe fondamentale CS ~ Hom (03A9s-q-1S [n - q -1], K·S), et

Cs(w) E Hom (~’* (9s, K·Tn - q - 1) fait correspondre à tout b’ E OS, s l’élément
Tr (p’(a’b’)w’ E 03A9n-q-1Tn-q-1, d’après la proposition 2.1.2. Enfin la multiplicité
d’intersection i(Y · Z) = long (OZ, s/(f’)), donc on peut conclure avec le
lemme suivant :

4.1.8. LEMME: Soit A et B deux anneaux locaux noethériens intègres,
d’idéaux maximaux respectifs 9X et 91, on suppose 91 engendré par un élé-
ment t E B. Soit k’ le corps résiduel de A et k celui de B, P’ : A - k’ et P :
B - k les projections canoniques cp: B - A un morphisme fini injectif.

(i) A est libre sur B
(ii) Pour tout élément d E A ; P[TrA/B(d)] = 19 (A/~(t)A)Trk’/kP’(d).
(i) L’anneau A/cp(t)A étant naturellement plat sur k ~ B/(t), il suffit
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de démontrer T(Orf(A, B/(t)) = 0, pour conclure que A est plat, donc
libre sur B, d’après le Théorème 5.6. dans ([7] 60-61 Exp. IV).
Le produit tensoriel avec A, de la suite exacte 0 ~ B t~ B ~ B/(t) ~ 0,

nous donne la suite exacte 0 ~ A  ~(t) A ~ A/~(t)A ~ 0 puisque A est
intègre, d’où TCOrf(A, B/(t)) = 0.

(ii) Se référant au diagramme, soit A’ = A/(~(t)). Soit (ai)i ~ [1, n0] ~ A des
éléments de A, dont les classes dans k’ forment une base sur k; des éléments

(ali(i~[1, nl] ~ m1, dont les classes dans mlA’ modulo ml + 1A’ forment une
base du k’ espace vectoriel mlA’/ml + 1 A. On peut voir facilement que les
classes des éléments {(ai x alj)i~[i;n], j ~ [1, 1]1 dans A’, forment une base
sur k (pour 1 = 0, a01 = 1). La longueur de A’ est égale à : lg (A’) = LI ni + 1
et la dimension de A’ sur k : dimk A’ = dimk k’ x lg A’ = n(LI ni + 1).

Les éléments (aialj) forment alors une base finie de A sur B. Soit d E A,
et k ~ N, tel que d ~ mk - mk + 1 (on pose m0 = A) :

L’élément 03A3ai’, l03B4, jaja-103B4a-1j, ~ ml’+1; la composante de : ai,aj’ sur ai,aj’
est donc égale à ai’i’, c’est-à-dire sur la diagonale de la matrice associée à
la multiplication par d par rapport à la base considérée, on trouve au
début :

qui se répète pour l’ ~ 1 et j’ E [1, nl,].
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On trouve

De même on prouve que: Trk’/k(P’(d)) = Sei ai’i’,, d’où le résultat cherché.
Cas général
Supposons la proposition vraie dans le cas d’intersection avec une sous-

variété lisse de codimension p -1. Soit Y’ la sous-variété lisse définie au
voisinage de s par (f2,···, fp), et considérons les cycles premiers (Wj)j~[1,l]
correspondants aux idéaux premiers minimaux à contenir l’idéal de OX, z
engendré par l’idéal de Z et l’élément fl. Soit fl,j la classe de fl dans
(9z, wj et ni = lg(OZ, wj/f1, j)) la longueur. Si Yl désigne le cycle défini par
fl , le produit d’intersection Y1 · Z = 03A3njwj.

D’après l’hypothèse de récurrence: CY’·Wj = Cyu Cw., et d’après ce
qui précède: CY1·Z = CY1 ~ Cz = 03A3j~[1, l] njCWj, enfin l’associativité du
produit d’intersection et du cup-produit permet d’écrire:

4.1.9. THÉORÈME : Soit Y et Z deux cycles de X, de codimension pure p et q
de produit d’intersection définie Y · Z. On a l’égalité dans Hp + qY ~ Z(X, 03A9p+qX):
Cy u CZ = Cy,Z.

Se ramener au cas de la proposition 4.1.7., après Réduction à la dia-
gonale 4.1.4.

4.1.10 COROLLAIRE: Supposons X quasi-projective, deux cycles équiva-
lents dans X ont même classe fondamentale.

Soit P: X x k ~ k la projection canonique, t le paramètre sur k et
T = P*(t). Les classes fondamentales de X o = X x {0} et X1 = X  {1}
sont égales : Considérons la résolution de Qi x k par K·X x k(03A91X  k), la classe
CXo se représente par le symbole [dTT] (resp. ex! par [dTT-1]). Soit la forme
rationnelle dT/T(T-1):

les deux classes sont cohomologues.
Soit, maintenant deux cycles de X équivalents : Y et Z, il existe par

définition un cycle D de X x k tel que D · X0 = Y et D · X1 = Z soient
définis. On a:
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5. La classe fondamentale en cohomologie de De Rham

5.1.1. Soit x un point de codimension j dans X, un voisinage V de x
affine, un entier i et d:03A9iX ~ 03A9i+1X la différentielle. On peut utiliser le

diagramme commutatif I, déduit de la suite exacte: 0 ~ 0393x~V(*) ~ TY(*)
~ 0393V-(x~V)(*) [[7]. Local cohomology 60-61] pour calculer Hx(d):
Hjx(03A9jX) ~ Hjx(03A9j+1X). Soit (f1,···,fj) un système de paramètres de OX,x
défini au voisinage V de x, le recouvrement ouvert u de V défini par
(fl)l ~ [1, j].

On peut utiliser le complexe de Cech : C·(u, *) et l’isomorphisme de
connexion ô du diagramme I, explicité dans [(6) ch. III, § 1.], pour calculer
Hjx(d).
On trouve, avec les notations des symboles, où w ~ 03A9iX, x:

5.1.2. PROPOSITION : Pour toute sous-variété Y de X, on peut associer une
classe fondamentale de Y dans HDR(X, 03A9·X), à support dans Y. Si Y est irré-
ductible de point générique y, de codimension p et (t1,···, tp) un système
régulier de paramètres de (9x, y, alors le symbole

définit la classe de Y dans H2pY(X, 03A9·X).
Pour tout i E [0, n], le complexe K·X(03A9iX) = K·X 0 (03A9nX)V ~ 03A9iX est une

résolution de 03A9iX par des faisceaux quasi-cohérents injectifs. Le complexe
double K·X(03A9·X) permet donc, de calculer la cohomologie de De Rham de
X ; il est muni d’une différentielle horizontale bx déduite de celle de K·X
et d’une différentielle verticale dX déduite de celle de 03A9·X. On a vu dans les
calculs précédents (§ 2), que l’élément

est annulé par ôx, et ne dépend pas du choix des ti. La différentielle dx
appliqué à HP(QP) est égal à Hf(d), calculé ci-dessus.

Soit:
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Le cas d’une variété quelconque se déduit facilement du cas irréductible.

5.1.3. Soit X et X’ deux variétés lisses sur k ; comme au § 3, les complexes
K·X(03A9·X) ~kK·X’(03A9X’) et K·X X’(03A9·X X’) sont quasi-isomorphes, ce qui per-
met de définir un morphisme

compatible avec le morphisme de Künneth en cohomologie de De Rham.
Si CY, classe fondamentale d’une sous-variété Y de X, est représenté par
le symbole

resp. CY, , classe de Y’ dans X’, est représenté par

l’image de Cy 0 CY’ est le symbole

classe fondamentale de Cy x y dans X x X’.

5.1.4. De même, on peut déduire facilement la compatibilité du produit
d’intersection des cycles avec le cup-produit en cohomologie de De Rham,
à partir du résultat en cohomologie de Hodge au § 4. Soit Y une sous-
variété de codimension pure p dans X, resp. Z de codimension pure q
dans X. Considérons le complexe double G·(03A9·X), résolution flasque de
Godement de q, et la suite spectrale de terme Eij2 = Hi(HjY(X, 03A9lX)l~Z),
[resp. E2 - Hi’(Hj’Z(X, 03A9lX)l~Z), E"j"j"2 = Hi"(Hj"Y~Z(X, 03A9LX)l~Z)]. conver-
gente vers Hi+jY(X, 03A9·X), [resp. Hi’+j’Z(X, 03A9·X), Hi"+j"Y~Z(X, 03A9·X)], Le cup-
produit définit un accouplement Ei, j2  E’i’, j’2 ~ E"i+i’, j+j’2 qui induit à
la limite le cup-produit de cohomologie de De Rham. D’après le § 4 et
5.1.2. : CY ~ CZ = CY · Z dans E"i+i’,j+j’2, donc l’égalité reste vraie à la
limite.
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6. La classe fondamentale d’un cycle en géométrie analytique

La construction du complexe dualisant d’un espace analytique ([10].
§ 5) se déduit du cas algébrique; en un point x, le complexe dualisant de
l’anneau local en x, donne la fibre du complexe analytique.

Soit X une variété analytique de dimension n sur C, et Y un sous-espace
analytique fermé, de codimension pure p dans X.
Pour définir la classe fondamentale de Y dans HP(X, 03A9pX), il suffit de

définir un élément fondamental dans ExtP«9y, QP), ou une section glo-
bale qui est un cycle dans Hom (OY, K-n+pX(03A9pX)). Soit (Yi)ieI les idéaux
premiers dans OX, x des composantes irréductibles Y du germe de Y en
un point x E X ; la fibre en x de ce dernier faisceau, s’écrit:

désigne le localisé en (y,).
Pour tout indice ïe7, soit (t1, ix, ···, tp, ix) un système régulier de para-

mètres de (9x,x(y,), l’élément

correspond à la classe fondamentale du germe ( Y, x). Il reste à voir que
ça varie d’une manière continue en x.

Soit K un polydisque compact (modulo une carte dans un ouvert de
C"), voisinage de x dans X. On peut supposer K assez petit pour vérifier
la condition: Pour tout i ~ I et tout z E Y m k les images de (t03BB, lx )03BB~[1, p]
dans OX, z, Yi sont définies, et forment un système régulier de paramètres.
Comme la classe fondamentale locale ne dépend pas du choix du système
de paramètres, on voit que ces classes fondamentales locales se recollent
bien.

REMARQUE : On démontre de même que le produit cartésien (resp. le
cup-produit) des classes fondamentales, est compatible avec le produit
(resp. le produit d’intersection des cycles).
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