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LA CLASSE FONDAMENTALE D’UN CYCLE'

F. El Zein

Grothendieck a annoncé en 1956 [4], qu'on peut associer a tout cycle
d’un schéma X lisse sur un corps k, une classe fondamentale dans la co-
homologie de Hodge H*(X, Q%) qui définit un morphisme de I'anneau
de Chow dans cette cohomologie. Le complexe dualisant de la variété X
[8] nous permet d’expliciter ce morphisme. On obtiendra de la méme
maniére la classe fondamentale dans la cohomologic de De Rham
HE(X, Q%0).

1. Calcul de la différentielle d’un complexe Résiduel.

2. Construction de la Classe fondamentale.

3. Compatibilité avec la formule de Kiinneth.

4. Compatibilité du produit d’intersection et du cup-produit.
5. La classe fondamentale en cohomologie de De Rham.

6. La classe fondamentale d’un cycle en Géométrie analytique.

Hypothéses et notations

On considére une variété X de dimension n, intégre et lisse sur un corps
k, de faisceau structural O,. On utilise les mémes notations que [8]. En
particulier si Z' = Z, le foncteur H% ;. () désigne la cohomologie a sup-
port dans Z modulo Z'. Pour un point x de X et un Oy-module &,
I' (#) désigne le groupe des germes de sections de & au voisinage de x,
4 support dans x 'adhérence de x, le i€me foncteur dérivé associé est
Hi(*); cdy(x) est la codimension de x dans X.

Pour un groupe G, on note i, G le faisceau constant G sur X et nul
ailleurs.

Rappel sur le complexe résiduel

Le complexe résiduel K de X est le complexe de Cousin de Qf [n],
concentré sur lintervalle [ —n, 0]. Pour tout morphisme de type fini

' Ce travail a été subventionné par le Conseil National de la Recherche Scientifique
libanais en 1972.
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f:Z — X on peut définir un complexe résiduel f'Kj sur Z; Si f est lisse
de dimension relative m: 'Ky = f*Ky ®, Q7 5.

Soit i:Y —» X une immersion fermée, K} est isomorphe a 'K} =
i* Hom,_(i, Oy, K). Pour toutindice j€ [0, n], K§ " = [ [y = ix HA2%)
et K{" =] ,um=;i-Homg (Oy HU2}). Si Y est de codimension
pure p, K; est concentré sur les degres [—n+p, 0], et H5(Q%) etant
dualisant pour Oy , on a Extf (Oy ,, Q% ,) ~ Hom,, (Oy ,, H}(QY));
Cest-a-dire: Ext} (0, Q%) =0 pour i < p et Ext}_(Oy, Q';() ~ H?"™K3)
s'injecte dans K§™" =] | 4=0 i, EXts, (O ,, Q% ).

REMARQUE: Tout Oy-module &, décalé au degré — n, localement libre,
de type fini, est quasi-isomorphe au complexe de faisceaux quasi-cohé-
rents injectifs Ky(#) ~ Ky ®,, (2%)" ®,, F

1. Calcul de la différentielle d’un complexe résiduel

1.1. Soit Z.lafiltration de X par la codimension: Z; = {xe X :cdy(x) = i}.
Le complexe résiduel Ky(0y) est égal en degré —n+i & Hy ,  (Oy)
~ [ |eap =11 HA(Oy) ([8] ch. IV var 6-F).

La différentiel dy"*': [ [ey=iix HUOx) = [eagn=i+ 1 1y HiF1(Oy) se dé-
duit du morphisme de connexion &:HY .5 . (Ox) > HY'! 4 (Ox)[8],
Prop. 2.5 p. 235).

Si f,, -, f; forment un systéme de paramétres de 'anneau régulier
Oy. . (nécessairement une suite réguliére), les idéaux 1T = (1, -, f")yen
alternent avec les puissances nieme de I'idéal maximal (M), et on a:

i . i (QX,J‘ : i (QX,x
Hx(0x) = li)n EXtax,x %n_ ’ (OX,x = 11_1')11 EXt(DX,x Wa (Qx,x
n x 1° s Ji

(9
~ lim —="—

U f,”)

Le premier isomorphisme est déduit de 'isomorphisme de foncteurs
sur la catégorie des Uy ,-modules:

. . (DX x
Filx) = lim Homg,  {-go» * |5

et le dernier isomorphisme est obtenu a 'aide du complexe de Koszul de
la suite f;, -, f;, lalimite inductive est considérée pour les morphismes:

Oy, « X g Oy«

s f) I )
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Dans la suite, si A est un anneau, M un A-module, et f,,- -, f; des
éléments de A, 'image d’un élément ae M/(f],- -, ') dans la

li M
m-—————
7 (fln’ ) fz")

o]
flr,...,fir'

1.2. Réduction au cas dune courbe de Gorenstein

Soit x un point de X de codimension i, et yex de codimension i+ 1
dans X. On peut trouver des éléments f, -, f;e Ox , qui forment un
systéme de paramétres de Oy , et un élément f;,, €Oy , tel que (f;, ",
fis fi+1) forment aussi un systéme de parametres de Oy ,. Les sous-
variétés fermées Z, définies par (f], -, f) sont des intersections com-
plétes dans un voisinage de x dans X, qu’on suppose égal a X pour sim-
plifier, admettant x = x,, x,, ", X, comme points génériques des com-
posantes irréductibles, correspondant a des idéaux premiers P, - -+, B,
dans Oy ,, de méme hauteur i.

sera noté

1.2.1. PROPOSITION: Avec les notations ci-dessus, le diagramme suivant,
est commutatif, et permet dexpliciter le morphisme: H\(Oy) - H\" '(Ux)
induit par la différentielle dy.

)
i Bo , Xs
H Homﬁx,x ((Olr,xs’ Hxs((OX, xs)) ]_[ ( r X . gr )
se[0,1] s s€[0,1] (i fi )

ldz, (=1)n~ ’JP

1 Oxxsi-m

. ﬂ] [0’1]
Homa)x.y(mznw H;+ 1((OX,J’)) = O
X000 -

Avec P: la projection canonique, Cest la différentielle du complexe de
Cousinde Oy : K; (0, )/sp(Uy,,,); dy_la différentielle de j K x(Ox)/Sp(C , )
ot j est Pimmersion Z, — X ; dy la différentielle de Kx(Ox); By (resp. B1)
est Tisomorphisme déduit de la résolution de O, . (resp. VneN, de
Oz,.,/(f%1)) par le complexe de Koszul de la suite f{, -, f.

Soit K'(f], -, f{") le complexe de Koszul de la suite réguliére f], -,
fi5j=Z,— X 'immersion fermée, et Ky(0y) le complexe résiduel de X,
résolution de Ox[n]. On a les quasi-isomorphismes

j* @Z,.[n - l] = R I;I% (K.(flr’ T fir)a (OX[n]) = MX(]* (QZrb KX(@X))
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On retrouve ainsi que O, est dualisant pour Z, (on dit que Z, est de
Gorenstein ([8] ch. 5§ 9 et [1]), le complexe de Cousin K7 (0, )/Sp(C, )
de 0, ,, concentré en d°: 0 et 1, est:

(QX . TX,xs p @X,xs / (OX,y
se!;lu (fi> 5 f) se][_OIl] L O UL s )

ou p est la projection canonique.
Le quasi-isomorphisme ci-dessus donne lieu a2 un isomorphisme sur
les complexes résiduels:

K;(0,)[n—i] ~ Hom (j* Oy, , Ki(Oy))

En degré —n+i, isomorphisme f,:

11 i s—’—s“ =1] i EXt@ (@z,,xs’ Oy, )
se[0,1] ¥ (fl’ ’ fz) se[0,1] X, x o

~ U i, Hom,, (0, .. H . (0x..)

sel0,1]

En degré —n+i+1, isomorphisme f,:

i < ]_] (QX,xs / (OX,y ) ~ l < (@X,y)fi“(/ (QX,y )
Y se[0,1] (flr’ ) f:r) (flra Y f:r) Y (flr’ Y flr) (flrr T flr)
O

L o,
~ i lim — "Xy ~zhmExt‘“( >
PR e g i e e gy Cxr

0 .
~ i, lim Hom Oy , ( Iry  HiPA(0y, y))
M (fi%1)

>~ iy Hom@X, y ((QZ,’ v H;r+ 1(@)(, Y))

dans le cas de 'isomorphisme f,, les propriétés suivantes interviennent:
(1) Le module H*'(Oy ,) est dualisant de support .
(2) Pour un anneau B et un ¢lément geB, on a B,/B ~ lim B/(g").
(3) Lanneau, (Oy,,),, /(fi, -, f) est artinien dont les id€aux pre-
miers sont P, pour se[0,[], et par conséquent isomorphe a:

]_I @X,xs/(flrﬂ T fnr)

se[0,1]

2. Construction de la classe fondamentale

2.1.1. THEOREME: Soit Y une sous-variété fermée de X, de codimension
pure p, il existe alors un morphisme canonique: Q3 ?’[n—p] — Ky.
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Le morphisme Qy P — K "+?
Si Y est intégre de point générique y, et (¢, * -, t,) un systéme régulier
de paramétres de Oy ,; on a la suite exacte:
My,
ms;

B d le(‘y ® 0Y’y i Qi”y_) 0.

Ox,y

Soit H le module
h My
Im[ Y ®%, im @Qxy}
h+h'=n—p—1

dans Q57 ®g, , Oy ,. On en déduit de la suite exacte 'isomorphisme:

Ao: Ay > QY ® Oy \/H

Ox,y

Le morphlsme QT ® Oy,,— Q% , ® Oy, qui envoie 'élément w® 1

en wAdt; A A dtp s’annule sur H et définit un morphisme
n— |4
1, BB o @ra (W )
H M

on définit: A = A, 0 Ay: Q7P - Q% , @ AWMy /M5 ,)". Si on compose
A avec I'isomorphisme fondamental local, on a:

-p n I EIRX,)’ ¢ P
Gy: Q’l",y i QX,y ® /1 W g EXt@X, ( Y,y> y)
X,y
g Homgx,y((gy’yaH{«’(Q ')‘(,y)) = Kf(—"-

: A A .on—pr@ n+ p

Le morphisme cherché est le composé 0,0 ¢,: Q377 =3 i, Q)" P Ko
Il reste 2 démontrer que le morphisme composé avec la différentielle est
nul, on considére d’abord le cas d’une variété normale puis on s’y raméne

en utilisant la normalisée d’une variété quelconque.

Cas ou Y est normal

Pour tout point ze Y de codimension 1, 'anneau Oy , est de valuation
discréte. On peut trouver p €lémentst,, - - -, t, € Uy , qui engendrent I'idéal
Jy.. et qui forment avec un élément ¢, , € Oy ,, un systéme régulier de
paramétres. Soit we I'Q} P et w,€ Q47 un relévement de w régulier en z,
I'image

dt, A Adt,Aw,
Byo(py(w):[l_’l: t ..-tp €H, ( v,y» HY(2Y)
1 p

comme w, Adt; A--- Adt, est régulier en z, on conclut que d< 6 0, =0,
d’apres le calcul précédent de la différentielle.
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REMARQUE: Si Y est de plus séparable sur k, soit V < Y un ouvert affine
d’algebre 4, tel que @ soit libre de base dl, --- dl,_,. Un élément
weQy P sécrit w=oadl A+ Adl,_,avec ae 0y ; dire que do 0 (w) =
C'est dire que v,(x) = 0 pour tout point ze ¥, de codimension 1, v, dé-
signant la valuation de Oy ,, ceci est équivalent a we I'Qy,7 7 [[12],§ 10 -
th. 16 — cor. 3, vol. IT]. On retrouve ainsi que le faisceau de cohomologie
Ext:(Oy, Q%) ~ H™"*P(K}) s’identifie au faisceau des formes différen-
tielles réguliéres aux points simples de Y.

Cas ou Y est intégre

Le probléme étant local, on peut supposer Y affine, soit f: ¥ — Y la
variété normalisée de Y; on peut trouver une immersion j: Y - Y x k*
tel dans le diagramme suivant:

-2 Y xks— s X xk*

AT

X

Soit y' le point générique de Y et

0,:1, %57 ~ iy Extf, (Oy,, Q%)) > ['Ki[—n+p]
le morphisme qui rend commutatif le diagramme suivant:

foiy Q8 —— fi, Exth (Oy ,, Q% ) — fy f'Ky[—n+p]

P Trf

i,y — i, Ethx.y((gY,y’ Q%) —Ky[—n+p]
1l suffit de démontrer qu’on a un morphisme de complexes:

K7 iy B KL —n+p]

D’aprés le cas précédent, on sait constuire un morphisme de complexes:
QB % i, Q5 0y ExtEs L (05,0 Q3 E0y) = (o ) K gl —n+p]

Ainsi on se raméne a démontrer la commutativité du diagramme suivant:

p+s, n+s
Ext?*5(Oz, ., Q% %, y)

X xk*
Résyy

\Ext"(@y » 2%

en effet C’est I'isomorphisme Résy 3** qui identifie (i; o j) Ky s €t (io f)' K.
Le probléme est local en y et on a:
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Sp(Oy, ;) x k* — Sp(Oy, ,) X k*

J p1 p2

Sp((g?, y’) '_7/_’ Sp((OY, y) ,_> Sp(@x’ y))

Soit q,, - - -, g, une suite réguliére qui définit ¥ dans Y x k° au voisinage
de y, et t;, -, t, un systéme régulier de paramétres de Oy ,. Pour
weQyF, soit w, un relévement de w dans Q57 'élément de 0,(w) est

représenté par
dty Ao ndt,Aw,
tl PR tp

et I'élément 0,(w) est représenté par
[dq1 A AdgoAdt, /\---Adtp/\wy]
q ---qs’tl...tp
ces 2 éléments se correspondent bien par I'isomorphisme Res < daprés

les propriétés de ce dernier.

Cas ou Y est quelconque

Soit Y}, - - -, Y, les composantes irréductibles de Y, munies de leur struc-
ture intégre et h;: Y, Y les immersions canoniques. Le morphisme
Q3P — K[ —n+ p] est celui qui rend commutatif le diagramme suivant:

& Ky[—n+p]
Y k¥ Y Trh,
D h;, " —— @ h Ky[-n+p]

Jjell,1] Jjelt,1]

2.1.2. PROPOSITION : Soit V une variété lisse et y: X — V un morphisme
lisse, une immersion fermée i: Y — X dune sous-variété Y intégre, de co-
dimension p et de point générique y, tel que § = y o i soit un morphisme fini
et dominant. Soit t, - -, t, un systéme régulier de paramétres de Oy ,, et
pour toute forme we £y, y", un relévement w,e Q" ?, alors la classe fonda-
mental CyeHom (Qy P, Q)" F)) fait correspondre a weQy P la forme

dty A+ Adt /\wy]

Rés [ ty,o QR

Si de plus X est séparable sur k, w se met sous la forme: a x n*(w') avec
wey ket aeOy . Alors: Cy(w) = Tr(nfa)w'.

11 suffit d’appliquer I'isomorphisme Résidu:
H(Oy,,, HY(QY) = H(Oy ,, 2y 1)
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a la classe fondamentale calculée précédemment.

Si de plus X est séparable sur k, le morphisme 5 est étale en y;
QP =0y, Q2 1, et on peut appliquer la formule de la trace ([8],
R 6 p. 198) pour calculer le résidu.

2.1.3. Le morphisme qu'on vient de définir correspond a une classe
fondamentale dans Ext§ (Oy, Q%), de la mani€re suivante:

Hom (2577, Ky[—n+p]) » Hom(0y ® 5%, Kx[—n+p))>
I

Hom (Oy, Kx[ —n+p] ® (25 P)).
on obtient ainsi un élément dans:
HP™"(Hom (0y, Kx(€2%))) ~ Ext?(Oy, Q%)

Le morphisme I s’obtient a partir de I'immersion i: Y — X en composant
d’un coté avec Tri:i, Ky — Kyetdel'autre avec i*: Oy ® Q3 P — i, Q7P
Cette classe fondamentale se représente par

dt,---dt
I: ! p:l € Ext? (Oy, Q%)
tl e tp

out,, -, t, forment un syst¢éme régulier de parametres de O , lorsque
Y admet y comme point générique. On peut considérer la classe fonda-
mentale dans H?(X, Q%) a 'aide des morphismes:

Ext?P(Oy, Q%) - HYX, %) - HY(X, Q%)

3. Compatibilité avec la formule de Kiinneth
Dans toute la suite on considére deux variétés X et X' lisses sur k, et
leur produit
B X'

V=X>,§X’?X-\

3.1. Rappel de la formule de Kiinneth

3.1.1. THEOREME: Pour tout faisceau de modules & sur X, resp. ' sur
X', on a Pisomorphisme suivant entre les espaces de cohomologie.

H'X x X', P*# @ P*F) ~ ¥ HYX, F)Q H'(X', F
k

q+q'=n

On se référe pour la démonstration et les notations a [[6], livre ITI,
ch. 0, § 11.8]. Considérons un recouvrement % = (U));,.; de X (resp.
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U = (U));e; de X'), ouvert, affine, fini, et % x %' = (U;x Uj)s, jerxy &

recouvrement de V. Soit: C = C(%, #) le complexe des cochaines:

e, #) =1li...., [Ui.... ., F)gen (tesp. C' = C(@', F') sur X').
E=CUxU,F ® F')le complexe des cochaines:

[E" =

—

r;

ig*

“in X Ujo- ~-j"5'97 ® ,ﬁ')] neN
(io, jo) * * - (ins jn)
on a

E= [ TIW
(i, jo) - = * (in, jn)

~1] ITWi....., F® 1] IWU}, .., F)=(CxC"), =
igr i k

sein k Jo--.jn

io"in

,F) Q@ I(U,...;., F)
k

la niéme composante du produit cartérien — donc E'~ C" x ,C".
L’isomorphisme de Kiinneth s’obtient comme composé des isomor-
phismes suivants:

HYX x X', FQF') ~ HHE) ~ HXC'®C") ~ HXC)QH*(C")
1 k k

I 11

~ H¥X, Z)QH* X', 7')
k

L’isomorphisme I se trouve dans [(6) livre I11, ch. 0. 12.4.6]; le théoréme
d’Eilenberg-Zilber donne I'isomorphisme II [(3) — I-Th. 3.9.17]; enfin on
trouve I'isomorphisme III dans [(3) I, th. 5.5.2].

3.2.1. PROPOSITION : Les complexes Ky(0y) et
KV = P*K;((@x) ®0vP'*K;('((9x')

sont quasi-isomorphes.

Soit x € X (resp. x’ € X’) deux points de codimension i (resp. i'), la variété
xxX =~ P~'(X)nP'"'(x) a un nombre fini de points génériques (u));c,,
de codimension i+’ tel que P(u;) = x et P'(u;) = x'. Soit f;, -, f; (resp.
fi,""" f) un systéme de paramétres de Oy, (resp. Oy, ), les images des
éléments f, -, f, fi," ", f7,dans O} ,;qu’onnote de méme, forment un
systéme de parametres.

On définit un morphisme ¢>": H (Oy) ®, H:(Oy.) —> H}J"((OV) qui est
induit, sous la forme:

" ilim - @ lim Y lim sz, “fn -
UL ) T U B o U S A
par le morphisme canonique Oy , ®, Oy . — Oy ;. Les différents mor-
phismes ¢" ' definissent un morphisme @: K,, — Ky(0;) qui commute aux
différentielles: Soit ye x (resp. y’ ex’)de codim i+ 1 (resp. i’ + 1). Supposons
que (fy, - fi, fivr) (xesp. f1,*, f, fir+) forment un systéme de para-
metres de Uy , (resp. Oy ) et considérons les diagrammes suivants:
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T+1 e Ifet e i
A us _“u\.\— :,\‘ .\v AE N
)
H .. Ifer+t ...ﬁ T+.2 . ? ﬂ u 1 T+1 T u
AS\ 5»::. u \VET:N SA :Zm..k \vﬁﬂ@?\. \vmmv AAS\ — \VQAI\:M@A \ =\.v§v
A% T4 147 A % % X, % %
s; %€®11®¢::L
oo ey ot A6 e o1
m AS,\A :w:.\»:\ \,v g N { mﬁl: ® [ E:
> 0 5 %
m
&9
2I0JU9 NO
\ane?ﬁmxugm \xuaaymxﬁuﬁim
CoiaiH X @0 H R =) H ® CoViH @ (*0)H ® %0), . H
ﬁ% x=(n),g ‘x=(n)g ﬁ“_ ®I+I@FPa-)=r
fn n . A .
CodsH X —5 (*0YiH ® CpFH

18
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Onadyop'™' =@ " 1o[(—1)dy® 1+1®dy].
Comme on le voit d’aprés le calcul précédent de la différentielle; on
remarque P'isomorphisme de passage suivant qui introduit le bon signe:

(OV, Wi (=1)" lim (QV, Wi

lim
_n)(flna'”’f;'-,l—l’ {n,,,,’ﬁ{n) —n>(f1"’.”9fin’ 1m:.“a i{n’f}'-'l-l)

REMARQUE: Soit A4 (resp. A’) une k-algébre, une résolution M’ (resp.
M") de A (resp. A') par des modules sur A (resp. A). Alors M ®, M" est
une résolution de 4 @, A".

D’aprés cette remarque Ky = P*K(O)P'*Ky(Oy) est une résolution
de 0y, et @: K, > K;(0) est un quasi-isomorphisme qui induit I'identité
sur O,,.

3.2.2. THEOREME: Soit Z (resp. Z') une sous-variété fermée de X (resp.
X", de codimension p (resp. p'), C; (resp. C;.) leur classe de cohomologie
dans HP(X, Q%) (resp. HP (X', Q%)) et Cy. 5 la classe de Z xZ' dans
HP*P(X x X', Q%*P.). La classe C,, 5 est Timage, par Tisomorphisme de
Kiinneth, de C; ® Cy..

Soit:
Hom;(((gza Ky(QP)x _v Homi/((pz xZ's -2, Hom;,((ﬂz xz' Ki,(Qf}+ P,))
x Homy (0., Kx(Q%)) Ky ®@ p*Q4 ® p'*Q%)

1 :
Homi(0, Kx(@%) x Homiy(0y., K (%)) m—Homy(0y, Ky(@+™))

Le morphisme @ est déduit de ce qui précéde et le morphisme ¥ est défini
par Y(fx f) = f® f'. Le morphisme [P o]’ est défini & la maniére de
@ oy, tandis que a (resp. B) est déduit de la projection Oy — O, (resp.
Ox. = 0,.). Soit z (resp. z') le point générique de Z, qu’on suppose irré-
ductible, (resp. Z') et (u;),c; . les points génériques de Z x Z’ en nombre
fini, de codimension p+p’. [(11), III, D.5, lemme 6]. Si les éléments
ty, , t, (resp. ty, -+, t,) forment un systéme régulier de paramétres de
Oy, , (resp. Oy ,) leurs images t;, ", t,, tj," ", t,, dans O, , forment
aussi un systéme régulier de paramétres. L’image par @ des classes
fondamentales

[1 R I:dtl/\“'/\dtp:I:I y [1 . [dt;A---Adt;,,]]
tl’...’tp t’l,"',t;»

est la classe fondamentale de Z x Z' dans Homy (0, 5., Ki(Q5**)qui ad-
met pour composante
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- [dt1 A AdL, AdEy /\'“/\dt;,]
tl...tpt'l... t;,'
dans Homwv ul((OZxZ', > Hﬁfpl(gffp,))‘
Le morphisme [® ] induit un morphisme:
H*[T(X, Ky(Q))] x H*[I(X', K3(Q%)] —— H*[I'(V, K;(2}""))]

i 2 ¢

HXX,Q2) x  H*X.QZ)

H*(V, Q57

qui envoie Cy(Z) x Cx(Z') en C(Z x Z"). 1l reste & voir que Cest exacte-
ment le morphisme de Kiinneth. Considérons les complexes doubles
C(U, Ky{(2%) et C(U', Kx(Q%)). L’accouplement défini par [¢oy]
s’étend a ces doubles complexes et aux suites spectrales associées: (voir
le schéma a la fin).
'E3*x'Ey* = HTH, Ky(Q%)]x H'[H* (W', Ky (Q%)

- HULHT U, U K Q)

ces suites dégencrent et donnent 'accouplement:
H*[I(X, Ky(QR)] x H*[[(X', Ky Q)] » H*[I(V, K/ (QF )]

"E3°x"Ey* = HU, H(K(Q%) < H'[U', H* (K3 (2%)]
- H LU U B (K@) )]

ces suites dégénérent et donnent 'accouplement de Kiinneth:
H*(X, Q) x H¥(X', Q%) — H*(V, Q)" F)

I'(X, K;(Q%) x I'(X', Ky (Q%)) induit par [p°y] T'(V; K;(Q5*7)
C(u, Q%) C(u, Qr) C(UxU, QP
_\‘ C'(U, K(2Y) ‘llC@, Ky Q%) | caxa, k@)

©®
®

induit par la formule de Kiinneth.
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4. Compatibilité du produit d’intersection et du cup-produit

4.1.1. REMARQUE: Soit un schéma affine X, des faisceaux quasi-cohé-
rents & et K sur X, deux sous-schémas fermés, lun Y défini par une suite
(fdiers, py dans I'(X, Oy) et Tautre Z défini par une suite (g;);c(1,q dans
I'(X, Oy). Considérant le complexe de Koszul associé a une suite de fonc-
tions; pour tout n€ N le complexe simple associé d K'(( f"), #) ® K'((g}), #)
est isomorphe a K'((f, 9}), # ® H).

Considérant le calcul de la cohomologie a support dans un fermé comme
limite inductive de cohomologie de complexes de Koszul associés a une
suite de fonctions définissant ce fermé [[6], ch. 111, § 1].

Le morphisme: Hy(X, F) @ HYX, #) - Hy 35X, F @ #) déduit de
Pisomorphisme précédent est égal au cup-produit.

Soit G(£) la résolution flasque canonique d’un faisceau [[3] 11, p.
167], K'(f"), #) le complexe de Koszul associé a la suite (f"),.;;, ,;- On
peut considérer le complexe simple associé au complexe double
G (K'((f", #)) qui est une résolution de K'((f"), #) en degrés (., I); il
est facile de vérifier que ce complexe est isomorphe a K'((f"), G'(%)).

Le morphisme K((f"), #)— G(K'({(f"), #)) est un quasi-isomor-
phisme.

Le complexe G(K'((f), #) = lim, GTK(f"), #)] est une résolution
flasque de K'(f), #) = liI_l;ln K'((f"), #), et il admet donc pour cohomo-
logie H¥(X, %) a support dans Y. On en déduit que linjection:
I'yX, GLK(f), #))) » I'X, G[K'(f), #]) estun quasi-isomorphisme

Considérons la projection canonique:

X, GTK((f), #)) - I'vX, GTK(f), #))) = I'(X, G(F)),

on va voir que c’est un quasi-isomorphisme. La suite spectrale de terme
initial"E§? = H}, HI[I'(X, G(K'(f,), #)))] est convergente, le foncteur
K'((f), *) étant exact, on peut €crire:

HiTW(X, G(K(f), FN] = HY[Ty(X, K(f), G(Z))]
~ H4[K'(f), T'(X, G(F)] = K(f), HYX, F)).
On en déduit que “E5* ~ HYX, HY(X, ¥)) dégénere et donne le quasi-
isomorphisme cherché. On a défini ainsi un isomorphisme canonique
H'(X, K'[(f), F]) > HTWX, G(F)).
La deuxiéme étape consiste a considérer les accouplements:

G(K((f), #) ® G(K(g), #) = G(K(fi»9). F ® X))

I'yX, G(K'(f), ) ® I'AX, G'(K'(g), #))
- FYr\Z(Xa G.(K.((fn gj)’ F ® t#)))
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ces accouplements se déduisent des accouplements:

K(f). #)® K'(9). #) - K[, 9), F ® H)
et G(%) ® G(#) > G(F ® #)

De méme ces accouplements passent aux suites spectrales, et par con-
séquent sont compatibles avec 'isomorphisme construit ci-dessus; on en
déduit la compatibilité du diagramme:

H'I(X, K((f), #)] @ HI'(X, K((9), #)] — H[I'(X,K'(f;, 9;, F @ #))]
i 2
HI'v(X, G(#))] ® H[I'/(X, G(#))] HI'y X, G(F ® #))]

4.1.2. COROLLAIRE: Avec les notations précédentes.
(1) Soit des symboles

W/
[ " ] e HY(X, Q8), L ] € HY(X, Q%)
f1>""fp 1 G,

on a

| w I | W/ I
f’ ’fp l’. "gq
WA'W

= eH{ YX, Q).
fl"“’fqagl’“'agq:l X

(i1) Soit 4:X — X x X le morphisme diagonal, le morphisme canonique:
K(Q%) ®; Kx(2%) > Ky« x(2%:%) (resp. Kx(2y) ®, Kx(2%) -
- K« x(Q% « x)) induit un morphisme dont le composé avec:
A% HYLY(X x X, QU14) — HEZYX, %)

correspond au cup-produit.

4.1.3. PROPOSITION: Soit Y une sous-variété lisse et connexe, de codimen-
sion p dans X, et S une sous-variété de Y, de codimension q dans Y. Il existe
un morphisme canonique injectif: HYY, Q%) - HE (X, Q%'P) pour tout
entier I, qui fait correspondre pour | = q la classe fondamentale de S dans X,
a celle de S dans Y.

La suite exacte 0 - .#y/f2 - 0y, ® QL > Q) -0 induit pour tout
le N un morphisme: Qy — Qs ® A (S/53)" ~ Ext?(Oy, Q4P). (L'iso-
morphisme fondamental local [(8) p. 179]. On en déduit les morphismes:

HY(Y, ) — HYX, Ext?(Oy, Q") — HYX, HY(Q}' ") ~ HL*7(S, Q7)
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Ce dernier isomorphisme se déduit de la suite spectrale du foncteur com-
pos¢ I's=TIgoI _y; les termes EY = HYX, Hj(2%)) sont nuls pour
j # p car H{(Q%) est nul pour j # p; la suite spectrale, étant dégénérée,
donne I'isomorphisme.

Soit s le point générique de S, et un systéme régulier de paramétres
(fis 5 fpr 91575 9 € Ux s tel que les p premiers éléments definissent
Y en s. Les images g; dans Oy _; des g;, forment un systéme de parametres.
Le morphisme qu’on vient de construire est compatible avec un morphis-
me qui se définit au point générique s: HY(QY) — HI*P(Q4P) et qui établit
la correspondance suivante des symboles:

LW/Y ] [dflA"'Adﬁ/\"'Adfp/\W]
—
’lm...g;m fl...fp,g'{l...g;n

ouweQy get meN. Alors on peut vérifier facilement que ce morphisme
est injectif et que I'image de la classe fondamentale de S dans Y est celle
de S dans X.

REMARQUE: On peut associer ([2] p. 395) a toute variété X étale sur un
voisinage de s dans X et qui se rétracte sur un voisinage de s dans S, un
morphisme Résidu: HP* QY P) » HYQ,) inverse d gauche du morphisme
Hq(Q - Hp+q(Ql+p)

4.1.4. ProprosiTION (Réduction a la diagonale): Soit Y et Z deux sous-
variétés de X de codimension pure p et q respectivement, de produit dinter-
section défini Y - Z et dintersection S. Notons 4: X — X x X le morphisme
diagonal, et Ay Pimage dune sous-variété T de X. Le morphisme injectif:
H2 (X, Q”*q) 4 HE T4 Ay, Q519 — HELT(X x X, Q%5%) fait corres-
pondre Cy, ;U CAX aCyuCyetCyyz.4,aCy.g.

Soit le diagramme suivant:

HY(X, Q%) x HYX, %) & HEY4(X, Q%% X H5H9(4,,Q8%9)

A* [
HYTUX x X, Q54 x Hy (X x X, Q% ) Y S HETYX x X, Q%1%

D’apreés le corollaire 4.1.2. (ii): 4*(Cy . ;) = Cy U Cz; d’aprés la proposi-
tion 4.1.3,, et le corollaire 4.1.2. (i) Yo 4, (Cy U Cy) = Yo, o A*(Cy )
= CyxzVUCy,.Demémeona: o4, (Cy.,) = Cyxyz.4,-

4.1.5. DEFINITIONS : Soit V une variété et (K;,, ) son complexe résiduel,
des eléments f,, -, f,e ['(V, V) en position d’intersection compléte (la
sous-variété Z; définie par (f;, - - -, f;) est de codimension pure i dans V).
Pour toute sous-variété S, on désigne par ég = Py 6 le composé de la pro-
jection P Ky, — I'K; et de la différentielle 6. On définit un morphisme
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de modules gradués: Rés ;. =6, o :0d, 0100, :Ky>T; K.
Supposons V de dimension pure n, de points génériques (v;);.r €t soit
we ), ., on note aussi Rés;, ..., (w) I'élément Resy, ... 7,(0(w)), ou
0:3 ;2 . — K" est le morphisme canonique. Si weQ}, et la suite (f)
est réguliere dans I'(V, 0), on a

w w
Rés .| =——) = .
S (H f,~> [ff]

4.1.6. PROPOSITION :Supposons X séparable sur k et soit deux sous-
variétés intégres Y et Z de codimension respective p et q dans X, dinter-
section S, sous-variété intégre de codimension p+q dans X et de point
générique s. 11 existe une suite réguliére (f))ic;y, , dans Oy g, qui admet Y
comme composante irréductible au voisinage de s, et tel que les restrictions
f; des f; a Z soient en position dintersection compléte géométrique au
voisinage de s. Pour tout symbole

®
0= HYX, QF),
[fl"'“'fp'"]e . 2

le cup-produit avec la classe fondamentaleC:
0 C,eHomy(Q "7 [n—p—q], Ky)
fait correspondre a weI' Q5 P~ [élément

ZAw
Rés;, ..., (%)dl(z.

1 p
Construction d'une suite (f;)

Soient Py et P, les idéaux de Y et Z dans Oy ; on prend f; dans
Py—P,. Les idéaux premiers minimaux (P, )r, [resp. (P} )rer-]
contenant f; (resp. (f;)+ P) sont de codimension 1 (resp. g+ 1); donc
Py—{(U,P,)u (U, P, )} nest pas vide, sinon y serait de codimension
au plus 1 pour Py = P, ,, ou S serait de codimension au plus g+ 1 pour
Py = P} ;; ce qui permet de choisir f,, et par récurrence la suite (f)icy, -

Calcul du cup-produit

Soit (¢;, -, t,) un systéme régulier de paramétres de Oy . au point
générique z de Z. On peut construire une suite réguliere (g, , - -, g,) dans
Oy s, qui admet Z comme composante irréductible en s, et qui forme
avec la suite (f);c(1, ,; un systéme de parametres de Oy . 1l existe une
matrice carrée A a coefficients dans Oy , tel que:

(@)=4()
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puisque les éléments g;e M, Oy _, et les (t;) engendrent I'idéal maximal.
La classe fondamentale C, étant réguliére en s, peut étre représentée par

un symbole
[g 4 ]eH%(X Q%)
1’.”7gq
avec YyeQ% .. On a:

[|A|dt1 AN dtq][g v ]
gl’.“7gq 15”.agq
dans HYQ9) et|A| dt; A - -+ Adt, = Yy modulo (g,," ", g,)2% .

Draprés le corollaire 4.1.2. (i) et le calcul direct de la différentielle de
K%, le cup-produit

N . Yyro
0UCZ=L m... fm =Resal"’0qf1'“fp m... fm
19 fi Io 17 e S Iv

Yne
=Résf’1 I:fl fp:|
gl '”gq

Draprés ce qui précéde, pour tout weI'Q} P4

“Adt, AP AW dt;, Ao ndt,AQAw

UroAw i ady .
[ﬁ ﬂ] [ VZARRRN A }=[ VAR ]
91" Y, g1 "9, ST ¥

q

dans H4(Q%). Enfin, considérant I'isomorphisme: Hom (O, ,, H(%)) ~
Q7 72 on obtient

dty Ao ANdt,ANQ/ZAW[Z

n—q
m., .. £'m EQZ’Z,

1 P

Cest-a-dire, 0 U C,eHom (2% 4, K;[—n+p+q]) et pour weQy 1
I'image

dt. A Adt, NQ/Z AW
0 v Cz(WI) = Résfl'""fp' < ! ™. q f‘r)n/ )G Hf(Q}_q).

1 p

4.1.7. ProrosiTION : X étant lisse sur k, soit Y une sous-variété lisse
decodimension p dans X, une sous-variété Z intégre de codimension q
dans X. Si Pintersection Y N Z est propre:

CyuC,=Cy., dans HE YX, Q%9).
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Le probléme étant local, on peut supposer l'intersection YNZ =S
intégre de point générique s, et faire un raisonnement local, au voisinage
de s. Il existe une suite d’€léments f,, -, f,€ Oy  qui définit Y au voisi-
nage de s.

Cas ou Y est définie par une équation f

Supposons Z affine (au voisinage de s) d’algebre A4 et soit f'eA la
restriction de f & Z, qui définit S' d’algébre A/(f’). La sous-algebre
intégre S, de méme espace topologique que S’ est définie par un idéal
premier B¢ dans 4. D’aprés le lemme de normalisation de Noether on
peut trouver un morphisme fini injectif @*:k[t,,---,t,_,_,,t]— A tel
que @*(t) = f'. On peut donc disposer du diagramme suivant:

Tr—9-1 ‘__y*_, Tr 4
!

i immersion canonique; T"~?'espace affine d’algebre k[t,, -, t,_,_,, t]
et T"~ 4! défini par t =0, j I'injection canonique ety la projection
canonique, ¢ un morphisme fini et ¢’ = yo @ oi; Y: Z — Z est la normali-
sée de Z et S =y X(S).

D’apres la proposition 4.1.6., le cup-produit C, U C, se représente pour
Iélément de Hom (237171, K):

df' nw
Qi lew — Rés, (%)e K[ —n+qg+1].

On va voir quen fait Cy U Cze Hom(Q2 9" [n—q—1], K§). Soit z le
point générique de Z, 7 = y*(f’) et w = Y*(w), on a:

df AW df’' Aw _
Tr(y) [‘*] = ey
et f /
THY) [Rés ; (‘%ﬁ)] — Rés,, <df fA W) .

Soit beP et w = bw, [resp. w = db Aw_], un point § générique d’'une
composante irréductible de S; Panneau 03 5 est de valuation discréte et
admet une uniformisante u; on peut écrire Y*(b) = a,u™ et [ = a,u™
dans O3 ; ou a, et a, sont inversibles, n; et n, sont des entiers strictement
positifs. Alors la forme
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df AW N da, AW,
= nya, u" tdu A +agutt —2—=
f a
est réguliére en § et son résidu nul [resp.
df AW . _ da, Adunw,
e n,u™ ‘dunda, AWy +na T
a;

da, nda; AW,

Ll"l

a
est réguliére en § et son résidu nul]. On en déduit que
. (df A W\ df' Aw
Rés; (-f—~—— = Rés,. <—f,—) =
fJ f

si i*w = 0; Cest-a-dire Cy U C,e Hom (227971, Kj).

Soit ¢, le point générique de T" %", toute forme we Q4 7~ ! se met
sous la forme a'ep"*(w') ou a’' e U5 et w' e Q7 ",,‘ 1, SOit ae(ﬂz s un reléve-

ment de ', la forme ¢* o y*(w’) est un relévément de @"*w).
D’apres les isomorphismes:

K; ~ Hom(0,, K7n-4-1), Kg ~ Hom(Og, Kyn-q-1)

et la formule de la trace ou propriété de normalisation du résidu ([8] R 6
p. 198), on peut écrire: CyuU Cyw)eHom (¢, Og, Kin-4-1) fait cor-
respondre a b'e O ( I'élément:
. (Tr(fp)(ab)v*W’ Adt
Rés, ;

) = Tr(p(ab)w’efl}it—“;—ﬁ c Kg.
s b1

ou be @, ; est un relévement de b', et la barre au dessus de Tr¢(ab)
désigne sa restriction a8 T" 271,

D’autre part la classe fondamentale Cse Hom(Q% 47 ' [n—q—1],Kj),et
Cs(w)e Hom (¢, s, K'Tn q-1) fait correspondre a tout b'e Oy ( I'élément
Tro'(a'bw GQT,, o~ !, d’aprés la proposition 2.1.2. Enfin la multiplicité
d’intersection z(Y Z) =long (0, /(f"), donc on peut conclure avec le
lemme suivant:

4.1.8. LEMME: Soit A et B deux anneaux locaux noethériens intégres,
didéaux maximaux respectifs MM et N, on suppose N engendré par un élé-
ment te B. Soit k' le corps résiduel de A et k celui de B, P': A — k' et P:
B — k les projections canoniques ¢: B — A un morphisme fini injectif.

(i) A est libre sur B

(ii) Pour tout élément de A; P[Tr45(d)] = 1g(A/o(t)A) Try,, P'(d).

(i) L’anneau A/@(t)A4 étant naturellement plat sur k ~ B/(¢), il suffit
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de démontrer TUr%A4, B/(t)) = 0, pour conclure que A est plat, donc
libre sur B, d’apres le Théoréme 5.6. dans ([7] 60-61 Exp. IV).

Le produit tensoriel avec 4, de la suite exacte 0 » B3 B — B/(t) - 0,
nous donne la suite exacte 0 > 428 4 - A/p(t)4 — 0 puisque A est
intégre, d’ou TOr5(4, B/(t)) = 0.

PR S

k/ Py A/ Py A

N

k<——P—

(ii) Se référant au diagramme, soit A" = A/(¢(t)). Soit (a;)ic(1, o) € A des
¢éléments de 4, dont les classes dans k' forment une base sur k; des éléments
(@licrr, mp€ M, dont les classes dans MM'4’ modulo M'* ' 4’ forment une
base du k' espace vectoriel M4’/ * 1 4. On peut voir facilement que les
classes des ¢léments {(a; x aﬁ)i:[m], je[l, n]} dans A', forment une base
sur k (pour [ = 0,a? = 1). La longueur de A4’ est égale a: lg(4') = Y, n;+1
et la dimension de A’ sur k:dim, 4'= dim k' x lg A" = n(};n,+1).

Les éléments (g; a;) forment alors une base finie de 4 sur B. Soit d€ A4,
et keN, tel que de MMk —IM**1 (on pose M° = A):

n
ro_ i il 1
da; = Y ofa;+ ) 05405
j=1 121, 5¢[1,m]
jelt,n)

i ir,l re 3= =ir= i, 1= =1l
avec of, i’/ B, resp. dans A': da;, = ) &a;+ ), a5’;a;a;.
n
U _ i’ 14 i',l U,
daydi, =Y oia;al+ Y oihasasal;
j=1
T _ N s Al iy PP
daydl, = Y aia;al,+ ) oy ja;asa.
Lélément Y of’la,asal e M +*; la composante de: da; d, sur a;df,
est donc égale & &, Cest-a-dire sur la diagonale de la matrice associée &

la multiplication par d par rapport & la base considérée, on trouve au
début:

qui se répéte pour I' > 1 et j'e[1, n,].
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On trouve

P[Trypd] = (Y. m+1)} ab

1>1 el
De méme on prouve que: Tr,.,(P'(d)) = "y &, d’ot le résultat cherché.

Cas général

Supposons la proposition vraie dans le cas d’intersection avec une sous-
variété lisse de codimension p— 1. Soit Y’ la sous-variété lisse définie au
voisinage de s par (f,, * -, f,), et considérons les cycles premiers (W))jef1. 1
correspondants aux idéaux premiers minimaux a contenir I'idéal de Oy ,
engendré par I'idéal de Z et I'¢élément f;. Soit f; ; la classe de f; dans
Oz, €t n;=19(0, ,, /fi ;) lalongueur. Si Y, désigne le cycle défini par
f1, le produit d’intersection Y;*Z = n;w;.

D’aprés Phypothése de récurrence: Cy..y, = Cy L Cy,, et d’aprés ce
qui précéde: Cy,., = Cy, U Cz = Y jc1,nn;Cw,, enfin Iassociativité du
produit d’intersection et du cup-produit permet d’écrire:

CY'Z = C(Y'-Y1)~Z = Cyl.(yt.z) = z njCy:.Wj = Z njCY, v CWj
J

jell 1]
= Cy U (Cy, U Cp),= (Cy. U Cy,)) U (Cp) = Cy v Cy.

4.1.9. THEOREME : Soit Y et Z deux cycles de X, de codimension pure p et q
de produit dintersection définie Y- Z. On a l'égalité dans H5 4 X, Q5*9):
Cyu Cy; =Cy.g.

Se ramener au cas de la proposition 4.1.7., aprés Réduction a la dia-
gonale 4.1.4.

4.1.10 COROLLAIRE: Supposons X quasi-projective, deux cycles équiva-
lents dans X ont méme classe fondamentale.

Soit P: X xk — k la projection canonique, t le paramétre sur k et
T = P*(t). Les classes fondamentales de X, = X x {0} et X, = X x {1}
sont égales: Considérons la résolution de Q% ,, par Ky . (25 <), 1a classe
Cy, se représente par le symbole [47] (resp. Cy, par [;*T;]). Soit la forme
rationnelle dT/T(T —1):

5 ( dT )_[dT/T—l] [dT/T]_[dT] [dT]
XR\T(T-1)) T o=t =1 7|1
=CX1_CX0

les deux classes sont cohomologues.

Soit, maintenant deux cycles de X équivalents:Y et Z, il existe par
définition un cycle D de X xk tel que D- X, =Y et D- X, = Z soient
définis. On a:

Cy=CpuCyx, = Chu Cy, =C,.
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5. La classe fondamentale en cohomologie de De Rham

5.1.1. Soit x un point de codimension j dans X, un voisinage V de x
affine, un entier i et d: Q% — Q4! la différentielle. On peut utiliser le
diagramme commutatif I, déduit de la suite exacte: 0 — I's_ (%) = ' (¥)
—T'y_zv(*) [[7]. Local cohomology 60-61] pour calculer Hi(d):
Hi(QY) —> HI(QY). Soit (fy, -+, f;) un systéme de parametres de Oy .
défini au voisinage V de x, le recouvrement ouvert % de V défini par

(fl)le[l,j] .

HiZ's 0 (@) & HE Q)

) / I \/H’(d)

Hi7 (@) & HE (@)

On peut utiliser le complexe de Cech: C'(%, *) et isomorphisme de
connexion ¢ du diagramme I, explicité dans [(6) ch. IIL, § 1.7, pour calculer
Hi(d).

On trouve, avec les notations des symboles, ou we Qj ,:

. w (flnfjn)dw_d(flnfjn)/\w:|
HJ =
D ([f{' o f,D [ e

5.1.2. PROPOSITION : Pour toute sous-variété Y de X, on peut associer une
classe fondamentale de Y dans Hpg(X, €2%), d support dans Y. Si Y est irré-
ductible de point générique y, de codimension p et (t;, """, t,) un systéme
régulier de paramétres de Uy , alors le symbole

[‘”l - dﬂ e HY(%)

tlu..tp

définit la classe de Y dans HZP(X, Q).

Pour tout i€ [0, n], le complexe K3(2}) = K} ® (2%)" ® Qi est une
résolution de Q¥ par des faisceaux quasi-cohérents injectifs. Le complexe
double K(2) permet donc, de calculer la cohomologie de De Rham de
X; il est muni d’une différentielle horizontale 6, déduite de celle de K
et d’'une différentielle verticale dy déduite de celle de Q5. On a vu dans les
calculs précédents (§ 2), que I'élément

dt, - dt
[ ! } € HY(QY)
tl .o e tp

est annulé par dy, et ne dépend pas du choix des ¢;. La différentielle dy
appliqué a HP(Q%) est égal a Hi(d), calculé ci-dessus.

Soit:
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B [(tl'"tp)d(dtl/\"‘/\dtp)—d(tl"'tp)/\dtl/\"'/\dtp:| _ o
- tf"'ti )

Le cas d’une variété quelconque se déduit facilement du cas irréductible.

5.1.3. Soit X et X’ deux variétés lisses sur k; comme au § 3, les complexes
K(Q%) ®; Kx(L2x) et Ky x(2% « x) sont quasi-isomorphes, ce qui per-
met de définir un morphisme

HR(X, Q%) @ HpR(X', Q) > HEE P /(X x X', Qx . x ),

compatible avec le morphisme de Kiinneth en cohomologie de De Rham.
SiCy, classe fondamentale d’une sous-variété Y de X, est représenté par
le symbole

dtl/\---/\dtp}
tl ... tp
resp.Cy., classe de Y’ dans X', est représenté par
B 4 DEEERY !
dt' A+ ndty,
tll N t;/

I'image de Cy ® Cy. est le symbole
[dtl/\---/\dtp/\dt’lA--~/\dt;,,]
tl‘“tptll t;,:

classe fondamentale de Cy, ;. dans X x X".

5.1.4. De méme, on peut déduire facilement la compatibilité du produit
d’intersection des cycles avec le cup-produit en cohomologie de De Rham,
a partir du résultat en cohomologie de Hodge au § 4. Soit Y une sous-
variété de codimension pure p dans X, resp. Z de codimension pure g
dans X. Considérons le complexe double G(%), résolution flasque de
Godement de €, et la suite spectrale de terme EY = H(H}(X, Q%),.2),
gente vers HYT/(X, Q3), [resp. HL (X, Q), HY./ (X, Q%)], Le cup-
produit définit un accouplement E5/x Ej/ — E5'*"7*J" qui induit a
la limite le cup-produit de cohomologie de De Rham. D’apres le § 4 et
512.: CyuCy = Cy., dans E;'*" %7 donc Iégalité reste vraie a la
limite.
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6. La classe fondamentale d’un cycle en géométrie analytique

La construction du complexe dualisant d’'un espace analytique ([10].
§ 5) se déduit du cas algébrique; en un point x, le complexe dualisant de
Panneau local en x, donne la fibre du complexe analytique.

Soit X une variété analytique de dimension n sur C, et Y un sous-espace
analytique fermé, de codimension pure p dans X.

Pour définir la classe fondamentale de Y dans H?(X, ©%), il suffit de
définir un élément fondamental dans Ext?(0y, 2%), ou une section glo-
bale qui est un cycle dans Hom (0y, K" *P(Q%)). Soit (y;);c; les idéaux
premiers dans () . des composantes irréductibles Y; du germe de Y en
un point x € X; la fibre en x de ce dernier faisceau, s’écrit:

Homg, (Oy,.. Kx'2(Q}) = ¥ Homg,  (Oyy, HE@% )
iel

- @X, x(y:)

désigne le localisé en (y,).
Pour tout indice i1, soit (t1'%,- -+, t2%) un systéme régulier de para-
métres de Oy ., [élément

5 <1 [dtj"'/\---/\dti"':D
b . .
UL

correspond a la classe fondamentale du germe (Y, x). Il reste & voir que
¢a varie d’une mani€re continue en Xx.

Soit K un polydisque compact (modulo une carte dans un ouvert de
Cn), voisinage de x dans X. On peut supposer K assez petit pour vérifier
la condition: Pour tout i€ et tout ze ¥; N K les images de (t* Yielt, 51
dans Oy , y, sont définies, et forment un systéme régulier de parametres.
Comme la classe fondamentale locale ne dépend pas du choix du systéme
de parametres, on voit que ces classes fondamentales locales se recollent
bien.

REMARQUE: On démontre de méme que le produit cartésien (resp. le
cup-produit) des classes fondamentales, est compatible avec le produit
(resp. le produit d’intersection des cycles).
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