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Einleitung

Der im Titel angegebene Satz (Satz 2.3.) wird mit den Hilfsmitteln
von [2] bewiesen. Eine wesentliche Rolle spielt dabei der Satz von C. M.
Ringel [8] (§ 1 (3 )) und die Charakterisierung der Homotopiekategorie
der Boardman-Spektren aus [2] (Sstz 2.1.).
Beim Begriff des Praespektrums bedienen wir uns der Ergebnisse von

[3], wo die Kategorie der Praespektren sich als eine Funktorkategorie
KG von Operatorfunktoren E: (A, Go (A, K) herausstellt. Bezüglich
der Definition einer Operatorkategorie und eines Operatorfunktors ver-
weisen wir auf [1 ] oder [2]; den Begriff einer Quotientenkategorie KIM
(wo M eine Klasse von Morphismen in K ist) entnehmen wir Z.B. [4].
Wir erinnern daran, dass unter Klo wo 0 : Ka L ein Funktor ist, die
Kategorie K/M mit M = {fl/&#x3E;(f) = Isomorphismus} verstanden wird.
Obwohl sich kein Beweis in der Literatur zu finden scheint, ist Satz

2.3. keineswegs neu. In [6] wird ein Beweis angekündigt; auch gibt es
unverôffentlichte Beweise dieses Satzes (Z.B. von D. Burghelea). Ein
anderer als der hier durchgeführte Beweisgedanke wird in [5] ] ange-
deutet. Uber ihn wird in § 3 etwas gesagt.

Allerdings ist unser Anliegen nicht nur einen Beweis für einen be-
kannten Satz zu liefern, sondern darüberhinaus die damit verbundene
Analyse der Kategorien der Boardman-bezw. Kan-Spektren zu einer
kritischen Untersuchung ihrer Stellung in der Theorie der Operator-
kategorien und der kategorischen Stabilisierung zu nutzen.

1. Praespektren und adjungierte Funktoren

In [1 ], [3 ] haben wir Praespektren für beliebige Operatorkategorien
definiert. Ist K = (A, K) E Wop. So ist KG die Kategorie der Praespek-
tren (über K), wo (A, G) die Operatorkategorie mit diskreter Grund-
kategorie G = A (der gruppentheoretischen Vervollstândigung von A)
ist. Ein Objekt E E KG ist ein Operatorfunktor E = (1, E, (0) : (A, G
(A, K) und eine Abbildung in KG eine Operatortransformation. In [3]
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wird erkh,rt, wie man aus KG (durch Definition einer Operation von
A auf KG) eine Operatorkategorie macht. Wir wollen, wo es nôtig wird,
abweichend von der dortigen Terminologie, auch diese Operatorkate-
gorie einfach mit KG (und nicht mit O(G, K) bezw. O’(G, K)) bezeichnen.
Nennen wir WopÀ c Wo p die Kategorie aller Operatorkategorien mit

fester Halbgruppe A und Funktoren T = (1, T, (0) : (A, K) - (A, L),
kann man feststellen:

1.1. SATZ: Es ist die Zuordung

ein 2-Funktor.

BEWEIS: Sei T = (1, T, (0) : K - L ein Funktor, so ist durch

und durch

für 03B6 ~ Wop,(T, S) ein 2-Funktor definiert. Der Nachweis der Eigen-
schaften für einen 2-Funktor im Einzelnen sei dem Leser überlassen.

1.2. KOROLLAR:ISt

in Wo pA ein Paar adjungierter Funktoren, so ist auch das Paar

adjungierte.
Nach einem Satz von C. M. Ringel [8] gibt es zu einem Paar adjun-

gierter Funktoren (1) mit natürlichen Transformationen a : lK ~ ST,
fi : TS - 1 L äquivalente Homotopiekategorien

Seien nun 11 : Ka M, P : L ~ M zwei Funktoren in Wop (in den
Anwendungen wird immer M E So p (= Kategorie der stabilen Operator-
kategorien sein) die mit S, T vertràglich sind. D.h. es gibt natürliche Iso-
morphismen

dann gilt:
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1.3. LEMMA: Sinc Il und P homotopieinvariant (d.h. faktorisieren sie
über 11K: K --&#x3E; Kh bezw. 11L: L - Lh) so induzieren (3) und (4) eine

Âquivalenz der Kategorien:

BEWEIS: Aus (4) folgt, dass es ein Paar adjungierter Funktoren

(die durch das kommutative Diagramm

eindeutig bestimmt sind) gibt. Nun haben wir aber folgendes kommuta-
tive Diagramm:

Hier ist z.B. ’eK durch die Kommutativitât von

(On = natürliche Projektion) eindeutig bestimmt. Es ist aber jedes
a’ : Ka S’T’K(03B2’L : T’S’L ~ L) nach Voraussetzung bereits in K/03A0
(bezw. in L jp) ein Isomorphismus. Also sind S’, T’ Âquivalenzen von
Kategorien. Zu unserem Funktor II : K ~ M gibt es einen Funktor 03A0G :
KG ~ MG, ebenso wie zu P einen Funktor PG. Es sei ferner ein fester
Funktor lim: MG ~ M in Sop vorgegeben (die Bezeichnung "lim" hat
im Moment noch nichts mit Limites zutun, sie wird erst in den Anwen-

dungen einen Sinn bekommen). Wir nennen
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Wir setzen voraus, dass S, T adjungierte Funktoren in Wo p und H, P
mit S, T vertràgliche und homotopieinvariante Funktoren sind. Es gilt:

1.4. SATZ : Die Funktoren SG, TG vermittlen Äquivalenzen der Kate-
gorien

BEWEIS: Nach Korollar 1.2. und Lemma 1.3. gibt es eine Âquivalenz

da auch 03A0G, PG mit SG, TG verträglich sind und, wie man sofort nach-
rechnet, über die Homotopiekategorie faktorisieren: Es ist z.B. nG(aE)
= n(aE) für alle E E KG ein Isomorphismus. Aus (8) folgt aber sofort
(7).

2. Boardman- und Kan-Spektren

Sei CW = (Z+, CW) die Kategorie der CW-Râume mit Basispunkt.
Die Halbgruppe Z+ operiert durch die iterierte reduzierte Einhângung
10 = 1, I, 03A32, ··· Wir nennen CWZ auch P. Es ist Z = Z+. - Ent-
sprechend nennen wir PS die Kategorie PZE, wo 9’ E die Kategorie
der Kan-Komplexe mit Baispunkt ist. Sei M die Kategorie der graduier-
ten Gruppen, so gibt es für beide Kategorien (mit dem gleichen Buch-
staben bezeichnete) Homotopiefunktoren

die durch

erklârt sind. In [2] wird folgender Satz bewiesen :

2.1. SATZ: Es gibt eine Âquivalenz der Operatorkategorien

wo Bh die Boardmansche Homotopiekategorie ist. Eine Definition von
B und Bh findet der Leser z.B. in [6]. Man kann unter Zuhilfenahme von
[7 ] den Beweis von Satz 2.1. (theorem 3.7. in [2]) zu einem Beweis des
folgenden Satzes modifizieren:

2.2. SATZ: Es gibt eine Äquivalenz der Kategorien

wo PpEh die Homotopiekategorie der Kan-Spektren ist. Ziel dieses

Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes:
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2.3. SATZ : Die Kategorien Bh und f/ ftEIt sind (sogar als Operatorkate-
gorien) âquivalent.
Nach Satz 2.1., 2.2 genügt es hierzu folgendes zu zeigen:

2.4. LEMMA: Es gibt eine Âquivalenz der Operatorkategorien

Da aber Y = CWZ, PS = PZE ist, die Funktoren

(S = Singularisierung, R = geometrische Realisierung) zueinander ad-
jungiert sind und man die jeweiligen Homotopiefunktoren (die wir jetzt
fi: PE ~ M, bezw. ir: CW - M nennen wollen) zur Verfügung haben,
genügt es zu zeigen, dass es einen Funktor

in sop gibt, so dass

(für beide Funktoren 03C0: P ~ M bezw. 7r: PS ~ M) gilt. Offenbar er-
füllt fi alle Forderungen aus Lemma 1.3. Zur Konstruktion von lim und
damit zum Beweis von (11) sehen wir uns M und MZ etwas genauer an:
Die Objekte von M sind Folgen {Mn|n~Z} von Gruppen. Wir erklâren

und erhalten so die Operatorkategorie (Z+, M). Ein Objekt E E MZ ist
nun ein Funktor, den man auch als

schreiben kann. Es ist eine Abbildung co : 03A3E(n) ~ E(n + 1) gegeben, also
eine Schar von Abbildungen

Wir setzen

2.4. LEMMA: Es ist lim: MZ ~ M ein stabiler Funktor.
Der Beweis besteht im unmittelbaren Nachrechnen.

2.5. LEMMA : Es ist
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BEWEIS: Ist F ~ CWZ, so ist

und

was mit (10) übereinstimmt.
Damit ist Lemma 2.5. und Satz 2.3. bewiesen.

3. Satz 2.3. und die kategorische Stabilisierung

In [5 ] wird auf einen anderen Weg zum Beweis von Satz 2.3. verwiesen,
der sich der in [1] entwickelten Methode der kategorischen Stabilisierung
bedient. Wir wollen uns hier kurz und ohne auf technische Einzelheiten

einzugehen mit diesem Beweis gedanken beschâftigen. Ist Sop die 2-

Kategorie der stabilen Wop die 2-Kategorie der Operatorkategorien,
i : Sop c Wop der Inklusions-2 Funktor, so besagt ein Satz aus [1 ] :

3.1. SATZ: Es gibt zu i einen 2-linksadjungierten 2-Funktor

Wir nennen ’ den ’Stabilisierungsfunktor’.
Da A. ein Paar adjungierter Funktoren in ein ebensolches Paar über-

führt, kann man das Paar adjungierter Funktoren

zu einem Paar adjungierter Funktoren

stabilisieren. Wendet man auf (13) den Satz von Ringel an, so erhâlt man
eine Âquivalenz der Homotopiekategorien:

Es stellt sich heraus, dass der über den Satz von Ringel gewonnene Homo-
topiebegriff mit der kanonischen Stabilisierung des Homotopiebegriffes
aus [2] in YE, CW übereinstimmt. Das alles ist aber trotzdem kein Be-
weis von Satz 2.3., denn es ist weder (PE)h ~ f/ ftEh noch (CW)h ~ Bh.

Es gilt allerdings Folgendes: Man ersetze Wop durch Wopl, die 2-
Kategorie der Operatorkategorien mit beliebigen (kleinen) Kolimites
(in Zukunft kurz ’Limites’ genannt) und limeserhaltenden Funktions.
als 1-Morphismen. Ebenso verfahre man mit Sop und kommt zu Sopl.
Sodann gilt analog zu Satz 3.1.:
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3.2. SATZ: Es gibt zur Inklusion i: Sopl c Wopl einen 2-links adjun-
gierten 2-Funktor

Dieser Satz wird in [2] (theorem 4 2.) bewiesen, wo sich auch folgende
Aussage findet (theorem 4.3.):

3.3. SATZ: Sei IC die kategorie der CW-Komplexe mit Basispunkt und
zellulâren Inklusionen, so ist

( jetzt wird ^ im Sinne von Satz 3.2. verstanden’).
Ohne Mühe lâsst sich ein entsprechender Satz für IPE zeigen (1/7 E =

/7 Emit Inklusionen als Morphismen):
3.3. SATZ: Es ist

Man kann jetzt das Funktorpaar

(die Beschränkungen von R und S auf die entsprechenden Unterkate-
gorien existieren tatsâchlich!) so modifizieren, dass es zu einem ad-
jungierten Paar in Wopl wird. Es ist (15) kein adjungiertes Paar, denn die
Transformation fi : RS ~ 1 ist nicht mehr in IC (im Gegensatz zu a : 1 -
SR, das in IPE liegt). Ausserdem ist S ~ Wopl. Diese Modifikation ge-
schieht, indem man zu den Inklusionen noch weitere Morphismen hinzu
nimmt (alle Retraktionen für IPE bezw. alle Retraktionen und alle

03B2X : RSX ~ X für IC). Auch der Funktor S lâsst sich (durch Übergang
zu einer Art ’zellulârem singulâren Komplex’) so verändern, dass er in
Wopl liegt. Für diese neuen Kategorien gelten dann Sâtze analog zu Satz
3.3., Satz 3.4. und man kann ohne Mühe in einer Reihe von Einzelschrit-
ten beweisen, dass sich auf das so modifizierte Paar (15) nach einer
Stabilisierung (im Sinne von Satz 3.2.) der Satz von Ringel anwenden
h,sst und man die Âquivalenz aus Satz 2.3. erhâlt.
Wir geben die Einzelschritte nicht an und benutzen diese Andeutung

eines Beweisgedankens für Satz 2.3. nur zur Erlâuterung folgenden
Tatbestandes:
Wie schon in in [2] festgestellt wurde, passen B und Bh in die Theorie

der kategorischen Stabilisierung nur über Satz 3.2. Dieser schliesst aber
alles von einer kategorischen Stabilisierung aus, was nicht limestreu ist.

Nun liegen zwar alle interessanten Funktoren der Topologie in Wop
aber eben sehr viele nicht in Wopl. Sie werden damit von einer katego-
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rischen Stabilisierung im Sinne der Boardman-Kategorie ausgeschlossen.
Um sie dennoch zu stabilisierten bedarf es jeweils zusâtzlicher Betrach-
tungen, die klâren sollen, warum ein gegebener Funktor das Recht hat,
sich Stabilisierung eines anderen zu nennen. 
Aus diesen Gründen scheint die Stabilisierung CW (bezw. YE) der

Kategorie der CW Râume (bezw. Kan-Komplexe) im Sinne von Satz
3.1. der Boeardman-Kategorie ? (bezw. YIÎE) überlegen zu sein, denn
erstere hat alle Vorteile der letzteren, ohne gleichzeitig ihre eben deutlich
gemachten Nachteile aufzuweisen.
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