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CONVEXITE TOPOLOGIQUE ET PROLONGEMENT DES
FONCTIONS CONTINUES

R. Cauty

Introduction

Nous nous proposons de démontrer dans ce papier un certain nombre
de théorémes de prolongement. Notre principal outil est une générali-
sation de la méthode par laquelle Dugundji [4] a prouvé que les espaces
vectoriels topologiques localement convexes ont la propriété d’extension
par rapport aux espaces métriques, et que Borges étendit ensuite aux
espaces stratifiables [1] (Voir le paragraphe 1 pour la définition des
termes utilisés dans cette introduction). Pour pouvoir appliquer cette
démonstration 3 un espace X, il n’est pas nécessaire que X soit un
e.v.t.; il suffit qu’il existe une fonction continue ¢ : XX Xx/I— X
jouissant de propriétés convenables. Ceci méne i la notion d’espace
topologiquement convexe (T.C.) et, plus généralement, & celle d’espace
topologiquement localement convexe (T.L.C.). Nous donnerons divers
exemples d’espaces TLC ainsi que des théorémes de stabilité concernant
ces espaces; nous utiliserons ces résultats, en les combinant avec des
théorémes de plongement, pour démontrer, entre autres, que tout
CW-complexe est un R.A.V. (stratifiable) et que le produit symétrique
n-iéme d’un R.A.V. (métrique) est un R.A.V. (métrique). Les espaces
TLC peuvent également étre utilisés pour démontrer d’autres types de
résultats, par example que, si X et Y ont le type d’homotopie de CW-
complexes, il en est de méme de leur joint X =Y. Il est intéressant de
remarquer que de nombreux théorémes sur les rétractes absolus de voi-
sinage se généralisent aux rétractes de voisinage des espaces TLC. Nous
n’étudions pas ce phénoméne dans ce papier car les modifications
4 apporter aux démonstrations sont en général évidentes, cependant
cela explique certaines similitudes entre la théorie des R.A.V. (métrique)
et celle des CW-complexes.

Au paragraphe 1, nous donnons quelques théorémes et exemples con-
cernant les espaces TLC. Au paragraphe 2, nous montrons que, si L est
un complexe simplicial, alors le c6ne K de base L est TC; pour cela, nous
construisons une structure convexe trés particuliére qui nous permet
également d’obtenir quelques résultats intéressants sur la topologie
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234 R. Cauty 2]

des complexes simpliciaux. Au paragraphe 3, nous étudions le cas des
A-espaces (espaces dans lesquels toute intersection d’ouverts est ouverte),
ce qui nous permet d’obtenir un théoréme concernant la comparaison
des homomorphismes induits sur les groupes d’homotopie et d’homo-
logie singuliére par deux applications d’un espace X dans un autre
espace Y. Au paragraphe 4, nous étudions les limites inductives de
suites de RAV (compact). Au paragraphe 5, nous démontrons que le
produit symétrique #-iéme d’'un RAV (métrique) est un RAV (métrique).
Au paragraphe 6, nous étudions le joint de deux espaces topologiques
X et Y; en particulier, nous montrons que si X et Y ont le type d’homo-
topie de CW-complexes, il en est de méme de leur joint.

1. Premiéres propriétés
des espaces topologiquement convexes

1.1. DEFINITION: Soit Q une classe d’espaces topologiques. Nous
dirons qu’un espace X a la propriété d’extension (locale) par rapport
a @ si, pour tout espace Y appartenant a Q et tout fermé A de Y, toute
fonction continue de A dans X peut se prolonger & Y (resp. & un voisinage
de A4 dans Y). Nous dirons que X est un R.A. (Q) (resp. R.A.V. (Q)) si
X appartient 4 Q et si, pour tout espace Y appartenant a Q, tout fermé de
Y homéomorphe a X est un rétracte (resp. rétracte de voisinage) de Y.

1.2. DeEriNITION: Un espace topologique X sera dit ULC s’il existe un
voisinage ouvert U de la diagonale 4 de X' x X et une application ¢ :
UxI— X(I = [0, 1]) continue et vérifiant les conditions suivantes:

(i) ¢o(x,,0) = xet ¢(x,y, 1) = y quel que soit (x, y) appartenant a U.
(i) ¢(x, x, t) = x quels que soient x appartenant & X et ¢ appartenant
alrl

Si, en outre, @ vérifie la condition

(iii) Tout point x de X a une base de voisinages V tels que ¥ x V soit
contenu dans U et que (¥ x V' x I) soit contenu dans ¥, nous dirons que
X est un espace (topologiquement) localement convexe, ou TLC. Si
U = Xx X, nous dirons, selon le cas, que X est UC ou que X est
(topologiquement) convexe (TC).

Les sous-ensembles V de X tels que V' x V soit contenu dans U et que
o(Vx VxI) soit contenu dans V seront dits convexes. Lorsque cette
précision s’avérera nécessaire, nous parlerons de I'espace TLC (X, ¢)
ainsi que d’ensembles ¢-convexes.

1.3. DeriNtTioN: Un espace topologique X sera dit stratifiable s’il est
séparé et si ’'on peut associer & tout ouvert U de X une suite {U,}7-;
d’ouverts de X de fagon & avoir
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(a) U, = U quel que soit n

(b) U= U:o=1 Un
(c) U = V implique U, = V, quel que soit 7.

Une telle correspondance est appelée une stratification de X; elle est
dite croissante si U, = U, quels que soient U et n. Pour les propriétés
des espaces stratifiables, le lecteur est renvoyé a [1]. En particulier, nous
utiliserons souvent implicitement le fait quun espace stratifiable est un
R.A. (stratifiable) (resp. RAV (stratifiable)) si, et seulement si, il a la
propriété d’extension (locale) par rapport aux espaces stratifiables.

Le théoréme suivant, qui est une version renforcée du théoréme de
prolongement de Dugundji [4], indique le lien qui existe entre les no-
tions précédentes et joue un role fondamental dans ce papier.

1.4. THEOREME: Soient X un espace TC, Y un espace stratifiable et A un
sous-ensemble fermé de Y. Notons X* (resp. X¥) Iespace des fonctions
continues de A (resp. Y) dans X. Alors, il y a une fonction § : X4 —» XY
vérifiant
(1) () est un prolongement de f a Y, quel que soit f appartenant ¢ X*.
(ii) Si X4 et XY sont tous deux munis de la topologie compacte-ouverte
ou de la topologie de la convergence simple, alors 3 est continue.

Ce résultat est démontré par Borges [1] dans le cas ou X est un e.v.t.
localement convexe. Des modifications simples (laissées au lecteur)
permettent d’appliquer cette démonstration au cas présent.

1.5. COROLLAIRE: Tout espace TLC a la propriété d’extension locale
par rapport aux espaces Sstratifiables.

DEMONSTRATION: Il résulte du théoréme 1.4. que tout point d’un espace
TLC a un voisinage possédant la propriété d’extension par rapport aux
espaces stratifiables. Puisque les espaces stratifiables sont paracompacts,
le corollaire découle d’un résultat de Hanner ([8], théoréme 19.2.).

Les exemples les plus évidents d’espaces TC sont les sous-ensembles
convexes d’e.v.t. localement convexes. Cependant, il existe des espaces
TC, tels que le suivant, ne ressemblant guére 4 des sous-ensembles con-
vexes d’e.v.t.

1.6. ExeMpLE: Nous allons construire un espace topologiquement con-
vexe (X, @) vérifiant
(i) X est stratifiable.
(ii) X est un groupe dont l'inverse est continu et la multiplication con-
tinue par rapport a la deuxiéme variable, donc X est homogéne.
(iii) Le complémentaire de chaque point de X a quatre composantes
connexes; chacune d’elles est p-convexe, donc contractile.
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(iv) Tout sous-ensemble de X homéomorphe a un ouvert de X est ouvert
dans X.

Soient e; = (1, 0) et e, = (0, 1) les vecteurs de la base canonique de
R?. Soit X ’ensemble des chemins f: [0, a] - R*(0 £ a < o) vérifiant
%) f(0) = 0
B) 1l existe une subdivision finie 7, =0 < ¢, < -+* < t, = a de [0, a]
telle que, pour ¢; < ¢t < t;,,, On ait:

S(@) = ft:)+(t—=t;)v;

ol v; est 'un des quatre vecteurs e;, —e;, e,, —e,, et qu’en outre
v;41 # —0; quel que soit i.

Siaestun réel et i = 1, 2, nous noterons ae; le chemin f: [0, |a|] — R?
défini par

f(t) = 1 & e;.
lal
Ce chemin appartient 4 X. Le chemin Oe, = Oe, sera noté 0. Si f': [0, a]
— R? et g : [0, 5] — R? sont deux éléments de X, nous noterons f+g le
chemin défini comme suit. Soit ¢ le plus grand nombre =< a, b tel que

f(@)+g(t) = f(a—1) quel que soit ¢ < c.
Alors, f+g¢ : [0, a+b—2c] » R? est défini par

_[f(®) 0<t<a-c
(7+a)0) = {f(a)+g(t+2c—a) a—c<t=<a+b-2

On vérifie facilement que + est une loi de groupe (non commutatif)
sur X, linverse de f: [0, a] - R® étant le chemin —f: [0, a] - R?
défini par

(=) = fla—1)=f(a).

Nous définissons une topologie sur X en convenant qu’un sous-en-
semble U de X est ouvert si, et seulement si, quel que soit f appartenant
aU,ilyaune > 0tel que f+ae; appartienne & U pour |a| < geti = 1,2,
Il est clair que, pour cette topologie, le passage a I'inverse est continu
et que la multiplication est continue par rapport 4 la deuxiéme variable
(mais pas par rapport a la premiére).

Si f est un élément non nul de X, nous noterons D, I'ensemble des
chemins de X de la forme f+ae, ou a est un réel et e, celui des vecteurs
€1, e, qui est orthogonal au dernier segment composant f. Pour i = 1, 2,
nous noterons D; I'ensemble des chemins de la forme ae,(a € R). L’ap-
plication 9, : a -Wo f+ae(9; : a -W- ae;) est un homéomorphisme de
R sur Dy (resp. D;) envoyant O sur f (resp. 0). Il est clair que X est réu-
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nion de D, D, et des D,. Plus précisément, chaque élément de X ap-
partient & exactement deux des droites D;, D, et D; nous les appellerons
les droites passant par f. Alors, un sous-ensemble U de X est ouvert si,
et seulement si, pour tout point f de U et toute droite D passant par f,
D N Uest un voisinage de f dans D. Dans les démonstrations qui suivent,
nous conviendrons, pour abréger, que si f = 0, alors D, est 'une quel-
conque des deux droites D, D, et 3, I'un quelconque des homéomor-
phismes 8, 9,. Les D/(f€ X) seront appelées les droites de X.

Soit f: [0, a] — R? un élément de X. Nous noterons /(f) le plus petit
entier n pour lequel il y a une subdivision0 =¢, <t; <--- <, =a
de [0, a] vérifiant (B)(la subdivision correspondante est la seule pour
laquelle on a aussi v;,; # v;). Alors, I(f) = 0 si, et seulement si, f = 0.

Nous allons définir une stratification U -w {U, };2 , de X. Pour définir
U,, nous définirons U, n D, par récurrence sur /(f). Pour ce faire, po-
sons d’abord, pour tout ouvert U de R et tout entier n = 1:

%=PGMWJWP$}
U,=U,u {x € R/d(x,0) < (1— n_i—l) d(o, R\U)}
U, = U,,\{x e R/d(0, x) < %} .

Alors, U,, U, et U,’ sont ouverts et 'on a:

U/ cU,cU,cU,cU
(1) Un < Un+1’ U),l < Ul’l+1’ U,’,’ < Ut’l’+l
u=u,

et Uc Vimplique U, < V,, U, =« V, et U, = V' .
Alors, si U est un ouvert de X et si /(f) = 0, nous posons

U, 0Dy = 9,97 (U))).
Sil(f) = p+1etsi U, n D, est défini pour /(f) < p, nous posons
U, 0Dy = 8,((87(U)))

si, g étant 'unique élément de X tel que /(g) = p et que f appartienne
a D,, f appartient a U, n D, et

U, 0Dy = 8,((87 ' (V)))

dans le cas contraire.
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D’aprés ces définitions, si f appartient & U, et si D est une droite
passant par f, alors D n U, est un voisinage de f dans D, donc U, est
ouvert dans X. Il est facile de vérifier que U = ()%, U, et que U < V
implique U, < V,. Pour montrer que U, est contenu dans U, il suffit de
remarquer, en raisonnant par récurrence sur /(f), que, d’aprés la con-
struction de U, si f appartient & 0, = X\(J,ex(U, 0 D,)) = J,ex(D,\
(D, 0 U,))etsiDest une droite passant par f, alors 0, n D est un voisinage
de f'dans D. Il en résulte facilement que U, = X\0,. D’aprés les relations
(1), X\0, est contenu dans U. Ceci montre que U W {U,} est une stra-
tification de X.

Définissons ¢ : X x XxI - X comme suit. Soient f: [0, a] = R? et
g : [0, b] = R? deux éléments de X; soit ¢ = ¢(f;, g) le plus grand nom-
bre < a, b tel que f(¢) = g(¢) quel que soit ¢ < c. Alors, pour0 < ¢ < 4,
o(f, 9, 1) : [0, (1—2t)a+2tc] > R* est donné par

o(f,9,0)(s) =f(s) 0=s = (1-21)a+2t,

et, pour £t <1, o(f, g, 1) : [0, (2—2f)c+(2t—1)b] — R? est donné
par
o(f,9,1)(s) = g(s) 0=s5=(2-2t)c+(2t—1)b.

11 est clair que ¢ Vérifie ¢ (£, 9,0) = f, 0(f, 9, 1) = geto(f, £, 1) =Ff
quel que soit .
Pour montrer que ¢ est une structure convexe sur X, nous allons construire
une base particuliére de voisinages de chaque point f de X, les voisi-
nages distingués de f. Notons que la structure de groupe permet d’écrire
chaque droite D, de X sous la forme f+D,(g = (—f)+h); f+D, est
une droite passant par fsi, et seulement si, /(g) = 0. Pour définir un voisi-
nage distingué ¥, nous définirons ¥V n (f+D,) par récurrence sur /(g).
Si I(g) =0, Vn (f+D,) sera un intervalle ouvert contenant f. Soit
I(g) = p+1 et supposons ¥V n (f+D,) défini pour /(g’) < p. Alors,
ily a un chemin g’ unique tel que /(g’) = p et que D, contienne g. Nous
poserons ¥V n (f+D,) =@ si f+g wappartient pas & ¥V n (f+D,),
et nous prendrons pour ¥ N (f+D,) un intervalle ouvert contenant
f+g dans le cas contraire. Il est clair que les voisinages distingués de f
forment une base de voisinages de f. Soit ¥ un voisinage distingué de f;
notant [0, a(g)] le domaine de définition d’un élément g de ¥, posons
L(V) = sup,y la(f)—a(g)l. I est clair qu’en prenant des intervalles
suffisamment petits pour construire ¥, on peut rendre L(V') arbitraire-
ment petit.

On montre facilement que, si ¥ est un voisinage distingué de f, alors
@(V'x V'xI) est contenu dans V. 1l est également facile de vérifier que
sif =e(f,g, 1) #¢g et si ¥, V' sont des voisinages distingués de f
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et g respectivement tels que V' n ¥’ = @, alors o(Vx V' x [0,4]) = V.
1l en résulte que ¢]X x X x [0, 1] est continue en tout point (f; g, t) tel que
= o(f. g, ). Soit maintenant f # ¢(f, g, ). Soit d’abord 0 < #, < 4;
alors, o(f, g, to) # f. Soit U un voisinage de ¢(f, g, t,) et soient V,
V', V"' des voisinages distingués de ¢(f, g, t,), fet gresp. telsque V = U
et VAV =V'nV"”" =0. Soit ¢ >0 tel que, si 0 <a’' < a et si
la'—((1—2t5)a+1,¢)| < &, alors f][0, a’'] appartient & V. Quitte & res-
treindre ¥’ et V"', nous pouvons supposer que L(V’) < g2 et L(V"")
< g/2. On vérifie alors que, si f'e V', g'e V", et si 0 < t < } vérifie
2to—tl(a+c) < g2, onalc(f’. g')—c(f, 9)l <¢/2etqueo(f,g,t)est
de la forme 1[0, a'] ou |a’'—((1—2ty)a+2t,c)| < & donc appartient a
V; ceci prouve la continuité de ¢|X x X x [0, 4] au point (f, g, #,). Soit
maintenant ¢, = 0 et soit ¥ un voisinage distingué de f = ¢(f; g, 0) ne
contenant pas ¢(f, g, %). Puisque f # ¢(f, g, %), on a f# 0, donc il
existe un unique élément A distinct de f tel que f appartienne & D,.
Soient ¥’ et V"' des voisinages distingués de f et g respectivement tels
que V'n V=0, V' <V, L(V')<¢/d et L(V") < ¢/4, ou ¢ est tel
que lintervalle ouvert de D, de centre f et de longueur 2¢ soit contenu
dans V. Alors, si f'e V' et g'e V', on a |c(f', g')—c(f, g)l < g/4 et, si
[0, a’] est le domaine de définition def”, on voit que, pour |¢| < &/4(a—c),
o(f', g', t) est de la forme f'|[0. a,], avec |a, —a| = |((1—28)a’+2tc(f",
g'))—al < &. Puisque f’ appartient & V”, il appartient & V ainsi que
f'l[0, a—e] = f|[0, a—¢]; mais ceci implique que, pour a—e < b X @/,
1[0, b] appartient & V. Par suite, (V' x V"' x [0, ¢/4(a—c)]) est con-
tenu dans ¥, donc ¢|X x X x [0, 1] est continue au point (f, g, 0). Ceci
montre que @|X x Xx [0, 3] est continue. On montre de méme que
o|Xx Xx [4, 1] est continue. Par conséquent, ¢ est une structure con-
vexe sur X.

Les autres propriétés de X se vérifient facilement.

Dans la proposition suivante, comme dans tout le reste de ce papier,
si X et Y sont des espaces topologiques, nous noterons Y* I’espace des
fonctions continues de X dans Y muni de la topologie compacte-ouverte.

1.7. PROPOSITION: Si Y est un espace TLC et X un espace compact,
alors YX est un espace TLC.

DEMONSTRATION: Soit ¢ : UxI — Y comme dans la définition 1.2.
Posons

V = {(f, 9) € Y*x Y¥/(f(x), g(x)) € U quel que soit x € X}.

V contient évidemment la diagonale de Y* x Y*. Soit (f,, go) appartenant
a V. Alors, si x est un point arbitraire de X, (fo(x), go(x)) appartient
a U ce qui permet de trouver des voisinages ouverts U, et V, de fy(x)
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et go(x) respectivement dans Y tels que U, x ¥, soit contenu dans U.
Soit W, un voisinage de x dans X tel que f,(W,) soit contenu dans U,
et go(W,) contenu dans V.. Recouvrons X par un nombre fini deW,,
soit W, , -+, W, et posons

0 = ﬂ M(Wxi, U,)etO = ﬂ M(Wxi, Vi)
i=1 i=1

ot M(4, B) = {fe Y*/f(4) = B} pour 4 =« X et B c Y. Alors Ox 0’
est un voisinage de (f,, go) dans Y*x Y*. Soit (f; g) appartenant a
O xO'. Si x est un point de X, x appartient a I'un des W,,, donc f(x)
appartient a U,, et g(x) appartient & V, ; par suite, (f(x), g(x)) appar-
tient & U, x ¥V, = U. 1l en résulte que O x O’ est contenu dans V, ce
qui montre que V est ouvert dans Y* x Y*.

Définissons alors ¥ : ¥ xI — Y* par

¥(f, 9, 0)(x) = o(f(x), g(x), 1)

Il est clair que ¥ est continue et vérifie Y(f; g, 0) = £, ¥(f,9,1) =g
ety(f, f, t) = fpour f, g dans Y* et ¢ dans I. Il reste & montrer que toute
fonction f appartenant a Y* a un systéme fondamental de voisinages
convexes. Tout voisinage de f contient un voisinage de la forme

A = n M(Ci, U,)
i=1

ol C; est un compact de X et U; un ouvert de Y. Pour tout point x de
C;, on peut trouver un voisinage convexe V; de f(x) contenu dans U;.
Soit W} un voisinage de x dans X tel que f(W}) soit contenu dans I'in-
térieur de V!. Recouvrons C; par un nombre fini d’ensembles W,
soit Wi, -, Wi (on écrit W; au lieu de W} et V; au lieu de V} ).
Alors

B

It
D=

0 M, v

i=1

est un voisinage de f contenu dans A. Soit en outre, pour tout x appar-
tenant a X, O, un voisinage convexe de f(x) dans Y et soit R, un voisi-
nage de x dans X tel que f(R,) = O,. Recouvrons X par un nombre fini
d’ensembles R,, soit R;, -* -, R,(nous écrivons R, et O, au lieu de
R, et O,, resp.). Alors

C =k01M(Rk, 0,)

est un voisinage de /. Montrons que B n C est convexe. Si g, h appartien-
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nent & B N C et si x est un point de X, alors il y a un k tel que x appar-
tienne & Ry; par suite, (g(x), A(x)) appartient & O, x O,, qui est contenu
dans U d’aprés la convexité de O,. Ceci montre que (g, k) appartient
4 V; en outre, la convexité de O, implique que, si x appartient & Ry,
alors Y(g, A, t) (x) = ¢(g(x), h(x), t) appartient & O, pour tout z. De
méme, Y(g, h, t) appartient a M(W}, V)pouri=1,---,nj=1,---,
n;, ce qui montre que B n C est convexe.

1.8. PROPOSITION: Si Y est un espace TC et X un espace localement com-
pact, alors Y* est un espace TC.

DEMONSTRATION: 11 suffit de vérifier que la fonctiony : YXx Y* x I —
Y* définie par
¥(f, 9, )(x) = o(f(x), g(x), 1)

remplit les conditions de la définition 1.2., ce qui se démontre comme la
proposition précédente.

Si X est un espace pointé, nous noterons * son point base, et si (X,),.4 est
une famille d’espaces pointés, nous noterons V,., X, la somme de cette
famille dans la catégorie des espaces pointés.

1.9. THEOREME: Soit (X,),cq une famille d’espaces TC pointés. Suppo-
sons que, pour chaque o. appartenant @ A, il existe une fonction continue
u, : X, - I vérifiant u;*(0) = *. Alors, X = V.4 X, est TC.

DEMONSTRATION: Notons ¢, la structure convexe de X,(« € 4). Définis-
sons une fonction A : XxX — X par
Py (x, ¥, —u#“(—x—)—) si x et y appartiennent & un

1) Axy) = () +u¥) meme X, etsi(x,y) #(**)

% sinon

Si x, y appartiennent & X,, X, respectivement, alors A(x, y) appartient
a X, n Xy, donc on peut définir ¢ : X x X x I — X par

_ (Pa(x’ )“(x’ y)’ Zt) 0=t <
@ o= oG 12

11 est clair que ¢(x, y, 0) = x et ¢(x, y, 1) = y. Comme A(x, x) = x,
ona ¢(x, x, t) = x pour tout point x de X et tout ¢ dans I. Il n’y a donc
plus qu’a vérifier la continuité de ¢ et la convexité locale.

Notons que si x, y sont deux points de X, alors A(x, y) appartient a
@.(xx yxI), donc, si V est un sous-ensemble de X, convexe par rapport
a ¢,, on en déduit que ¥ est p-convexe. Tout point de X\ {x} a un systéme
fondamental de voisinages contenus dans X,\{#} et ¢,-convexes; d’aprés
ce qui précéde, un tel voisinage est ¢p-convexe. Soit U un voisinage de #

xeX,,yeX,

1
2
1
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dans X. Alors, quel que soit a, U n X, contient un voisinage V, de *
dans X, qui est g,-convexe. L’ensemble ¥ = ( J, ¥V, est un voisinage de =
dans X contenu dans U. En outre, si (x, y) appartient & V, x ¥, alors
A(x, y) appartient & ¥, n V}, donc, d’aprés (2) et la convexité de V,
et V;, o(x, y, t) appartient & ¥, U ¥, = V quel que soit 7. Ceci montre
que V est p-convexe.

Nous avons donc prouvé que tout point de X a un systéme fondamental
de voisinages @-convexes; ceci implique la continuité de ¢ en tout point
de Xx X x1I de la forme (x, x, 7).

Nous allons montrer que ¢@|X x X x [0, 1] est continue; la continuité de
@|X x X x [, 1] se démontrerait de fagon analogue. D’aprés la remarque
précédente, il suffit de vérifier la continuité aux points de la forme (x, y, #)
ol x # y. Notons d’abord, ce qui est évident d’aprés (1), que
AX, x (X\{#}) et A(X\{#})xX, est continue pour tout «, donc
o|(X,\{#}) x X, x I est continue. Distinguons deux cas.

ler cas : x appartient & X,\{«}. Alors (X,\{#}) x X est un voisinage de
(x, y) dans Xx X et o((X,\{*})xXx [0, }]) est contenu dans X,; on
vérifie facilement que

ol(X\{#}) x X% [0, 1] = (@l(X,\{*}) x X, x [0, $1)o(id x r, x id)

ou r, est la rétraction canonique de X sur X,. Ceci montre la continuité
en tout point (x, y, t) tel que x # # et x # y.

2¢me cas : x = = et y € X,\{*}. Alors, A(x, y) = x,donc ¢(x, y, 1) = x
pour 0 < ¢ < 3. Soit U un voisinage de = dans X; alors quel que soit 3,
U n X, contient un voisinage U, de % dans X, qui est ¢z-convexe. La
continuité de A| X, x (X,\{#}) permet de trouver un voisinage ¢,-convexe,
V,, de = dans X, et un voisinage W de y dans X,\{x} tels que A(V,x W)
soit contenu dans U,. Alors V = V, U ( Jpx, U est un voisinage de =
dans X et W est un voisinage de y dans X. Soient x’, ¥’ des points de Vet
W respectivement. Si x’ appartient & Uj, alors A(x’, ') = * appartient
a Uy, donc o(x', y', t) appartient & U, pour 0 < ¢ <  d’aprés (2) et la
convexité de Uy par rapport & ¢,. Si x’ appartient a V,, alors A(x", y')
appartient & U,, donc ¢(x', y', t) appartient & U, d’aprés la convexité
de U,. On voit donc que ¢(¥'x Wx [0, 1]) est contenu dans U, d’ou la
continuité en. (%, y, t).

1.10. CorOLLAIRE: Soient K un espace compact, (X,),.4 une famille
d’espaces pointés et soit X = V., X,. Si les X, sont des RAV (métrique),
alors X% a la propriété d’extension locale par rapport aux espaces stra-
tifiables.

DEMONSTRATION: Chaque X, peut étre plongé comme fermé dans un
sous-ensemble convexe Y, d’un espace normé. Alors, X, est un rétracte
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d’un de ses voisinages ouverts, O, dans Y,. D’aprés le théoréme 1.9.,
Y = V,..Y, est TC. Puisque X est un rétracte de I'ouvert O = { J,.,O0,
de Y, XX est un rétracte de O%. Mais OX est ouvert dans Y, qui est
TC d’aprés la proposition 1.8. D’aprés le théoréme 1.4., le corollaire
en résulte.

11 est connu que si chaque point d’un espace paracompact X a un
voisinage ULC, alors X est ULC. 1l serait intéressant de savoir si la
propriété analogue est vraie pour les espaces TLC. Nous allons mon-
trer que ces résultats sont faux pour les espaces collectivement normaux.

1.11. ExempLE: La demi-droite d’Alexandroff n’est pas ULC. (Rap-
pelons la construction de la demi-droite d’Alexandroff L. Soit S I’en-
semble des ordinaux dénombrables. Alors L est le produit Sx [0, 1 [,
privé du point (0, 0), muni de I'ordre lexicographique et de la topologie
4 lui associée. Il est connu que L est une variété de dimension un).
Raisonnons par 1'absurde. Supposons qu’il y ait un voisinage U de la
diagonale de LxL et une fonction continue ¢ : UxI — L vérifiant
o(x, 3. 0) =x, o(x, y, 1) =y et o(x, x, t) = x pour (x, y)eU et
0 < ¢t £ 1. Montrons d’abord que, quel que soit x appartenant a L, il
y aun y = x tel que (x, y) n’appartienne pas & U. En effet, dans le cas
contraire, on pourrait déformer L en J = {zeL/z < x} par ’homo-
topie

t<1.

IIA
1A

— ¢(X,y,1—t) ygx
'/'(y’t)—{y y£x 0

Comme J est homéomorphe 3 un intervalle semi-ouvert. il est contrac-
tile. On en déduirait donc que L est contractile, mais il est connu que
ceci est faux.

On peut donc trouver une suite {x;}2, de points de L telle que
X; £ X;4+1 et que (x;, x;, ) n’appartienne pas & U quel que soit i. Cette
suite a une limite x dans L. Puisque U est un voisinage de la diagonale,
il y a un voisinage ¥ de x tel que V' x ¥ soit contenu dans U. Pour tout i
assez grand, x; appartient & ¥, donc (x;, x;,) appartient & VxV < U
contrairement & la définition de la suite {x;}. L n’est donc pas ULC.

Soit Q une classe d’espaces collectivement normaux. O. Hanner [8] a
montré que si chaque point d’un espace paracompact X a un voisinage
qui a la propriété d’extension locale par rapport a Q, alors X a aussi
cette propriété. Il est facile de vérifier que L et L x L x I sont hérédi-
tairement collectivement normaux et dénombrablement paracompacts.
Ce qui précéde montre donc que 'on ne peut guére affaiblir les hypo-
théses du théoréme de O. Hanner.
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2. Le cas des complexes simpliciaux

Le théoréme suivant, et sa démonstration, sont la clef de nos résultats
sur les complexes simpliciaux. Par un complexe plein, nous entendons un
complexe simplicial X tel que tout ensemble fini de sommets de K déter-
mine un simplexe.

2.1. THEOREME: Tout complexe plein est T.C.

DEMONSTRATION: Tout complexe plein X peut étre considéré comme un
coéne K = Lxw ol L est un complexe plein de sommets (p,),c4 €t @ un
sommet n’appartenant pas & L. Chaque point x de K s’écrit alors de
fagon unique

x =Y xp,+(1- Y x)o
aecA ae A

ou0=x,=< 1, Zu 4% < 1 et ou les x, sont tous nuls sauf un nombre

fini. Nous écrirons alors simplement

x = (xa)aeA'
Définissons une application 4 : Kx K — K par
1) A(X, y)s = inf (x,, y,) a € 4,
puis une application ¢ : Kx KxI —» K par
_(A=2t)x+2tA(x, y) 0t}
@) 9%y 1) = {(2—2t),1(x, D+(i-1)y t=<t=<1.

11 est clair que ¢(x, y, 0) = x, ¢(x, y, 1) = y et ¢(x. x, t) = x pour x, y
dans K et ¢ dans 1. Nous allons montrer que ¢ est continue et que chaque
point de K a une base de voisinages convexes.

Nous noterons (p,,, * * *, Pa,) le simplexe fermé de sommets w, p,, - * -,
Pa,,- Soit x un point de K et soit O un voisinage ouvert de x dans K. Soit
0, = (Pay» " " > Pa,) le plus petit simplexe fermé de K contenant a la
fois x et @ (éventuellement o, = {®w}). Alors x a, dans o,, un voisinage
fermé V, contenu dans O N o, de la forme suivante:

(3) I/O'x = {yeo-x/aa,- é ya,- é bai pour i = 1’ o " n}’

ou les a,. b,, sont des réels vérifiant 0 < a,, < b, <1 (i=1,---,n).
Nous allons définir, pour tout sous-ensemble fini u = {,,---, B,,} de
A\{«y, - -+, ,}, un nombre ¢, > 0 et un voisinage fermé ¥, de x dans
0y = (Days* " s Pay» Pp,s " " * Pp,,)> contenu dans O no,, de fagon que
Pon ait, pour tout sous-ensemble v de u:

(4) Vano, =Y,
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Figure 1 La partie hachurée représente un voisinage distingué de w.

(5) L’intérieur de V, dans g, est l'intersection de ¢, et de l'intérieur de
V, dans o,,.

(6) &
Si {B;,, -+, Bi} est un sous-ensemble de u, nous noterons u;,, -, i
Pensemble u\{B;,, - - -, B;.}- Si¥ = (Vs)sea €stun point de K, nous noterons
y# e point de K défini par y2/ = y, si « # B; et y§' = 0;si y appartient
a o, alors y# appartient 4 g, ;- Posons, pour 0 < & < 1,

@) Ab(e) = {yeo.yP e V, et0 = yg < e}

Alors, A%i(e) n o, , = V,, et nous ajouterons aux hypothéses de récur-
rence la condition

1A

&

®) Ali(e,) = V,pour j =1, -, m.

Pour construire ¢, et ¥, nous raisonnerons par récurrence sur le nombre
n(u) d’éléments de u. Si n(u) = 0, nous posons V, =V, et g, = I.
Supposons la construction faite pour n(u) = m et soit u = {f;, ",
Bm+1} avec n(u) = m+1.

Alors, pour tout j = 1, - - -, m+1, la compacité de V,, permet d’affir-
mer Pexistence d’un ¢; < 1 tel que 4%/(¢) soit contenu dans O N o, pour
e<¢.S0it0<e, <1ltelquee, <S¢ pourj=1,---, m+letg <,
pour tout sous-ensemble v de u.

Alors, si j # k et si y appartient 3 4%(e,) N o, , Y% appartient 2

Vyno, =V, 06,006, =V, n0,=V,00,, (d’apres  (4));
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puisqu’en outre y, < ¢, < ¢, le point y appartient a Abi(e,) qui est
contenu dans ¥, (d’aprés (8)). Par suite, si I'on pose:

m+1

©) Ve = U Aﬁj(eu)’
i=t
ona
V,no,, = (Ae)ne,)u () AHe)no,)=TV,,.
k#Fj

Or, si v est un sous-ensemble propre de u, v est contenu dans 'un des
u;, d’ou

Vono,=V,ne,,no, =V, no, =V,

ce qui vérifie la condition (4).

Comme V, no,, =V, , 'intérieur de V, dans o, contient I'intersection
de o,, avec lintérieur de V, dans o,; si I'on remarque que l'intérieur
de 4% (e,) dans o, contient intérieur de V., dans o, (cela résulte du
fait que la topologie de o, est la moins fine rendant continue la coor-
donnée d’indice B; et la rétraction simpliciale de o, sur o,, qui envoie
Pg, Sur ), on voit que l'intérieur de ¥, dans g, est égal a l'intersection
de o,, avec lintérieur de ¥, dans o,; on en déduit immédiatement que
v, vérifie la condition (5).

Ceci achéve de construire par récurrence V, et ¢,. Posons V = (J, V,
(u parcourant les sous-ensembles finis de A\{«,, - -, o,}). Alors V est
contenu dans O et la condition (5) permet d’affirmer que ¥ est un voi-
sinage de x dans K. Tout voisinage de x construit par le procédé précédent
sera appelé un ‘voisinage distingué’ de x. Un voisinage distingué est dé-
terminé par ¥,_et les ¢,, donc nous le noterons (V,_, &,).

Nous venons de voir que les voisinages distingués forment une base de
voisinages de chaque point de K. Nous allons montrer qu’ils sont ¢-
convexes, i.e.-que si y, z appartiennent a ¥V = (V,_, ¢,), alors ¢(y xzx I)
est contenu dans V. Pour cela, il faut montrer que si y, z sont deux points
de V, alors les segments [y, A(y, z)] et [A(y, z), z] sont contenus dans V
(nous notons [a, b] le segment d’extrémités a et b, i.e. ensemble des
points de la forme (1—¢f)a+tb ot 0 < ¢t < 1). Soit u(y) le plus petit
sous-ensemble de A\{«;," -, a,} tel que V¥, contienne y (Iexistence
de u(y) résulte de (4)) et soit n(y) = n(u(y)). Nous allons montrer par
récurrence sur n(y)+n(z) que [y, A(y,z)] est contenu dans ¥, et
[A(y, 2), z] contenu dans V,,,. Si n(y)+n(z) = 0, alors y et z appar-
tiennent a4 V, = V,,, = Vy et il en est de méme de A(y, z) d’aprés
la définition de A et (3); comme ¥,_est convexe au sens usuel, [y, A(y, z)]
et [A(y, z), z] sont contenus dans ¥, . Supposons I'hypothése de récur-
rence vérifiée pour n(y)+n(z) < m et soient y, z avec n(y)+n(z) =
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m+1. Si u(y) est vide, i.e. si y appartient & V,_, alors A(, z) appartient
a V,_(car, en utilisant (3) et (7), on voit par récurrence sur n(u) que les
coordonnées de tout point y de ¥, vérifient a,, < y, < b, pouri =1,

-+, n), donc le segment [y, A(y, z)] est contenu dans V,_. Si u(y) =
{By, -, B,}(g = 1), alors il existe 1 £ j < ¢ tel que y appartienne a
ALY (84y), 1€ Y appartient & V) et y,. < g,,,. Alors n(y%) < n(p),
donc n(y*)+n(z) = m; par suite, [y¥, A(y", z)] est contenu dans ¥, .
Draprés la définition de 4, A(y, z) appartient 4 g,,, et

Ay, 27 = A", 2) et Ay, 2)p, < yp, S u)»

donc A(y, z) appartient & A%/ (e,(,). Pour voir que [y, A(y, z)] est contenu
dans V), il suffit de remarquer que si y, " sont deux points de 4%'(e,)
et si [y%, y#] est contenu dans V., alors [y, y']est contenu dans Abi(e,).
On démontrerait de méme que [A(y, z), z] est contenu dans V,,,. Par
récurrence, ceci achéve de démontrer que le voisinage distingué V est
convexe.

11 ne reste plus qu’a démontrer la continuité de ¢. Nous allons montrer
que @|Kx Kx [0, 4] est continue; la continuité de ¢|Kx Kx [, 1] ré-
sultera alors du fait que ¢(x,y,t) = ¢(y,x,1—¢) pour } <t < 1.

Soit (x, y, t) un point de Kx K [0, 4] et soit z = ¢(x, y, t). Ecrivons

O = (pau’ * "% Dans Ppys " s Pp,,.)

gy = (pau’ Y7 Pays Pyys T s Pn)
ou a; # Py, o; #y, et fi#y pour i=1,--+,n j=1,---,m et
k=1, -1 Alors 0, = (p,,, " " Ps,) Sit =% et 6, = (Poy> " * 5 Pay»>
Pp,+* " "> Pp,) Si t < 4. Soit W = (W, &,) un voisinage distingué de z.
SOit @ = (Pays " " *s Pays Ppys " " *s P> Pys»> * ° *» Py,)- Comme les coordon-
nées de ¢ sont des fonctions continues sur o, x o X [0, 1], ¢lo, %0 %
[0, 4] est continue; puisqu’en outre ¢(o,x o X [0, 4]) est contenu dans
o,, il existe un voisinage U! de x dans o,, un voisinage U2 de y dans o
et un voisinage J de ¢ dans [0, ] tels que ¢(U' x U%x J) soit contenu
dans W) o.. On peut construire des voisinages distingués V' =
(Vae» 8,) et V2 = (V2,n,,) de x et y respectivement vérifiant

(10) V., cU4“V’nocU?

(11) 8, < ¢, pour tout sous-ensemble fini v de A\{as, -, 00, By, "7,
Bay ol v =vsio,=0,etv' =vn {By, ", Bu} sl 0, #* o,.

(12) Siwn {By," -, Bn} # 0, alors n,, < n,, pour tout sous-ensemble
fini w' de {ﬂln' Y ﬁm}

Nous allons montrer que @(¥*x ¥?xJ) est contenu dans W. Si x’
appartient & V%, soit u(x") le plus petit sous-ensemble fini de A\{«,, - -,
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&> Bis " Bu} tel que x’ appartienne & V)., et soit n(x’) = n(u(x")).
Nous allons montrer, par récurrence sur n(x’), que si y’ appartient a
V2 et t' appartient & J, alors ¢(x', y', t) appartient & W, ol u'(x") =
u(x') si o, =0, et w'(x')=u(x')v {By, " Pu} si o, # 0,. Pour
traiter le cas n(x’) = 0, nous utiliserons le fait suivant.

2.2. LeMME: Soit ¥’ = (V.)ses un point de V? et s0it ' = (V. )ueu le

point déﬁni par j; = y; siae {al’ Y ans ﬂl, T ﬂm’ Yis "% 'YI} et j’a,z
= 0 sinon. Alors 3 appartient a V? n o.

DEMONSTRATION: Il est clair que j’ appartient & ¢. Pour montrer que
7 appartient 3 V2, nous allons raisonner par récurrence sur le nombre
m(y’) d’éléments du plus petit sous-ensemble v(y’) de A\{o;, - *, &,
71> 71} tel que y’ appartienne & V7Z,.,. Si m(y') = 0, alors §' =y’
appartient & V2. Supposons le lemme vérifié pour m(y") < ¢ et soit )’
avec m(y’) = g+1. Alors, si v(y’') = {8y, "+, 0441}, il existe un 1 <
J = q+1 avec y' € A}, (eyy)), i€ ¥'* appartient & Vg, et y; <
Noyy- Si 6; # B pour k =1, -, m, alors " = 3% appartient & V'
d’aprés I’hypothése de récurrence; si 6; = B, alors j';, appartient & V2
et (y,:s'j)oj = (ylaj)ﬁj = 0, done, si v, = {ﬁl " Bk’ Y ﬂm}(le chapeau
indiquant que f, est enlevé), le point J's, appartient a V:no, = V,,Zk
(@'aprés (4)). En outre, 55, = 5, < ) s 01 0 = (B, Bk
d’aprés (12); comme (§')* = §';,, on déduit de ce qui précéde que j' ap-
partient & 4%(n,) = V2 = V2. Le lemme est démontré

Cela étant, soit x’ un point de ¥'! avec n(x’) = 0 et soit y un point
de V2. Puisque x’ appartient 4 o, on a A(x’, y') = A(x’, ") donc, pour
t'dans J on a o(x', ¥, t') = o(x', ', t'). D’aprés le lemme, j' appar-
tient & V2 n o < U? et, par suite, o(x', y', t') appartient 3 @(U" x
U?xJ)c Wno,= Wy

Supposons I'hypothése de récurrence vérifiée pour n(x’) < g et soit x’
avec n(x") = g+1;siu(x’) = {6;, ", 0441}, il existeun 1 < j < g+1
tel que x’ appartienne & A%,.\(,)), i.e. x'* appartient & V., et
X5, = Oyuexy- Alors

Mx's ) = Mx", y'), pour « # &,
Mx's )5, S X5, £ Bugerys

donc, d’aprés la définition de ¢,
13) o(x', ¥, t), = o(x'%, y', t'), pour o # §;
d’ou I'on déduit que

(14) QD(XI, yl’ t/)éj — (p(x"sj, yr’ tl).
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D’aprés I’hypothése de récurrence, si ¢’ appartient & J, o(x’, ¥, t')” ap-
partient 2

Wu/(x',sj) c Wu;(x:)j .
Mais en outre,
QD(X’, yla tl)éj = (1_2tl)x:§,-+2tll(xl9 y’)éj é 5u(x’) é 8u'(x’)

(d’aprés (11)) donc ¢(x', ¥, t') appartient & AY (i) S Wae)-
Ceci achéve la récurrence, donc la démonstration du théoréme.

Notons que si L’ est un sous-complexe de L et si K' = L' = o est le
cone de base L', il est clair que ¢(K' x K’ X I) est contenu dans K’, donc
nous avons en fait démontré le résultat suivant.

2.3. THEOREME: Si L est un complexe simplicial, le cone de base L est TC.

On vérifie aussi immédiatement que, si L est un complexe simplicial et
A un sous-ensemble quelconque de L, alors le sous-ensemble B =
(L#*w\L) U A du cone de base L est convexe. On peut ainsi construire
des exemples pathologiques d’espaces TC.

2.4. COROLLAIRE: Soit K un CW-complexe et soit X un espace compact.
Alors K* a la propriété d’extension locale par rapport aux espaces strati-
fiables.

DEMONSTRATION: On peut supposer que K est un rétracte d’un ouvert
O d’un complexe simplicial plein L (voir [2]). Alors O est un ouvert de
L*. D’aprés le théoréme 2.1 et la proposition 1.8., O* est TLC, donc a la
propriété d’extension locale par rapport aux espaces stratifiables d’aprés
le corollaire 1.5. Comme K¥ est un rétracte de O, le corollaire en ré-
sulte.

2.5. THEOREME: Soient K, L deux complexes simpliciaux et soient
(K3)sea € (Ly)zeq deux familles de sous-complexes de K et L respective-
ment indexées par le méme ensemble d’indices. Alors A = | ), K; XL, est
un RAV (stratifiable).

DEMONSTRATION: A est un sous-espace de I'espace stratifiable Kx L,
donc est stratifiable (voir [1]). Soient K’, L’ les cones de base K, L et de
sommets o, et w, respectivement. Nous identifions K et L a des sous-
espaces de K’ et L’ respectivement; nous identifions le cone K (resp.

%) de base K; (resp. L,) et de sommet o, (resp. ®,) & un sous-espace de
K’ (resp. L').

Soit B = (J;K;xL; < K'xL'. Alors A est un rétracte de B\(w,
xL") u (K’ x w,) qui est ouvert dans B, donc il suffit de prouver que B
est un RAV (stratifiable). Soient ¢ : K'xK'xI - K’ et  : L' xL'x I
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— L’ les structures convexes définies dans la démonstration du théoréme
2.1. Définissons y : (K'XL')x (K xL')xI— K’'xL' par

2 9), (x5, 9, 1) = (o(x, X', 1), ¥ (3, V', 1))-

Alors x est une structure convexe sur K’ xL’. On a remarqué aprés la
démonstration du théoréme 2.1. que, si x, x’ appartiennent & K et si
», ' appartiennent a L}, alors ¢(x, x’, t) appartient & K; et y(y, ¥', t)
appartient a L, quel que soit #, d’ou ’on déduit que y(Bx BxI) est
contenu dans B, ce qui implique que B est TC, donc est un RAV (strati-
fiable) c.q.f.d.

La fonction ¢ construite dans la démonstration du théoréme 2.1. per-
met de généraliser aux complexes simpliciaux arbitraires des résultats que
I’on ne savait démontrer jusqu’a présent que pour des complexes dénom-
brables en utilisant des plongements dans des espaces vectoriels munis
de la topologie finie. Il en est ainsi du théoréme suivant qui a été dé-
montré par J. Dugundji [6] dans deux cas particuliers: (a) X est un k-es-
pace, (b) f et g sont localement finies. (On dit qu’une fonction continue
f d’un espace topologique X dans un complexe simplicial K est locale-
ment finie si chaque point de X a un voisinage dont 'image par f est con-
tenue dans un sous-complexe fini de K).

2.6. THEOREME: Soit L un complexe simplicial et soient f et g des appli-
cations d’un espace topologique X dans L telles que, pour tout point x de
X, f(x) et g(x) appartiennent & une méme étoile ouverte de L. Alors f et g
sont homotopes par une homotopie h vérifiant
(i) & est constante sur I’ensemble des points ou f et g coincident.

(ii) Pour tout point x de X, h(x x I) est contenu dans une étoile ouverte de L.

DEMONSTRATION: Soient (p, ), les sommets de L; nous noterons Stp,
I’étoile ouverte de p, dans L. Soit K le cdne de base L et de sommet w.
Soit ¢ : Kx KxI — K la structure convexe décrite au théoréme 2.1.;
nous conservons les notations de la démonstration de ce théoréme. Soit r
la rétraction naturelle de K\{w} sur L donnée par

r(tx+(1-w) =x, xeL, 0<t=< 1.

Si les points x, y de L appartiennent & Stp,, alors A(x,y), > 0, donc
o(x, y,t), > 0 quel que soit #. Par suite, ¢(x, y, t) est contenu dans
K\{w} et si I’on définit la fonction continue  : (Uz Stp, x Stp,)x 1 - L
par

lﬁ(x, Vs t) = r((P(xa Ys t)),

alors Y(x, y, t) appartient a Stp,, quels que soient x et y dans Stp,.
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D’autre part, r étant une rétraction, il résulte des propriétés de ¢ que
¥ vérifie

x,¥,0) = x, Y(x, y,1) =
zgxit))=xll’( »)=y (x, y) e Stp,x Stp,, tel

L’homotopie /4 cherchée peut alors étre définie par

h(x, t) = y(f(x), g(x),t) xeX,tel

Soient X, Y deux espaces topologiques et % un recouvrement ouvert de
Y. On dit que deux applications f, g de X dans Y sont proches d’ordre
 si, quel que soit x appartenant & X, il y a un élément de % contenant
a la fois f(x) et g(x). On dit que f et g sont %-homotopes s’il existe une
homotopie 4 : Xx I — Y entre f et g telle que, pour tout point x de X,
il y ait un élément U de % contenant h(x x I).

2.7. THEOREME: Soient X un espace topologique, L un complexe sim-
plicial et f une application de X dans L. Si U est un recouvrement ouvert
de L, il existe une application localement finie g : X — L qui est %-homo-

tope a f.

DEMONSTRATION: Soit L’ une subdivision de L plus fine que %, soient
(Pa)eca les sommets de L' et soit ¥ : (| ), Stp,x Stp,)x I — L' I'appli-
cation définie dans la démonstration du théoréme 2.6. Soit ¥ = (V,),e4
un recouvrement ouvert localement fini de L’ tel que ¥, soit contenu dans
Stp, pour tout «. Alors #~ = f~(¥") est un recouvrement ouvert locale-
ment fini de X admettant des partitions de I’'unité, donc il existe une ap-
plication canonique localement finie # de X dans le nerf N(#") de #;
le nerf de#” s’identifie canoniquement 4 un sous-complexe du nerf N(¥")
de 77, donc nous considérerons & comme une application de X dans
N(¥"). Soit v : N(¥") - L' I'application simpliciale définie par v(V,) =
P, €t s0it g = v o h. Puisque & est localement finie et v simpliciale, g est
localement finie (dans L', donc aussi dans L). Soit x un point de X
et soit ¥, un élément de ¥~ tel que A(x) appartienne & Pétoile de V,
dans N(¥7). Alors, h étant canonique, x appartient & f~!(V,), donc
f(x) appartient & ¥V, < Stp,; puisque v est simpliciale, g(x) = v(h(x))
appartient & St (v(V,)) = Stp,, donc f(x) et g(x) sont dans une méme
étoile ouverte de L', ce qui implique que f et g sont homotopes par
I’homotopie

H(x,1) = y(f(x), 9(x),t) xeX,tel

Puisque y(Stp, x Stp, x I) est contenu dans Stp, et que L’ est plus fine
que %, il enrésulte que H(x x I) est contenu dans un élément de %, d’ou
le théoréme.
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11 découle de ce théoréme et des résultats de [3] que si X est un espace
paracompact et 4 un fermé de X, alors toute fonction f: 4 — L est ho-
motope a une fonction g : 4 — L qui peut se prolonger & un voisinage
de A dans X. Nous allons maintenant démontrer un théoréme d’exten-
sion des homotopies pour les fonctions localement finies.

2.8. THEOREME: Soit A un fermé d’un espace paracompact X et soit f
une fonction localement finie de A dans un complexe simplicial K. Si f est
homotope a une fonction de A dans K qui peut étre prolongée a X, alors il
y a une fonction localement finie F : X — K qui prolonge f.

DEMONSTRATION: Si f'est homotope & une fonction de 4 dans K qui peut
se prolonger & X, alors il y a une fonction continue 2 de ¥ = Xx0 u
Ax I dans K telle que h(a, 1) = f(a) pour tout point a de 4. D’aprés le
théoréme 2.7., il y a une fonction localement finie 2’ de Y dans K telle
que, quel que soit y appartenant & Y, les points h(y) et A'(y) appartien-
nent 4 une méme étoile ouverte de K. D’aprés le théoréme 2.6., & et A’
sont homotopes et, puisque A4 x1 et h'|Ax 1 sont localement finies,
I’homotopie k entre & et A’ construite dans la démonstration du théoréme
2.6 est telle que k|4 x 1 x I soit localement finie. Soit G : Y — K la fonc-
tion définie par
G(x,0) = h'(x,0) xeX

h'(a, 2t) aeAd,0=t

k(a,1,2—2t) aeA, 3 <+t

3

G(a, t) = 1

IIA NIA

Alors G est une fonction localement finie telle que G(a, 1) = f(a).
Puisque X x I est paracompact, G se prolonge en une fonction localement
finie G’ d’un voisinage 0 de Y dans X x I (voir [3]). Ce voisinage contient
un ensemble de la forme Ux I, oli U est un voisinage ouvert de 4 dans
X. Soit ¥ un voisinage fermé de A contenu dans U et soit ¥ : X — I une
fonction vérifiant u(4) = 1 et u(X\V) = 0. Alors la fonction F: X - K
définie par
_[G'(x,u(x)) xeU

Fx) = {G(x, 0 xex\v

a toutes les propriétés souhaitées.

3. Le cas des A-espaces

Un A-espace est un espace topologique X dans lequel toute intersection
d’ouverts est un ouvert; alors, tout point x de X est contenu dans un
ouvert minimal U, et la relation x £ y si, et seulement si, x appartient a
U, est une relation de préordre sur X. Inversement, si < est un préordre
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sur un ensemble X, on fait de X un A-espace en prenant pour base de la
topologie de X les ensembles U, = {ye X|y £ x} (x€ X).

3.1. THEOREME: Supposons que le A-espace X vérifie la condition suivante.
(*) Quels que soient les points x, y de X, s’il y a un élément z de X plus
grand que x et y alors {x, y} a une borne supérieure x v y. Alors X est TLC.

DEMONSTRATION: Si le préordre de X n’est pas un ordre, nous convien-
drons de choisir, pour tout couple (x, y) de points de X, une borne su-
périeure fixée de {x, y} (s’il en existe), que nous noterons x v y, et ce, de
fagon que xvx = x quel que soit x.

Soit U = | J,ex Uy % U,; alors U est un voisinage ouvert de la diagonale
de X x X. Définissons y : UxI —» X par

x pour0 <t <1
x(x, y,t) ={xvy pourt=1% (x,y)eU
y pouri <t =1

Soit ¢ < 4. D’aprés la définition de y, il est clair que (U, x U, x [0, 4[)
est contenu dans U, = Uy, ,., ¢ qui montre la continuité de x en
un point (x, y, t) tel que ¢ < . De méme, x est continue en tout point
(x, y, t) tel que ¢ > 1. Enfin, notons que si x’, y’ sont des points de U, et
U, respectivement, alors x’ < x et y' < y,doncx’vy' < xvy,d’oul'on
déduit aisément que (U, x U, xI) est contenu dans U,,, = Uy, , 4, Ce
qui montre la continuité de y aux points de la forme (x, y, 1). Il est clair
que x(x, y, 0) = x, x(x, y, 1) = y et x(x, x, £) = x pour tout ¢. Enfin,
on vérifie que x(U, x U, x I) est contenu dans U,; comme les U, forment
une base de la topologie de X, il en résulte que X est TLC.

3.2. COROLLAIRE: Soit X un A-espace vérifiant la condition (*) du théo-
réme 3.1., et soient f et g deux applications continues d’un espace topolo-
gique Y dans X telles que, pour tout point y de Y, il y ait un élément x de X
vérifiant f(y) < x et g(y) < x. Alors f et g sont homotopes par une homo-
topie qui est constante sur I’ensemble des points ot f et g coincident.

DEMONSTRATION: Dire que f(y) < x et g(y) < x, c’est dire que f(y)
et g(») appartiennent & U,. On peut donc définir ’homotopie 4 cherchée
par h(y, 1) = x(f(y) 9(»), )y e ¥, tel)

REMARQUES:

1) Un A-espace n’est pas nécessairement ULC. Considérons par exem-
ple 'espace fini E formé des quatre points a, b, ¢, d, dont la topologie est
définie par la relation d’ordre ¢ £ a, d £ a, ¢ £ b, d £ b. Notons que
si X est un A-espace. U un voisinage de la diagonale de Xx X et ¢ :
UxI— X une fonction vérifiant ¢(x, y, 0) = x, ¢(x, y, 1) =y et
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o(x, x, t) = x, alors, pour tout point x de X, U, x U, est contenu dans U
et, d’aprés la continuité de ¢, ¢(U, x U, x I) est contenu dans U,. Dans
le cas présent, si E était ULC, on en déduirait, puisque {c.d} = U, n U,,
que ¢(cx dx I) serait contenu dans {c, d}, ce qui est impossible puisque
le sous-espace {c, d} est discret. E n’est donc pas ULC. Notons cepen-
dant que le voisinage minimal de chaque point de E est TC.

2) 1l est intéressant de noter les relations qui existent entre nos con-
structions pour les complexes simpliciaux et celles pour les A-espaces.
Soit K un complexe simplicial et soit p la relation d’équivalence sur X
dont les classes sont les simplexes ouverts de K; soit p la projection de K
sur B = K/p. Si nous notons ¢ = (p,, ", p,) le simplexe ouvert de
sommets pg, ** *, p, €t & le simplexe fermé correspondant, il est facile
de voir que B est un A-espace et que I'ouvert minimal contenant o est
I’ensemble des simplexes ouverts T de B tels que & soit une face de 7,
donc p~1(U,) est I'étoile ouverte St ¢ de o dans K. La relation d’ordre
correspondante est ¢ < 7 si, et seulement, si 7 est une face de . Deux
éléments o, T de B ont un majorant commun si et seulement si ¢ N T
n’est pas vide, et alors ov 7 est le simplexe ouvert correspondant a
G n 1. B vérifie donc la condition (*) du théoréme 3.1. Soit y la fonction
définie dans la démonstration de ce théoréme et soit ¥ : (| J, Stp,
Stp,)x I - K la fonction définie dans la démonstration du théoréme
2.6. La fonction p posséde les propriétés remarquables suivantes:

(i) p est une équivalence homotopique faible (ceci résulte du théoréme
6 de [10]).

(ii) p est un fibré de Serre si et seulement si K est localement fini (la
suffisance a été démontrée par Godbillon [7]; la nécessité est facile).

(iii) Quels que soient les points x, y de X, (x, y) appartient a (), Stp,
x Stp, si et seulement si (p(x), p(v)) appartient a U, et alors

1(p(x), p(¥), 1) = p(Y(x, y, 1)).

(iv) Pour tout point o de B, p~!(¢) = o est un sous-ensemble contractile
de K qui est convexe par rapport a y.

Le corollaire 3.2. est le point de départ d’une méthode permettant de
comparer les homomorphismes induits sur les groupes d’homotopie et
d’homologie par deux applications d’un espace Y dans un espace X.

3.3. THEOREME: Soient X, Y des espaces pointés et soit U un recouvre-
ment ouvert de X vérifiant les conditions suivantes:
(i) % est ponctuellement fini.
(ii) Quels que soient les éléments U et V de U, U N V appartient a U.
(iii) Quel que soit U appartenant & %, n,(U) = O pour tout entier i 2 0.
Alors, si f, g : (Y, %) - (X, =) sont proches d’ordre U, elles induisent
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les mémes homomorphismes sur les groupes d’homotopie, d’homologie et
de cohomologie singuliére.

DEMONSTRATION: Nous faisons de % un espace topologique en prenant
pour base de la topologie les ensembles [U] = {V'e #/V < U}. Ceci
fait de % un A-espace dont la relation d’ordre est définie par V < U si
et seulement si ¥ < U. Définissons p : X — % en prenant pour p(x) le
plus petit élément de % contenant x (qui existe d’aprés (i) et (ii)). D’aprés
M. C. Mc Cord ([11], démonstration du théoréme 1), p est une équi-
valence homotopique faible, donc induit un isomorphisme sur les groupes
d’homotopie, d’homologie et de cohomologie singuliére.

Si U, V sont deux éléments de %, la condition (i) implique qu’il n’y a
qu’'un nombre fini d’éléments de % contenant & la fois U et V, et la
condition (ii) implique que, parmi ces éléments, il y en a un minimal.
On en déduit que % vérifie la condition (x) du théoréme 3.1. D’aprés
nos hypothéses, on peut appliquer le corollaire 3.2. pour conclure que
pof et pogsont homotopes, donc induisent les mémes homomorphismes
sur les groupes d’homotopie, d’homologie et de cohomologie singuliére.
Le théoréme résulte alors du fait que les homomorphismes induits véri-
fient

Se=Dps'o(@of)setge = px' o(Pog)«

REMARQUE: Comme le montre 'exemple suivant, on ne peut remplacer
la condition (ii) du théoréme 3.3. par I'hypothése plus faible, qui suffit
pour garantir que p est une équivalence homotopique faible, que, si
U, V sont deux éléments de %, alors U n V est réunion d’éléments de
%. Soit X = Y = S, U est formé de quatre éléments : U; = {ze S/
Imz> —1}, U* = {ze S'/Imz < }}, U, et U, sont les deux compo-
santes connexes de U; n U,. Si f est I'identité et si g est Papplication
constante g(S') = 1, alors f et g vérifient les hypothéses du théoréme,
mais évidemment pas la conclusion. Notons que, pour la topologie
définie ci-dessus, I'espace % est, dans ce cas, homéomorphe a I’espace
E de la remarque 1 suivant le théoréme 3.1.

3.4. THEOREME: Soient X, Y des espaces topologiques, et soit U un
recouvrement ouvert de X vérifiant les conditions suivantes:
(1) % est ponctuellement fini.
(ii) Quels que soient les éléments U, V de U, U n V appartient @ U.
(iii) Chaque élément de U est acyclique pour I’homologie singuliére.
Alors, sif, g : Y — X sont proches d’ordre U, elles induisent les mémes
homomorphismes sur les groupes d’homologie singuliére.

DEMONSTRATION: Nous allons montier que la fonction p: X — %,
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définie dans la démonstration du théoréme 3.3., induit un isomorphisme
sur les groupes d’homologie singuliére. La démonstration s’achéveia
alors comme celle du théoréme 3.3. Pour cela. montrons d’abord par
récurrence que, quels que soient U,, - - -, U, appartenant & %, la fonc-
tion p|lU; vV U,:U;u---0U,> [U]u---vu[U,] induit un
isomorphisme sur ’homologie singuliére. Pour » = 1, cela est trivial car
U, est acyclique et [U,] contractile. Pour n > 1, considérons le diagram-
me

H(U,v---vU_)nU)->

171l

H (U -V [U-1]D) 0 [G,]) -
HU v---VU,.,)® H(U,) - HU,v---0U,)~>
le p3l

H([UJv v U, ])® H(U,]) » H([U;]u -V [,]) »
Hq—l((Ul U vl )N G,)

P4l
Hq—1(([U1] u-u U, )0 [G]) -
H_,(Uv---vU,_)®H,_(U,)

Psl

Hy_([Uv -V [U,-1])) ® H,-([U,])

ou les lignes sont des portions des suites de Mayer-Viétoris des couples
{Ul Ut v Un—l’ Un} et {[UI] RN [Un~1]’ [Un]} et ou Dy, P2,
P3» P4, Ds sont induites par p. Par récurrence, p,, p,, P4 €t p5 sont des
isomorphismes (car (Uyu- - v U, )nU,=(JiZi UnU, est
réunion de n—1 éléments de % et ([U;JU--- U [U,_1])n[U,]=
(k=1 [Ux n U,]), donc p; est un isomorphisme.

Enfin, puisque % recouvre X, H, (X) est la limite inductive des H (U,
urrul)n>0; Uy, -+, Uye %) et de méme Hy (%) est la limite
inductive des H,([U;] U - - - U [U,]). 1l est facile de déduire de tout ce
qui précéde que p# : Hy(X) — H (%) est un isomorphisme quel que soit
g, d’ou le théoréme.

3.5. THEOREME: Soit % un recouvrement ouvert ponctuellement fini d’un
espace pointé X vérifiant les conditions suivantes:
(i) Chaque élément de U est connexe par arcs.
(ii) Si Uy, U, sont deux éléments de % (pas nécessairement distincts) et si
U, nU, # 9, alors U, v U, est contenu dans un sous-ensemble simple-
ment connexe de X.

Alors, si f, g : (Y, *) > (X, =) sont deux applications continues proches
d’ordre U, elles induisent le méme homomorphisme sur les groupes fon-
damentaux.
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DEMONSTRATION: Nous allons nous ramener au cas ot X est localement
connexe par arcs. Pour cela, il est utile de remarquer que I’'on peut af-
faiblir la condition (ii) en la suivante:

(ii") Si U,, U, sont deux éléments de % tels que U; n U, # D et si @
et o’ sont deux chemins de U; u U, ayant mémes extrémités, alors w et
o’ sont homotopes avec extrémités fixes dans X.

Si Y est un espace topologique, nous noterons ¥ I'espace topologique
dont Pensemble sous-jacent est le méme que celui sous-jacent & Y et
dont la topologie a pour base les composantes connexes par arcs des
ouverts de Y. Il est connu, et facile de vérifier, que ¥ est localement con-
nexe par arcs, que I'inclusion j, : ¥ - Y est continue et que, sif: Y — Z
est continue, I'application f: ¥ » Z définie par j, o f = fo jy est conti-
nue. En outre, si T est localement connexe par arcs, T est égal & T et une
fonction f : T — ¥ est continue si, et seulement si, j, o f: T — Y est con-
tinue. Il est facile d’en déduire que, si Y est un espace pointé, j, induit
un isomorphisme sur les groupes d’homotopie, donc, si f:(Y, ) — (Z, *),
alors les homomorphismes induits sur les groupes d’homotopie vérifient

S = Jzx Of* o (jY*)_l-

En outre, si % est un recouvrement ouvert de X vérifiant les conditions
(i) et (ii"), il est immédiat que % est un recouvrement ouvert de X vé-
rifiant encore les conditions (i) et (ii’). Compte tenu de ce qui précéde,
nous sommes ainsi ramenés & démontrer le théoréme dans le cas ou X
est localement connexe par arcs.

Supposons désormais X localement connexe par arcs. Alors les com-
posantes connexes par arcs des intersections finies d’éléments de % sont
ouvertes et, puisque % est ponctuellement fini, la famille de ces compo-
santes est encore ponctuellement finie (et vérifie (i) et (ii’)). Nous pou-
vons donc supposer que si U;, U, sont deux éléments de %, alors toute
composante connexe par arcs de I'intersection U; n U, appartient en-
core a %. Ceci implique que, si I’on fait de % un 4-espace comme dans la
démonstration du théoréme 3.3., alors % vérifie la condition (x) du
théoréme 3.1. et que tout point de X est contenu dans un plus petit
élément de %, ce qui permet de définir Papplication continuep : X - %
Par suite, il suffit encore, d’aprés le corollaire 3.2, de prouver que
(sous les hypothéses supplémentaires que nous venons d’indiquer),
Iapplication p : X » % induit un isomorphisme sur les groupes fonda-
mentaux (le point base de % étant le plus petit élément de % contenant
#, que nous noterons U,).

(A) Soient w, w’ deux lacets de X basés au point #. Supposons qu’il y
ait une subdivision0 = ¢, < #; < --- < ¢, = 1de [0, 1] et, pour i = 0,

-+, n—1, un élément U; de %, avec U,_; = U, (point base de %),
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tels que o([t;, t;4+1]) et @'([t;, t;+,]) soient contenus dans U; pour
i=0,---.n—1.Alors, w et ®’ sont homotopes.
En effet, nos hypothéses permettent d’écrire

w=~ WoWy ** "Wy

'~ wyw; o,
ot, quel que soit i, w; et w; sont des chemins contenus dans U;. Par suite,
U, étant connexe par arcs, on peut trouver un chemin ¢; reliant ’extré-
mité de w; & celle de w; et contenu dans U;. Alors

’ ’ -1_.r -1 -1 ’
(0] :wococo wlclcl "'cn_.za)n_l.

wyco et wy (resp. ¢, ), w,_, et w,_,) sont des chemins ayant mémes
extrémités contenus dans U, (resp. U,_, U U,_,). D’aprés (ii’), ils sont
homotopes avec extrémités fixes. Pour i = 1, - - -, n—2, les chemins
¢; o] ¢; et w; ont mémes extrémités et sont contenus dans U;_, U U;.
Puisque U;_; n U; n’est pas vide, ils sont homotopes avec extrémités
fixes d’aprés (ii’). En combinant ces homotopies, on voit que w est
homotope a o'.

Soit maintenant © un lacet de % basé en U,. On peut trouver une
subdivision 0 =7, < t;, << t,=1delet,pouri=0,---,n—1,
un ouvert [U;]de %, avec U,_, = U,, tel que w([t;, ¢;,.]) soit con-
tenu dans [U;]. Pour i =1, -+ -, n—1, soit x; un point de U;_; n U;
(U;—; n U; n’est pas vide car [U;_,]n [U;] n’est pas vide) et soit
Xo = X, = %. Soit ¢; un chemin reliant x;a x;,, dans U;(i =0, - - -,
n—1). Alors

€= CoCy" " " Cpyq

est un lacet de X basé en #; nous dirons que c’est un relévement de w.

(B) Si ¢ est un relévement de w, alors poc est homotope & w. En effet.
d’aprés la construction de ¢, si #; <t < t;,,, alors ¢(t) appartient a
U; donc poc (t), comme w(t), appartient & [U;]. cest-a-dire poc (¢) <
U; et w(t) £ U,. La conclusion résulte donc du corollaire 3.2.

(C) Si cet ¢ sont deux relévements de w, ils sont homotopes. Suppo-
sons ¢ (resp. ¢’) construit & partir de la subdivision 0 = ¢, < t; < - -
<t,=1 (resp. 0 =1t;,<t; <+ <t =1)de I des ouverts [U;]
(resp. [U;]), des points x; (resp. x}) et des chemins c; (resp. c}). Il est
facile de voir que, quitte & introduire des points supplémentaires dans
les subdivisions et & décomposer les chemins ¢;, ¢} en produits, nous pou-
vons supposer que n = n’ et t; = t; quel que soit i. Alors, quel que soit
t, o(t) est un ouvert contenu dans U, et U;. On peut recouvrir o(l)
par un nombre fini des ouverts [w(?)], donc, quitte & subdiviser & nou-
veau, on peut supposer que, quel que soiti = 0, ---. n—1, il y a un ou-
vert U;’ contenu dans Uj et dans U/ tel que w([¢;, ¢;+,]) soit contenu dans
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U/’. Si ¢ est un relévement de o construit & 'aide des ouverts U;’,
alors ¢’ ([t;, t;+1]) € U’ <« Uyn Uy pouri = 0. - - . n—1, et il suffit de
remarquer que c et ¢’ sont homotopes a ¢’’ d’aprés (4).

(D) Si « est un lacet de X basé en = et ¢ un relévement de po «, alors «
et ¢ sont homotopes.

D’aprés (C), il suffit de le montrer pour un relévement particulier de
poa. Choisissons une subdivision 0 =¢,<#t;, < <t,=1 de
I et des ouverts Uy, Uy, -, U,_, = U, appartenant & % tels que
a([t;, ti+1]) soit contenu dans U; pour i =0, 1, ---, n—1. Alors, po
a([t;, t;+1]) est contenu dans [U;] et 'on peut prendre, pour construire
un relévement de poa, x; = a(t;) et ¢; = al[t;, #;4,]. Mais alors le relé-
vement obtenu n’est autre que o.

11 résulte de (B) que I'application induite p, : n,(X, *) > n,(%, U,)
est surjective. Pour montrer qu’elle est injective. soit a tel que py(«) = 0
et soit 4 une homotopie entre a et le lacet constant. La compacité de I
permet de trouver un entier k et des ouverts U, , (¢, b = 0,1, -+, k—1)

tels que
a a+l1 b b+1
hi{|-, — | x |-, — U,
([k k ] [k k ]) < [Vl

quels que soient a, b.
Soit w, le chemin défini par w,(t) = h(t, b/k) (0 < b < k). Alors

o [552) <torao [ 521 <1

pour b < k. Ceci implique qu’il y a un relévement commun & @, et w4 ; -
D’aprés (C), tout relévement de w, est homotope 2 tout relévement de
w415 on en déduit que tout 1elévement de w, est homotope a tout re-
levement de w,. Mais, puisque w, = poa, tout relévement de w, est
homotope & a d’aprés (D) et, puisque w;, est constant, le chemin constant
en % est un relévement de w;. Il en résulte que o est homotope 4 zéro,
done p, est aussi injective. c.q.f.d.

4. Convexité topologique des limites inductives

Par un cube. nous entendrons un produit (pas nécessairement fini)
d’intervalles,
x=T]1
acA
ou I, = [0, 1] quel que soit « appartenant 3 4. Si x = (x,),., €t ¥y =
(P2)eea sont deux points de X, nous noterons inf (x, y) le point de coor-
données
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inf (x, y), = inf (x,, y,). 2 € 4.

Soit X;, -+, X,, * - - une suite de cubes,
Xn = ]_—_[ In,aw
ae An

et, pour n = 1, soit

Yn = H Xi'
i=1
Identifions Y, au sous-espace X;x -+ xX,x0x0--- du produit

i1 X;. Alors, pour p > 0, Y, est un sous-espace fermé de Y, ,. Soit
Y la réunion des Y,. Munissons Y de la topologie limite inductive des
topologies des sous-espaces Y,.

4.1. THEOREME: Y est TC.

DEMONSTRATION: Tout point x de Y peut sécrire x = (x,);%; ou
x, = 0 pour n assez grand et x, appartient 3 X,, quel que soit n. Définis-
sons 4:YxY—> Y par

A(x, y), = inf (x,, y,)-

I1 est clair que A(x, y) est un point de Y. On peut alors définir ¢ : ¥'x
YxI— Y par

_J(1=2)x+2tA(x, y) 0<st=1%
ox 1) = {(2—2t)l(x, P+@t-1)y 1<t=1.

Comme dans la démonstration du théoréme 2.1., on vérifie que ¢ est une
structure convexe sur Y (si x est un point de Y, une base de voisinages
convexes de x est formée par les ensembles de la forme ¥ n [ ]2, X, ol
Xr,: = H J, nya
ae An
J,, . étant un sous-intervalle compact de [0, 1] dont I'intérieur dans [0, 1]
contient x, ,, les J, , étant égaux a I, , sauf pour un nombre fini de «

n, &

appartenant 3 4,).

4.2. COROLLAIRE: Soit Z = lim Z, un espace topologique qui est la
limite inductive d’une suite croissante de fermés Z,(n = 1). Supposons
que chaque Z, soit un RAV (compact). Alors Z a la propriété d’extension
locale par rapport aux espaces stratifiables.

DEMONSTRATION: Posons Z, = @. Il existe une fonction continue ¢,
de Z, dans un cube
X, =[] I

ae An

telle que
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(1) Si x, y sont deux points distincts de Z,\Z,—,, alors il y a un «
appartenant & 4, tel que ¢,(x), # 0 = @,(").-

(2) Si x appartient & Z,_,, alors ¢,(x), = 0 quel que soit « apparte-
nant a 4,,.
(Pour construire ¢@,, il suffit de prendre, pour tout couple de points dis-
tincts x, y de Z,\Z,_,, une fonction ¢, , : Z, -» I telle que ¢, (x) # 0
= ¢, ,(») et ¢, ,(Z,_,) = 0si Z,_, est non vide, puis de poser

X,= I 1

X,y
x’yezn\zn—l
x#y

et ¢, = (¢,,,)). Soit Y, : Z - X, un prolongement continu de ¢, a Z.
Définissons Y,(n = 1) et Y comme ci-dessus, puis définissons la fonc-
tion continue ¥ : Z — Y par

€) ¥(2) = W1(2), ¥2(2), - ).

Si z appartient & Z,, alors ¥,(z) = ¢,(z) = 0 pour p > n, donc yY(z)
appartient a Y,. En fait, d’aprés (1), on a

4) ¥(Z,) =¥(2) n Y,

Montrons que ¥ est un plongement. Soient z, z' deux points de Z. Si
zeZ, et 2’ € Z;,4\Z, avec k 2 n, alors Y, 1(z) = 0 # Y4 ,(2), donc
Y(2z) # ¥(2). Si z, z’ appartiennent 2 Z,\Z,_,(n = 1), alors y,(z) #
V,.(z') d’aprés (1), donc Y(z) s Y(z'). Ceci montre que ¥ est injective.
Puisque Z, est compact, Y ~!|y(Z,) est continue. Mais il résulte de (4)
et de la compacité de Z, que Y/(Z) est fermé dans Y; donc y/(Z) est limite
inductive des Y(Z) n Y, = Y(Z,). Par suite, y ~* est continue et  est un
plongement.

D’aprés les théorémes 4.1 et 1.4., Y a la propriété d’extension par
rapport aux espaces stratifiables, donc, pour achever la démonstration,
il suffit de démontrer que Y(Z) est un rétracte de voisinage de Y. Puisque
Z, est un RAV (compact), il y a un ouvert O; de Y, contenant Y(Z,)
et une rétraction ry : 0, — y(Z,). Procédons par récurrence: suppo-
sons construit un voisinage ouvert O, de Y(Z,) dans Y, et une rétraction
ry: 0, > Y(Z,). Soit h,: 0,V Y(Z,.,) > Y(Z,,,) la fonction définie
par

_ [r(y) siyeO,
h(y) = {y siyey(Z,+1)-

h, est continue, donc, puisque Y/(Z,,) est un RAV (compact) et Y,
compact, il y a un ouvert O, de Y,,, contenant 0, U ¥(Z,,) et un
prolongement r,,, de h, & O0,,,; évidemment, r,,, est une rétraction
de 0,4 sur Y(Z,, ). Posons
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o=1_o,.
n=1
Puisque O, est contenu dans O, ., quel que soit #, on a
Y,n0=Y,n({JO)
k=n

et, O, étant ouvert dans Y,, qui contient Y,, on voit que ¥, n O est
ouvert dans Y,. Donc O est ouvert dans Y. Evidemment, O contient
¥(Z). On peut alors définir r : O — Y(Z) par

r|0, = r,]|0, quel que soit n.

Puisque Y est limite inductive des Y, et que O est ouvert dans Y, O est
limite inductive des O n Y,; il suffit donc de montrer que r|O N Y, est
continue. Puisque

Y,,nO=UY,,('\0k,
k=n

que r|Y, n O, = r|Y, 0 O, est continue et que Y, n O, est ouvert dans
Y,,, il est clair que r est continue. Donc r est une rétraction de O sury/(Z).
c.q.fd.

En particulier, si Z = lim Z, et si chaque Z, est un espace métrique
compact, alors Z est stratifiable (voir [1]), donc est un RAV (stratifiable).

5. Produits symétriques

Pour commencer, nous allons étudier les quotients des espaces TLC par
certaines actions de groupes d’homéomorphismes.

5.1. THEOREME: Soit (X, @) un espace métrisable TLC et soit G un groupe
fini opérant a gauche sur X de fagon que
(1) (g %9 3.1 =g 9x 1)

chaque fois que les deux membres de cette égalité sont définis. Alors, Ies-
pace des orbites X|G est un RAV (métrique).

DEMONSTRATION: Puisque X est métrisable et G fini, 'espace quotient
X/G est métrisable. Pour tout élement x de X, notons n(x) le nombre
d’éléments de G laissant x invariant et posons

n(X) = sup n(x).
xeX
Alors, n(X) = 1. Nous raisonnerons par récurrence sur #(X). Sin(X) = 1,

la projection naturelle p : X — X/G est un revétement, donc tout point
y de X/G a un voisinage ¥ qui est homéomorphe 3 un ouvert de X. Puis-
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que X est TLC, il résulte du corollaire 1.5 que ¥ est un RAV (métrisable).
Par suite, X/G est aussi un RAV (métrisable) d’aprés un théoréme de
Hanner [8].

Supposons maintenant que n(X) = n+1 et que le théoréme est vrai
pour n(X) < n. Si H est un sous-groupe de G, nous noterons |H| I'ordre
de H. Soit 5# ’ensemble des sous-groupes de G d’ordre n+1 et, pour H
appartenant 4 5, soit Xz ’ensemble des points de X dont le stabilisateur
est H. Alors O = X\(|gex Xp) est un ouvert de X invariant par G et, pour
I'opération induite, on a n(0) < n, donc O/G est un RAV (métrisable)
d’aprés I’hypothése de récurrence. Or, O/G est homéomorphe a I'ouvert
p(0) de X/G. Si nous montrons que, quel que soit H appartenant a 5,
p(Xy) a un voisinage ouvert qui est un RAV (métrisable), tout point de
X/G aura un voisinage qui est un RAV (métrisable), ce qui montrera que
X/G est un RAV (métrisable).

Si H, H' sont deux éléments distincts de 5, alors X N X est vide.
G étant fini, # est fini, donc on peut trouver des ouverts Uy, He s,
deux 2 deux disjoints tels que Uy contienne Xy quel que soit H. Si x ap-
partient 3 Xy, le stabilisateur de gx est gHg ™', doil g Xy = Xypg-1-
Par suite, G étant fini, on peut trouver un ouvert Vy tel que Xy < Vy
< Uy et que gVy = U,y,-: quel que soit g appartenant & G. Quitte &
remplacer Vy par (),.zh - Vi, on peut supposer que - Vy = Vg quel
que soit & appartenant & H; alors H opére i gauche sur Vj et, pour
cette opération, n(Vy) = n+1 = |H|. En outre, Vz/H est homéo-
morphe & I'ouvert p(Vy) de X/G qui contient p(Xy) donc, d’aprés ce
que nous avons remarqué plus haut, il suffit de démontrer que Vy/H est
un RAYV (métrisable). En d’autres termes, il suffit de démontrer I'hypo-
theése de récurrence dans le cas ol |G| = n+1 = n(X). Dans ce qui suit,
nous nous placerons dans ce dernier cas et nous noterons A ’ensemble
(non vide) des points de X dont le stabilisateur est G. Nous utiliserons le
résultat connu suivant (cf. D. Hyman [9]).

(A) Soit B un fermé d’un espace métrisable Y tel que B et Y\B soient
des RAV (métrisable). Supposons qu’il y ait un voisinage N de B dans Y
et une homotopie 4 : N x I — Y telle que A, soit 'inclusion de N dans Y,
que h, soit une rétraction de N sur B et que A(b, t) = b quels que soient
b appartenant & B et ¢ appartenant & I. Alors Y est un RAV (métrisable).

Nous allons montrer que le couple (X/G, p(4)) vérifie I'hypothése de
(A), ce qui achevera la récurrence. X \4 est stable par G et n(X \4) < n,
donc, d’aprés ’hypothése de récurrence, (X\4)/G, qui est homéomorphe
a X/G\p(4), est un RAV (métrisable). D’apres la condition (1), ¢ induit
sur A une structure d’espace TLC, donc, d’aprés le corollaire 1.5., 4
estun RAV (métrisable). La restriction p|4 : 4 — p(4) est un homéomor-
phisme, donc p(4) est un RAV (métrisable).
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Puisque p(4) est un RAV (métrisable), il y a un voisinage ouvert U
de p(4) dans X/G et une rétraction r : U — p(4). Alors, O = p~(U)
est un ouvert de X invariant par G et¥ = (p|4)" ! oro (p|O) est une ré-
traction de O sur A telle que, pour tout point x de O et tout élément
g de G, on ait #(g* x) = F(x) = g - F(x). Il est facile de construire un
voisinage ouvert M de A contenu dans O, invariant par G, et tel que
o(x, F(x), t) soit défini quel que soit x appartenant & M; alors N = p(M)
est un voisinage ouvert de p(4) dans X/G. Définissons une homotopie
k= MxI— Xpar

k(x, t) = o(x, F(x), 1).

Alors ¢(x,0) = x, ¢(x, 1) = F(x) et ¢(a, t) = a quel que soit 7 si a
appartient a 4. En outre, si g est un élément de G, on a

k(g-x,1) = o(g-x,7(g"x),t) = @(g - x, g F(x), ) = g o(x,#(x), 1),
i.e. k est compatible avec I’action de G, donc définit, par passage au quo-
tient, une homotopie 4 : NxI — X/G vérifiant les conditions de (A).
La récurrence est achevée. c.q.f.d.

REMARQUE: Supposons que X soit TC et que ’ensemble 4 des points de
X dont le stabilisateur est G soit non vide. Alors X/G est un RA (métri-
sable). En effet, A est alors TC, donc est un RA (métrisable) et, dans la
démonstration de la récurrence, on peut prendre U = X/G, puis M = X
et enfin N = X/G. Alors X/G a le type d’homotopie de p(4) = A, donc
est contractile; puisque c’est un RAV (métrisable) contractile, c’est un
RA (métrisable).

5.2. COROLLAIRE: Soit (X, @) un espace métrisable TLC et soit G un
groupe opérant @ gauche sur X de fagon que
(1) o(g-x, gy, 1) = g- o(x, y, t) chaque fois que les deux membres de
cette égalité sont définis.
(2) Le stabilisateur H, de chaque point de X est fini.
(3) Chagque point x de X a un voisinage ouvert U, tel que, pour tout élément
g de G n’appartenant pas & H,, on ait g- U, N U, = §.

Alors, X|G a la propriété d’extension locale par rapport aux espaces
métrisables.

DEMONSTRATION: Quitte & remplacer U, par 0 nem Pt * Uy, onpeutsup-
poser U, stable par H,. Alors, H, opére sur U, et, p : X - X/G étant la
projection canonique, U,/H, est homéomorphe au voisinage ouvert
p(Uy) de p(x). D’apreés le théoréme 5.1., U,/H, est un RAV (métrisable).
Par suite, chaque point de X/G a un voisinage possédant la propriété
d’extension locale par rapport aux espaces métrisables, donc X/G a cette
propriété.
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Nous allons maintenant appliquer le théoréme 5.1. a I’étude des pro-
duits symétriques. Si X est un espace topologique, le produit symétrique
n-ieme, X™, de X est le quotient de X" par I'opération du groupe sym-
étrique &, sur X" définie par

G (xl AR xn) _ (xa(l)’ ce, xa(")).

5.3. COROLLAIRE: Si X est un RAV (métrisable) (resp. RA (métrisable)),
alors X' est un RAV (métrisable) (resp. RA (métrisable)).

DEMONSTRATION: Nous pouvons supposer que X est un sous-ensemble
fermé d’un ensemble convexe Z d’un espace de Banach. Puisque X est un
RAV (métrisable) (resp. RA (métrisable)), X est un rétracte d’un ouvert
O de Z (resp. un rétracte de Z). Alors X' est un rétracte de O™ (resp.
Z"), L’opération de &%, sur O" (resp. Z") est évidlemment compatible,
au sens de la relation (1) du théoréme 5.1, avec la structure convexe usu-
elle de O" (resp. Z"), donc, d’aprés ce théoréme et la remarque qui le
suit, O™ est un RAV (métrisable) et Z") un RA (métrisable). Le résultat
en découle.

6. Joints

Si X et Y sont des espaces topologiques, nous noterons X = Y le joint
des espaces X et Y muni de la topologie usuelle, c’est-a-dire le quotient
de X x Y x I par la relation d’équivalence qui identifie les points (x, y, 0)
et (x, y’, 0) ainsi que les points (x, y, 1) et (x’, y, 1) quels que soient x, x’
appartenant & X et y, y" appartenant & Y, muni de la topologie quotient
de celle de X' x Y x I. Nous noterons X # Y le joint de X et ¥ muni de la
topologie de Milnor [12]; c’est-a-dire la topologie ayant pour base les
ensembles p(Ux V'x la, B), p(Ux Y % [0, B[) et p(Xx V' x Ja, 1]), out U
estun ouvert de X, Vunouvertde V,0 S a< 1,0 < f < l,etpestla
projection canonique de X x Y x I'sur X # Y.

Si (x, y, t) est un point de X x Y x I, nous noterons [x, y, ¢] son image
dans X % Y. X et Y sont homéomorphes aux sous-espaces p(X x ¥'x 0) et

p(XxYx1) resp. de X = Y ou X # Y. Nous les identifierons 2 ces sous-
espaces.

6.1. THEOREME: Soient (X, ¢,) et (X,, ¢,) des espaces TLC (resp.
ULC). Supposons que, pour i = 1,2, il existe une fonction continue o; :
X; x X; — I vérifiant
(i) ai(x, x) = 1 quel que soit x appartenant & X;.

(ii) o;(x, ¥) = O si (x, y) n’appartient pas au domaine de définition U; de
@;-
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Alors X, % X, est TLC (resp. ULC).

DEMONSTRATION: Soit 4 : R* x R* — [ la fonction définie par

. 2 )
b= | ) #6000
0 si (s, 1) = (0, 0),

ol l'on convient, comme d’habitude, que 1/oo =0, log 0 = —c0 et
log oo = oo. La fonction A(s, #) est continue, sauf au point (0, 0), et
vérifie h(s, t) = h(t,s) et h(s,t) =0sis-t=0.

Soit & : I — I une fonction croissante continue telle que 3([0, §]) = 0
et 3([%,1]) = 1. Posons f; = So a;.

Pour i = 1, 2, soit ¥7; la famille des ouverts ¥ de X; tels que V' x ¥V soit
contenu dans U;. Posons

4= {([x, v L [xX, ¥t Dfog(x, x7) > %, 0,0, ¥') > 3,0 < 1,8 < 1,
# >1et 2 > 1}
1+ |log t/t'] 1+|log (1—2)/(1—1")]

B, =u {p(VxX,x[0,1)xp(Vx X, x [0,%[)/Ve ¥}
B, = U {p(X;xVx1% 1) xp(X xVx ], 1])/Ve Y2}

Les ensembles A, B; et B, sont ouverts dans (X; # X,)x (X; # X;) et
Pensemble U= A u B, U B, est un voisinage de la diagonale de
(X, # X,)x (X, % X,). Définissons une fonction y : U —» I comme suit:
siz= [x,yt]letz' =[x,y t'], nous posons

y(z,2') =t si(z,z)eAd

¥z, 2') = B(», Yh(t, ') - t si (z,2') e B,
9(z,2') = 1=B,(x, xh(1—¢t, 1—=¢")(1—1) si (2, 2') € B,.

Si (z, ") appartient & A N By, alors h(t ¢') = 1 et a,(y, ') > %, donc
B2(», ¥') = 1. Par suite, les deux définitions de y(z, z’) coincident. De
méme, si (z, z’) appartient & 4 N B,, les deux définitions de y(z, z')
coincident. Comme en outre B; N B, est vide, y est bien définie. Puisque
la fonction A(s, t)s est continue sur R* x R*, la fonction 7 est continue.

Si (x, x') nwappartient pas 3 U,(i = 1, 2), nous appellerons ¢,(x,
X', £) un point quelconque de X;. Puisque, si (z, z') € B et (y, ¥') ¢ U,,
onay(z,z') =0 = y(z/, z) et que, si (z, z’)e B et si (x, x') ¢ U;, on a
7(z, z') = 1, on définit sans ambiguité une fonction ¢ : UxI - X, ¥ X,
par
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[x, ¥, (1 =3s)t+3s7(z, z')] 0<s<1i

0z, 2, 5) = | [ps(x, %', 3s—1), 02(, ', 35—1), (2—3s)y(z, 2')
+(Bs—1)y(z, 2)] 1<s<%
[x, ¥, 3=3s)y(z’, 2)+ (3s—2)¢'] 2<s5s<1

La continuité de ¢ est une conséquence faucile du fait que la topologie
de X, # X, est la moins fine rendant les applications coordonnées dans
X,, X, et I continues sur leurs domaines de définition. Ceci montre que
X, # X, est ULC.

Supposons X; et X, TLC; alors si z, = [x4, Yo, #o] €st un point
de X, # X,\X, U X,, on peut trouver des voisinages convexes arbitraire-
ment petits V; et V, de x, et y, resp. tels que «,(x, x’) > % pour
(x,x")e Vyx ¥V eta,(y,y') > % pour (y,¥') € ¥V, x V,; en outre, si ¢ est
assez petit, on a

2 2
—_— > 1et >1
1+|log t/t'] 1+[log (1—1)/(1=1)|

pour |t—to] <& et |t'—t] <& Alors, si W =p(V,xV,x]t,—¢,
to+el), on a WxW c A et o(WxWxI) < W, donc tout point de
X, % X,\X; U X, a une base de voisinages g-convexes.

Siz = [x, y, 0] appartient & X, et si V est un voisinage convexe de x,
on a, pour 0 < &g < %,

o(p(Vx X, %[0, e[) xp(V'x X, x [0, e[)xI) = p(Vx X, %[0, [),
d’ou il résulte que z a une base de voisinages convexes.

On montre de la méme fagon que tout point de X, a une base de voi-
sinages ¢-convexes.
¢ fait donc bien de X, # X, un espace TLC.

6.2. COROLLAIRE: Si X, et X, sont des RAV (métrisable) ou des CW-
complexes, alors X, % X, est un RAV (stratifiable).

DEMONSTRATION: L’hypothése implique que X; est un rétracte d’un
espace TLC stratifiable Y; vérifiant I’hypothése du théoréme 6.1. (Si X;
est un RAV (métrisable), on peut prendre pour Y; un ouvert d’un sous-
ensemble convexe d’un espace normé; si X; est un CW-complexe, on peut
prendre pour Y; un ouvert d’un complexe simplicial plein contenant X;
comme fermé, d’aprés [2] et le théoréme 2.1). Alors X; # X, est homéo-
morphe 3 un rétracte de Y; ¥ Y, donc, d’aprés le théoréme 6.1. et le co-
rollaire 1.5., a la propriété d’extension locale par rapport aux espaces
stratifiables. D’aprés le lemme suivant, X; % X, est donc un RAV (stra-
tifiable).

6.3. LemME: Si X et X, sont stratifiables, alors X, % X, est stratifiable.



268 R. Cauty [36]

DEMONSTRATION: Si X; et X, sont stratifiables, il en est de méme de
X, x X, x]0, 1[, donc de p(X; x X, x 10, 1[). Si U est un ouvert de X, % X,
et n un entier > 0, nous poserons

U'(n) = {xeXllp (xxsz [0, r{l) I U}

U'(n) = {xeXz/p (Xlxxx [1——1, 1] c U}.

n

Alors on a:

UnX, = o U'(n); U'(n) = U'(n+1)

UnX,= U U(n); U"(n) < U"(n+1).

n=1

Posons alors:

= l:(U ) p(XIXX2X]0, 1[))11

mp(XIXXZX:I n:—I’ = nJlrl D:l

up ((7’(n),,xX2x [O,n—_ll_—l D

up(Xlxlof"(n),,x:l 1—%'_1, l:l) R

ou, dans le terme de droite de cette formule, I'indice inférieur n référe, se-
lon le cas, a des stratifications croissantes de p(X; X X, x ]0, 1[), X, et
X, resp.

11 est facile de voir que U, est contenu dans U et que U < ¥V implique
U, < V,. Donc, pour montrer que U W {U,} est une stratification de
X, # X,, il suffit de montrer que U = ()2, U,. Il est clair que (72,
U, contient U N p(X; x X, x 10, 1[). Soit z un point de U n X, et soit
n, tel que z appartienne & U’(n,); soit m tel que z € IOJ’(no)m Alors, si
N = sup (ny, m), ona U'(ny) = U'(N) et, puisque la stratification don-
née de X, est supposée crmssante on a U'(ng) < U'(N), < U'(N)y
< Uy, donc z appartient a ()%, U,. De méme, |J;2,U, contient
Un X,, donc | )32, U, = U.

Le corollaire suivant est évident si I'un des CW-complexes est locale-
ment fini ou bien §’ils sont dénombrables.

6.4. COROLLAIRE: Si X, et X, ont le type d’homotopie de CW-complexes,
alors X, = X, a le type d’homotopie d’un CW-complexe.
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DEMONSTRATION: Puisque tout CW-complexe a le type d’homotopie
d’un complexe simplicial et que tout complexe simplicial K a le type d’ho-
motopie d’un complexe simplicial TLC (le cone épointé de base K; voir
§2), il suffit de démontrer le corollaire lorsque X, et X, sont des complexes
simpliciaux TLC. Puisque tout espace stratifiable est paracompact, le co-
rollaire résulte du théoréme 6.1. et des deux faits suivants:

(A) Quels que soient X, et X, I'identité i : X; = X, — X, # X, est une
équivalence d’homotopie.

(B) Tout espace TLC paracompact a le type d’homotopie d’un CW-com-
plexe.

Pour vérifier (A), il suffit de remarquer que I'applicationj : X; # X, —
X, # X, définie par

[x, y, 0] 0<t<1}
ey, t]) = {[x y,3t=1] 1=<t<3%
[x, », 1] 311

est un inverse homotopique de i.
(B) est une version modifiée d’un théoréme de Milnor [13].

Remarquons que le corollaire 6.4. reste vrai pour le joint de deux
espaces pointés (X, *) et (X, #). Dans la catégorie des espaces pointés,
le joint de X; et X, est X; 0o X, = X = X,/p(#x = xI).

Ici encore, il suffit de considérer le cas ou X, et X, sont des complexes
simpliciaux TLC. 1l est facile de voir que i définit, par passage au quo-
tient, une application i’ : X; o X, - X, # X,/p(* x = x I). Puisque X, # X,
et A = p(xx=x1I) sont des RAV (stratifiable), I'inclusion de 4 dans
X, # X, est une cofibration, donc, puisque 4 est contractile, X; % X,/4
a le type d’homotopie de X, # X,. Donc X; # X, et X, o X, ont le méme
type d’homotopie.

La méthode utilisée pour démontrer le théoréme 6.1. permet aussi
d’obtenir le résultat suivant, qui a été prouvé par J. Dugundji [5] pour
les espaces métriques.

6.5. THEOREME: Soit X un espace tel que X x X soit normal
(i) Si X est TLC et contractile, il est TC.
(ii) Si X est ULC et contractile, il est UC.

DEMONSTRATION: Soient U un voisinage de la diagonale de X x X et
¢ une fonction de Ux I dans X vérifiant les conditions de la définition
d’un espace TLC (resp. ULC). Puisque X x X est normal, il y a une fonc-
tion o : Xx X — I telle que a(x, x) = 1 pour tout x et a(x, y) = 0 si
(x, y) n’appartient pas & U. (C’est le seul point ol 1a normalité de X x X
intervient). Définissons les fonctions 4, 3 et f comme dans la démonstra-
tion du théoréme 6.1.
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Soit C(X) = X xI/X %0 le cone de base X muni de la topologie dont
une base est formée des ensembles p(Ux J) et p(X x [0, «[), ou p : X —
C(X) est la projection canonique, U un ouvert de X, J un intervalle ou-
vert dans 10, 1] et 0 < o < 1. Nous identifierons X au sous-espace
p(Xx 1) de C(X) et nous noterons [x, #] I'image par p du point (x, ¢)
dans C(X).

Si (x, x") n’appartient pas & U, nous noterons ¢(x, x’, ¢) un point
quelconque de X. Définissons une fonction y: C(X)xC(X)— I par

y(z,2') = B(x, x')h(t,t') - t pour z = [x, 1], 2z’ = [x', 1],

puis définissons ¢ : C(X)x C(X)x I - C(X) par

[x, (1=38)t+3sy(z, 2')] 0ss=si

,x', 3s—1), (2-3 ,Z 35s—1 ‘)
32,5 = | 005 30D, QoG 1)
[x, (3=3s)y(z’, 2)+ (3s—2)¢'] $<s=s1.

Comme dans le théoréme 6.1., @ fait de C(X) un espace TC (resp. UC).

Soit F : Xx I — X une homotopie telle que F, = id et F(Xx [4,1]) =
Xo, OU X, est un point de X. Associons-lui une rétraction r de C(X) sur
X par la formule

r(lx, 1]) = F(x, 1-1).
Définissons i : Xx X x I — X par
V(x, x', s) = r(¢(x, x', 5)).

Alors y(x x', 0) = r(¢(x, x', 0)) = r(x) = x, Yy(x, x', 1) = r(@(x, x/,
1)) = r(x') = x" ety(x, x, s) = r(¢(x, x, 5)) = r(x) = x, doncy fait de
X un espace UC. En outre, si x est un point de X et ¥ un voisinage de x
tel que a(x, x") > % pour (x, x)e Vx ¥V, on a ¢(x, x', 5) = ¢(x, x', 3)
pour un s convenable, d’ou Y(x, x’, 5) = ¢(x, x’, §); on en déduit que, si
(X, @) est un espace TLC, alors y fait de X un espace TC.
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