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SPECTRE DU LAPLACIEN ET LONGUEURS DES GEODESIQUES
PERIODIQUES II

Yves Colin de Verdiére

Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne C® de dimension d connexe
compacte; cet article a pour but de montrer ’existence de développements
asymptotiques reliant le spectre (4,),.n du laplacien de (M, g) opérant
sur les fonctions de C*(M; C) aux géodésiques périodiques. Nous ob-
tenons dans un cas générique un développement de

Y exp (— é) =f E (l X, x) v,(x)

neN z M zZ
(E désigne la solution fondamentale de I’équation de la chaleur et v, la
mesure canonique sur (M, g)) quand z = {,+iy(&, > 0 fixé) qui
s’écrit comme une somme de termes oscillants dont les périodes sont
reliées simplement aux longueurs des géodésiques périodiques. La formule
trouvée généralise celle obtenue dans [7] pour des variétés de dimension
2 a courbure strictement négative, mais ici la majoration du reste est
moins bonne, car on connait moins bien les géodésiques périodiques. Des
formules exactes de ce genre sont connues pour les tores plats (formule
de Poisson), pour les variétés de dimension 2 4 courbure constante néga-
tive ([10]) et aussi pour certains espaces homogénes comme S et S°
(131).

La méthode utilisée consiste a écrire la solution fondamentale de I’équa-
tion de la chaleur complexe E(z; x, y) comme somme de la série de per-
turbation obtenue & partir d’'une paramétrix bien choisie et a regarder
ce qui se passe dans les différents termes de la série en appliquant la
méthode de la phase stationnaire. Une méthode analogue est utilisée par
R. Balian et C. Bloch [2] dans I’étude du noyau de Green d’un domaine
borné de R>. Quand on fait le calcul, on voit apparaitre comme valeurs
critiques les carrés des longueurs de géodésiques périodiques. On peut
préciser le résultat lorsque I’on fait 'hypothése que les géodésiques pério-
diques forment des variétés critiques non dégénérées: on trouve alors la
dimension de ces variétés critiques et leur indice modulo 4.
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160 Yves Colin de Verdiére 2]

Dans le chap. 1, nous faisons quelques rappels sur I'espace des lacets
d’une variété riemannienne compacte et son approximation par des lacets
géodésiques par morceaux. Nous introduisons aussi les deux propriétés
génériques (£,) et (£,) que nous utiliserons.

Dans le chap. 2, nous faisons des rappels sur la construction de la
solution fondamentale & partir d’'une paramétrix et démontrons quelques
majorations.

Dans le chap. 3, nous introduisons les classes de développements
asymptotiques (F,) et démontrons un théoréme d’unicité.

Dans le chap. 4, nous montrons comment la méthode de la phase
stationnaire s’applique a des variétés critiques non dégénérées.

Dans le chap. 5, nous donnons 1’énoncé du théoréme principal et des
généralisations au cas d’un laplacien opérant sur les sections d’un fibré
et & une formule de trace lorsqu’on se donne une isométrie de (M, g).

Dans le chap. 6, nous démontrons ces théorémes.

Dans le chap. 7, nous appliquons les résultats de ¥ a la recherche
de propriétés géométriques ou topologiques de (M, g) que I'on peut
déduire de la connaissance du spectre du laplacien; notamment, nous
envisageons le cas des variétés a géodésiques toutes périodiques et le
cas de la propriété (2,).

1. Espace des lacets d’une variété riemannienne compacte

Soit Q(M) I'espace des applications y : S* — M absolument continues
et telles que 7§ soit de carré sommable. On peut munir Q(M) d’une struc-
ture de variété hilbertienne: les vecteurs tangents X & Q(M) en y sont les
champs de vecteurs le long de y absolument continus et de dérivée
X = D; X de carré sommable. La structure hilbertienne est donnée par
(par exemple [9] p. 112)

O O RCCROPEICOR (WL

ou dz désigne la mesure transportée de la mesure de Lebesgue sur R par
I'identification que nous ferons toujours de S* 4 [0, 1].
La fonction énergie E, sur Q(M) est

7 -W+Lh'f|2-

Cette fonction est différentiable et ses points critiques sont les géodési-
ques périodiques de (M, g), la valeur critique correspondante est le carré
de la longueur de cette géodésique. Nous noterons & ’ensemble de ces
longueurs. Un élément L € & sera dit (ND) si 'ensemble des points cri-
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tiques correspondant a la valeur critique L? est une réunion finie de sous-
variétés critiques connexes compactes non dégénérées au sens de [13]
p. 46. W étant une telle variété critique, nous posons n(W) = dim (W)—1
et j(W) = indice de E, sur W. Ce sont la nullité et I’indice des géodésiques
périodiques éléments de W.

Nous ferons intervenir les propriétés () et (#,) de (M, g): (Z1)
Toutes les L € £ sont (ND).

(2,) Toutes les L e & —{0} sont (ND), de nullité 0 et si y est une
géodésique périodique de longueur L, la variété critique d’énergie L* n'a
que deux composantes connexes:

W, = {(t-w-y(t+a)lac [0, 1}
W_ = {(t-w- y(@a=0)ae [0, 1}

(i-e. les géodésiques périodiques sont isolées, non dégénérées, et de lon-
gueurs deux a deux distinctes).

On peut facilement montrer a partir du résultat d’Abraham ([1]) sur
les ‘bumpy metrics’ que les propriétés (2;) et (£,) sont génériques.

Nous allons construire, comme le fait Milnor ([14] p. 88-92), pour
I’espace des chemins joignant deux points p et g, des approximations de
Q(M) par des sous-variétés de dimension finie dont les éléments sont des
lacets géodésiques par morceaux.

Notons

n—1
X, = {(uo, " uy-)IVie{0, -, n—1},u;€ 70, 1[, Y u;, = 1}
i=0
et pour

i—1
UEXnat0=0>t1=u0>"'>ti=2uja“'7tn=1;
Jj=v

Xy la distance riemannienne de x 2 y, p le rayon d’injectivité de (M, g) et
on définit I’ouvert

Mo = {(Xo, """ Xp-1) e M Vi€ {0, -, n—1}, XXisy < p
en posant x, = Xo}
du produit riemannien M".

Définissons pour U € X,, un plongement j; de Mg dans Q(M) par:
Ju((x0, =+ X,—1)) = le lacet y tel que y(z;) = x; et ., est la
géodésique minimisante de x; & x;,, paramétrée proportionnellement &
larc. On a

—2
n—1

. X X;
Eoo0 ju((x) = ). '—uil ;

i=0 i

onnote E, = E,o0jy.
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PROPOSITION (1.1): La restriction de j; aux points critiques de Ey est
une bijection de cet ensemble sur les points critiques de E, d éner gie inférieure
a L% = (p/Max (4;))?. De plus W est une variété critique non dégénérée
de E, d’énergie inférieure a LZ si et seulement si jg '(W) est une variété
critique non dégénérée de Ey. Les indices et nullités respectives sont alors
égaux.

ProposiTioN (1.2): Soit h:X,x M§ — X, x Q(M) définie par h =
Idy xjy et E: X,x My > R par E(U, (x;)) = Eq o Jy((x;)). Alors h est
un plongement et définit une bijection des points critiques de E sur les cou-
ples (U, y) tels que y soit une géodésique périodique de longueur L, <
p/Max (u;). De plus, si W est une variété critique connexe non dégénérée
de E, d’énergie L* < (np)?*, h™*(X, x W) est une variété critique connexe
non dégénérée de E de dimension n(W)+n et dindice j(W).

2. Construction de la solution fondamentale complexe de I’équation de la
chaleur

Rappelons la définition suivante ([7]):

(2.1) Une application E:C*xMxM — C(C* = {ze C| Re (z) > 0})
sera dite solution fondamentale complexe de I’équation de la chaleur
(S.F.C.E.C.) si:

(i) E est holomorphe par rapport & z, C* au moins par rapport a x et y et
vérifie OE[0z+A,E = 0.

(i) Pour toute fonction continue f sur M et tout a, avec |¢| < m/2, on a:

tim ([ B 010)0) = 5
|z]>0et |Arg (z)|Sa \J M

L’existence et 'unicité d’'une S.F.C.E.C. sont classiques et peuvent se
démontrer en prolongeant a ¢ dans C* les calculs de [4] p. 204 & 215.
Nous allons reprendre cette construction afin de fixer les notations et de
donner quelques majorations utiles pour la suite.

Etant donnés p, et p, vérifiant 0 < p, < p, < p nous nous donnons
une fonction 7 : R — [0, 1], C* et telle que 7n(¢) = 1 pour t =< po,
n(¢) = 0 pour ¢ = p, et '(t) < 0 pour t€ lpy, p,[- Reprenant les no-
tations de [4], nous définissons la paramétrix H, par

(22) Hy(z;x,y) .
= (%) - (4nz) ™2 - exp (— 4L) (Uo(x, )+ -+ +2°Us(x, 1)

(les puissances de z pour z dans C™ sont définis par prolongement holo-
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morphe des puissances usuelles sur R ) et posons
1% P! *

Lk = (i +Ay) Hk’
0z

dongc:

(2:3) Li(z; x, y) = (4nz)”%/* exp ( ) ( Z Vi(x, y)z')

i=—1
ot les ¥, sont C® sur M x M et vérifient:

(24) Vie {—1, -, k—1},supp (V3) = {po < Xy < p1}
et Supp (Vi) = {xv = p4}

(2.5) V_1(x») = n'(xy) - XyUo(x, )

et donc V_,(x, y) < 0 pour py < Xy < p;.
On peut alors écrire les produits de compositions qui permettent de
calculer E de la maniére suivante:

L s Bz x ) =7 [ L nm) - Lutyosi et %)

MnXXn+1

X Hy(Ztty; X5 ¥) @ v4(%:) ® 1a(U)
i=1
ol p, est la mesure homogéne de masse 1/n! sur le simplexe X, ;. Soit:

n 2
(26) (L™ # Hl(z; X0 Xns1) = exp (_ 1 y xixiﬂ)
M X Xn+1 4z i=o u;

1
'Pﬁ(;;U;x09x1,.. n+1) ®Ug(x)®”'n(U)

avec

@7) Pz Us(x) = 2" 1:!){(4nu)d/21_zk_11/(x,,x,+l)( )}
()| 2o (1) )

29) P U = % RAUG)F (ec)

en particulier

n—1 —
k V_i(x, xi+1)} Uo(x,> X +1) (X% 1)
Dn,(n U; X;)) = : n n*n
e nar2(U3 () iI=_IO u; - (4nu,)? (4mu,)"?

est indépendant de k.
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Posons
(n+1)d/2

lP:|(2§ U, (xi)) = lzl IP::,I(U; (xi)l : IZII,
=lo
nous avons la:

PROPOSITION (2.9): Si k > dJ2 et z tel que Re (z) = &, > 0 fixés, il
existe des nombres C, et C, indépendants de n, tels que:

n ——2 n
[ e[ XA G U () @ i) ® (D)
M7XXp4q 4 =0 u; i=1

V) -1
S €y Gy [ (= 15])Y) -
2

11 est clair a partir de 2.2 4 2.5 que, pour z tel que Re (z) = &, et
ue]0,1 [, on a, en posant

[Hil(z5 %, y) = n(xy) - 42| "4 - exp (“% Re (1) x_y)
Z

k
DICHRC

et de méme pour |L,] & partir de L,:
u _
Ll (— ; X, y) < Cy - ut T2
z

et

_ 2
A (E %, y) < Cyexp ( f" s ) NPLEIRE)
zZ

Une intégration par rapport a x, montre que:

n—1 u. u
f [H [ Lyl (—l s Xis xi+1):| [Hy| (—n 3 Xns xn+1)
MrxX,e, Li=0 z z

X ® Ug(xi) ® ,u,,(U) ZCs- C'é . |zl("+1)d/2
i=1

n—1
k—d/2 e
x f n=1 (Hul) . duo dun'—l'
(uiZO;_z‘,ouiSI} i=0

On en déduit 2.9 par une estimation de cette derniére intégrale.

ProPOSITION (2.10): Soit C,) = {z| Re (z) = £, > 0}, la S.F.C.E.C.
sur M vérifie la majoration suivante:
Véo > 0,VYa > 0; AC et C’ > 0 telles que:
E (1 3%, y)
z

VzeCy,, < C-exp(C' - |z[%).
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En vertu de la proposition 2.9 il suffit de choisir k tel que
(g4
2 20

E = Zo(—l)”L’}“" % Hy.

et d’utiliser le fait que

3. Les développements (F,)

DEFINITION (3.1): Soit f: C* — C une fonction majorée par une ex-
ponentielle sur la droite Re (z) = &,, on pose pour (o, t) € Ry xR:

J(ot) = Lf(éo-kiy) exp [ity—a (y— Ji;) ] -dy.

(&, est supposé fixé et ne figure donc pas dans les notations).
LemME (3.2): Soit

p1
P:zv Y a,z2%*(po, p1,peZ)
P=po
et

p1
IPlize Y layllzl”,
P=Ppo
on apouro < 1:

(3.3) Pourpy =2 Oett <0 :

|P(e,t) £ CT (%) -6 *exp (

t? t|+2
- o) (2o 122)
40 o
(3.4) Pour py 2 0 et |t| > 0:P(o, t) = 0(c™*) uniformément pour |t|
=1, >0
(3.5) Pour p, £0:

~ A S
1P 1 = (%) - 1PI)
DEMONSTRATION: (3.5) est facile. Pour montrer le reste, posons:
1 2
I (o, t) =f (Eo+iy)? - exp (ity—a (y— —_) ) -dy
R Jo
et faisons le changement de variable
1 it

C=y"\7;—£-
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En appliquant la formule de Cauchy, il vient si k est pair ou si ¢t £ 0:

n=enll -2 Lol 9

- exp (—a(?) - d¢.

On en déduit 3.3, et 3.4 pour P ne contenant que des puissances en-
tiéres de z. Il reste donc & montrer 3.4 pour P(z) = z"~* (n e N). Utilisant

fkexp (—zx¥)dx = (g)%,

il vient:

P(o,t) =n"* f

RxR

exp (—Cox2+i5’(t—x2)_ (y— j;)z)

- (&o+iy)'dxdy.

Soit ¢ une fonction de Z(R) égale 4 0 au voisinage de O et & 1 au
voisinage de ,/t. Ecrivant 1 = ¢(x)+ (1—¢(x)), on sépare lintégrale
précédente en deux intégrales: la premiére se majore en faisant des inté-
grations par parties en x avant d’intégrer en y; la seconde en intégrant
en y et en utilisant (3.4) pour P(z) = z".

LemMME (3.6): Soit
Z a,*z* pour Im(z) =2 0
0(z) =
02 pourIm(z) < 0

aveca,eC et 0 < oy < -+ < ay. Si ay est non nul, il existe un nombre
h non nul tel que, quand ¢ — 0, on ait:

0(3,0) ~ h- g+ 1I2

0(o, 0)—0(\/0')
onaQ = 0.

Un calcul simple montre que 'on peut prendre

h = ayexp (ich . g)f v* exp (—(v—1)*)dv +ay exp (——iaN 7—;)
R+

et donc, si

x f oexp (—(v+1)*)dv

qui est non nul si ay est non nul.
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REMARQUE: C’est ici que sert exp (—a(y—1/\/c)?) dans la définition
3.1; il aurait été plus naturel de prendre exp (—ay?).

DEFINITION (3.7): Soit t, une suite strictement croissante de nombres
réels positifs ou nuls, f et f, des applications de C* dans C, on écrira:

1) = 3 exp (2t £2)(Fo)

si

i) Vg {t), f(0,1) =0 (—j—g)

ii) VaneN, f(o,1,) = f(0,0) - exp(—&ot,)+0 (?/1—;)
et
@) = ¥ exp (—zt) - £i(2)(F.) (a réel)
Si "0
2(2) = ¥ exp (=21 2 S(2)(Fo).
On dira qu’une fonction g est de type T, si g s’écrit de la maniére sui-
vante:

N
@ zlaj +z% pourIm(z) = 0
g(z) = {i=
6 pourIm(z) < 0

avec —o < oy < -+ < ayeta;eC.

PROPOSITION (3.8): Le développement

12) = 3 exp (=2t £2)F.)

est unique si les f, sont de type T,.

C’est une conséquence immédiate du lemme 3.6.

Nous allons voir dans le chapitre 4 que la méthode de phase station-
naire donne des fonctions de type T,.

4. Méthode de la phase stationnaire pour des variétés critiques
non dégénérées

Nous allons expliquer comment on peut adapter les calculs faits par
Fedoriuk ([8]) et Maslov ([12] p. 227 & 243) pour des points critiques
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isolés non dégénérés i des variétés critiques non dégénérées et démon-
trer le:

THEOREME (4.1): Soit X une variété riemannienne C* de dimension N,
g une fonction C® a support compact de X dans C et f une fonction C* de X
dans R ayant pour seuls points critiques dans le support de g une variété
critique connexe compacte non dégénérée W de dimension n et d’indice j.
Désignons pour x € W par Hess, f(x) la restriction du Hessien de f d
Pespace normal en x a W, on a pour tout entier K:

[ w210 amate) = () exp (57 210

V4

a, -z *+z7k- rx(z))

Il

. (k
avec
a, =fwg(x) - |det (Hess, f(x))] "% - vp(x)

et rg(z) - 0 quand Im (z) - + o (Re (z) = &, > 0 étant fixe).
Nous aurons besoin de quelques lemmes faciles:

LeMME (4.2): Soit ¢ une fonction de D(R) égale a 1 au voisinage de 0,
on a:

f t" - exp (—zt®) - @(1)dt = eI (T—;ﬂ) - z7mEDI2L0(|2)7 )
R

f ™ - exp (zt7) - @(t)dt = eI’ (mT-I-l) - exp (i(m+1) g) Lz TP
R

+0(Iz| ™)
(¢ = 1 (resp. 0) si m est pair (resp. impair)).

LeMME (4.3): K étant fixé, il existe m tel que si les dérivées d’ordre
< m d’une fonction g € D(R®) s’annulent a I’origine on ait:

f exp[+z(x3+ -+ +x,2-—x12-+1— .o —x:‘;)] cg(xy, e, xg)dx
Rd

= 0(12I™")
quand Im (z) - + 0.

LEMME (4.4): Si g est dans D(R?), on a:
fkdexp (zZ(xF+ - +xf—xF = =x7)) - g(xy, oo xg)dx
42 T K ok
= (;) exp (i] 5) (g(0)+kz ai -z " +z7rg(2))
=1

avec rg(z) - 0 quand Im (z) > + 0.
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DEMONSTRATION:  Ecrire  g(x) = o(x;) - - - ¢(x4) - P(xy, " * *, x3)+
Y(x;, -, x;) oll @ est comme dans 4.2, Pestun polynéme ety comme
dans 4.3.

On peut maintenant démontrer le théoréme 4.1. 4 I'aide de la réduction
de Morse pour des variétés critiques non dégénérées ([13] p. 46):

On suppose /(W) = 0 et on se raméne par partition de I'unité au cas
ol le support de g est dans une carte de Morse, c’est-a-dire une carte
@:U—X telle que foo(xy, -, xy) = —(xf+ - +x3)+x7y+
“++ +x%_,. On a donc:

| o0 (=256 g(Imatx)
=f exp (z(xi+ -+ +x] x4 — 0 —xF-n)
RN
go(xy, - xy) Jac @(xy, *« 7 xy) +dx; « * - dxy.
Intégrant par rapport aux n derniéres variables, il vient:
| e (=21 gon) = [ e (atat+ -+ k)
: g(xl D) xN—n)dxl <o dxy—p.

On peut appliquer le lemme 4.4; on vérifie que g(o) peut s’écrire:

) = 2572 [ g(a)- 6t (1ess, SN om0

On a ainsi démontré le théoréme.

5. Enoncé des théorémes principaux

THEOREME A: Soit (M, g) une variété riemannienne C* compacte con-
nexe de dimension d; (4,),.n le spectre du laplacien opérant sur les fonctions
M dans C; L I’ensemble des longueurs des géodésiques périodiques de
(M, g) qui est un sous-ensemble fermé de R* ;

Z(z) = ) exp (— &)
n=0 z
(A1) Si
2
te¢ | — Le,?} ,
¢
on a, pour tout o« = 0:

720}, 1) = 0 (L_)

Jo
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(A.2.) Si I’ensemble L est discret, on peut ordonner les longueurs en une
suite Lo=0<L, <L,<--<L,<---et on a, pour tout o = 0O:

2() = 5 ) oxp (=2 22) ()

De plus si L, est (ND) et correspond a des variétés critiques connexes
(W,)1 <a<q de nullité n, et d’indice j, , il existe des fonctions

.. T -
exp (l];_ 5’) . (ao . Z('u.'*'l)lil_{_a1 . z(ma 1)/2+ e

Pi(z) = +a;- 272 (g > 0) siIm(z) 2 0

5(2) silm(z) <0
telles que

76) = 3 PiCo).

De plus une telle fonction f étant de type T, est unique. En particulier
pour n = 0, on retrouve les coefficients du développement de Minakshi-
sundaram-Pleijel.

REMARQUE (5.1): Le développement précédent généralise certaines
formules connues

(i) La formule de Poisson pour les tores plats: dans ce cas les variétés
critiques sont toutes de dimension d et d’indice 0, on a

z d/2
Yo, Pi(z) = (—) vol (M).
4n
(ii) La formule de [5] p. 26 qui donne le développement de Z pour
(3 go), on a alors L, = 2nn et f(z) = —(nz)*n®+ - - - pour n = 1
ce qui correspond 3 une nullité égale 4 4 et un indice 4 2 (mod 4).
(iii) Les formules de [7] et [10] p. 233 pour les variétés de dimension 2
a courbure < 0 pour lesquelles n, = 0 et j, = 0.

REMARQUE (5.2): Le théoréme précédent n’implique pas sous la seule
hypothése (£,) que deux variétés ayant méme spectre du laplacien ont
méme longueurs des géodésiques périodiques. En effet f;* peut peut-&tre
€tre nulle si on a deux variétés critiques W, et W, d’indices différents de
2 (mod 4) et de méme dimension. Par contre, sous I’hypothése (Z,),
deux variétés ayant méme spectre du laplacien auront mémes longueurs
des géodésiques périodiques et mémes indices (mod 4).

Nous allons maintenant énoncer trois autres théorémes qui peuvent se
démontrer de fagon analogue.
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THEOREME B: Soit (M, g) comme dans le théoréme A, & un fibré vectoriel
C® basé sur M muni d’une dérivation covariante L, A un laplacien au sens
de E. Combet ([6] p. 247) opérant sur les sections de ce fibre, (A5),n le
spectre de ce laplacien et Z* la fonction qui lui est associée comme dans
le théoréme A, le théoréme A reste vrai sans changement sauf que le coef-
ficient a, dans P§ peut étre nul. De plus si W = SO(2) -y oit y est une
géodésique périodique isolée non dégénérée le coefficient afy de PZ est
égal a a - p(&, y) ou p(&, y) est la trace du transport paralléle dans &
le long de y qui est une application de &, dans &, pour tout x de y (cette
trace est évidemment indépendante du choix de x).

Le théoréme C concerne le développement asymptotique de la solu-
tion fondamentale elle-méme, nous introduisons des propriétés analo-
gues & (ND), (£,) et (£,) pour les géodésiques joignant x a y (x et y
deux points de M) en utilisant la fonction énergie sur I'espace Q, (M)
des courbes de classe H' joignant x 4 y. Il résulte notamment du théo-
réme de Sard que, pour x fixé, la propriété Z,(x, y) est vraie pour pres-
que tout y de M.

THEOREME C: Soit (M, g) comme dans le théoréme A; x et y deux points

de M; ¥ (x, y) I’ensemble des longueurs des géodésiques qui joignent x a y;
(C.1.) Si

¢ {%:« Le £ 5)].

onaVo = 0:
T T —

z°E (% X, y) (0,0) =0 (\%) .

(C.2.) Si Z(x, y) est un sous-ensemble discret de R*, on peut Iécrire
0LLy<L,<-"*<L,,onaVaz0:

1 = z
E (— ; X, y) = fo"(2) - exp (— = Lf.) (F.)
z n=0 4
en particulier si L, est (ND) et correspond a une réunion de variétés critiques
(W,)1 <1<4 de dimension 4, et d’indice j,, on a:
4
fr@) = 5 Pr()
A=1

avec

.. T (d+dz)/2 .
exp (U —) (apz + ) silm(z) 20
Py=(z) = "2 (

Po(z) si Im (2) < 0.
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De plus > *>(2) étant alors de type T, est unique. En particulier si Xy < p
le premier terme (Lo, = Xy) est

z d/2 .
7@ = (Z) (SUen -2,
4n i
Dans le théoréme D, nous introduisons une isométrie T de (M, g) : T
opére alors sur les espaces propres du laplacien, par T*(¢) = ¢ o T, de
maniére isométrique. Soit ¢, la trace de cette isométrie pour la valeur
propre A. Nous donnons un développement asymptotique de

Z(z) =l§‘+tl - exp (— 11)

V4

(t, = 0si A n’est pas une valueur propre). Pour cela nous introduisons la
sous-variété Q (M; T)de H'([0, 1]; M) (étudiée indépendamment dans
[16]) définie par: Q(M, T) = {we H' ([0, 1]; M)|lw(1) = T(w(0))} et
la fonction E; obtenue par restriction de ’énergie E, a cette sous-variété
(Pour T = 1Id, on est comme dans le théoréme A. Les points critiques
de E sont les géodésiques  telles que w(1) = Tw(0)) et d(1) = T'(d>(0)).
Nous pouvons introduire des propriétés (ND), Z,(T) et 2,(T) ana-
logues aux précédentes et nous avons:

THEOREME D: Soient (M, g) comme dans le théoréme A, T une isomeé-
trie et Ly I’ensemble des longueurs des géodésiques critiques pour Ep
(D.1). Si

L2
t¢=~|Le$T},
4
on a pour tout o = 0:

z(Z?(z)(o, t)=0 (\—/1;) .

(D.2.) Si I’ensemble ¥ est discret, on peut ordonner les longueurs
0<Ly<L,<:--<L,<"--etonapour tout o Z 0:

22(2) = 5 12 70) - owp -2+ 22) (2.

De plus, si L, est (ND) et correspond a des variétés critiques connexes
(W1)1 <1< de dimension d, et d’indice j,, il existe des fonctions

Jexp (ij,1 g) (ap - 2%+ -+ +a,- 277 1?) (a4 > 0)

() —
Py (2) = pour Im(z) = 0

IP‘}_’ ) pour Im (z) < 0
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telles que

A
f2:7() = 3 P70

f=T étant alors de type T, est unique. Si L, = 0 et est (ND), les variétés
(W,) correspondantes sont les points fixes de T et on a:

na= ()", g e )

ou (1d-T"), désigne la restriction de 1d-T" & I’espace normal en x a W, .

6. Démonstration des théorémes A, B, C et D

Nous donnons une démonstration détaillée du théoréme A pour « = 0.
L’extension & a = 0 ne présente pas d’autre difficulté qu’un alourdisse-
ment de Pécriture.

Nous expliquons ensuite bri¢vement comment on peut en déduire des
démonstrations des trois autres théorémes.

6.1. Un lemme de majoration

Nous appliquerons la méthode de la phase stationnaire avec des fonc-
tions qui ne sont pas C®: en effet la fonction

—
(%, u)-Wo u™* - exp (— z. ‘—lx—)
4 u

n’est méme pas bornée si k > 0.

Nous aurons besoin du:

LemME (6.1): Soit f: X, — R définie par
n a.
f(u0a"'9un)=z——

avec, pour i€ {0, -, n—1}, a; € [py, p{] et a,€ [0, p,], D une fonction
C® sur R a support compact disjoint de [npy, np,1, (k;)o<i<n des réels, avec
la seule condition k, < df2, il existe pour tout K € N, des nombres Cx et
Dy > 0 ne dépendant que de n, py, py, (k;) et @ tels que, pour tout a,, < Dy,
on ait:

[ en (= Z5@) - 0@ st -l - i 0)
Cx

= K, d-2
2" - oy



174 Yves Colin de Verdiére [16]

DEMONSTRATION: C; noteront des réels > 0 ne dépendant que de
n, po, P1, (k;) et @. Pour & > 0, soit
)
> _
2

l+1

Airq

9§=(Uex,.+1t % _

U Uisq

pour i€ {0, -, n—2} et

Q}ﬁ—l ={U€X,,+1|Vie{0,' , h— 2}

ul Uirq

<t

Il existe des nombres (C;);<;i<s tels que, pour ¢ £ Cy, o, £ C, et

Ued = Q_, nSupp (¢ o./f), on ait:

() |2 -G
l Uo un an
ou
(i) u,=Cqet|—=——=|2Cs.
Up Uy

Il est d’abord clair qu’on a f(U) = (np,)* et donc dans 4: f(U) =
(np,)*+Cs. Posant

(1+n)u

=|R

on obtient alors les deux inégalités si
, he
d=—<4%:
Po
(u +4a)

—Up un

C7 = (npy)* -

et

Cs S a2+np(1+2') " a, (1+11,,+

o)
1+n,)

De la premiére, on tire

K
()

I=

ouu, = C,.

> &1
2

S
=

De la seconde 5, < —Cy oun, - @, = Cyo. On en tire le résultat cherché.

On construit alors une partition de 'unité C® sur X, 4, @o, @1, " " @
subordonnée au recouvrement

QS -, Q8 A {u,, > %} , Q% {u, < Cyls
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ces fonctions dépendant continfiment des o; pour i€ {0, - - -, n—1} et on
pose

K; = goi b
Xn+1
(o g est 1a fonction dont nous cherchons & majorer I'intégrale).
— Majoration des K; pour i€ {0, 1, - - -, n—2}
On paramétre X, ., a laide de ug, - -, u;, 4;45, * * *, U, €t on intégre
par parties par rapport a u; en remarquant que

of

= €pg -
Ou; °

On a alors:
Ck fl ( o “2) —d/2
Ki|<—-| exp{— 2--2) - u, ““du
I l |ZIK ° p 4 un n

ce qui donne le résultat.
— Majoration de K,_, et K,

On paramétre X, ., a l'aide de uy, - - -, 4,—, et on intégre par parties
par rapport a u,. Pour K, on utilise u, = C, et

0
o 2 po - Cs;
Jug
pour K,
|56,
oug|l ~ u,

6.2. Démonstration du théoréme A pour o. = 0

Les applications z -Wo Z(z) et
z—‘W‘->J‘ E (1 5 X, x) v,(x)
M z
étant holomorphes dans C* et coincidant pour z réel positif sont égales.

De plus on peut facilement montrer que [Z(z)] £ C - |z|* et donc con-
sidérer la fonction Z(o, ¢). Utilisant 2.6 il vient:

62.1) 2(s,1) =n§o(—1)"

. 2
xf exp [— MEU((xi))+ity——a (y— -1:) ]
Mo"*1xX,+1XR 4 \/O'

XPk,;(§0+iy; UsXosXq5° 5 Xy, Xo) __®01’g(xi) ® (V) ® dy.
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Soit, en reprenant les notations de 2.8, P¥ = PX* 4+ P*¥~ avec
k_
Pr(2) = X pui(2)- 2y Py =Y phiz) - 2
120 <0
et en décomposant l'intégrale de maniére évidente:

(6.22) 2, 1) =§0(— (I 6, )+ I (o, 1).

Pour évaluer Z(o, ) nous choisissons Hj & l'aide du:

LEMME (6.2.3): ¢t = 0 étant donné, on peut choisir p,, p, et k (para-
métres dont dépend la paramétrix H,), ¢ une fonction C* sur R égale a
1 dans un voisinage de t et a support dans [t— B, t+ B1(B > 0) et ny un en-
tier, tels que:

3 - ¥ - 1

O 3 WGAHEG) =0 ()

(i) Pour tout ne {0, 1, -, no}, [npo, npy1 0 2/t=B, 2/t+B] = 0;
(iii) Si 21 ¢ Z, [2{t—B, 2Jt+Bl n & = ¢;

(iv) Si 2./t est un point isolé de £, [2\/i—PB, 21+ Bl n L = {2/1}.

On a alors:
0 200 =51 exp [ £ By (=)
n=0 Mort1xX,4+1XR 4

4 - o (4

. 1
X P¥* (23 U, (1) ® 0,(x:) ® pa(U) ® dy+0 (7‘:7) .
i=0
Démonstration de 6.2.3: Les choix se font par étapes successives. On
prend k = 2d+1 et p, tel que pour tout n € N, np, # 2./t.

On peut majorer 'intégrale I, en intégrant d’abord par rapport a y et
en utilisant 3.5:

1P I3 U3 (%)) @ () @ (U)

c’est-a-dire a l’aide de 2.9:
1

(6.2.4) n§0|1,,—(0', ) =0 (?/?) .
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11 existe un entier n,, ne dépendant que de p, et k qui sont déja choisis,
tel que pour n 2 ny+1, on ait:

(625)  Supp(PE") = C*x{((x). U)IEu((x) = 4(t+1)}.

En effet, posant N((x;)) = # {ie {0, 1,---,n—1} tels que X;X; 1 =
Po}, on a |Ey((x;))l = (N((x:))po)* et on voit d’autre part qu'on peut
écrire:

Pﬁ(Z; U; (xi)) = . Z . Vio('xo’ xl) e an—l(xn—l s -xn)U.in(xn’ xO) ’l(ﬁ)
Jos s Jn

X Q... 1(U) - 22— 1)= 2 it d]2

Donc, dans Pt*, les (j;) qui interviennent sont tels que

" d d
'ién(——l) + -

; J 2 2

i=0
De plus les conditions de support 2.4. des fonctions U; et V; font que
I'on a:

3 2 (1= N()Je= ()

On en déduit (6.2.5).
Avec ny ainsi choisi, on peut choisir py, f§ et ¢ de fagon a avoir (ii), (iii),
et (iv). Il nous suffit alors de majorer

S 1o 1)

n=no+1

pour montrer (i). On va utiliser la condition 6.2.5. et le lemme 3.2. en
intégrant d’abord par rapport a y. Soit

Y, = {(U, (x))IEv((x:)) € [4(¢ +p), 4(t+ p+ D[}

onapourn = ny+1:
Supp Pk = C* x(J Y,)
p=1
Nous noterons I} (o, t) I'intégrale sur Y,. En appliquant 3.2, il vient:

(o, 1)| < C\(/é(_:) T ((n :Dd) - exp ( - p_z) 'fypexp (_460 Ev((x,-)))

40

x|PE |(2¢o+ p+3 .y, (x)) ® 0,(x) ® (V)
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et en utilisant la proposition 2.9., le choix de k et la formule de Stirling:

(n+1)d[2
P +3) (D))"

2
|Ir‘:(0', t)l hY —C—Lexp (— g_) . C';_ . (2§0+
\/0 40 o
o0 2 -
x 3 B0l s e (- L e, Vp+3)
nEnotl Jo 4¢

Par sommation en p, il vient (i).
Pour montrer (v) il suffit de montrer que, pour n < n,:

Jarrenea® [ s (1= B2 o o= Y]

. (1—(p (%x,)))) Pi*(z; U; (%) i=é0 0,(x) ® 1(U) ® dy

()

Cette majoration se fait avec 3.4. en se servant du fait que, dans le
support de la fonction a intégrer, on a

t—]ﬂ(ii)—) =t, > 0.
4

Le théoréme A va alors résulter de Iutilisation de la méthode de phase
stationnaire dans 1’évaluation de l'intégrale (v). Posons:

7,(2) = (~1y exp (— gEv«xi») P (23 U, (x)

X (p(%‘%@) i(=>n<)0 v,(x:) ® pa(U)

LEMME (6.2.6): Pour tout n < ny, il existe une fonction ,,, C* a sup-
port compact, dans R égale a 1 au voisinage de 0O telle que

K(2) = exp (= £ Eu(() - P2*(z: U3 ) o (202

M0"+‘Xxn+l

X l//n(xn xO) é Uy(xi) ® ﬂn( U)

soit une fonction bornée en y = Im (z) et que les points critiques de E
vérifient Y, (x,%,) = 0.
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Démonstration de 6.2.6: On applique 6.1. avec o; = X;x;,, et ®(¢) =
¢(t%/4). Les points critiques de E vérifient alors, par dérivation par rap-
port aux u;,

Ao 0y

Ug Uy
et donc d’aprés la démonstration de 6.1., pour o, < C,, il n’y a pasde
tels points critiques dans le support de ¢ o E/4. On prend alors K =
(n+1)d/2 ety telle que Supp (¥,) = 1<, inf (C,, Dg)]. En intégrant par
rapport a y,, il vient
2-4 1

KGNS Ce | xn ' @ uge)

Mont1 =0

Cette intégrale étant absolument convergente, on en déduit 6.2.6.
Démonstration du théoréme A.1: On peut écrire J,(z) = (—1)"{K,(2)
+L,(z)} avec

Lz) = exp (— EE(U; (x,)))

Mo"*‘ 1x Xn+ 1
-0z U; (x1)) .@O v,(x;) @ p,(U)

ou la fonction ¢, = (¢°E/4)(1—y,)PL " est C® & support compact A cause
de 6.2.3. (iii), E n’a pas de points critiques dans le support de ¢,. On en
déduit A.1. en appliquant le théoréme 4.1 avec X = M3 x X, et W = ¢.

Démonstration de A.2: L'existence des f° s’en déduit trivialement:
les prendre par exemple toutes égales & Z(z) - exp (z. L2/4).

Dans I’hypothése ou L, est (ND), on a 6.2.3. (iv) et soit ¢, une parti-
tion de I'unité sur M§*! x X, ., avec la propriété que @, soit égale & 1 au
voisinage de h™1(X,,, x W,)(h cf. 1.2)

L&)=Y exp (— iEU(xi)) Pz Us (x)) - @ (—E—”@)

A=1J Mo"*1x Xn41 4

x (L= (5 F)0x(U: (x2) ® 0,(5) ® (V).

L’évaluation de ces intégrales se fait alors en appliquant directement le
théoréme 4.1. avec “N” = (n+1)d+n et “n” = n;+1+n (cf. Prop. 1.2)
en remarquant que le terme de plus haut degré dans P est en z(**1)4/2
avec un coefficient égal a

1 (n+1)d/2 o
(4_7;) V—1(xo [} xl) ce V—- l(xn—l s xn)UO(xn’ xo)ﬂ(xnxo)

dont le signe est (—1)" pour py < X;X;41 < Py €t X, X < ;.-
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K, étant bornée en z, on a K,(o, ) = 0 (1/\/o). On en déduit finalement
les résultats annoncés dans A.2.

Schéma de démonstration du théoréme B: On peut lire dans [6] p. 252
4 254 la construction des paramétrix pour le laplacien sur les sections
d’un fibré. Ces paramétrix permettent de faire la méme démonstration
que pour le théoréme A. La relation donnant g se démontre en utilisant
le fait que le U§ de la paramétrix peut s’écrire U§ (x, y) = US(x, ) -
O(x, y) ou O(x, y) est le transport paralléle de £, a £, le long de la géo-
désique minimisante de x & y. Les produits de compositions s’interprétent
alors en composant les transports paralléles @(x,, x;), O(x;, x;) - - -
et O(x,, x,).

Schéma de démonstration du théoréme C: On applique la démonstra-
tion de A au développement de

1 i *n 1
E(—; x,y) =Y (L) *Hk(—; x,y).
zZ n=0 A

Pour le calcul de f(z) pour xy < p, il suffit de choisir p, et p; tels que
Xy < po < p; < p; la valeur critique xy n’intervient alors que dans le
premier terme de la série précédente.

Schéma de démonstration de D: En utilisant

b= 3 | oo,
in=Ad M
({944, = A} étant une base orthonormée de E,), il vient:

Z(z) = JME (1 5 X, Tx) v,(x)

z

On écrit alors E comme dans la démonstration de 4 et on est ramené
a chercher les points critiques de

2

Xo X
(U, Xg, Xg5 0t %) > 222 oo 4
Uo Uy

2
X, Txg

Cela se fait a I'aide de Q(M, T') et E; comme dans I. Onest alors dans
une situation qui se traite comme le théoréme A.

Les coefficients pour L, = 0 se calculent par évaluation d’intégrale
du genre

I(z) = fM (-‘é—r)dlzexp (— % x_T-xz) . (iZk:oUi(x, Tx) * 27 (x)v,(x)

ol ¢, est une fonction égale a 1 au voisinage de W,: on procéde directe-
ment par la méthode de phase stationnaire.
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7. Applications a des propriétés déterminées par le spectre

Dans ce chapitre, nous noterons Sp (M, g) le spectre du laplacien opé-
rant sur les fonctions sur M et Sp,(M, g) le spectre du laplacien opérant
sur les formes différentielles extérieures de degré k.

A. Variétés a géodésiques toutes périodiques

Pour une géodésique périodique, nous appellerons période la longueur
de la plus petite géodésique périodique dont elle soit une itérée. On peut
a partir du théoréme 5.A. se poser le probléme réciproque: existe-t-il
deux variétés (M, g,) et (M,, g,) telles que ¥, = £, et Sp (M,,
g1) # Sp (M,, g,)? la réponse est oui; en effet, on peut construire (voir
par exemple [15], p. 145-154) sur la variété S* des structures rieman-
niennes distinctes de la structure canonique et telles que toutes leurs
géodésiques soient périodiques de période 2n. D’autre part il est classique
que S? munie de la structure canonique est caractérisée par sonspectre
([41 p. 227).

On peut expliciter la fonction f;(z) du théoréme (5.A.) pour une va-
riété dont toutes les géodésiques de longueur L, sont périodiques (elles
ne sont pas nécessairement de mémes périodes). En eflet, dans ce cas, I'en-
semble des géodésiques périodiques de longueur L, est une sous-variété
compacte connexe de dimension 2d-1 de Q(M) : c’est 'image du fibré uni-
taire tangent T,(M) par lapplication j : (x, v) -W- (¢ > expy (1L ,v))
qui est un plongement. De plus la longueur L, est (ND), en effet d’aprés
[5] le hessien de E en un point critique a au plus 2d-1 valeurs propres
nulles. On a donc, dans ce cas,

fiz)=2""*(ap+a z” '+ ) exp (ij,, g) .
On peut énoncer le

THEOREME (7.A): Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C* de
dimension d et L € £-{0}, les deux conditions suivantes sont équivalentes:
(i) L est (ND) et la fonction f{(z) correspondant par le théoréme 5.A. est
en 2873,

(ii) Toutes les géodésiques de longueurs L sont périodiques.

I1 nous reste & démontrer que (i) implique (ii). Soit W une variété cri-
que de E connexe compacte de dimension 2d-1 et d’énergie L%. Consi-
dérons Papplication & : T;(M) — H'([0, 1]; M) définie par k(x,v) =
(t > exp, (tLv)). C’est un plongement dont I'image est une variété con-
nexe compacte de dimension 2d-1 contenant W et donc qui lui est égale.
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B. Etude du cas générique (9,)

Nous étudions quelles propriétés géométriques et topologiques de
(M, g) on peut déduire de la connaissance de Sp (M, g) dans le cas ol
(M, g) a la propriété (#,) définie en L.

TutorEME (7.B.1): Si (M, g) vérifie (2,), Sp (M, g) détermine L et les
indices modulo 4 des géodésiques périodiques; il détermine aussi la longueur
des géodésiques périodiques primitives (i.e. qui ne sont pas des itérées) et
le nombre de géodésiques périodiques géométriquement distinctes.

Ce théoréme est une conséquence facile du théoréme 5.A.

THEOREME (7.B.2): Si (M, g) vérifie (P,), les (Sp(M, 9))o<k<a
déterminent non seulement £ et les indices modulo 4, mais le transport
paralléle le long de chaque géodésique périodique y qui est une isométrie de
T, ¥(0) M.

En effet soit 4 ce transport paralléle, il résulte du théoréme 5.B. que
Sp«(M, g) détermine la trace de A*(4) et il suffit d’utiliser la relation

det(I+s-A4) = i ¥« Tr (4%(4))

qui détermine A par son polyndme caractéristique.

Nous nous intéressons maintenant a des propriétés topologiques de M.
On peut écrire les inégalités de Morse pour les nombres de Betti de I’es-
pace des lacets Q(M) ([13]):

(7.B.3) bo(Q(M)) £ 24 {Le ZL*|j(L) = O(mod 4)} +1
et pouri = 1:

BA(Q(M)) < 24 {Le LHJ(L) = i(mod 4)} =24 {L e L¥(L) =
= i—1(mod 4)}+b,(M).

Notamment, on a les résultats suivants sur le 7;(M): dans le cas ou
le nombre de géodésiques périodiques d’indice O(mod 4) est fini, on en
déduit que le nombre de classes de conjugaison de n; (M) (classes d’homo-
topie libre) est fini et une majoration de ce nombre. On a aussi une ma-
joration du nombre de classes primitives. En particulier, s’il n’y a aucune
géodésique périodique primitive d’indice O(mod 4), la variété est sim-
plement connexe.

Dans le cas contraire ou il y a une infinité de géodésiques périodiques
ayant pour indice O(mod 4), on peut avoir des renseignements sur la
croissance des classes de conjugaison de 7,(M).

DEFRINITION (7.B.4): Soit € (M) I’ensemble des classes de conjugaison
du groupe (M) et S un systéme fini de générateurs de m,(M), on pose
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os(u) = # {a e €(M)|le admet un représentant qui s’écrit comme un
mot de longueur inférieure & u par rapport aux éléments de S et & leurs
inverses}. On dira que ¥(M) est exponentielle (resp. polynémiale
degré k) si os(u) < A exp (Bu)(resp. p5(u) < Clul* pour un certain S.
Nous posons

W(l) = #{Le ZIL < letj(L) = 0 (mod 4)}.

Nous allons montrer comment on peut majorer ¢g a 'aide y qui est
déterminée par Sp (M, g) dans le cas (Z,).

TuEOREME (7.B.5): Si y(I) est majorée par une exponentielle en I (resp.
un polynéme de degré k en 1), €(M) est exponentielle (resp. polynémiale de
degré k).

DEMONSTRATION: Soit (M, §) le revétement riemannien universel de
(M, g) et D un domaine fondamental relativement compact. On peut
identifier canoniquement les éléments de S & des automorphismes g, - - -,
gy du revément (M, §), posons § = sup {xg;(x)lie {1, -+, N}etxe D}.
A tout o de ¥(M) on sait associer une géodésique périodique y) de
longueur L, qui minimise I’énergie dans la classe d’homotopie libre as-
sociée 2 o et donc d’indice O(mod 4).

Si g est un représentant de o qui s’écrit

g=4giio ogi (= 11),
on a:
L, £ xg(x) £ xg; (x)+ - - +xg;(x) < ko.

On en déduit @g(s) < 2y(6 - s) et donc le résultat cherché.
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