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SUR LES PREMIERES VALEURS PROPRES DES VARIETES
RIEMANNIENNES

par

M. Berger

1. Introduction

1l existe de trés nombreux résultats sur les premiéres valeurs propres
du laplacien pour les domaines bornés de R"; voir une mise au point
récente dans [14]. Par contre, pour les variétés riemanniennes compactes,
on connait seulement les résultats suivants. Soit A, la premiére valeur
propre du laplacien A opérant dans ’'espace C*(X) des fonctions sur la
variété riemannienne compacte (X, g). Alors:

1.1 (cf. [6], 179-180): si la courbure de Ricci p de (X, g) vérifie
p = (n—1)g, alors A; = n; ce résultat est le meilleur possible: 1, = n si
et seulement si (X, g) est la sphére (S", g,), de dimension », munie de sa
structure riemannienne canonique g,.

2
1.2. (cf.[6], page196): 4, = hz , ou & est la borne inférieure du rapport

volume (W, g)
inf {volume (W, , g), volume (W, , g)}

lorsque W parcourt ’ensemble des sous-variétés fermées de X qui réalisent
une partition de X en deux sous-variétés ouvertes W,, W, dont W est le
bord commun.

1.3. (cf. [6], page 189): si (X, g) est & courbure sectionnelle positive,
alors A; < k(n). (diamétre (X, g))~2, ou k(n) est un saclaire dépendant
seulement de la dimension » de X.

1.4. Le travail [1] fournit pour 4, de (X, g) une borne inférieure ne
dépendant que de: la dimension de X, le diamétre de (X, g), son rayon
d’injectivité, une borne inférieure de la courbure de Ricci et une borne
supérieure de la courbure sectionnelle.
Contrairement au 1.1, aucun des résultats 1.2, 1.3 et 1.4 n’est le meilleur
possible.
1.5 (cf. [9]): si S? est la sphére de dimension 2 et g une structure rieman-
129
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nienne quelconque sur S2:
8n

aire (8%, g)

mieux, si A;,4,, A5 sont les trois premiéres valeurs propres de (S?, g),
on a toujours:
1 1 1 _ 3aire(S?%

L1 3aire(Shg)

1.7 .
A A A 8

Ici, les deux inégalités sont les meilleures possibles: elles caractérisent la
sphére canonique (S?, go).

Dans le présent article, nous donnons trois résultats: deux positifs, un
négatif. Le premier l(n" 2), est une borne supérieure pour 4; qui fait
intervenir les normes des formes harmoniques de degré 1 de (X, g) et la
borne inférieure du volume des hypersurfaces de X non homologues & 0
dans X; en dimension deux, cette borne ne fait plus intervenir la norme des
formes harmoniques et est caractéristique du tore plat équilatéral.

Le deuxiéme résultat consiste & montrer qu'un inégalité généralisant
1.7 serait fausse pour X = S"sin = 3 ou X = T2, le tore de dimension 2:
cf. 4.3 et 4.22. Le n’. 4 contient deux résultats connexes: 4.15 et 4.24.

Le troisiéme (n° 5) est assez spécial: il concerne les variétés de Blaschke
Green, i.e. dont toutes les géodésiques issues d’un point x (quelconque)
de X passent toujours par un antipode X au bout du temps 7.

Pour alléger le n° 4, on a introduit un n° 3 consacré aux calculs des
variations premiéres et secondes des valeurs propres du laplacien d’une
variété riemannienne.

1.8 Convention. Toutes les variétés considérées seront compactes; pour
une variété riemannienne (X, g)'assertion ‘A, , . . ., A, sont les k premiéres
valeurs propres de (X, g) signifiera ceci: les k nombres réels A, ..., 4,
sont les k plus petits choisis dans ’ensemble des valeurs propres, différen-
tes de 0, du laplacien de (X, g), opérant sur les fonctions C*(X), cet
ensemble étant constitué de ces valeurs propres répétées un nombre de
fois égal a leur multiplicité. Si par exemple A, est valeur propre d’ordre
hetk < h, alors les k premiéres valeurs propres de (X, g) sont 4,, 4, =
Aloev s e =44

1.9 Notations. Pour la variété riemannienne (X, g), on notera I'.". les
symboles de Christoffel, V la dérivation covariante de tout tenseur, Hess
f = Vdf'le hessien de la fonction f'e C*(X), v, la mesure canonique et
volume

(X, 9) =fxvg
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la masse totale de (X, g) pour la mesure v,; si plus généralement Y est
une sous-variété de X, volume(Y, g) désignera son volume pour la
structure riemannienne induite par g sur Y.

1.10 Pour la variété X, on notera (5 X (resp.  X) I'espace des formes
différentielles de degré 1 (resp. des formes différentielles bilinéaires
symétriques) sur X, et “ o -’ le produit symétrique de

LnedX:éon=3¢@n+n®@&edX

Par exemple le hessien Hess f est dans G X. On notera 6: HX > O X
Popérateur de la variété riemannienne (X, g) qui s’écrit, en coordonnées
locales:

(5h)i = - Z thki'
k

1.11 Pour les fonctions, les éléments de (5 X ou de & X, on notera (- | )
le produit scalaire ponctuel des extensions tensorielles de g et

o= 6,

le produit scalaire global. De méme pour les normes ponctuelles et
globales: | - |, || - ||

2. Carcan, formes harmoniques et premiére valeur propre

Pour une variété riemannienne compacte (X, g) notons #'(X; Z)
le réseau des formes harmoniques de degré 1 et 3 périodes toutes entiéres
(cf. [4],9) et c la borne inférieure de volume (Y, g) lorsque Y parcourt les
sous-variétés de codimension 1 de X qui ne sont pas homologues a 0
dans X; si a est la dimension de X, le scalaire ¢ n’est donc autre que le
(a—1)-carcan de (X, g) : [4], 6.

2.1. THEOREME. Pour toute X orientable et quelle que soit la structure
riemannienne g sur X, on a

2
4 < 4012 inf {Jloll* : @ € #(X; Z)—{0}}.

Pour démontrer 2.1 considérons we #(X; Z)— {0} et ’application de
Jacobi j, : X — S* de X sur le cercle R/Z = S*, obtenue en intégrant @
le long d’une courbe quelconque joignant x, € X fixé & x: j,(x) = |, ®
(cf. par exemple [4], 5.7). Posons p = j,; & fe C*(S') quelconque on
associe F = fop e C*(X). Si dt désigne la 1-forme canonique de S*, on
a par définition de j, = p: p*dt = w. Sif’ désigne la dérivée usuelle de
fiie. df = f'dt, on aura dF = p*df = (f' o p)w; et |dF|* = (f’ o p)*|w|>.
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D’aprés le principe du minimum pour A, (cf. par exemple [6], p. 186),
on a, pour toute k € C*(X) telle que [yxv, = 0:

dkl*v
”d'C”Z_fx' "0,

= > 1
2 = 1"
x| 2
XK Uy

Le théoréme 2.1 va résulter d’un choix convenable de k. Considérons
aeS!etf, =t cos (2n(t—a)), puis F, = f, o p et enfin

fFavg.
X

Comme f,.; = —f, pour tout a, il existe, par continuité, un a e St tel

que
f F,v, = 0.
be

Pour cet «, posons f = f,, F = F,. Il ne reste plus qu’a évaluer ||dF||?
et [|1F||>.

La situation p:X — S, w = p*dt est un cas particulier de celle
traitée dans la démonstration de la proposition 10.3 de [4]: ici ¥ = S,
notre p est le f de [4] et « = w, B = dt. Cette démonstration de [4]
permet de faire les calculs ci-dessous otl, par abus mais pour simplifier,
nous avons pris les intégrales sur X et S' tout entiers. Remarquons
d’abord que, comme d(#w) = 0 parce que w est harmonique, le scalaire

k =J\ *60
]

est indépendant de la valeur réguliére fe S* (d’aprés la formule de
Stokes si I'on veut ou parce que p~*(¢), p~!(¢') sont homologues pour
deux valeurs réguliéres quelconques ¢, t'). Pour calculer cette constante
k, on calculs

||w||2=f*wAw=f*wAp*dt=f (f *a))dt=k dt =k,
X x st \Jp-1() st

donc k = ||w||?, soit pour toute valeur # réguliére:

2.2 f x0 = ||o]|%
p i)
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Ensuite:

2 2
AR = [ Foo, = [ sono = [ Y22  won ptar
x ! X |00|2 b'¢ |(0|2

= JSICOSZ (2n(t—a)) (fp—l(,) IE)%) dt.

L’inégalité de Schwarz entraine:

EJ0)] *W

2
2.3 f S f #Q = (f —) = (volume (p~'(t), 9))* = 2
pmtw 0" Jp-1y p=i( 1@

par définition de c: en effet, » # O entraine que p~*(¢) est non homologue
a 0 (cf. [4], 5.5). D’ou, a I'aide de 2.3:

f cos? (2n(t—a)) d1.

02

I|FII* =
[l

Puis, plus simplement:
ldF11? =f |dF|*v, =f (f" 0 p)’lool’v, =f (f'op)sone
X X X
=f (f' 0 p)*s0 A p*dt =f f? (f *w) dt
X st )]
= 47r2||co||2j sin? (2n(t—a))dt,
St

grace encore 4 2.2, Comme

f sin? (2n(t—a))dt = f cos® (2n(t—a))dt,

on a bien:

ldF|1* _ 4n*|lo]*
F: = e
pour toute w € S#°1(X; Z)— {0}, d’ou le résultat.
Pour pleinement utiliser 2.1 il faudrait des relations universelles (i.e. indé-
pendantes de g, sur X donnée) entre c et inf {||w||*: we #'(X; Z)—{{0}}.

Il y a un cas ou I’on peut conclure, c’est celui o ¢ = dim X = 2, car
alors (cf. [4], 10):

2.4 inf {[|ol]? : @ e #(X; Z)—{0}} £ (uay,1)"7,

ol y désigne le genre de la surface compacte orientable X et u  , une
constante arithmétique liée & la constante d’Hermite ([4], 7). D’ou le

2.5 COROLLAIRE. Soit X une surface compacte de genre y; alors pour
toute structure riemannienne g sur X:
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4n? -
A £ 7 (u2y,1) 2,

Dans le cas particulier ot X est le tore T?,i.e.y = 1, 0ona

1672

A TS5 0
! 3¢?

lIA

et en outre
_ 167>

3c?

si et seulement si (X, g) est isométrique au tore plat équilatéral.

Il n’y a que le cas du tore & regarder; on a u, , = \/5/2 ([41,7) et
si Iégalité est atteinte, elle 'est d’abord nécessairement dans I'inégalité
de Schwarz 2.3, donc |w]| est constante ce qui entraine que (X, g) est un
tore plat (cf. démonstration de 10.7 dans [4]), tore plat qui est éguilatéral
parce que I’égalité est atteinte dans 2.4 (cf. [4], 7).

2.6. REMARQUE. Considérant le résultat de Hersch 1.6, on peut se
demander ce qu’il en est du produit 1,aire (T2, g) lorsque g varie sur
le tore T2, produit qui vaut 87%/,/3 pour le tore plat équilatéral (cf. 4.).
Pour tout autre tore plat de volume ¥ on a bien

2
LV <

=7
d’aprés [6], p. 148 et [4], 7.5 et 7.11. 1l serait intéressant de décider, si

pour ¥ = aire (T2, g) on a
2
2.7 MV £ :;/13 pour toute g,

et sinon si A,V reste borné ou non. Voir aussi 4.22.

3. Formulaire pour les variations premiéres et secondes d’une valeur propre

Soit (X, g) une variété riemannienne compacte et G une famille 3 un
paramétre ¢ de structures riemanniennes sur X, telle que G(0) = g. Pour
tout # désignons encore par la méme lettre, et sans y faire figurer ¢, les
différents invariants riemanniens utilisés pour G(¢), par exemple (cf. 1.9,
1.10, 1.11): <, >, |l - ll, Hess, J, V, les symboles de Christoffel I'." .,
enfin le laplacien A opérant sur les fonctions. On pose:

dG , dH _d°G

H=2 k=227 K= H00), k = KO
dt dt  dt? © ©)

A = tracegH, h = H(0) = trace, h,
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enfin on désigne par . ' les dérivées par rapport a .
Supposons qu’il existe une fonction @ et un scalaire A, dépendants de
tet C? ent, tels que

3.1 Vt: AP = AD.
Posons #(0) = ¢ et A(0) = A et proposons-nous de calculer

2
¥ = A(0)et A = A7(0) = ‘Z_’Z‘- (0).
t

On supposera en outre normée, i.e. ||®||> = 1 pour tout z. Il faut d’abord
connaitre ’opérateur A’ défini par

VfeC?X):Af = ‘—lgiATf)

Prenons des coordonnées locales quelconques; on sait que (cf. par
exemple [6], pages 30 et 128):

Af = —tracegHess f = — Y. G'V,V, f
3.2 2 i
- yo (P ynd),

i
i,J axi axl k axk

ou (GY) désigne la matrice inverse de la matrice (G;;). On a alors la
formule

3.3 A’f = (H|Hess f)— (SH+1dH | df).

Comme {Af, g> = {df, dg) pour toutes f, g € C*(X) et pour tout 7, en
dérivant et en appliquant la formule 3.7 ci-dessous et la formule 2.10 de
[2], on obtient

AT, 9> +3CHAS, 9> = KHdf, dgy—<df, dg, H).
En transformant {df, dg, H) par la formule de Stokes on trouve

(A, g> = —IKHAS, > +3<5(Hdf), 9>
+{(Hess f1H), g>—<(8H|df), g>-

Ceci ayant lieu pour toute g, on aura bien

Nf = —3BAf—-3(dA\df)+1BAf+ (Hess f|H) — (3H|df)
= (Hess f|H)—(df|6H +1df).

On peut maintenant dériver 3.1 pour trouver
3.4 A’ = AP +A'P+ (dD|SH +3dH)— (H|Hess ®).

On en déduit A’ par la condition de Fredholm classique, obtenue en
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effectuant le produit scalaire global des deux membres de 3.4 avec @;
comme (P, AD'> = {AD, d'> = A(D, D> et que ||P||?> = 1, il reste

3.5 A’ = (H, ¢ Hess &> —{Pdd, SH+1d>.
Que I’on transforme en
3.6 A" = —(H,d® o dd)y—1{d(®?), dil ),
parce que d(9?) = 20dP et que
<d(®?),0H) = (Hess (¢*), H) = {2® Hess ®+2d® o dP, H)

d’aprés la formule 2.6 de [2].
On obtient A" en dérivant I’égalité 3.6. Pour calculer cette dérivée, il
faut connaitre celle des produits scalaires globaux,

dK& ny) d(Kr,s))
adar

oué,nedX (resp. r, s € Ax ) sont des 1-formes différentielles (resp. des
formes différentielles bilinéaires symétriques) dépendant de t. Mais
d((r|s))/dt est fourni par la formule 2.15 de [2], et on a facilement la
formule analogue

37 "«5'")) = )+ En)—( - nlH),

d’ou les dérivées cherchées:
3.8 ﬂr_’ﬁ) = ii [J (rls)uG]
dt dt LJy
=<r, sy +(r, ' >=2(r, s, Hy +3<Hr, s>
d’aprés la formule 2.10 et 1a notation (-, -, -> page 288 de [2]. De méme:

3.9 d(<6’n>) =, p+En>—<KEon, HY+3 (Hf,'D

De 3.6, 3.8 et 3.9 on déduit, avec encore I’aide de la formule df/dt =
R—|H|*:
310 A" = —(K,d®P od®)—2(H,d®d o dd')+2{H, H,dP o dD)
—KH - H,d® o dd)y—3{d(®d’), dH )
—Kd(®?), d(K—|H|*)) +3<H, d(9*) 0 dI>
—~Kd(®?), H diT>.
En remarquant que (formule de Stokes):

3.11 {hydo ode’y = (oh, p'dp)—<h, ¢’ Hess @)
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et en spécialisant en ¢t = 0 on trouve

312 X = —<(h,do o dpy—31{d(¢?), dhy = —<h, ¢ Hess ¢
—{8h+1dh, pdop),

3.13 A" = —<k,dp odp)+2{h, ¢’ Hess ¢)>—2{oh, ¢'dp)
+2<h, h, dop o do)
—Ld(@?), d(k—|hI*)y —3{hh, dp o dpy—3<d(pe"), dh)
+1{d(¢?) o dh, by —3<d(¢?), hdh).

3.14 A quelles conditions existe-t-il A et @ vérifiant 3.1? Le fait que
la multiplicité des valeurs propres ne soit pas toujours constante crée des
difficultés; en particulier, la famille G peut-étre C* sans qu’il existe @, A
vérifiant 3.1 et C*: voir [10], page 111 pour ce genre de contre-exemple.
Par contre, ces ennuis n’arrivent pas si I'on se limite & une famille G
analytique réelle en t. Précisément:

3.15 LemMmE. Si G est analytique réelle en t et si A est une valeur propre
de multiplicité k de A, (onn g = G(0)), alors il existe k scalaires et k
Sfonctions: A;, ®; (i =1,--,k) dépendant de t de facon analytique
réelle et tels que:

1. AD; = A; P, pour tous i et t,
2. A,(0) = A pour tout i,
3. {®;} est, pour tout, orthonormée.

Si le développement en série entiére de G est
G(t) = Y tla,,
i
on étend G a un domaine du plan complexe C en posant
Gx) = Y. x'a;,

pour k¥ de module assez petit, et on définit un opérateur associé sur X:
Ay : C*(X; C) » C*(X; C) en formalisant au cas complexe la for-
mule 3.2:

2
316 Agp S = -, GY (ﬁ - Y r g\) , feC®(X; ),
iJ 0x;0x; & 0%y,
ou ’on a posé:
- g oo (1 G 26u).
i h 6xi 5x1 ax,,
Le domaine de cet opérateur est I’espace de Sobolev H?(X), qui est in-
dépendant de k parce que X est compacte. La formule de définition 3.16
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montre que, pour fe H*(X) donnée, I'application x > Ag,,f est holo-
morphe en k, puisque la matrice (G;;) étant holomorphe et inversible,
sa matrice inverse le sera aussi, ainsi que les dérivées partielies 0Gh;/
0x;, -+ +. Tout ce qui précéde montre que G(x) est une famille holo-
morphe d’opérateurs de type (A), au sens de [10], page 375. Comme cette
famille est self-adjointe (par construction et parce que le laplacien
Ag Dest pour ¢ réel), nous sommes dans les conditions d’application
de I’avant-dernier alinea de la page 386 de [10]: alors la conclusion du
lemme résulte de suite de cet alinéa.

4. Deux contre-exemples

11 est naturel de rechercher des généralisations de 1.6 ou 1.7, ot S2 est
remplacée par une autre variété X. Nous avons déja rencontré cette
question en 2.6 pour X = T2, le tore de dimension 2; voir aussi 4.22.
Pour ce qui est de généraliser 1.6, la question est, & notre connaissance,
complétement ouverte. Par contre nous montrons ci-dessous que la
généralisation de 1.7 est fausse pour X = T? et pour X = S"sin = 3.

4.1. Rappelons d’abord que, pour la sphére canonique (S" g,), la
premicre valeur propre vaut z et est multiple d’ordre #n+ 1, puis que toute
o telle que Ap = no est telle que

4.2 Hess ¢ = —og,

(cf. [6], page 160 et I'’ensemble de la démonstration du théoréme d’Obata,
pages 180-181). Posons ¥V, = volume (S”", g,); alors:

4.3. THEOREME. Pour tout n = 3 il existe sur S" des structures rieman-
niennes g telles que, si V = volume (S", g) et si Ay,..., Ayy, Sont les
n+1 premieres valeurs propres de (S, g), on ait

n+1

3 (V)T < (@b

Draprés [3], 12.19, dés que n = 3 il existe des ke OS" tels que a la
fois h # 0, 6h = 0, i = 0. Fixons désormais un tel % et considérons la
famille 2 un paramétre ¢ de structures riemanniennes sur S” définie par

G: G(t) = go+th.

Elle vérifie banalement la conditon d’analyticité de lemme 3.14, donc en
particulier il existe #n+ 1 fonctions et scalaires ®;, A; dépendant C* de ¢,
tels que AP; = A,P; pour tous i et ¢, et tels que les ¢; = ®;(0) forment
une base des fonctions propres pour 4, = n de (S”, g,). On peut supposer
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la famille {®;} i = 1,- - -, n+1 orthonormée pour tout 7; en particulier
{@;} sera orthonormée.

On est dans les conditions d’applications des formules 3.12, 3.13.
. Compte tenu de 4.2, 6h = 0, h = 0, la formule 3.12 fournit

44 Vii & = 240) = (. nolg> = nh o2 = .
t
La formule 3.13, puisque
k=S =0
de? ’
se réduit a:
12 dZAi ’
A= I (0) = 2<h, ¢; Hess ¢;>+2<h, h, do; o do;>
t
+3Kd(97), d(Ih1?))
= —2n<h, ¢; ;g +2(h, h, d; o dp,y +3d(9?), d(|h1?))
= —2nlh, ;0> +2<h, h, do; o do,>+1d(e}), d(|hI*)),
soit

4.5 Vi 4 =2Ch, b, do;o doy+3Kd(97), d(1h1?)).
4.6 Nous aurons besoin seulement de Y ;4]

Y& = 2¢h, b, Y (dgy o doy)y+3Kd( Y 97), d(1BI*))-
Or, pour (S, go), on a:

n+ n+1

1
4.7 Z(piz=—:zd¢i°d¢i=
i Vo i

g.
0

En effet, {¢;} étant une base orthonormée, la fonction Y ,;¢? et la forme
différentielle bilinéaire symétrique ) ; do; - dp; seront toutes deux in-
variantes par le groupe d’isométries O(n+1) de (S”, go). Ce qui montre
d’abord que Ziq)? est une fonction constante w sur S”, constante que
P’on calcule en remarquant que ||@;]||> = 1 pour tout i entraine:

W, 1> = why = T <ok, 1> = T llol® = n+1.

Puis ) ,do; o dp; est une forme quadratique invariante par O(n+ 1), donc
proportionnelle a g; le facteur de proportionnalité s se calcule en prenant
la trace de I’égalité

sg = Z do; - do;:
trace,(sg) = ns =}, trace, (d; - do;) = 3, |do;l?,
Ylldeid|* = Y nll@?ll = n(n+1), donc <ns, 1) = nsVy = n(n+1).
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Il reste donc seulement (voir la définition de -, -, -)> dans [2], page 288):

(1411,

n+l \ _2(n+1)
)=

4.8 YA =2 <h, h,

0

4.9 En outre la fonction
n+1

EitmE@) =Y ({[V¥M!
i=1

(out ¥ = volume (S" G)) est de classe C®; nous allons montrer que
E'(0) =0 et 5'(0) < 0, ce qui démontrera bien 4.3. Un calcul banal
fournit:

410 VgAnE(0) = — V° 3 (2 4)- 2("“) v'(0),
411 VEerOEr(0) = (zz")+ 2V° E#)+ 22TV
+ 2(n+2)3(n+1) V2(0)— 2(n+1) Vo V(0).

VI(O) = %<ﬁ, 1> =0,
V"(0) = 3k, 1> =3IAIP + 4RI = — 1A%,
d’aprés [2], 2.10 et 2.15. D’aprés 4.10 et 4.11:

—r —rr 2(n+ 1)V, 2(n+1
5(0) = 0,7(0) = — 20F Ve 2 204D o
o n? 2n?
+1
S AR
n

désque i # 0.

4.12. REMARQUE. Bien siir, 4.3 ne démontre pas que I’assertion ‘quelle
que soit g structure riemannienne sur S": 1, V2" < nV2/™ est fausse; il
serait bon de décider ce qu’il en est de cette assertion pour les z = 3. On
peut aussi se demander si ) ;(4;7?/") "1 est bornée inférieurement, lorsque
g parcourt ’ensemble des structures riemanniennes sur S”, par un nombre
strictement positif. A ce sujet, voir 4.15.

4.13. La démonstration de 1.7 dans [9] est basée de fagon essentielle
sur les faits suivants: d’une part le groupe conforme de (S2, g,) est trés
gros, en tout cas plus gros que le groupe des isométries O(3), d’autre part
toute structure riemannienne g sur S est conforme & g,. Ceci n’a rien de
surprenant, car les he O S", 8h =0 et h = 0, que nous avons utilisés
dans la démonstration de 4.3, sont exactement ceux qui représentent les
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variations de structures riemanniennes sur S” qui sont non-conformes a
go: cf. [3], page 42, pour cette philosophie. Il est donc naturel de de-
mander si 'on aurait

n+1

4.14 Y (VAT z (n+1)(nvgm) !
i=1

pour toute structure riemannienne g sur S, conforme a g,, i.e. de la
forme g = fgo,f€ C*(S™; R%). Je ne sais si 4.14 est vraie ou fausse; mais
la technique de [9] permet de démontrer le résultat partiel:

4.15. PROPOSITION. Pour toute g = fg, sur S", on a

; (V)7 Z k(n),

ou le scalaire k(n) ne depend que de n et est strictement positif.

Pour distinguer les invariants riemanniens associés & g, et g respective-
ment, nous mettrons g, g, en indice. Le lemme de [9], p. 1645, reste
valable en dimension quelconque; on peut donc supposer que f vérifie la
condition suivante:

4.16 1,0, =<{f, 0>, =0 VoeV,

ou W = {¢:A, @ =nep} est I'espace vectoriel de dimension n+1 des
premiéres fonctions propres de (S, go). Considérons sur W les deux
formes quadratiques || - ”3., et ||d- H_Z; il existe une base {@;} de W,
orthonormée pour || - |I;o et telle que les ¢; soient orthogonaux deux a
deux pour ||d - ||2. D’aprés [8], formules (2) et (6):

n+1 1

nt1 2
4.17 1oy ladly
S0 T ey

Pour ce qui est des numérateurs, le fait que {¢,} soit || - ||2 -orthonor-
mée entraine que la fonction X;p} est constante sur S”, constante qui
vaut n+1/V, (voir 4.7). On aura donc

n
418 Llleills = ZL Pivy = ——V.

+1
Vo

Draprés Holder, pour tout i:

ldgul; = | Idoze,
sn

2n/2 2/n n—-2)/n ~2)) 2/n
=< (fsn(ldgolg)"’ v,,) (fs"vg) = yomm (fsnld«mzvg) -

4.19
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Mais comme

|d. |, = f7*d. |, etv, = f"?v,,

f Id(polg g _J‘ Id¢|go go*

Comme O(n+1) opére transitivement sur les ¢ de ¥ de méme || * [|g,—
norme, c’est que, pour une base orthonormée {¢;}, le scalaire

f qu)l Zo Uy
s'l

est indépendant de 7, soit 4 sa valeur, qui ne dépend que de n et que le
lecteur pourra calculer s’il le désire. De 4.17, 4.18, 4.19 et ce qui précede,
on déduit donc

on a

2
i 1 Lledls — pyy ey
= I = p2iny = - hzl"Vo pyi-2/n - hzl"Vo ’
d’ou la proposition avec
n+1
k(n) = .
h*"V,

4.20. Cette majoration n’est pas la meilleure possible, parce que, dans
I'inégalité de Holder utilisée en 4.19, la fonction |dg|, ne peut jamais
étre une constante pour une fonction de W.

4.21. Un autre essai de généralisation de 1.7 & des X autres que S2
consiste cette fois-ci a rester en dimension 2 mais 4 remplacer S? parle
tore 72 de dimension 2. La structure riemannienne g, de référence sur
T? est maintenant celle du tore plat équilatéral, pour lequel la premiére
valeur propre est multiple d’ordre 6; pour ce qui concerne le spectre des
tores et le tore équilatéral, voir [6], p. 148 et 236. Définissons 7> comme
le quotient R?/A, ol A est le réseau engendré par (1, 0) et (4, \/3/2); le
réseau dual est engendré par (1, 1/4/3) et (0,2/,/3), donc la premiére
valeur propre est 16 n2/3 et V, =/ 3/2. La généralisation attendue est
déja fausse pour les tores plats:

4.22 PROPOSITION. Il existe des tores plats (T?, g) dont les six premiéres
valeurs propres vérifient

1 _ 6aire(T? g)
i=1 8n%//3 .

Il suffit de prendre pour réseau de R? celui engendré par (1,0) et
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(3, /3/2(1+¢)) pour ¢ assez petit. Alors son dual est engendré par

(- sl

et

(o, _2_) .
J3(1+e)

Les six premiéres valeurs propres du tore plat correspondant a ce réseau
sont donc

4n*(4+ 6e+3¢%)

3(1+8)?
multiple d’ordre 4 et
4

3(14¢)*’

multiple d’ordre 2. Quant & l'aire de ce tore, Cest \/3/2(1+¢). Un calcul
banal fournit, si 'on pose ¥ = ,/3/2(1+¢):

S 1 3/3 3/3 &

d’ou la proposition en prenant un ¢ < 0 assez petit.

4.23. La démonstration du 4.3 a montré que, si on appelle 1,(g), . . .,
An+1(g) les n+1 premiéres valeurs propres d’une structure riemannienne
g sur S" et ¥(g) son volume, alors la fonction numérique

n+1

E:g "’iZ‘l [(9)V ()1

est critigue en g,, en ce sens que ='(0) = 0 pour toute famille analytique
réelle G (a vrai dire, le calcul a été fait seulement pour les & = dG/dt(0)
tels que 4 = O et i = 0, mais le cas général va résulter de ce qui suit).

On peut donc se demander quelles sont les variétés riemanniennes
(X, go) telle que, si a = 4,(g,) désigne la premiére valeur propre de
(X, go) et k son ordre de multiplicité, alors g, soit critique pour la
fonction Z. La réponse est fournie par la:

4.24 PROPOSITION. Sur une variété compacte X, la structure riemannienne
9o est critique pour E si et seulement si une base orthonormée {@;}; _, .. .
de lespace propre de la premiére valeur propre a vérifie les deux conditions:

k ka
1. i2=_’ 2. diodi=‘_"
Foi =0 2 Tdnedo= s

0 hvyo

ou n = dimension de X et V, = volume (X, g,).
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Pour voir d’abord que la condition est suffisante, on peut, d‘aprés
[51, 3, supposer que & = dG/dt(0) e AX est tel que 6k = 0, ot il sagit
du 6 associ€ a g,. La formule 4.10 est simplement ici & remplacer par

n —" V ’ 2k 7
4.25 Vet rE(0) = — a_g(‘;zi)— - V'(0).

En remplagant dans 4.25 V’(0) par 4<h, 1) et 4 I’aide de la formule 3.12,
compte tenu des hypothéses 1 et 2 de la proposition, on trouve bien:

n = Ve h L
VTR (0) = 3 <h. X oy o doi) +iKdh, d(Y 01>~ —<h, 1)

V., ka k -
=—;’<h,7g>——<h,1>

a nV, na
k -
=— (<h,g>—<h, 1}) = 0.
na
Réciproquement, supposons g, critique pour Z. Remarquons d’abord
la décomposition en somme directe orthogonale
426 OX=A®B, A={h:khk=0}, B={fg,:feCX)},

qui résulte de I’écriture

h h
h=—go+ (h——go).
n n
Prenons d’abord des variations correspondant a des 4 tels que i = 0, &

cela prés quelconques. Comme précédemment on trouve

n =’ Ve
yn+ D25 (0) = a_g <h, Z do;.dp;y =0,

ceci pour tout hah =0, ce qui, d’aprés 4.26, entraine qu’il existe
se€ C?(X) telle que

4.27 Y. do; o do; = sg,.
Remarquons alors que ) ;|dg;|*> = ns et posons
k
2
u= .
2oy,
on aura
Z d(9?), dhy = <{Au, h)
et

Au =Y (2¢;Ap;—2|de;|*) = 2au—2ns+ gf; ,
i nVo
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donc

Prenons maintenant 4 quelconque; avec 3.11, 4.27 et ce qui précéde, on
obtient:

VaraE(0) = V" 3 <y Yoy do+Kd (3 o), di> - —<h L

(etsm) o) (52
a? 4 na
=/E,K‘2’s+ °A——> <h———A+»u>=0.
\ a 4a?
Ceci doit avoir lieu pour tout 4; comme il existe des 4 ayant un h imposé
quelconque, par exemple h = hi/n g,, on a donc nécessairement
Au = —4au/(n—2), ce qui implique # = 0 car A n’a pas de valeur propre
strictement négative. D’ou
2
P = —
29 =y,
et puis s = ak/nV,.

4.28. REMARQUE. Les conditions 1 et 2 de la proposition 4.24 expriment
exactement que ’application

((pla.'.a(pk):X_)Rk

est, au scalaire ka/nV, prés, une immersion isométrique de (X, go)
dans la sphére S(0,\/k/V,) de rayon \/k/V, de R*. Mais d’aprés I'exemple
3 de la page 341 de [11], 'image de cette immersion est une sous-variété
minima de S(0, \/k/V,). Ainsi les (X, g,) & g, critique pour Z sont les
revetements finis des sous-variétés minima des sphéres des espaces eucli-
diens. Il faudrait expliquer et préciser ce phénoméne.

5. Premiére valeur propre des variétés de Blaschke-Green

5.1. Définition. Une variété riemannienne compléte (X, g) est dite de
Blaschke-Green si pour tout xe€ X [Dapplication exponentielle en x,
exp,, est injective sur la boule ouverte B(0, ) de T X et si I'image par
exp, de la sphére S(0, n) de T, X est un point, %, de X.

5.2. Exemple, la sphére canonique (S”, go). Il résulte facilement de la
définition que I’application o : X 5 x — % € X, dite antipodie, est une
isométrie involutive de (X, g), et aussi que X est difféomorphe a S”;
enfin que toutes les géodésiques de (X, g) sont simples, périodiques de



146 M. Berger [18]

longueur 2 7. Lorsque # = 2, on sait que toute variété de Blaschke-Green
est isométrique a (S?, g,) (cf. [7]); pour n > 2, la question est ouverte,
voir cependant dans [13] une version infinitésimale.

5.3. Plus généralement, pour toute variété riemannienne (X, g) munie
d’une isométrie involutive ¢, on peut introduire

C"={feC®X):foo=f}, CT={feC(X):foc=—f};
puis, si
Vi={feC?X):4f = Af}:V;y =C  nV,, V7 =C " nV,.
On a la somme directe orthogonale
V=V, @V
et on introduit les premiéres valeurs propres:
Af =inf{A>0:V #£0},Af =inf{A>0:V, #0}.

On peut conjecturer que 1’on a toujours A7 £ A, voire A7 < A;. Dans
le cas de (S”, g,), il en est bien ainsi, voir par exemple [6], page 160; il en
sera donc ainsi pour toute (S", g) si g est voisine de g,. Quoiqu’il en soit
de cette conjecture, on a la:

5.4. PROPOSITION. Soit (X, g) une variété de Blaschke-Green, de
dimension n; alors A Z n; en outre A = n entraine que (X, g) est la
sphére canonique (S, g,).

L’idée est d’utiliser I'inégalité de Wirtinger sur une géodésique fermée
de (X, g), puis d’intégrer cette inégalité sur ’ensemble des géodésiques
fermées de (X, g), ce qui revient & intégrer sur le fibré unitaire U de
(X, g9)- On munit U de sa mesure canonique vy, invariante d’aprés le
théoréme de Liouville par le flot géodésique G, : U — U. Soit xe U et
7x ¢ texp(tx) la géodésique de condition initiale x; par hypothése,
elle est 2rn-périodique, et mieux: o(y.(¢)) = y.(¢t+7). Soit fe C* (X)
telle que fo 0 = —f, a cela prés quelconque; alors la restriction de f'a
Yoo fx 1t f(7,(2)) Vérifie £,(t+7) = —f,(t), en particulier

f fi(t)dt = 0.
0
Donc PI'inégalité de Wirtinger entraine

" 2 " 2
5.5 fofx (Hdt =2 fo (t)dr.

Posons

=] @
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Si p:U - X est la projection canonique, p~*(m) = U,, = {yeT,X :
[Iy|| = 1}, 1a formule d’intégration sur les fibres montre que

=L o]

ol 6 est la mesure canonique de la sphére euclidienne U,, = T,,X. Mais
x > (df (x))? est une forme quadratique sur 7,,X, donc on a

fv (df(x))’e = % (trace,(df(-))* volume (S"~*, g,).

Mais trace, (d;(-))* n’est autre que la norme |df|? de la forme différen-
tielle df de degré 1; si 'on pose ¥, = volume (S"~1, g,), on aura donc:

V V.

5.6 1= jagpe, = Yoasp.
nJx n

Puis, plus simplement, pour

J =L(f o p)’vy:

1=[ rm[[ o]e=v fxfzv,, — VollfII2

meX m

Mais comme, tout #: G;'vy = vy (Liouville), on a pour tout ¢:

f er(df(Gt(x))z bv= fu(df ())voy = 1,

d’ou avec Fubini, si 'on pose
I= f (df(G(x)))*vy ® dt:
[0,=]1xU

f=f1dt=7r1;
0

mais avec Fubini en sens inverse:

=] [[las@erad v
Or df(G,(x)) = fi(t), d’ol avec 5.5:

1= ([ ] ([0

-] roeeena] e
- f o e DG @ dt = .
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On applique encore Liouville & cette derniére intégrale, d’ou

58 J= (f o pYou ® dt = J f "t = Vol I
0

10,71 xU

De 5.6, 5.7 et 5.8 on déduit donc ||df||? = = ||f]|?; cette inégalité ayant
lieu pour toute fe C*(X) telle que fo 0 = —f, on a bien A] = n.

Si A] = n, c’est qu’il existe favec fo 0 = —fet||df]|> = n||f|?; donc
I'inégalité 5.5 doit étre une égalité pour tout x, ce qui entraine que, en
restriction & chaque géodésique de (X, g), la fonction f est de la forme
acost+bsint; on procéde alors exactement comme dans la démonstration
du théoréme d’Obata: [6], page 180.
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