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UBER NUKLEARE (F)-RAUME MIT BASIS
von

Bernd Rosenberger und Eberhard Schock

Von Dynin und Mitiagin [1], [3] wurde gezeigt, daB in einem nuklearen
(F)-Raum jede Basis absolut ist. Wojtyniski [8] gelang die Umkehrung
dieser Aussage: ist in einem (F)-Raum mit Basis jede Basis absolut, so ist
der Raum nuklear. Hier werden nun zunéchst analoge Aussagen fiir ¢-
nukleare (F)-Ridume bewiesen, nimlich daB in einem ¢-nuklearen (F)-
Raum mit Basis jede Basis @-absolut ist und daB andererseits ein (F)-
Raum mit Basis ¢-nuklear ist, wenn in ihm jede Basis ¢-absolut ist. Dabei
heiBt ein topologischer linearer Raum E ¢-nuklear, wenn es zu jeder
Nullumgebung U der Nullumgebungsbasis 1(E) eine Nullumgebung
V e W(E) gibt, so daB Y »_, ¢(8,(V, U)) < o, wobei 6,(V, U) die n-ten
Durchmesser von V beziiglich U bezeichnen und ¢ : [0, c0) — [0, o)
eine stetige, streng monoton steigende, subadditive Funktion mit ¢(0)
= 0ist (vgl. [6]). Im Gegensatz zu [8] wurde in [7] gezeigt, daB die Nu-
klearitit eines (F)-Raumes E schon dann nachgewiesen werden kann,
wenn man Aussagen iiber das Verhalten nur einer einzigen Basis hat:
namlich, wenn in E eine Basis existiert, die sowohl p-absolut als auch
g-absolut ist mit p # g, p = 1, ¢ = 1. Hier soll nun ferner die Nuklea-
ritat eines (F)-Raumes E fiir den Fall bewiesen werden, daB in E eine
p-absolute Basis mit 0 < p < 1 existiert. Insbesondere ist dann fiir solche
Funktionen ¢ : [0, «0) — [0, o0), die eine echte Teilklasse der Klasse
aller nuklearen Raume beschreiben, ein (¥)-Raum mit Basis genau dann
¢-nuklear, wenn eine Basis @-absolut ist.

1.

1.1. Eine Folge {e; },cn (N : = {0, 1, 2, .. .}) von Elementen ey, e, . . .
eines lokalkonvexen Raumes E heif3t bekanntlich eine Basis, wenn es zu
jedem x € E eine eindeutig bestimmte Zahlenfolge {&,},.n gibt, so daB
gilt

X = hm Z ék ek.
n—»o k=0
Durch die Zuordnungen x +— £, werden auf E lineare Funktionale f; mit
fi(x) = &, k eN, definiert; dabei gilt fi(e,) = 6.
207
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Eine Basis {e,},.n heiBt gleichstetig, wenn es zu jeder Nullumgebung
U € (E) eine Nullumgebung ¥V € II(E) gibt, so daB die Ungleichungen

[fil(®)pu(er) £ pr(x), keN

fiir alle x € E gelten. Die linearen Funktionale f; sind dann stetig. Dabei
seien 1(E) die Nullumgebungsbasis von absolutkonvexen abgeschlosse-
nen Nullumgebungen von E und py das Minkowski-Funktional py(x) : =
inf {p > 0:x € pU}. Bekanntlich ist in einem (F)-Raum, d.h. in einem
vollstindigen metrisierbaren lokalkonvexen Raum, jede Basis gleich-
stetig.

1.2. Fiir zwei Teilmengen A und B eines lokalkonvexen Raumes E
mit A = B bezeichnet man mit

5,(4, B) = inf {5 : A c 5B+E,},

wobei das Infimum iiber alle Teilrdume E, = E mit dim E, < n gebildet,
wird, den n-ten (Kolmogorov-)Durchmesser von A beziiglich B. Wir nennen
E @-nuklear (vgl. [6]), wenn es zu jeder Nullumgebung U e I(E) eine
Nullumgebung ¥ e W(E) mit ¥ < U gibt, so daB

306, V) < 0.

Dabei sei ¢ : [0, 00) — [0, o) eine stetige, streng monoton steigende
subadditive Funktion mit ¢(0) = 0, die ohne Einschrinkung als konkav
[5] angenommen und bei der ohne Einschrinkung ¢(1) = 1 gewihlt
werden soll. Da ein lokalkonvexer Raum E genau dann nuklear ist, wenn
fiir alle Ue I(E) ein Ve W(E) mit Y 5,(V, U) < oo existiert [3], folgt
aus der Subadditivitat von ¢, daB jeder ¢p-nukleare Raum auch nuklear
ist.

Zum Beweis des Hauptergebnisses dieses Abschnittes, Satz 1.8. be-
nétigen wir die folgenden Lemmata (vgl. auch [3]).

1.3. LeMMA. Sei U, die Einheitskugel in dem Banachraum |* der be-
schrinkten Zahlenfolgen. Sei {6, }..n eine Folge reeller Zahlen mit 6, =
dy =+ > 0. Ferner sei

B: = {{&}ken€l” ik;)‘sk_llékl <1}

Dann gelten fiir alle n e N die Ungleichungen
(n+1)716, £ 6,(B, U,) £ 5,.

BewEs. (i) Wir beweisen zunichst die rechte Ungleichung. Dazu be-
trachten wir in [* die linearen Teilrdume
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E,: ={{&hen€el®: & =0firk=n}, neN.

Dann gelten wegen

5 suplel <071 T lad < X7 16d < 1

die Beziehungen B = 6, U+ E,, so daB fur ne N gilt
5,(B, U,,) < 6,.

(ii) Wegen

(n+1)7'8, 3 6, 16 < (+1)7! Y 16 < supl&l < 1

erhalten wir fir ne N: U, n E,,; = 6, '(n+1)B, so daB
(n+1)718, £ 6,(B, Uy)
(vel. [4]).

1.4. LEMMA. Seien o, = 0. Sei
A:={&)el® Y o &) £ 1 mit & = 0 fiir o, = 0}
k=0
(wobei 0/0 durch O zu ersetzen ist). Ferner gelte

Y o((k+ D54, U) < 1.

k=0
Dann gilt

k§0§0(“k) =1

BewEis. Wegen Y ;2 o((k+1)0,(4, Uy)) < 1 gilt §,(4, U,,) - 0 fiir
k — oo. Damit ist die Menge 4 kompakt in [®, so daB} &, — 0. Sei nun
{k,}nen eine Permutation der natiirlichen Zahlen, so daB die Folge
{o, }nen monoton fallt. Aus Lemma 1.3. erhalten wir dann mit J, : = o,
auch 6, £ (n+1)3,(4, U,), ne N, so daB gilt

o) o]

> o) =Y @) £ 3 o((k+1)0(4, Uy,)) = 1.
k=0 k=0 k=0
1.5. LEMMA. Sei E ein lokalkonvexer Raum. E ist genau dann ¢-nuklear,

wenn es zu jeder Nullumgebung U e W(E) und zu jedem p > 0 eine Null-
umgebung V, e W(E) gibt, so daff

Y o((k+1¥6,(Vy, V) < 1.

BeEwEIs. Wir beweisen nur die eine Richtung der Aussage. Da E ¢-
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nuklear ist, gibt es zu jeder Nullumgebung U € W(E) und zu jedem p > 0
eine Nullumgebung W, e W(E) mit W, < U und

Y o(0(W,, U)) £ 277D,
k=0
Zu W, findet man eine Nullumgebung ¥, e W(E) mit V, = W, und

6,(Vy» W,) £ (n+1)7?, denn E ist als p-nuklearer Raum auch nuklear.
Somit erhalten wir

6V, U) £ 8,(V,, W,)8(W,, U) < (k+1)"?6(W,, U), keN.

Dann gilt

X o((k 157y, V)

X

k=0

2)
k=

o

(k+170:(Vys U)+ 3. 0((2k+2Fb300(V )

<23 @k +1753Vy, U) S 2°°1 Y. g((k-+1Y0:4(Vy U)

< 27%1Y o(6u(W,. U)) S 1.
k=0

Wir beweisen nun den folgenden wichtigen

1.6. SATZ. Sei E ein g-nuklearer (F)-Raum mit Basis {e,};cn und Ko-
effizientenfunktionalen {f;},.n . Dann gibt es zu jeder stetigen Halbnorm p;
eine stetige Halbnorm p;, so dap3 fiir alle x € E gilt

¥ 0(AIp(ex) S max {1, ()

Beweis. Wir fithren den Beweis in Anlehnung an [3] durch. Da in einem
(F)-Raum jede Basis gleichstetig ist, gibt es zu jeder stetigen Halbnorm p;
eine stetige Halbnorm p,, mit p,(x) £ p,(x) und |fi(x)lpi(er) = Pm(x),
k e N, fiir alle x € E. Sei nun

Vi:={xe€E 1:“5 |fe(x)Ipier) = 13,

dann gilt wegen | £,(x)fpi(ex) < pm(x), k € N, schlieBlich U,, < V;, wobei
U,:={xeE:p,(x) £ 1} die zu p,, gehorende abgeschlossene absolut-
konvexe Nullumgebung in E ist. Da E ¢-nuklear ist, findet man nach
Lemma 1.5. zu U,, eine Nullumgebung U, = U,,, d.h. p,(x) = p,(x) fiir
x € E, mit

> o((k+1)3(U,. U,) < 1.
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Da die Basis {¢,} gleichstetig ist, findet man zur stetigen Halbnorm p,
wiederum eine stetige Halbnorm p; mit p;(x) 2 p,(x) und | £(x)|p.(e)
< pj(x), ke N, fiir x € E. Sei nun

qj(fk) : = sup {|fi(»)l 3Pj(x) <1, xeE},
dann gilt fiir p,(e,) > 0

ix) und . < 1 .
NS oy U1 U= s

Wir setzen ferner

A= {er 0y )| < 1; filx) = 0 fiir q;(f) = 0:,

k=0 qj(fk)
dann gilt wegen
i b
) ST IAEIPe) = T 1AGIne) s Y N <
k=0 Prle)>0 pn(e>0 q;(fz)

auch 4; « U,. Somit erhalten wir fiir ke N 6,(4;, V;) £ 6,(U,, Uy),
so daB

S o((k+1)04(4;, V) < 1.

k=0

Mit oy : = g;(fi)pi(e) und
A= {{fk}keN el® 3k;0“1:1|fk| <1; & =0 fir pi(ek) = 0}

gelten dann die Beziehungen 6,(4, U,) = 6,(4;, V3), ke N, wobei U,
die Einheitskugel in * ist. Nach Lemma 1.4. gilt dann

kgo‘P(‘lj(ﬁc)P,—(ek)) <1

SchlieBlich erhalten wir

S o0ren(e) = ¥ olAWIne) S T olaRnn)

pi(ex)>0

< max {1, p;(x)} Y O(P(qj(ﬁc)pi(ek)) < max {1, p;(x)}

pi(er)>

fiir alle x € E. Dabei beachte man, daB aus p;(e,) > O stets p,(¢,) > 0
und damit g;(f,) < oo fiir solche natiirlichen Zahlen & gilt.

1.7. DeriNiTION. Eine Basis {e,},.y eines lokalkonvexen Raumes E
heiBBt @-absolut, wenn fiir jede Nullumgebung Uell(E) eine Null-
umgebung ¥ e U(E) mit
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S o(lf®)Ipo(er) < 1 = o(1)

k=0

fiir alle x e V existiert.
Dann besteht fiir alle x € E die Identitit

x =Y fulx)er,
k=0

wobei die Reihe absolut-g-summierbar ist (vgl. [5]). Fiir ¢, : [0, ©0) -
[0, o) mit ¢,(f) : = ¢!, 0 < p < 1, erhalten wir eine p-absolute Basis.
Natiirlich ist jede ¢-absolute Basis auch 1-absolut (= absolut).

1.8. Mit Definition 1.7. lautet dann Satz 1.6.

SATZ. In einem @-nuklearen (F)-Raum E mit Basis ist jede Basis -
absolut.

KOROLLAR. In einem nuklearen (F)-Raum E mit Basis ist jede Basis
p-absolut, 0 < p < 1.

2.

2.1. Sei P eine Menge nichtnegativer Zahlenfolgen {p,},.x, so daB3

(i) zu jedem k e N eine Folge {p,},.n € P existiert mit p, > 0,

(ii) fiir alle {p,}nens {Tutnen € P stets eine Folge {6,},.n € P existiert
mit 6, = max {p,, 7,}-

In [2] wird der Folgenraum

Ay(P) = {{&}ken = 1 &1 q,(8) : =k§0¢(léklpk) < ; {p} € P}

mit der durch die Nullumgebungsbasis

{UP,-‘I = q;l([o’ 8]) : {pk}keN =peP,e> 0}

erzeugten Topologie betrachtet. A(P) bezeichne den Raum A;4(P). Dieser
Folgenraum A,(P) ist genau dann lokalkonvex, wenn er zu A(P) iso-
morph ist. 4,(P) ist genau dann @-nuklear, wenn es zu jeder Folge
{Pn}nen € P eine Folge {0,},.n €P gibt, so daB Y2, ¢(o, 'p,) < o,
wobei 0/0 = 0 zu setzen ist; wenn es zu jeder Folge {p,},.n € P eine Folge
{0u}nen € P mit Y2 0(0, 'p,) < oo gibt, dann ist 4,(P) auch lokal-
konvex. Ist also A,(P) insbesondere ¢-nuklear, so ist 4,(P) lokalkonvex
(vel. [2] und [6]).

2.2, (F)-Riume, in denen es eine ¢p-absolute Basis gibt, lassen sich nun
sehr einfach darstellen. Es gilt nimlich der
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SATZ. Jeder (F)-Raum E mit einer ¢-absoluten Basis {e;},.n kann mit
einem Folgenraum A ,(P) identifiziert werden.

BewEIs. Wir setzen in E das Fundamentalsystem {p,},.n VOn stetigen
Halbnormen von E ohne Einschriankung als monoton wachsend vor-
aus, d.h. fir m < n gelte p,(x) < p,(x) fiir alle xe E. Sei nun P: =
{{Pu(ex)}n,xen}. Dazu erzeugen wir den Folgenraum A,(P). Sei K:
E — A,(P) die durch x + {f;(x)}icn definierte lineare Abbildung. Da die
Basis {e,}rn @-absolut ist, existiert zu jeder stetigen Halbnorm p; eine
stetige Halbnorm p; mit

a((A6)) = T plllp(e)) < 1

fir xeU; = {xeE:p;j(x) <1}, so daB KU; < V, ,, wobei V; , =

{{&ken 2 qi(8) = ZI:O=0 o(1&dpi(er)) < 1}. Zu & > 0 gibt es wegen der
Stetigkeit von ¢ ein o > 0 mit

kgorp(lﬁc(x)laps(ek)) Sefirxe Uy,

sodaB K(aU;) = V., = {{E&ken : 9:(8) = Lizo @(1&ilpi(er)) < &} Kist
also stetig. Da ferner alle Folgen {{,e}reny it {&i}ien € 4,(P) in E
absolut-g-summierbar und damit absolut-summierbar sind (vgl. [5]),
kann man x = Y ;2 &€, setzen, und es gilt Kx = {&}1n- Kist also eine
Abbildung auf 4,(P). Wegen

p() S 3 Jalnlen) < 07(E olln(e) = 0”@

gilt fiir die Abbildung K~ ' : A,(P) » E mit {EJien P X = im0 Suh
dann K~Y(V, ,) = U;, d.h. K~ ' ist ebenfalls stetig.

2.3. FaBt man die Ergebnisse von Satz 1.8. und Satz 2.2. zusammen,
so erhilt man den

SATZ. Jeder @p-nukleare (F)-Raum E mit Basis kann mit einem @-nukle-
aren Folgenraum A ,(P) identifiziert werden.

KOROLLAR. Jeder ¢-nukleare (F)-Raum E mit Basis ist isomorph zu
einem @-nuklearen Folgenraum A(P).

Bewers. Da A4,(P) ¢-nuklear ist, ist 4,(P) lokalkonvex und damit iso-
morph zu A;4(P).
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3.

3.1. In diesem Abschnitt beweisen wir zunidchst die Umkehrung des
Satzes 1.8. AnschlieBend zeigen wir, daB fiir gewisse Funktionen ¢ :
[0, c0) — [0, ) ein (F)-Raum mit Basis {e;};.y schon dann ¢-nuklear
ist, wenn die Basis {¢,} @-absolut ist. Zum Beweis der Umkehrung von
Satz 1.8. bendtigen wir den folgenden Satz (vgl. [2], Zusatz zu Satz 9).

SATZ. Sei P = {{pu}nren) €in monoton wachsendes (abzdihlbares)
System von Folgen, d.h. fir m < n gelte p,, < pu, k € N. Der Folgen-
raum A,(P) sei nuklear und lokalkonvex. Dann gibt es zu jeder Folge

{Puic}ren € P eine Folge {p}ven € P, s0 daf
Y. @(Pus Pk ) < 0,
K N
wobei N,,: = {keN : p,, = 0}.

BeEwEls. Wir setzen ohne Einschrinkung voraus, daB lim,_q ¢ '¢(?)
= o0. Angenommen, es gibt ein p,, = {Py.r}ren € P, s0 daB fiir alle p,, =
{Pmi}xen € P die Reihe

Y. P(Puok Pk )
k=0
kéNm

divergiert. Setzt man p, = p,,, dann kann man annehmen, da P ein mo-
noton wachsendes System von Folgen ist und da 4,(P) nuklear ist, daB8

Y. 0(PokPmi) = ©
k=0
k¢ N,
fiir alle m > 0, me N, und
Y PmkPu’ < ©
k=0

fir alle m, /e N mit m < I. Seinun I: = {ke N : py. > 0}; k, sei das
minimale Element von 1. Dann wihlen wir eine monoton wachsende Folge
{k:}ien aus I mit

ki—1 1 1
Y. o(pojpii') > -

J‘=.ki1—1 1
je

Wir definieren uns nun eine Folge ¢ : = {¢;};.n und zeigen daB & € A(P),
aber & ¢ A,(P). Sei namlich &; = 0 fiir j¢ T und &; = (p;;)”" fiir k;_,
= j < k;und je I Dann haben wir fiir me N
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o) o] ki—1
Lllem =Y Y pwiri'
i=0 i=0 j=ki-1
km—l 9] ki—1 1
= X Blowt 2 X PniPurry <
i=m+1 j=k;-
und die Folge {¢;};.n gehort zu A(P). Andererseits aber gilt
o ki—1 ) 1
Zq)(lé lpo) =3 ¥ ¢lpospii') 2 ¥, -
i=1 j=ki-1 i=

also gehort die Folge {&;};.y nicht zu A4,(P). 4,(P) ist somit nach 2.1.
nicht lokalkonvex. Aus dem Widerspruch folgt die Behauptung des
Satzes.

3.2. Als Folgerung aus diesem Satz erhalten wir nun das

LEMMA. Sei E ein nuklearer (F)-Raum mit ¢-absoluter Basis. Dann ist
E @-nuklear.

Bewels. Nach Satz 2.2. ist E topologisch isomorph zu dem nuklearen
lokalkonvexen Folgenraum A,(P). Da das Fundamentalsystem {p,},cn
von stetigen Halbnormen von E ohne Einschrinkung als monoton
wachsend vorausgesetzt werden kann, sind die Voraussetzungen von
Satz 3.1. erfiillt. A,(P) ist also nach 2.1. ¢-nuklear, d.h. E ist ein ¢-
nuklearer (F)-Raum.

Verwendet man nun ein Ergebnis von W. Wojtynski [8], daB ein (F)-
Raum FE mit Basis nuklear ist, wenn alle Basen in E absolut sind, dann
erhalten wir den folgenden

3.3. Sat1z. Sind in einem (F)-Raum E mit Basis alle Basen absolut und
gibt es eine @-absolute Basis, dann ist E @-nuklear.

KOROLLAR. Sei E ein (F)-Raum mit Basis. E ist genau dann ¢@-nuklear,
wenn alle Basen in E @-absolut sind.

3.4. Lemma 3.2. ergibt nun die Frage: Kann man in Lemma 3.2. die
Voraussetzung der Nuklearitét fallenlassen? Dies fithrt zu dem folgenden

PROBLEM. Sei lim, ., (¢(¢)) ™'t = 0. Sei E ein (F)-Raum mit ¢-absoluter
Basis. Ist E dann nuklear (und damit @-nuklear)?

Das Problem 148t sich positiv 16sen fiir ¢,(z) = ¢?, 0 < p < 1. Dann
gilt ndmlich

3.5. SATZ. Sei E ein (F)-Raum mit p-absoluter Basis, 0 < p < 1. Dann
ist E nuklear.

BewEls. Da die Basis {¢};.n p-absolut ist, gibt es zu jeder stetigen
Halbnorm py eine stetige Halbnorm p,, so daB fiir alle xe E
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qu(x) : = (kgolﬁc(x)l"pu(ek)")”" < py(x).
AuBerdem gilt wegen

pol) = 3 UIpu(en) 3 (3 PR = au(x)

daB die Topologie des lokalkonvexen Raumes E auch durch das System
der Quasinormen gy erzeugt werden kann. Zu py betrachten wir nun die
Nullumgebung U, : = {xe€ E: qy(x) < 1}. Ferner sei W:= {xckE:
dw(x) : = Y20 1i(x)Ipv(e) < 1}, wobei py, die oben gewihlte stetige
Halbnorm ist. Wir ordnen nun jeder zu x € E geh6rigen Restklasse aus
E(W) = E|jy'(0) bzw. E(U,) = E/qy ' (0) die Folge {£i(x)pv(e)}een
bzw. {fi(x)py(ec)}ken zu, dann kann man E(W) bzw. E(U,) mit einem
linearen Teilraum von ! bzw. [P identifizieren. Der kanonischen Abbil-
dung von E(W) auf E(U,) entspricht dann die durch die Matrix
{pv(e,)” 'pulec)d;} erzeugte Abbildung von [* in P. Aus der Stetigkeit
dieser Abbildung und aus der Hoélderschen Ungleichung

(, () i) " = (5 (2)) 7 5 e

k=0 \py(e;) k=0 \py(e) k=0
fiir alle {&}yen € [* mit 1/p = 1/r+1 erhalten wir
Z (Pv(e )) <
k=0 \py(e)

mit 7 = p/(1—p). Damit haben wir zu jeder Nullumgebung U, eine Null-
umgebung W gefunden, so daB die kanonische Abbildung E(W) —
E(U,) vom Typus I, r = p/(1—p), ist. Daher ist E nuklear (vgl. [4]).

KOROLLAR (1). Sei E ein (F)-Raum mit Basis {€;}ycn- E ist genau dann
nuklear, wenn die Basis {e} .y p-absolut ist fiir ein (jedes) p € (0, 1).
Als Verscharfung von Satz 3.3. Korollar erhalten wir

KOROLLAR (2). Sei ¢ : [0, 0) — [0, 00) eine Funktion mit lim,_, o @(t)t™”
> 0 fiir ein p € (0, 1). E sei ein (F)-Raum mit Basis {€;};.n- E ist genau
dann @-nuklear, wenn die Basis {e};.n @-absolut ist.

Bewgrs. Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.8., Lemma 3.2., Satz 3.5.
und der Tatsache, daB jede p-absolute Basis, wobei lim,.q ¢(¢)t" 7 > 0
fiir ein p € (0, 1), auch p-absolut ist.

3.6. Ungelost bleibt das Problem 3.4. also fiir diejenigen Funktionen
¢ : [0, ©) - [0, o), fiir die lim,.q, #(¢(z))”* = 0 und lim,,, @(£)t™ 7
= 0 fiir jedes pe (0, 1). Ein Beispiel fiir eine solche Funktion liefert
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o(t): = t(1—log?) fir 0 < ¢ < ¢4, t, geeignet gewihlt. Dies fithrt zu
dem Problem, diejenigen stetigen, streng monoton steigenden Funktionen
f: [0, ©) — [0, 00) mit f(0) = O zu charakterisieren, fiir die die Nuklea-
ritdt eines lokalkonvexen Raumes E aus der folgenden Voraussetzung
folgt: Zu jeder Nullumgebung UeW(E) gebe es eine Nullumgebung
Vel(E) mit V < U, so daB

5 6,%,0) < .

3.7. Ein lokalkonvexer Raum E mit der Nullumgebungsbasis 1(E)
heiBe im folgenden N(f)-Raum genau dann, wenn es zu jeder Null-
umgebung U e U(E) eine Nullumgebung Ve W(E) gibt mit

3GV, V) < o,

wobei f: [0, 0) — [0, c0) stetig und streng monoton steigend mit
f(0) = 0 ist. Topologische Produkte, Quotientenrdume nach abgeschlos-
senen Teilrdumen und - fiir verallgemeinerte Hilbertraume — Teilriume
von N(f)-Raumen sind wieder N(f)-Raume. Da aus Y »2o f(6,(V, U))
< oo folgt lim,,, 8,(V, U) = 0, ist jeder N(f)-Raum ein Schwartz-
Raum, aber es gibt Schwartz-Raume, die fiir kein f ein N (f)-Raum sind,
wie das folgende Beispiel zeigt: Sei |c,| die Menge aller positiven monoto-
nen Nullfolgen und

Aleol) = {{&ken :kiolékh’k < 0, {3} €lcol}-

Mit 8, = \/7,, n € N, erhalten wir Uy = U, und 6,(U;, U,) = Ve~ 0,
wobei Uyt = {{&}ren € A(lcol) : Yo 1EIB = 1}. A(lcol) ist also ein
Schwartz-Raum. Sei nun f: [0, o0) — [0, c0) stetig, streng monoton
steigend mit f(0) = 0. Die Nullfolge &, : = f~'(1/(k+1)), ke N, ist
positiv und monoton. Fiir die beschrinkte Teilmenge

B = {{&i}ken € Alcol) :é:ol&“l =1

von A(|col) aber gilt 6,(B, U,) = oy = f~'(1/(k+1)), ke N. Also ist
f(6«(B, U,)) = (k+1)" nicht summierbar und A(|c,|) kein N (f)-Raum.

Der folgende, uns von B. S. Mitjagin mitgeteilte Satz zeigt, daB nicht
jeder N(f)-Raum nuklear ist.

SATZ 1. Sei f: [0, 0) — [0, ) stetig, streng monoton mit f(0) = O.
Es gelte: Fir alle p > 0 gebe es positive Zahlen c, und ¢,, so daf fiir alle
t€(0,¢,) gilt
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f(t) £ c, 17
Dann gibt es einen nicht nuklearen N (f)-Raum.

BeweEIs: Wir konstruieren einen nicht nuklearen Potenzreihenraum von
unendlichem Typus. Sei

A(P) = {&ulxen 3;0|fn|.0a" < 00, 0 <p < o0}

so gilt bekanntlich fiir die n-ten Durchmesser der Nullumgebungen

UP = {{én}nsN :golénlpan é 1}

die Gleichung 6,(U,,, U,) = (3)™; sei B, = (%)™ Wir haben also eine
Folge {B,} zu konstruieren, fiir die gilt Y o> f(8,) < c© und Y2, B
= oo fiir alle ke N. Sei ¢ =~ und y, = f(B,). Sei ferner N, ke N
eine Zerlegung von N in abzéihlbar viele disjunkte abzihlbare Teilmengen.
Fiir jedes k € N kénnen wir nach Voraussetzung eine Folge y® bestim-
men mit y® = 0 fiir n ¢ N,

0
Zv"" S5 und ¥ o(") = o

Seiy, = Y20 7%. Dann ist, weil N disjunkt zerlegt ist,

Y=Y Y =% YW=

neN neN keN keN neNg

aber fiir alle je N

Yo =% Y o) = w.
neN neN neNg
Die Folge {(log B,)/(log $)},en mit B, = ¢(y,) hat keinen endlichen
Hiufungspunkt, sie 148t sich somit in eine monoton wachsende Folge
{a,}nen umordnen. Der durch die Folge {«,} charakterisierte Potenz-
reihenraum von unendlichem Typus ist somit zwar ein N (f)-Raum, aber
nicht nuklear.
Umgekehrt gilt der

SATZ 2. Sei f: [0, 00) — [0, 0) stetig und streng monoton steigend
mit f(0) = 0. Es gelte: Fiir alle p > 0 gibt es positive Zahlen c, und ¢,,
so daf3 fir alle te [0, ¢,] gilt

< ¢, f(1).

Dann gibt es einen nuklearen Raum E, der kein N(f)-Raum ist.
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BewEls. Wir zeigen, daB der Raum (s) der schnell fallenden Zahlen-
folgen kein N(f)-Raum ist. Wegen

log(n+1)
5n(Uaa Up) = (B) = ’—1—' mit k = lOgg
¢ (n+1)f p

und #? < ¢, f(¢) gilt

1 1 1 1
— > = — — =oo fiirallep £ —.
,.ng ((n+1)") T cpnen (n+ 1) "ok

Also ist fiir alle p, o mitp < ¢

Zf(5,,(U,, Uﬂ)) =
und (s) kein N(f)-Raum.
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