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DIE STRUKTUR DER AUTOMORPHISMEN
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DREIFACH-KNOTENZUSAMMENHÄNGENDER

GRAPHEN

von

Herbert Fleischner

COMPOSITIO MATHEMATICA, Vol. 23, Fasc. 4, 1971, pag. 435-444
Wolters-Noordhoff Publishing
Printed in the Netherlands

Die in [3] und [4] unter Hinweis auf Arbeiten von H. Whitney an-
gefü.hrte Tatsache, daB spezielle, endliche, ebene, dreifach-knoten-

zusammenhängende Graphen auf der Kugel (und bei Vorgabe eines be-
liebigen Landes als ’âul3eres Land’ somit auch in der Ebene; siehe [2])
in eindeutiger Weise darstellbar sind, führte in [1] zur Definition des
0+- bzw. 0 --Isomorphismus (was unter ’eindeutig’ zu verstehen ist,
erkennt man aus dem Beweis von Satz 7 in [1 ]). Diese Definition lautet:

Sind (Xi, Ri)(i = 1, 2) Realisierungen der (abstrakten) ebenen Graph-
en Xi auf der Kugel (in der Ebene), und gibt es einen Isomorphismus I
von Xl auf X2 , wo für p E V(X1), q E V(X2) mit I(p) = q die zu p in-
zidenten Kanten in die zu q inzidenten Kanten derart übergehen, sodaB
die zyklische Anordnung der Kanten und der Durchlaufungssinn er-
halten bleiben (und zwar gleichzeitig für alle p E V(X1)), so nennen wir
I einen 0+-Isomorphismus. Wird der Durchlaufungssinn umgekehrt, so
sprechen wir von einem 0--Isomorphismus.
Es wurde dadurch die geometrische Vorstellung der Realisierung

durch eine Ordnungsstruktur ersetzt und in [1 ] gezeigt, daB zwei spezielle,
endliche, ebene, dreifach-knotenzusammenhängende isomorphe Graphen
notwendigerweise 0+- oder 0--isomorph sind. Auf die Automorphismen-
gruppe G(X) des Graphen X angewandt erhalten wir also

SATZ 1 : Ist X ein spezieller, endlicher, ebener, drei, f ’ach-knotenzusammen-
hiingender Graph, so ist jeder Automorphismus oc E G(X) ein 0+-Auto-
morphismus oder ein 0--Automorphismus.

SATZ 2: Sei X ein Graph mit den Voraussetzungen von Satz 1. Ist die

Menge aller 0--Automorphismen G-(X) 1= Ø, so besitzt G(X) einen Nor-
malteiler voni Index 2, nâmlich die Menge aller 0+-Automorphismen G+ (X).

BEWEIS: Es gilt G+(X) ~ 0, da die identische Abbildung i in G+ (X)
liegt. Sind a, fi E G+ (X), so gilt auch rxf3 E G+ (X). Da G(X), also auch
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G+ (X) endlich ist, so ist dies hinreichend dafür, daB G+ (X) Unter-
gruppe von G(X) ist. Da für a E G+ (X), 03B2, 03B3 E G- (X) folgt 03B103B2 E G- (X),
03B203B3 E G+(X), so gilt card G+(X) = card G-(X). Trivialerweise sind die
Gleichungen G(X) = G+(X) ~ G-(X) und G+(X) n G-(X) = 0 er-

full. Somit ist G+ (X) tatsâchlich Normalteiler vom Index 2.
q.e.d.

Bekanntlich kann ein Automorphismus a als das Produkt einer Per-
mutation der Elemente von V(X) mit einer Permutation der Elemente von
E(X) geschrieben werden. Schreiben wir diese Permutationen als Produkt
elementfremder Zyklen, so ergeben die folgenden Sâtze eine Beschreibung
der Struktur der Automorphismen der betrachteten Graphen.

SATZ 3: Ist X ein spezieller, endlicher, ebener, dreifach-knotenzusam-
menhangender Graph, so gibt es zu jedem nichttrivialen a E G+ (X) hoch-
tens zwei Fixknoten, und alle anderen Knoten von X liegen in Zyklen glei-
cher Lange.

BEWEIS: Es sei oc ein nichttriviales Element aus G+ (X). Sind nicht alle
Knotenzyklen gleich lang, so gibt es wegen des Zusammenhangs von X
zwei benachbarte Knoten, die in Zyklen verschiedener Lange liegen. Es
sei also [a0,b0] ~ E(X), ao, bo liegen in den Zyklen (a0,···an-1),
(b0, ···, bm-1), wobei n &#x3E; m ist. Es ist leicht zu sehen, daB [ai, bj] ~ E(X),
falls

gilt, wobei d der grô0te gemeinsame Teiler von n und m ist (unter ak ver-
stehen wir oCk ao). Wir betrachten folgende Fâlle :

1) Ist m/d &#x3E; 2, so ist auch n/d &#x3E; 2, und die Knoten ao, ad, a2d,

bo, bd, b2d spannen in X einen K3,3 auf, im Widerspruch zur Voraus-
setzung, X sei eben.

2) Ist m/d = 2, so betrachten wir die Knoten akd für 0 ~ k  nld und
bo, bd . Es sind bo und bd mit allen akd verbunden, und n/d ~ 3. Da der
größte gemeinsame Teiler von mld und nid eins ist, ist nid ungerade.
Wendet man also an = (ad)n/d auf bo an, so erhâlt man bd und anbd = bo.
Wir suchen nun ein Viereck K mit den Eckpunkten bo, akd, ala , ba , das
kein anderes aid im Inneren enthâlt. Durch 03B1n wird K auf sich abgebildet,
denn oc’ vertauscht ba mit bd und hâlt alle ai fest. Da K im Inneren kein
aid enthâlt, aber mindestens eines auBerhalb liegt (wegen n/d ~ 3),
bildet an das Innere von auf sich ab. Dann ist aber an im Widerspruch
zur Voraussetzung nicht in G+(X).

3) Bleibt also der Fall m/d = 1 zu betrachten. In diesem Fall ist m ein
Teiler von n, und die Knoten aim sind zu bo benachbart. Umlaufen wir
bo im positiven Drehsinn, so folge akm auf ao. Dann gilt (k, nJm) = 1.
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Ist c irgendein Knoten, der mit bo verbunden ist, so sind die ocimc für
0 ~ i  n/’m paarweise verschieden. Es liege ohne Beschrânkung der
Allgemeinheit (o.B.d.A.) [b0, c] zwischen [bo, a0] und [bo, akm]. Ist

rximc = c, so ist c mit bo auch durch eine Kante verbunden, die zwischen
[bo, aim] und [bo, a(i+k)m] liegt (im positiven Drehsinn). Da X keine
Mehrfachkanten enthâlt, ist dies nur môglich, falls i == 0 mod (n/m) ist.
Der Automorphismus oc" bildet bo und ao in sich ab. Aus [bo, a0] ~ E(X)
und an E G+ (X) schlieBt man leicht, daB an die Einheit i von G(X) ist.
Somit ist otnc = c, und c liegt wie ao in einem Zyklus von oc’, der die Lange
n/m hat.
Wir zeigen nun, daB es auBer bo hôchstens noch einen Knoten von

X gibt, der von oc’ in sich abgebildet wird. Zunâchst setzen wir voraus,
daB alle Knoten von X mit der Distanz t ~ 1 von bo in einem Zyklus
von am der Lange nlm liegen. Es sei x ein Knoten mit der Distanz t + 1
von bo, y der Nachbar von x auf einem kiirzesten Weg W von x zu b0, und
L sei das Stück dieses Weges von y zu bo. Es ist leicht zu sehen, daB
03B1kmL n L = bo, also auch oci’nL n L = bo für i ~ 0 mod n/m. Es sei 1 die
kleinste natürliche Zahl mit alkmx = x. Für 1 = 1 gilt offensichtlich sogar
ocmx = x, da (k, n/m) = 1 ist. Für 1  1  n/m bilden W und alkm W
einen Kreis, der rxkmy im Inneren enthâlt, nicht aber rx(Z + 1 )kmy. Nun liegen
aber diese Knoten auf dem durch 03B1kmW und 03B1(l+1)kmW gebildeten Kreis,
der aber andererseits mit W und otlk, W nur den Knoten bo gemeinsam hat,
im Widerspruch zur Ebenheit von X. Der Knoten x liegt also in einem
Zyklus von am der Lange n/m oder es gilt ocmx = x.

Gibt es keinen Knoten z der Distanz t + 1 von bo mit ocmz = z, so
setzen wir das Verfahren fort, bis entweder alle Knoten von X erfaBt
sind, oder einmal ein Knoten w der Distanz r auftritt mit ocmw = w. Im
ersten Fall ist bo der einzige Knoten, der in einem Zyklus von am liegt,
der nicht die Lange n/m hat, also der einzige Knoten, der von am fest-
gehalten wird. Da am die Knoten b0, ···, bm-1 festhâlt, ist dies nur für

m = 1 môglich. Im anderen Fall sei W ein kürzester Weg von bo zu w.
Es ist leicht zu sehen, daB jeder Knoten von X für ein gewisses i auf oder
in einem von aikm W und 03B1(i+1)kmW gebildeten Kreis liegt, und also jeder
Knoten, der von bo und w verschieden ist, in einem Zyklus von am der
Mindestlânge nlm liegt. Wegen an = i ist die Lange dieser Zyklen genau
n/m. Da nlm &#x3E; 1 ist, hâlt am nur bo und w fix, das heißt m ~ 2. Für
m = 1 erhalten wir die Aussage über die Fixpunkte, und es ist nichts
mehr zu zeigen.
Für ungerades n/2 kônnten in a auBer Zyklen der Lânge n noch sol-

che der Lange n/2 und 2 vorkommen. Kommen Zyklen der Lange n/2
vor, so folgt wie vorhin n/2 ~ 2, also n = 2, und somit m = 1. Haben alle
Zyklen von a Lânge n &#x3E; 2 auBer môglicherweise einem der Lange 2, so
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gehen wir wie bei geradem n/2 vor, wo ebenfalls alle Zyklen von oc die

Lânge n haben bis auf môglicherweise einen Zyklus der Lange 2 für
m = 2. Aus dem obigen ist leicht zu sehen, daB dann die von w = bl zu
ai , a3, ···, an-1 führenden Kanten im entgegengesetzten Drehsinn auf-

einanderfolgen wie die von bo zu ao, a2, ..., an-2 führenden Kanten, im
Widerspruch zur Annahme 03B1 ~ G+(X). q.e.d.
Zu einem gegebenen nichttrivialen rx E G+ (X), der einen Zyklus der

Lange n enthâlt, bilden wir nun einen Teilgraphen Xo c X mit folgenden
Eigenschaften (X erfüllt die Voraussetzungen von Satz 3):

1) xo E V(X0) ~ x0, ····, Xn - 1 sind paarweise verschieden.
2) Xo ist zusammenhângend.
3) XinXj = 0 für alle i ~ j, i,j ~ {0, ···, n-1}; Xi ist durch die

Definitionsgleichung Xi : = ot’Xo gegeben.
4) card V(X0) maximal, card E(Xo) maximal.
Ein solcher Teilgraph Xo existiert, da bei gegebenem a E G+ (X) bis

auf hôchstens zwei Knoten jeder Knoten x E V(X) in genau einem Zyklus
der Lânge n liegt. Aus Satz 3 erhalten wir die Gleichung

wobei rxiFj = Fj für alle i = 0, ..., n - 1, j = 1, 2 gilt.
Zu einer entsprechenden Einteilung der Kanten von X gilt

SATZ 4 : Enthâlt oc E G + (X) einen Zyklus der Lange n &#x3E; 2 (die Elemente
des Zyklus seien Knoten), so gilt die Gleichung

wobei i = 0, ..., n -1; die XOk bzw. yol sind Knoten von Xo, k, 1 durch-

laufen eine gewisse Indexmenge. Die Elemente in den Mengen auf der
rechten Seite der Gleichung sind paarweise verschieden. Eit enthdlt alle

Xit und X(i+ 1)t verbindenden Kanten, und t erzeugt die Restklassen mod n.

BEWEIS: Wir bilden

trivialerweise gilt E0 ~ 0.

Sei [x, y] ~ E0, Wir unterscheiden drei Fâlle:
a) Genau einer der beiden Endpunkte, etwa x, ist Fixknoten bezüglich

Z03B1 : = {03B1i/i = 0, ···, n-1}. Also ist x = F, y E Xr . Da 03B1iE0 = Eo gilt,
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so gilt auch 03B1n-r[F, y] ~ Eo, also Yn-r = xok E V(X0). XOk liegt in genau
einem Zyklus der Lange n, also sind die Kanten 03B1i[F, x0k], i = 0, ···,
n -1, paarweise verschieden.

b) Beide Knoten x, y sind Fixknoten bezüglich Z03B1.Dieser Fall ist un-
môglich, da entweder Mehrfachkanten auftreten müBten, oder a = i gel-
ten mül3te.

c) Beide Knoten x, y sind keine Fixknoten bezüglich a,,, - x = u, E Xr,
y = vp E Xp ~ [uo, vp-r] ~ Eo ; wir setzen p - r = k, und betrachten

{03B1i[u0, vk]/i = 0, ···n-1}. Angenommen [uj, vk+i] = [uj, vk+j],
i ~ j. Dann gilt [uo, Vk 1 = [uj-i, vk+j-i]; wir setzen j-i = s. Aus
Xa ~ Xb = Ø für a ~ b folgt Mo = vk+S, vk = us, also u0 = u2S. Da

o.B.d.A. j &#x3E; i und 0  s  n, ergibt sich 2s = n, also s = n/2. Aus
Vk = Us folgt Xk n Xs ~ 0, also k = s und somit u = v. Das heil3t, nur
für den Fall eo - [xo, xn/2 ] E Eo ist es môglich, daß die ei (i = 0, ···,
n-1) nicht paarweise verschieden sind.
Es muB aber auBer Kanten der Art [xo, Xn/2] in Eo noch weitere Kan-

ten geben, etwa [yo, zt], t ~ n/2, o.B.d.A. t  n/2, da wir sonst

(Ei,nI2 enthâlt genau die Xi und Xi+n/2 verbindenden Kanten) bilden
kônnten ; wegen ni2 E N, n ~ 3, ergibt sich dann n ~ 4, also erhalten
wir mindestens zwei Xi,nI2, und alle weiteren Kanten inzidieren zu
eventuell existierenden Fixknoten. Da Xi,nl2 n Xj,nl2 = 0 für 1 ~ j,
wâre dann X im Widerspruch zur Voraussetzung hôchstens zweifach-
knotenzusammenhângend. Wegen t ~ n j2 sind die [yi, zt+i], i = 0, ···,
n - 1, paarweise verschieden.
Wir betrachten die Kantenmenge

und zeigen indirekt, daB die Elemente von E paarweise verschieden sind,
daB also t erzeugendes Element der Restklassen mod n ist.

Sei Ao E N minimal mit (Ào + 1)t ~ 0 mod n. Aus der Annahme t  n/2
folgt 03BB0 ~ 2. Wir bilden den Teilgraphen

Man überlegt sich leicht, daB keine Kanten der Art [uo, vrt] mit

2 ~ r  03BB0 auftreten kônnen, da oc E G+(X), und daher sowohl[u0, v,,]
als auch [ut , v(r+ 1)t] gleichzeitig im Inneren oder imÃuBeren von X0(03BB0, t)
liegen müßten. Insbesondere gilt also Xn/2 ~ X0(03BB0, t). Wir bilden
analog wie oben Xn/2(03BB0, t) dem Xn/2, Xn/2+t, u.s.f., angehôren.
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Sei Wi ein minimaler Teilgraph von Xi, der xi, y; , zi enthâlt. Wir be-
trachten dazu Skizze 1: Da 03BB0 ~ 2, muß xa = xn/2+t, xb = xn/2+2t sein,
da wir sonst in Widerspruch zur Ebenheit von X gelangen. Da 03B1n/2 E G+ (X),
ergibt sich u = Zn/2, v = YÂot + nl2 - Wegen Xi n Xj = 0 für i :0 j und wegen
Y;’ot+n/2 ~ Xn/2+t ergäbe sich (03BB0-1)t = 0 mod n im Widerspruch zur
Minimaleigenschaft von 03BB0 ~ 2. Also gibt es unter der Annahme, daB t
kein erzeugendes Element der Restklassen mod n ist, keine Kante

[xo, Xnl2l- Vôllig analog weist man nach, daB keine Kante [po, qf] mit
f ~ 03BCt, 0 ~ Il ~ 03BB0 existieren kann. Da es aber hôchstens zwei Fix-

punkte bezüglich R gibt, wâre X hôchstens zweifachknotenzusammen-
hângend. Also ist t notwendigerweise erzeugendes Element der Rest-
klassen mod n, somit die Kanten von E paarweise verschieden.

Bilden wir X (E, t) = ~n-1k=0 Xkt u E, so erkennt man wie oben, daB wegen
der Ebenheit von X keine Kante [po, qf] mit f ±t, also auch keine
Kante [xo, Xn/2]’ auftreten kann. Bilden wir Eit als die Menge aller Xit
und X(i+ 1)t verbindenden Kanten, so ist Eit wegen des Dreifach-Kno-
tenzusammenhanges von X nicht leer, und jede Kante von Eo, die keinen
Fixpunkt als Endpunkt enthâlt, ist in genau einem Eit enthalten. Somit
ist Satz 4 vollstândig bewiesen.
DaB ein oce G+ (X) mit einem Knotenzyklus der Lânge 2 Fixkanten

enthalten kann, ist leicht einzusehen. Wir werden in einer auf dieser Ar-
beit aufbauenden Publikation zeigen, daB fur einen die Voraussetzungen
von Satz 3 erfüllenden Graphen X und für nichttriviales oc E G+ (X) die
folgende Formel gilt:

wobei Fv(a) bzw. FE(03B1) bzw. FL(a) die Anzahl der bei Anwendung von a
in sich übergehenden Knoten bzw. Kanten bzw. Lânder von X sind. Auf
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Grund der drei Formeln (1), (2), (3) gilt für ein beliebiges nichttriviales
a E G+ (X) ein

Erster Struktursatz über die Automorphismen spezieller, endlicher, ebener,
dreifach-knotenzusammenhdngender Graphen:

Jeder nichttriviale Automorphismus a E G+ (X) der Ordnung n ist

darstellbar als das Produkt von paarweise elementfremden Knoten-
und Kantenzyklen, die alle die Lânge n haben (Fixknoten bzw. Fix-
kanten werden in der Produktdarstellung nicht angeschrieben). Ist

n &#x3E; 2, so gibt es keine Fixkanten bezüglich a und daher auch bezüg-
lich Z03B1, und es treten hôchstens zwei Fixknoten bezüglich a bzw. bezüg-
lich R auf. Für n = 2 kônnen hôchstens zwei Fixkanten und hôchstens
zwei Fixknoten bezüglich oc auftreten, und es gilt Fv(03B1) + FE(03B1) ~ 2.

Wir betrachten jetzt 0--Automorphismen von Graphen, die die

Voraussetzungen von Satz 3 erfüllen, und beweisen

SATZ 5: Ist f3 E G- (X) und gUt f3x = x für ein gewisses x E V(X) oder
f3e = e für ein gewisses e E E(X), so folgt f32 = i.

BEWEIS: Sei f3x = x, x ~ V(X). Wir schreiben die zu x inzidenten
Kanten e1, ···, eg(x)(g(x) ~ 3 wegen des vorausgesetzten Dreifach-

Knotenzusammenhanges) dem positiven Drehsinn entsprechend in ei-
nem Tupel der Lange g(x)

Bei Anwendung von f3 geht die Menge {e1, ···, e,(.)l in sich über. Al-
lerdings lautet dann die Anordnung der Kanten im positiven Drehsinn
in x

wobei 03B2e1 = ek, 1 ~ k ~ g(x), gilt. Indem wir 0+(x) und 0- (x) in einer
2 x g(x) - Matrix schreiben, erkennen wir, in welche Kanten e2,...,
eg(x) abgebildet werden. Insbesondere gilt also 03B2ek = el , d.h. 03B22e1 = e1.
Weiters gilt 03B22x = x und p2 E G+ (X). p2 lâBt also zwei Knoten und eine
sie verbindende Kante fest, was nach [3] p2 = i bedeutet.

Sei (3e = e, e E E(X), e = [x, y]. Gilt 03B2x = x, so sind wir nach dem
eben Gezeigten bereits fertig. Wir kônnen also (3x = y annehmen. Da
03B2e = e, so ist 03B2y = x erfüllt. Somit gilt für p2 E G+ (X) 03B22x = x, 03B22y = y,
03B22e = e. Nach [3 ] erhalten wir also auch hier p2 = 1. q.e.d.

Als Folgerung von Satz 5 ergibt sich

SATZ 6: Ist 03B2 E G-(X) und gilt fl2 ~ i, so gilt
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was mit der Gleichung

âquivalent ist.

BEWEIS.: Die Aquivalenz folgt aus der Tatsache, daB die einzelnen Sum-
manden in (4) stets ~ 0 sind. Aus Satz 5 folgt unmittelbar Fy(f3) = FE(03B2)
= 0. DaB dann auch FL(03B2) = 0 sein muB, ist klar. Denn in einem Land,
das nach Anwendung eines 0--Automorphismus in sich selbst übergeht,
gehen entweder zwei Knoten oder zwei Kanten oder ein Knoten und
eine Kante in sich selbst über. q.e.d.

Sei nun P E G- (X) und 132 =Il. Ist n die Ordnung von 03B2, so ist klarer-
weise n = 2k, k E N, da i E G+ (X). Da 03B22 E G+ (X), p2 =1 l, so ist 03B22
Produkt von elementfremden Kanten- und Knotenzyklen der gleichen
Länge k ~ 2 und es gilt FV(03B22)+FE(03B22)+FL(03B22) = 2.

Ein Zyklus der Lânge k von fi2 entsteht aus einem Zyklus der Lange
2k von P oder k (falls k == 1 mod 2), die Fixknoten bzw. Fixkanten von
03B22 aus Zyklen der Lange 2 von fl.

In der bereits oben angekündigten folgenden Publikation werden wir
zeigen, daB für einen 0--Automorphismus der Ordnung 2 gilt:

oder es ist (4) erfüllt.
Zusammenfassend erhalten wir also folgende Sâtze :

Zweiter Struktursatz über die Automorphismen spezieller, endlicher,
ebener, dreifach-knotenzusammenhângender Graphen:

Jeder Automorphismus f3 E G - (X) ist von der Ordnung n = 2k, k e N,
und läßt sich folgendermaBen darstellen:

1) Ist k = 1, so ist f3 Produkt von paarweise elementfremden Kanten-
und Knotenzyklen der Lange 2, und für die bezüglich f3 invarianten Kan-
ten und Knoten gilt die Ungleichung FV(03B2)+FE(03B2) ~ 3, oder (4).

2) Ist k = 2, so ist f3 Produkt von paarweise elementfremden Kanten-
und Knotenzyklen der Lange 4 und hôchstens einem Knotenzyklus der
Lange 2 oder (exklusive) hôchstens einem Kantenzyklus der Lange 2. Fix-
knoten oder Fixkanten bezüglich f3 gibt es nicht.

3) Ist k &#x3E; 3, k ~ 0 mod 2, so ist 03B2 Produkt von paarweise element-
fremden Kanten- und Knotenzyklen der Lange n = 2k und hôchstens
einem Knotenzyklus der Lange 2. Fixknoten oder Fixkanten bezüglich
03B2 gibt es nicht.

4) Ist k ~ 3, k == 1 mod 2, so ist 03B2 Produkt von paarweise element-
fremden Kanten- und Knotenzyklen der Lange n = 2k oder bzw. und
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k und hôchstens einem Knotenzyklus der Lange 2. Fixknoten oder Fix-
kanten bezüglich 03B2 gibt es nicht.

Beispiele dafür, daB sowohl Produkte der Lânge n als auch der Lange
nl2 auftreten kônnen, sind in Skizze 2 und Skizze 3 zu finden. In Skizze
2 ist 03B2 E G- (X) durch die Übergànge A - B, [A, 1] ~ [B, 5 ] hinreichend
charakterisiert. In der Produktdarstellung von f3 treten die Knotenzy-
klen (A, B), (1, 5, 3, 4, 2, 6) und der Kantenzyklus ([1,4], [5, 2], [3, 6])
auf. Die Ordnung von 03B2 ist 6. In Skizze 3 finden wir ein 03B2 E G - (X) der
Ordnung 6 durch die Vbergânge A - B und [A, 1 ] ~ [B, 2]. In der
Produktdarstellung von f3 treten nur die Knotenzyklen (1, 2, 3) und (A, B)
auf, d.h. Knotenzyklen der Lânge n müssen im Fall 4) nicht unbedingt
in der Produktdarstellung von 03B2 auftreten.

Will man feststellen, ob ein gegebener Automorphismus G+ (X) oder
G-(X) angehôrt, so ermôglichen die Gleichungen (3), (4), (5) eine ein-
deutige Antwort. Es gilt also der

Unterscheidungssatz Iiir Automorphismen spezieller, endlicher, ebener,
dreifach-knotenzusammenhiingender Graphen: Sei y * i

y E G(X) gehôrt genau dann G+(X) an, wenn
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y E G(X) gehôrt genau dann G - (X) an, wenn

falls y die Ordnung n ~ 4 hat, bzw.

falls y die Ordnung n = 2 hat.

Insbesondere gehôrt jeder Automorphismus ungerader Ordnung not-
wendigerweise G + (X) an.

AbschlieBend môchte ich meinen herzlichsten Dank meinem Kolle-

gen Wilfried Imrich aussprechen, der mir den Beweis von Satz 3 in der
vorliegende Form zur Verfügung stellte. Zu diesem Beweis wurde er durch
einen von mir stammenden (jedoch umstândlicher und daher breiter aus-
geführten) Beweis angeregt. Weitere Ratschlâge von ihm beschleunigten
den Abschluß dieser Arbeit.
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