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Notations

Les anneaux considérés sont commutatifs & élément unité.

Sik = Kestune extension de corps, tr;, K est le degré de transcendance
de K sur k.

Un anneau de valuation R, de K admet K pour corps des fractions. Si
R, contient k, k(R,) est le corps résiduel de R, et dim, R, = tr;, k(R,)
est la dimension de R,; tr;(R,) = tr, K. Le rang de R, est le cardinal des
idéaux premiers de R,, non nuls. La valuation v est discréte si elle est a
valeurs dans Z' o1 /€ N.

Si X est un préschéma, Oy est son faisceau structural, I'(X, Ox) ses
sections sur X. Si X est intégre, Ky est son corps des fractions ration-
nelles. Si f: X > Y est un morphisme de préschémas, f*: Oy — f4(Ox)
est le morphisme correspondant. L’adhérence de x € X est notée X. Enfin,
dans une somme X I'indice sous chapeau : A n’intervient pas.

1 These présentée a la faculté des Sciences de Nice pour obtenir le diplome de
Docteur de Spécialité (3ie¢me cycle). Ce travail a été subventionné par le Conseil
National de Recherches Scientifiques Libanais.
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Introduction

Le but de ce travail est de traiter le probléme du calcul des Résidus en
Géométrie algébrique.
Leray dans [4] a défini le Résidu en Géométrie analytique ainsi:

THEOREME 1. Soit X une variété analytique complexe et S une sous-
variété analytique complexe de X de codim 1. Pour tout x € X, soit I, une
équation de S au voisinage de x, faisant partie d’un systéme de coordonnées
locales. Une forme weI'(X—S, Qyr @rC) de degré i a coefficients
numériques complexes indéfiniment dérivables (resp. w e I'(X—S, Q)
holomorphe de degré i) a une singularité d’ordre 1 en x si et seulement si
I, est réguliére au voisinage de x.

Alors si on suppose une telle forme w fermée, il existe des formes ¢ et ¥
réguliéres au voisinage de x (resp. holomorphes), tel que, au voisinage U
de x : /U = (dljl) A ¥ +¢. La restriction de ¥ a S n U:

V/SnUe [ ;g ®rC (resp. P[S 0 Ue Qi 4c)
ne dépend que de w, c’est le résidu de ¥ au voisinage de x.

THEOREME 2: Une forme o indéfiniment dérivable sur X — S, fermée, est
cohomologue dans H*(X, C) a des formes fermées ayant sur S une sin-
gularité d’ordre 1. L’ensemble de leurs formes résidus est une classe de
cohomologie dans H*(S, C) qui ne dépend que de .
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Note: Le théoréme 2 est faux si on se restreint aux formes holomorphes
au lieu des formes indéfiniment différentiables.

Grothendieck dans [3] a défini le symbole suivant:

Soit f: X = Y un morphisme lisse de schémas de dimension relative n.
Soit #;, -+, t,e I'(X, Ox) des fonctions telles que le sous-schéma Z
défini par lidéal I = (¢y,---,1,) soit fini sur Y. Alors pour tout
weI'(X, Qxy) on définit le symbole Rés [1,, -%-, t,]€ I'(Y, Oy). Enfin
Tate a traité le probléme des Résidus sur une courbe par des méthodes
nouvelles inspirées par le résidu de Grothendieck, voir [7].

Ce travail consiste essentiellement en une définition du résidu sur un
préschéma X au-dessus d’un préschéma Y, en un sous-préschéma S, qui
approche le Résidu de Leray quand il est défini si X est une variété al-
gébrique au-dessus de C, et le Résidu de Grothendieck dans des conditions
de définition communes.

— Le § 1 contient des préliminaires destinés a faire mieux comprendre
les 2 aspects algébriques et géométriques du probléme.

— Au § 2 on trouve au n° 0 les définitions algébriques du Résidu, qu’on
développe au n° 2 et n° 3 en langage des schémas avec diverses générali-
sations en caractéristique 0.

— En application, on constate au § 3 que le théoréme des Résidus est
vrai dans le cas relatif d’un morphisme de dimension relative 1, 4 fibres
réguliéres completes.

Le lecteur remarquera le désir de définir le Résidu comme un morphis-
me de complexes des faisceaux de formes différentielles.

Il est encore souhaitable de trouver une définition unique du Résidu
qui s’applique aux différents cas rencontrés ici, et surtout d’étudier la
régularité du Résidu, ce qui permettrait probablement d’obtenir un mor-
phisme de degré —1, de la cohomologie de De Rham de X— S, a valeurs
dans la cohomologie de De Rham de S, & condition que S soit assez
régulier.

1. Préliminaires

1. Relations entre les sous-préschémas fermés intégres d’un préschéma X
intégre de point générique P, et les anneaux de valuation du corps k(P).

DEFINITIONS. Soit X un préschéma intégre de point générique P:

i) Une suite de spécialisation de X est une suite de points (xo, " ",
X" )ien de X tel que, pour tout indice i, le point x;.., € (x;) et X; # X;4 1.
Une telle suite est de longueur n si elle s’arréte a lindice n; alors on dit
quelle est au-dessus de x,.

ii) Une suite de spécialisation (xo, * *, x;* - *) de X est maximale (resp.
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normale) si pour tout i€ N, codim (x;,(,%x;) =1 et xo =P (resp.
Oz, xis1 €St intégralement clos).

DEFINITION. Si Y est une partie fermée irréductible d’un préschéma X, de
point générique y, on note Oy, y 'anneau local de ¥ dans X (oude X le
long de Y) égala Oy .

PROPOSITION 1. Soit X un préschéma localement noethérien, normal en un
point x tel que codim ((X), X) = 1, alors I'anneau local Oy , est de va-
luation discréte de rang 1. (EGA, N° 8, II, 7.1.5 et 7.1.6).

PROPOSITION 2. Soit X un préschéma intégre, localement noethérien de
point générique P et (x,, - * *, X;) une suite de spécialisation de X maximale
et normale. Alors, il existe un seul anneau de valuation R, de k(P) dont
le spectre est formé d’une suite de spécialisation (z,, 2, " * * z,), et un mor-
phisme f: Spec (R,) — X tel que f(z;) = ;.

DEMONSTRATION. Cette proposition est une variante du théoréme
démontré dans [6], volume II, p. 106. L’anneau local O, ., est
de valuation discréte de k(x,), de rang 1, car codim (x,+,, x;) = 1; de
plus k(x,) estisomorphe au corps résiduel de O(5,77), »,- On a donc une
chaine de valuation au sens de [6]. Ce qui donne une construction expli-
cite de I'anneau de valuation cherché.

PROPOSITION 3. Soit k un corps et R, un anneau de valuation contenant k
de rang [, de degré de transcendance r sur k et de dimension r—I, donc
le spectre de R, se compose d’une suite de spécialisation (z,, - * *, z;) maxi-
male et normale. Alors il existe un schéma X affine, intégre, de point
générique x, de type fini sur k et un morphisme f : Spec (R,) — X tel que
f(z0) = xo, que la suite de spécialisation (f(z,)," " ", f(z,)) de X soit
maximale, normale, et que f* induise un isomorphisme: O7c5 r(ziv) =
(0 Donc Oz est de valuation discréte de rang 1.

ZisZi+1 " Zis Zi+1

DEMONSTRATION. Pour tout z; € Spec (R,) le corps k(z;) est de type fini
sur k([6], vol. II, p. 90, coroll.). La relation r—/ = try k(z) < - - <
try k(zo) = r implique que tryk(z;) = r—i. Soit P;: R, — k(z;) la pro-
jection canonique. Il existe des éléments x;, - - -, x} ' de R,, d’images
algébriquement indépendants dans k(z;), comme la cloture intégrale
dans k(z;) de lalgébre engendrée par Py(x}), -+, Py(x}7h) est de type
fini sur k, il existe x}*, - - -, x}’' dans R, qui engendrent avec x; * - x] "
une algebre A4; tel que P,(A,) s01t intégralement close de corps des fractions
k(z,). De méme pour tout indice i on construit une k-algébre 4; <= R,,
contenant 4;.;, tel que P;(4;) soit intégralement close de corps des frac-
tions k(z;). On prend pour X le spectre de 4, . Les injections de 4, dans
R, et de A4; dans A correspondent respectivement a des morphismes
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S :Spec (R,) = X et f; : X — Spec A;, tel que par construction

OGIr@m, riss) < OFGm, reisn < 0@,z

le premier de ces anneaux étant de valuation discréte de rang 1, ces 3 an-
neaux sont égaux.

2. Singularités d’une forme différentielle méromorphe

2.1. Rappels sur les formes différentielles relatives

DEFINITIONS. Soit f: X — Y un morphisme de préschémas.

i) Soit A:X—>XxyX et A*: 47" (Oxx«,x)— Ox le inorphisme dia-
gonal. Si on note I = ker A*, les formes différentielles relatives de degré
1 sont les sections du faisceau I/I* = Qy,y.

ii) On appelle fibré tangent de X relativement & Y, le fibré vectoriel
Tx;y = V(Qxy) associé au faisceau de Ox-modules quasi-cohérent Qyy.
(EGA, 1V, 16.5).

PROPRIETES. Soit f: X — Y un morphisme de préschémas.

i) Si f est un morphisme de S préschémas, on lui associe fonctorielle-
ment un morphisme f* : f*(Qy5) = Q¥)s-

La suite f*(Qy,5) > Qx;s > Qx;y = 0 est exacte (correspondant dans
le cas affine d’un morphisme B — C de A algébres a la suite exacte
(C Qs ‘Qlli/A) - Q(IJ/A - Qé/s - 0).

ii) Q,‘(,Y est compatible avec tout changement de base Y' — Y:

Pour tout diagramme

X < xxY'

L]

Y < Y’

1
ona P*[Qx;y] =~ Qxxyy v
iil) Si f est un morphisme lisse, Q}{/Y est localement libre de rang fini.
Alors si Y est un préschéma régulier, X I’est aussi.

REMARQUE. Le morphisme f: X — Y se factorise en f: X —»f_()?) et
i:f(X) > Y. Daprési), @z, y = 0 entraine Q705 ~ Qv

Pour tout Ox-module F sur un préschéma X, on définit le faisceau

0, F comme étant le faisceau associé au préfaisceau qui a tout ouvert
U < X fait correspondre Apy, oy I'(U, F).

DEFINITION. Soit f: X — Y un morphisme de préschémas.
i) Le complexe Q%,y des formes différentielles sur X relatives @ Y est
la suite des Qy,y = Nb, Qx/y munie de la différentielle extérieure.
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ii) Si X est intégre de point générique P, on note Kx le faisceau constant
des fonctions méromorphes, de fibre k(P). Les formes différentielles méro-
morphes de X de degré n sont les sections du faisceau constant

KX(‘Q}/Y) =Ky ® QnX/Y ~ Kx® Q;’/f(_x)
Ox OX

~ Qv ixzoo defibre Qi misp) -
Pour plus de détail voir EGA, IV, 16.3.

2.2, DEFINITIONS. Soit f: X = Y un morphisme de préschémas. Sup-
posons X intégre et soit ¢ : Q%,y > Kx(Q%,y) le morphisme canonique.

i) Une forme e Ky(Q%y) est définie en un point xeX si
wE (p(QZx, x/0v, _f(x))'

i) Si ¢ est injectif, on appelle idéal des dénominateurs de w I’annulateur
I, = Ox de la section @ image de o dans Kx(Q%,y)/o(2%/y)-

PROPOSITION. Dans les conditions ii) de la définition précédente.

i) L’idéal 1, est quasi-cohérent et définit le sous-préschéma fermé S,
des singularités de la forme w, complémentaire du domaine de définition
de .

ii) Side plus f: X —» Y est lisse et X est régulier, I'idéal 1, est a fibres
principales (i.e., S, est une hypersurface).

La démonstration de i) est dans (EGA, 1V, 20.2.14). Avant de démontrer
ii) on établit:

LEMME. Soit X un préschéma localement factoriel (i.e. pour tout x € X
Panneau Oy, |, est factoriel). Soit x un point de X, un voisinage ouvert U de
x, et geI'(U,Ox). Alors, le germe g, est irréductible dans Oy, si et
seulement si x appartient & 1 seule composante irréductible du sous-pré-
schéma V (g) de U défini par l'idéal (g) et V(g) est réduit en x.

Ce lemme est évident a partir des 2 remarques suivantes:

1) Un élément irréductible d’un anneau factoriel engendre un idéal
premier.

2) Un point z d’un préschéma Z appartient & 1 seule composante
irréductible de Z si et seulement si le nilidéal de O, , est premier.

COROLLAIRES. 1) L'ensemble des points x de V(g) tel que g, soit irré-
ductible est ouvert dans V(g).

2) Soit W un ouvert de X et ge I'(W, Ox). Si V(g) = W est irré-
ductible et si pour tout x € V(g) le germe g, est irréductible, alors g € I'(W,
Oy) est irréductible.

3) Soit x€X et g, = .Sy, """ Six" " S,y Une décomposition de g,
dans Ox . en un élément inversible a, et des éléments irréductibles s; .,
alors les V (s;) sont les composantes irréductibles de V (g) passant par x.
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4) Supposons X localement intégre et soit x € X. Une fraction rationnelle
flg sous forme réduite en x est nécessairement sous forme réduite au voi-
sinage de x.

Suite de la démonstration: Pour tout x € X 'anneau Oy, est factoriel
et il existe un voisinage ouvert U de x tel que 2,y soit libre de base
dt, - - - dt,,; on peut mettre la restriction de w & U sous la forme

M‘dtil/\- SeAdt

1< <in g,

in

tel que les germes des fractions (f3,...; )/(9;,...;,) soient sous forme ré-
duite en tout point de U (restreindre U au besoin). Alors le produit des
€léments irréductibles intervenant avec leur plus haut exposant dans la
décomposition des g;,...;, en un point y de U, engendre I, au voisinage
de y.

COROLLAIRE. Soit f: X —» Y et F un sous-préschéma fermé de X. Si on
suppose | lisse, X localement noethérien et régulier et F de codimension
= 2 dans X, alors pour tout entier P on a I'(X—F, Q%y) = I'(X, Q%/y)-

3. Le morphisme Trace ou le Résidu en dimension relative 0

3.1. LeMME. Soit f: X — Y un morphisme dominant, localement de
type fini, entre 2 préschémas intégres de points génériques xe X et y =
f(x)€ Y. Si on suppose k(x) algébrique sur k(y), alors pour tout fermé ir-
réductible F G X, ona f(_ﬁ # Y.

DEMONSTRATION. Soit x’ le point générique de Fet supposons f(x') = y.
Alors k(x") et k(x) sont des extensions algébriques finies de k(y). On a:

tro) Ox, v = trygy K(X) = tryp) k(x') = tryg, Ox, o/My;

ce qui implique que la projection canonique: Oy, , = k(x’) est un iso-
morphisme ([6] vol. I. ch. I, § 12, th. 29); et par conséquent x' = x
absurde.

PROPOSITION. Soit f: X — Y un morphisme dominant, de type fini, entre
2 préschémas localement noethériens, intégres, de points génériques x € X
et y€ Y. On suppose k(x) algébrique (donc une extension finie) sur k().

1) 1l existe un ouvert V <= Y d’algébre B tel que f~ (V) = X soit af-
fine d’algébre A libre et finie sur B.

ii) Si de plus, k(x) est séparable sur k(y), on peut supposer A de la
forme Blul.

DEMONSTRATION. Soit ¥, un ouvert affine de Y et U, un ouvert affine
dans f7'(Vy), (s-1ve Uo est une réunion finie de fermés irréductibles
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qui ne dominent pas ¥V,,. Donc il existe un ouvert affine V = ¥, d’algébre
Btelquef ™ }(V) = U, soit affine d’algebre 4 de type fini sur B.

Si oy, ", , forment une base de k(x) sur k(y), on peut restreindre
V pour que A soit un module libre de base w,, * - *, ,, sur B.

Si k(x) est séparable sur k(p), il existe un élément u e k(x) tel que
k(x) = k(y)[u], alors on peut restreindre ¥ pour avoir 4 = Blu].

COROLLAIRES. Sous les conditions de la proposition, avec I’hypothése de
séparabilité.
1) 1l existe un ouvert V < Y non vide tel que flf *(V):f~'(V) >V
soit un revétement étale.
2) Si X et Y sont au-dessus d’un préschéma S, il existe un ouvert V< Y
non vide tel que
[f/f(;)l] *(Qtlf/s) = Q}-I(V)/s .
On a,
f* Ky 1? Ky(Qys) = Kx(2x5)-
Y

DEMONSTRATION. Il existe un ouvert U = X non vide tel que f restreint
a U soit étale; voir (EGA IV 18.4.1 et 18.4.2); d’aprés le lemme on peut
supposer U = f~1(V) o V est ouvert dans Y. Ce qui démontre la 1ére
partie, la 2¢me devient alors évidente.

3.2. DEFINITION. Soit k un corps, Ky une extension de k et Ky une
extension séparable, finie de K. La multiplication par un élément a dans
Ky définit un endomorphisme Ky-linéaire d. On définit la trace tr° : Ky - Ky
par tr°(a) = trace (@) et tr? : Qk  — Q& comme le composé des mor-
phismes suivants:

Ok

tro°®id
P —_ P P
X/k = KX 1(? ‘QKY/k KY K® QKY/k = ‘QKY/k'
Y Y

Si Ky est inséparable sur Ky le morphisme tr? est nul.

REMARQUE. Avec les notations de la proposition précédente, si a € Ky
est entier sur B, alors tr°(a) est entier sur B dans Ky . Si B est intégralement
clos, tr? induit un morphisme de Q% dans Q% (on suppose A et B des k-
algébres). Pour plus de détail, voir (EGA 1V. 18.2).

Interprétation géoméirique du morphisme Trace.

Soit f: X — Y un morphisme entre 2 variétés algébriques intégres au-
dessus d’un corps k algébriquement clos, tel que Ky soit une extension
séparable de Ky de degré n.

Soit a e Ky, il existe un ouvert ¥ = Y non vide tel que Tr°(a) soit
régulier sur V et a soit régulier sur f~!(¥). Alors, en tout point y € V
tel que f~*(y) se compose de n points distincts:
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[T(a))y) = ¥ a(x).
xief 1)
De méme si on suppose V tel que pour tout x€f~ *(V) le morphisme
tangent T, f: T, X = T, Y soit un isomorphisme et si
o= 3 iy d[f*(lh)] AT A d[f*(lip)] € Q- 1y

i1<-:-<ip

ol on suppose Q;l,,k libre de base (dl;) pourie [l - - - m]; alors on a:

T["(a)) = Z Tro(ail . "ip)dlilA A Adlip N

c’est-a-dire

[Trrol(y) = ) )w(xi) o (T f)""

xief "y

2. Résidus
0. Résidus en algébre

0.0. HypoTHESE. Dans tout ce numéro, on considére un corps K, un
anneau C et un anneau R, de valuation discréte dans K, de rang 1, muni
d’une structure de C-algébre. On désigne par k = x(R,) le corps résiduel
de R,, par m, I'idéal maximal de R, et par p : R, — (R,/m,) = k la projec-
tion canonique. Enfin on suppose qu’il existe un morphisme de C-algébres
i:k — R, tel que P o i = id,, on identifiera souvent k et i(k).

L’anneau R, s’injecte dans un anneau de séries formelles a une indéter-
minée:

D’apreés un théoréme de Krull (), ym}) = 0 ([6], vol. II, th. 9, p. 262).
Donc R, s’injecte dans son complété pour la topologie m,, adique. Comme
le complété contient son corps résiduel k, il est isomorphe & un anneau
k[[/]] ou I est une uniformisante ([6], vol. I, corol. p. 307). Cette injec-
tion se prolonge en une extension : K — k((/)).

Pour tout n € Z, on note * le morphisme k-linéaire de K dans k((/))
tel que pour tout fe K : #"(f) = f*" soit le coefficient de /" dans le dévelop-
pement de f en série formelle. Si f, ge K, on a (fg)*" =Y pezf*9* *,
la somme étant toujours finie.

REMARQUE. # est défini par (f— Y4, i(f*")")e (1271), et dépend de i.

0.1. Le morphisme Résidu en R, de Qx,c dans k.
On rappelle le:

THEOREME SUIVANT (Tate). Soit k un corps, K une k-algébre, V un K-
module et A un k sous-espace vectoriel de V tel que pour tout fe K:
(fA+ A)/ A soit de dimension finie sur k. Soit E; (resp. E,) = {0 € End,(V):
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(O(V)+A)/A, (resp: ©(A)), soit de dimension finie sur k. Il existe alors une
seule application k-linéaire Rés); : Q}(/k — k tel que pour tout f, g€ K,
R&Y(f, dg) = Tr [fi, g1l ot [fy, 911 = fr 0 g1—g1 0 fy quel que soit
f1> 91 € Endg (V) vérifiant les conditions suivantes:
1) f = fi(mod E,) et g = g,(mod E,) . 2) Soit f; € E, soit g, € E;.>
Il existe donc un morphisme résy, : @k, — k. Soit ¢ la projection
de Qllqc sur Qll(/k = Qllqc/ [K ® ‘Ql%/C]'

DEFINITION. Sous I’hypothése 0.0, et avec les notations précédentes, le
morphisme Résidu sur Qg est: Résg, = 1ésg, 0 4 : Qxic = Qup — k.
Noter que le Résidu Résﬁv s’annule sur K ®, .Q,%/C.

0.2. Extension de la définition du Résidu au complexe Qy /c-

La différentielle d : Q,c —> Q)¢ est définie par d(fdg, A - - - Adg,) =
dfAdg, A - - - Adg,, d est Clinéaire,dod =0etsiae Qx,c, € Qgc” >
d(AB) = [da)AB+(~1) aAdB.

THEOREME 1. Sous I’hypothése 0.0, il existe un seul morphisme Résidu en
R, : Rg, (ou R simplement): Q%,c > Qic, tel que pour toute uniformi-
sante u de R,, et pour tout f, (9;)i=1..., € K:

R(fdg,A---4dg,) = Y (=1)*

ie[1, p]

x % [R(fu®t gy dginA b AdgE

g*" est le coefficient de u" dans le développement de g dans K((u)).

R(fulm+ 0" tm0)dg ) est le résidu Résy, d’une forme de degré 1.

DEMONSTRATION. On écrit d’abord R,, puis on démontre que R, ne
dépend pas de u. Soit R, : (Kx K)* - Q& ¢ tel que
R((f1591),  (fp0)) = 3 (=17
iE[l ces p]

X 2 p_l[R((fl .. 'f,,)u("”’ LRSS +np)dgi)]dg=1kn1/1 RN P Aedg:""

nyeecfees npeZ.

C’est une somme finie, en effet si n; est assez petit pour un certain j, alors
*n; . Py
g;" =0,etsing +---i+ - + n, est assez grand

R((f1 .. .fp)u(n1+...i+...np)dgi) _ 0'

Etant C-multilinéaire, I'application R, induit un morphisme sur
(K ®c K)?. Soit H; le C-module engendré par les éléments: (f; ®
kihi—f;k; ® hj—f;h; @ k;) dans (K ® K);, pour un indice je [1- - P].

3 [f1> 91] est un morphisme fini-potent et sa trace est définie dans ¥, voir [7].



[11] Résidus en géométrie algébrique 389

Le morphisme R, s’annule sur

H(K ® K), xH;x HI(K ® K);:
1=j+

Soit f=f; x * -+ xf,, en développant d(k;;)*" en Y, 5(k} ™~ ?)dh}*
+h¥adkT "™ D) et en utilisant la k-linéarité du résidu d’une forme de
degré 1; on a (voir page suivante).

On a vérifié ainsi que R, est défini sur [Qg, 1.

Il reste a voir que R, est bien défini sur Qf,: on remarque tout d’abord
que R, passe sur ®% Qk,c. Sipour o = f;dg; @ - ** ® f,dg, € ®% % c,
g: = g; et f; = fj pour 2 indices distincts, alors dans R,(®), les termes
suivants sont nuls:

[R(fu®™* "+ " dg,)ldgy" A+~ h---dgi"---dg}™---dg;"™
+[R(fu("‘+ . +"P)dg,,)]dgf"‘A B dg*"l . dg*”‘ dg*"”

et R,(w) est nul.
Finalement, on obtient un morphisme R, sur 2 ¢, k linéaire et nul sur

Im (K ®; Qc)-

Lindépendance du Résidu de I'uniformisante.

LEMME 1: Soit u, une uniformisante de R, et duy : K ®, Qe — Q% ¢
le morphisme défini par dug(w) = dugAp(w) oi ¢ : K @, Q% —
Q% ¢ est induit par Pinjection de k dans K. On a

Q%c = Im (K ® Qfc)+Im ((1/uo X R,) ® Q) +du (K ® Q!
R

ou Im désigne I'image dans Q% c.

Le module 1/uy, x R,, image dans K de R, par la multiplication par
1/uy, est indépendant du choix de u,. Soit w = fdg, A - - - Adg, € Q%/c,
si on remplace f par Y.z f* ub, g; par Y < <h<n g3 Up+g; , avec
=, gteketg;,en, laforme w s’écrit comme somme de termes des
3 types suivants:

1) Les termes contenant un dg; , appartiennent & Im ((1/uo % R,)
®g, P&, c) pour n assez grand.

2) Des termes dans Im (K ®, 2%,¢)

3) Des termes du type

a ugduo AdgiiA - - Adg*"fp—x

€ duo(K ® Q) Qs -on; €K

r-1

nyttmiL

LEMME 2: Le Résidu R, qui est nul sur Im (K ®, QF ) est indépendant de
luniformisante u, sur
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Im {(1/ug X R,) ® @&, c}+duo(K @ Q2ch).
Ry k

Si o = fdg,A- - Adg, € Im ((1/uo X R,) @, Q%./c);

R(0) = [12 ]( —1)7'R(f dg)dg°A- - -1 - - - dgy°,
iy

les autres termes étant nuls. Or pour tout g € R,, le coefficient g*® = P(g)
est indépendant du choix de u. Si w = fdu,Adb,A--- Adb,_, € du,
(K®, Qc") ou bjek pour je[l, -+, (p—1)].

Le résidu R,(w) = R(fduo)dbyA - - - Adb,_, est indépendant de u, les
autres termes étant nuls.

Fin de la démonstration du Th. 1.

COROLLAIRE 1. Le résidu R s’annule sur Qf ;c et si f= Y pez f*"u",
9i = Ynez 93"u" pour f, g;ek et je[1---pl, on a (calcul pratique du
Résidu),

R(fdg,A--- Adg,) = [l.z.. ](—1)i‘1

x Y ( y b g *M)dgtmA - - -1 Adght

ny-eelooemp hthi=—(ng+ - i tnp)

COROLLAIRE 2. Supposons qu'il existe n+1 éléments (u, (4;)j=1...)
vérifiant les conditions suivantes: 1) Iélément u est une uniformisante de
R,, 2) pour tout je[1-- - nl, u; =iop(y;) et du, (du;)jcry...my forment
une base de Q¢ alors si

o= Y (Xfi., _u)duddu,A--- Adu

1<+ <ip_1 ieZ

+ Y iy, dug A - Adug
R(w) = Sl dui’ A Adu)

. -1
i1<+e<ip-y

On retrouve ainsi le Résidu tel que J. Leray I'a défini pour une singu-
larité d’ordre 1.

REMARQUE. Le complété de R, (resp. K) est R, = k[[/]] (resp. K =
k((Z))), on peut calculer Résk, : Qi c = e
0.3. Propriétés du Résidu

PROPOSITION 4. Sous I’hypothése 0-0, soit d la différentielle de Q¢ et R
le résidu. Alors on a: do R+Rod =0
Soit w = fdg,A - - - Adg,e Q.
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Rod(w) = Z [R(u™* " *"df)]dgt™A - - - Adgy"*

+-npeZP
+ Z (_1)1 1 2 [R(u(no+---i---+np)dg )]df*nOA Adg*np
ie[1---p] noreciee.
=Y —(ng+--- +n,,)f* (mt e+ dg A - - - Adgy®
nyc-np
-y (Y
ief1--pl no+++Friemy
_(n0+ et +np)g* (no+.-.i..-+np)df*noA Adg*np
doR@)= T (-1)7
iE[l-"p]
x ) ) d(n,gi"f*"°)dgi" A+ -1~ - - Adgy"?
Byveodeeenp notng=—(ngt e ieee +np)
= [Z ( 1)1 1 2 nif*—(nl+...-+np)dg;l=niAdg=:n1 e »l. e dg;lmp
ie[1 e np
(1)
+ ) - DY
ie[l- non1"'i~'-np
—(n0+n1 . +np)g* (motmy+---l-ee +"p)df*"oA v Adg*""

Le terme (1) s’écrit

Y (g - ) fET Tt ggin A e Adg e,

et la proposition devient claire.

PROPOSITION 5. Sous I’hypothése 0.0, on considére un corps K', un an-
neau de valuation discréte R, de K', de rang 1, muni d’une structure de C
algébre, d’idéal m,, et une injection de C-algébres ¢ : R, — R, . On note
P':R, — k' =k(R,) la projection canonique. On suppose qu’il existe
une injection de C-algébres i’ : k' — R, telle que P’ o i' = id,., telle que
les conditions suivantes soient vérifides:

1) [o(m,)IR, = m,

2) Le diagramme

.
k¥ —> R,

k—> R,
est commutatif (¢° est induit par Q).
Alors, si @, : QK/C—> Q. /c (resp @9 : Qfc > Qfc) correspond a
@ (resp. °). On a: g o Résg, = Résk , o px.
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DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que si f =Y, zf*"I" € K, alors
o(f) = Yhez 0x(S*)@(1)]* ou [ est une uniformisante de R, et ¢(/) en
est une dans R,..

Dépendance de injection de k dans K en caractéristique 0 de k.

PROPOSITION 6. Sous I’hypothése 0.0, soit car (k) = 0. Considérons 2
injections i (resp. i) de k dans R, telles que Poi = Poi' = id, et les
morphismes résidus correspondants R; (resp. R;). 1l existe alors une homo-
topie

H : Qf,c > Q¢ telle que R,—R, = H} od—do H}.

DEMONSTRATION. Soit § : (Kx K)? » Q%7 le morphisme défini comme
suit:

5[(f1a gl)’ T (fps gp)]

= —1)i71 " li(g¥™
je[lz-‘f-pl( ) n,m---%ezwl (n+n;+ -+ +n,) @5
(n+ng+ - +np)<0

Xi(fy - fp)*"d(i(gT™NA - - - - - d(ig5"™))

ou pour tout a€ K, a*" désigne le coefficient de /" dans le développement
de a en série formelle & I’aide de I’injection i.

Une démonstration analogue a celle du théoréme 1, no 0.2 permet de
vérifier que J est bien défini sur Qf,. Il suffit de prendre alors

H;‘l = (Ri_Ri') (@] 5.

En effet, soit o = fdg,A - - - Adg,, do = dfAdg,A - - -dg,.

dod(w)
. n.
= —1) J l("+"1+"'+”p)
je[lZ:--p]( )n+n1..-z‘5rnp<o (n+n1_|_ ce +",,)
X i(g™)di(f*")Adi(gT™) A - § - - - di(g}™)
+ ; l(n+n1+~-+n,)
(n+ny++o +np)<0 n+n1+ . e +np

xi(f*)di(gi™)A - - - di(g3™).
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dodw)= ¥ (~1y~!

je[l e 'p
n;i(gi™)
(n+ny+ -+ +np)<0

X i(f*n)l(n+n1+-.. +np)—1dlAdi(g=:n1)A .. .j e di(g;l:np)

x|+ X L i(g7™)
m+n+ " tnp<o (n+n, + +n,)

% l(,,+n1+ +"”)d1(f*”)/1dt(g*"‘)/1 .. j PR di(g:"p)

n; [t tnp)
(n+n1+--'+np)<0(n+n1+ M +np)

x i(f*)di(g") Adi(gF™)A - -+ ] - - - di(g}) ]

+

w—(6od+dod)(w) =
fdglA . Adgp—( . +z . )<l(()n+n1+~" +np)i(f*n)di(g=lkm)/1 . di(g:"")
- T (T

(n+ni+---np)<0

x ni(f*)i(g )t T qIAdi(g YA - - ) e - di(gpr)

et appartient donc a

dl
QR.ct — ; AQRv/C

ou le 2¢éme membre désigne 'image de Qf;:/é dans Qf ¢, par la multipli-
cation extérieure par dl/l. On vérifie facilement que le résidu est indépen-
dant de I'injection de k dans R, sur I'espace: (Q&,,c+dl/l AQ%¢), ce qui
implique:
(Ri—R)[w—(6od+dod)(w)] =0
et
(Ri—R;)(@) = [(R,;—Ry) 06 0 d—d o (R,—R;) o 6](«).

1. Calcul du résidu sur un préschéma

1.0. Hypothése

Dans tout ce numéro, on considére un préschéma X localement noe-
thérien, intégre de point générique P, un préschéma de base Y, un mor-
phisme structural f': X — ¥ localement de type fini et enfin un sous-pré-
schéma S fermé dans X, intégre, de point générique g, tel que (P, q) soit
une suite de spécialisation, maximale et normale. On note i : § - X I'im-
mersion et on suppose f[i(g)] = f(p).
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Résumé des résultats a obtenir dans ce numéro:

1. X se rétracte sur S : définir Résy = Kx(Q%y) > Ks(Q5y) de degré-1.
2. Cas général, avec car(k(f(P))) = O, définir

[Résé‘ 1: KX(‘Q;/Y) - KS(‘Q;/Y)

comme la classe d’homotopie d’un morphisme de degré—1.

1.1. Cas particulier d’un préschéma et d’une immersion admettant une
rétraction

DEFINITION. Soit X un préschéma, i: S — X une immersion. Une ré-
traction de X sur S est un morphisme r : X — S, vérifiant r o i = idy.

Si on suppose dans ’hypothése 1.0 que X se rétracte par r sur S, alors
le corps résiduel k(q) de I'anneau local Ox , de X le long de S (de va-
luation discréte dans k(P) de rang 1) s’injecte dans Oy , par r* : k(q) >
Ox,, < k(P).

DEFINITION. Sous I’hypothése 1.0, le résidu RésX, d’un préschéma X en
une immersion fermée i . S — X admettant une rétraction r, est le morphisme
de complexes de faisceaux constants RGX _: Ky(Qy;y) — Ks(Q5y), de
degré — 1, induisant sur les fibres:

RGD ¢ Loy = LUonguwps  (FP) =L@,
défini au no 0.2, Th. 1.

Remarque sur la régularité du résidu: Si de plus X est affine d’algebre A,
Y affine d’algebre C, et S défini par un idéal principal A/, alors Oy ,
est nécessairement de valuation discréte dans k(P) de rang 1. Le morphis-
me r* induit une injection de A dans B[[/]] oit B = A/AL Le résidu Rés%
induit pour tout ne N, un morphisme de Im(4 x 1/I" ® 4, Q}c) (image
dans Ky(Q%,y)) dans Im(Qj},c) (image dans Ks(23y)).

Interprétation:

PROPOSITION. Sous les hypothéses de la définition précédente, pour tout
wEe KX(Q,‘(/Y), il existe un ouvert U de X contenant P, ayant les propriétés
suivantes:

1) Pour tout se S n U, la fibre r~'(s) = X, est une courbe intégre au
voisinage de s, réguliére en s.

2) Rés () e I'(U N S, Og).

On a alors [Rés ](s) = Rés(w/X7) € k(s); ou X; est la composante
irréductible de X contenant s et w|X¢ est la restriction de w.

Soit w = fdg ou f # 0 et g € Ky. On choisit un ouvert affine U c X
d’algebre A tel que S N U soit un préschéma défini par un idéal principal
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(Al) # A (ce qui est possible car Oy, s est de valuation discréte de rang
1) et tel que U soit dans D(f)u S et ge I'(U, Ox). Soit se Un S et
mg, ; I'idéal maximal de Oy ;. On a O, ~ (Ox,/(I;) ou (I) est 'idéal de
Oy, engendré par le germe de / en s. Le morphisme r* : Og ; — Oy
correspond 2 la rétraction et Oy, /(r*(ms,,)) est Panneau local Oy, de
X, en 5. Le morphisme r* induit une injection k(s) - Oy, ;. On vérifie
facilement que (r*(ms,s))+ (l,) = my, ;. Donc Oy_ ¢ est un anneau local,
noethérien, d’idéal maximal principal engendré par [, par conséquent
c’est un anneau de valuation discréte de rang 1 (intégre de dimension 1).

Soit Xy la composante irréductible de X, contenant s, P, : Ox x . —
Ky < la projection canonique et

. 1 1
P s, % ¢ Ox, X ® QX/Y - KXs‘(‘QXsC/Y)
Ox

le morphisme engendré par P;. On peut écrire 0 € Oy, x.c ® o, Q}(,Y sous
la forme

(Zf*lll)d(zg*lll) Oil f*i, g*i e KS
ieZ icZ
sont réguliers en 5. Rés§(w) = Y ;4= o(jg*f*') est régulier en s et

[Réss(@))(s) = X 0jg""'(S)f *(s) = Resg™ (P, o).

itj=

1.2. Cas général en caractéristique O

LeMME 1. Soit X un préschéma localement noethérien, intégre de point
génerique P, localement de type fini au-dessus d’un préschéma Y. L’ensemble
des points x € X tel que Qy,y, . soit un module libre sur Oy, , est ouvert, non
vide, dans X.

En effet, si le faisceau cohérent Q}(/Y admet une fibre libre en x € X, il
est libre au voisinage de x. La fibre 2%y, p est toujours libre sur k(P).

LEMME 2. Soit k un corps de caractéristique O et K une extension de type
fini sur k. Alors les 2 assertions suivantes sont équivalentes:

1) Les éléments 1, , - - - I, de K forment une base de transcendance sur k.

ii) Les éléments I, -« -1, sont tels que dl, - - - dl, forment une base
de Q. sur K.

ii) implique i): Soif la suite exacte

K ® ‘QI:(ll---l,.)/k - ‘Qll(/k - Qll</k(11-~~ln) - 0.
k(ly-++1n)

Comme dl; - - - dl, engendrent Q,, on a Quq,...1;,y) =0, donc K
est algébrique sur k(/; - -+ 1,)(EGA.IV. 17.4.1). Si [; - - I;, forment
une base de transcendance, dl;, - - - dl; engendreraient Q}(/k donc p = n.
i) implique ii): d/; - - - dl, forment une base de Q,...; )z, d’aprés
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la meme suite exacte, ils engendrent Q,,, donc on peut en extraire une
base dl;, - - - dl; ; d’aprés la 1ére partie du raisonnement /;, - - - /; for-
ment une base de transcendance, donc p = n.

LemME 3. Sous I'hypothése 1.0, si, car(k(f(p)) = O et si S est défini
par une équation l € I'(X, Ox), pour tout point se S tel que Q;,Y,s, soit
libre de base di*(l,),---di*(l,) la fibre Qyy , est libre de base dI,
dl,---di,.

Soit s € Sun tel point, la suite exacte:

Os,s ® 104, 1% Os,s ® 'QJIK/Y,S - Qsl/Y.s -0
Ox,s Ox,s

et le lemme de Nakayama, impliquent que Qy,y, , est engendré par dJ,
dly - - - dl, sur 'anneau Oy . Soit L = Og—(0) et M = Oy —(0).
On a: L™ (Q§y,5) = Qs €St un espace vectoriel de base di*(/;)
-+ - di*(l,). Comme k(gq) = Ox ,/(]), les éléments dl, dl, - - - dl, forment
une base de M ' [Q%,y,s] ~ Ly donc dl, dly - - - d, sont libres
dans Q,y , sur Panneau Oy .

PROPOSITION 7. Sous I’hypothése 1-0 et si de plus car [k(f(p))] = 0, il

existe un diagramme
| 4
P // \pz
Sy—> U
13

de préschémas au-dessus de Y, vérifiant les propriétés suivantes:

1) On désigne par V un préschéma localement noethérien, localement de
type fini sur Y, intégre de point générique t, par U un ouvert de X contenant
le point générique q de S, et par P, un morphisme dominant de dimension
relative 0 (i.e. P,(t) = P et k(t) est une extension algébrique de k(P)).

2) On désigne par j une immersion fermée de Sy =S U dans V tel
que P, oj =i et que le préschéma j(Sy) soit identique au préschéma
P5Y(i(Sy))-

3) La suite de spécialisation (t, j(q)) est maximale, normale et P, est
une rétraction de V sur Sy.

DEMONSTRATION. D’aprés ’hypothése et la proposition 1, N° 1, § 1,
Panneau local Og s de X le long de S est de valuation discréte Ky, de
rang 1. Donc il existe un ouvert U de X isomorphe au spectre d’un anneau
A, noethérien, de type fini au-dessus d’un ouvert Y, de Y isomorphe au
spectre d’'un anneau C, tel que Sy = S n U # @ soit défini par un
idéal principal premier 4/ de 4.
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Spec (4/4]) ~ Sy U~ Spec (4)

Y, ~ Spec (C)

D’aprés les lemmes 1 et 3 précédents, on peut restreindre U pour que
Qy,y soit un faisceau de Og, - Module libre de base d[i*(};)]," -,
d[i*(1,)], et que Qy,y soit libre de base dl, dl; - - - dl, sur Oy . Soit Z = Spec
ClX, - X,Jet(n:U— Z,n*: C[X; - - - X,] > A4) le morphisme défini
par n*(X;) = [;pour i€ [1 - - - n]. Dans le diagramme

P>

W U
PllTj lﬂ:

moi

W est le produit fibré (noethérien) de Sy et U sur Z et Py, P, sont les
projections canoniques,
W ~ Spec (4/A] ® A).
CIX1 " Xn]

1) 2(iq)) = n(P).

Soit f*: C— A et I = ker f*, comme f(q) = f(P), on a I =f*""(4l).
D’aprés le lemme 2 précédent la famille (/;);rs ..., forme une base de
transcendance de k(g) sur k£ (f(p)), donc

n*:ClI[X, - X,] > A/Al

est injectif, c’est-a-dire 7*~!(4/) = 7*~1(0). On note que k(g) est al-
gébrique sur k(f(P)).

2) O,y est un anneau de valuation discréte de rang 1, d’uniformisante
[ et de corps résiduel k(q):

La suite 7%(Q%y,) > Qiy, > Qbz > 0 est exacte. L’image de
n*(Q%y,) dans Qjy, est le sous-module engendré par (d/;);cpq,,- Donc
Qy,z est libre de base dl sur Oy.

Comme le faisceau des formes différentielles est compatible avec I'ex-
tension de la base, 2} /s, est libre de base d[P; (/)] sur Oy .

Si on note W le sous-préschéma de W défini par I'idéal principal en-
gendré par P;(I), on a Q}ps, = 0 et par conséquent O17, j,, €st un corps,
extension finie de k(g), (EGA IV th. 17.4.1). L’immersion j se factorise
a travers W, car j*(P;(l)) = i*(I) = 0, et j* induit un isomorphisme de
OW, ;g sur k(q).
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L’anneau Oy, j(, est noethérien, local, d’idéal maximal principal en-
gendré par P3([), de corps résiduel k(q), donc c’est un anneau de valua-
tion discréte, et P est une injection de k(g) dans Oy, ).

Il existe une seule composante irréductible dans W, contenant j(q) et
un voisinage ouvert ¥ de j(q) de point générique ¢, qui se rétracte sur
J(Sy)n V.

3) P, restreint & V est dominant, de dimension relative 0.

Le morphisme Pj : Oy,, = Oy, j, est injectif car il induit un isomor-
phisme sur les corps résiduels et fait correspondre les uniformisantes de
ces 2 anneaux de valuation discréte, donc P,(¢) = P. La suite exacte

(7 0 i) (Qz/v,) = Qsypro = Lsojz = 0
montre que Q5 ,z = 0, par changement de base 23,y ~ P} (25,z) = 0
Donc @),y = 0 et k() est une extension finie séparable de k(p). (EGA,
IV, 17, 4.1).
Définition du Résidu en caractéristique O
DEFINITION. Sous I’hypothése 1.0 et si car(k(f(p)) = 0, on considére

un diagramme

S—-——>U

de préschémas au-dessus de Y, vérifiant les propriétés de la proposition 7.
Alors le Résidu de X en S est la classe d’homotopie (Résy | du morphisme
de complexes de faisceaux constants de degré-1:

J *o Rész',(s.,) oP ; : KX(Q;/Y) - KS('Q;/Y)

ou
* . A% * Lk L ok ~ Ok
Py Qrynirey = Leomcron (16sP 17T 1 Liianmirion S Lucayncson)
est engendré par P, (resp. j)

PROPOSITION. Le Résidu ne dépend pas du diagramme choisi pour sa
définition.

DEMONSTRATION. Soit 2 tels diagrammes:

VI
// \ et i’ %1 \"2
SU’ —l-> U’

S—-——>U
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notons: Vyy =P, (UnU); Vip =Py ' (UnTU); Syp =SnUN U’

ett,t', P, q les points génériques respectifs de V, V', X et S.
Considérons le diagramme.

’

W—————r Vo

P>

Vyy ———— Un U’

Py

ou W = Vyy X yaw Vous J'' est immersion fermée tel que P’ oj”" =j

et Poj"” =j; P{ o P’ et P, o Psont 2 rétractions de W sur Syy-.
Par hypothése
’
Syp: X Vypr = Sypr = Sypr X Vyur
UnvU’ UunU’
donc
’
Suur X W= Sy X Vi % Vyyr = Sypr X Vyur = Syv
Vuu’ Vuu’ Unvu’ UnU’

de méme
Sprr X W= Sypet; Syyr X W Syy x Vg X Vi
V'uv’ UnU’ UunlU’ UnU’

4 .
~ Syuv X Vou =~ Syu;
untU’

’

donc j'' est un isomorphisme sur I'image réciproque de Syy considéré

comme sous-préschéma de Vyy., Vg ou U n U'.

Si / désigne une uniformisante de Oy, g, 'anneau O, (4 €st noethérien,
local, d’idéal maximal principal engendré par P* o Py (l), donc c’est un
anneau de valuation discréte et il existe une seule composante irréductible
W dans W, de point générique w tel que (w, j’'(¢)) soit une suite de spé-

cialisation maximale, normale, que P(w) = t et P'(w) = t'.

Notons. Résl"/csw, le résidu calculé avec la rétraction P, o P : W€ — Sy
et Résys,,  celui calculé avec PjoP’; P*: Ky, (Q}y) = Ky(Qpey)
le morphisme engendré par P, et P'* : K, (QF.y) = Ky(2}e;y) celui

qui est engendré par P'.
Alors on a:

Résg‘, = Résg:]]:]]' = Rés'lv’chU, , car SUU' X Wc =~ SUU'
Vuu’

Résy = Rést ¥V = Résh ... car Syyr X W=~ Syy .
Su 2,Svu uvu vvU

Svu’
V'vur
(prop. 5 du § 2).
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Ces résidus calculés avec 2 rétractions différentes sont homotopes. (Prop.
6 du §2).

REMARQUES. 1) Si S est définie localement par une équation dans X

et si il existe un diagramme
/”\
S—> U

ou U est un voisinage de S, on peut définir alors:
X7 . O* *
[Réss] : Qx-syv > v

2) D’aprés le corollaire 1 de la proposition du N° 3.1 § 1, on peut
restreindre U pour que P, : ¥V — U soit un revétement étale, donc on
peut considérer seulement les revétements étales de U qui se rétractent
sur Sy.

2. Exemples de généralisations

Le Résidu en une suite de spécialisation maximale, normale.

2.1. DEFINITION. Soit X un préschéma localement noethérien, intégre, de
point générique x,, un préschéma de base Y, un morphisme structural
f: X — Y localement de type fini, et (x,, * - , x,) une suite de spécialisation

maximale, normale tel que f(x,) = -+ = f(x,).
On suppose car (k(f(xo)) = 0. Alors on définit [Résls, ..., ] : Kx(Q%v)
- K;(Qf—"ly) comme étant le composé des [Résy;,,, | définis au numéro

précédent pourie [l ---n].

REMARQUE. L’idée est de définir le résidu en un sous-préschéma S du
préschéma X & I'aide d’une suite de spécialisation au-dessus de S, seule-
ment le résidu dépend. de cette suite.

2.2.0. HYPOTHESE. Soit k un corps de caractéristique 0, une extension
K de k de type fini, de transcendance n+1 sur k et R un anneau local
contenant k, de corps des fractions K et de corps résiduel K, .

2.2.1. DEFINITION. Sous I’hypothése 2.2.0, on suppose que R est de
valuation discréte de dimension n+1—s sur k et de rang s donc Spec (R)
~ (29, 2y " ", Z). Soit X et f: Spec (R) > X vérifiant les propriétés de
la proposition 3, n° 1, § 1. Soit f*~*: Q% — Qg i (resp. [ : Qrezam
— QF 1), les morphismes correspondants a f, (resp. & la restriction f, de

fa z,). On définit
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[Résk ] = £.* 0 [Rés(reay, -, rzan 107
PROPOSITION. [Résy | ne dépend pas du choix de X.

DEMONSTRATION. Soit f: Spec (R) » X et f': Spec (R) = X', 2 tels
choix. Notons f; la restriction de fa z;, on a f;* o f"*~1:

Of'(zi),f’(zin) = Of(zi),f(zi-n)’
Comme X et X’ sont de type fini sur k, pour tout i e [0, s—1], il existe
P p

un voisinage ouvert U; de f(z;) dans f(z;), un voisinage U; de f'(z;+1)
dansf(z;) et unisomorphisme g; : U; = U; tel que g;[f;(zi+1)]1 = fi(Zi+1)-

Donc L _
|:Rés }%] et I:Rés }{%Z(i—):)]

correspondent par ’isomorphisme g;.

2.2.2. DEFINITION. PROPOSITION. Sous [I’hypothése 2.2.0, supposons R
noetherien et K, de transcendance n sur k. Il existe alors un nombre fini
d’anneaux de valuation dominant R, soit (R, );cr1---my- Si on pose K, =
(R,,/m,,), on définit:

[Résg] = Y [Trgi] o [Résg, ]
i=1 '

DEMONSTRATION. L’idéal maximal de R est I'unique idéal premier non
nul dans R, car si P est un idéal premier de R distinct de O et de m, on
aurait la contradiction

R
n = '[I‘kKl < trkP < trkK = n+1.

La cloture intégrale R de R dans K est un R module de type fini, donc I’an-
neau R/mR est artinien, étant un espace vectoriel de dimension finie sur
K, . Soit (1;);cpy ... m les idéaux maximaux de R. Les anneaux de valuation
(Ry)icr1---my contenant R sont les localisés de R en (m;);cy...my- On a
R = ;n___ 1 Rvi .

INTERPRETATION GEOMETRIQUE. Soit X un préschéma localement noe-
thérien, intégre de point générique p, un préschéma Y et un morphisme
structural f: X > Y localement de type fini tel que, car (k(f(p))) = 0.
Soit (p, q) une suite de spécialisation maximale quelconque dans X tel
que f(p) = f(q). On considére g : X — X le normalisé de X dans le corps
k(p), etles points g;€ X pourie [1 - - - m]tel que g(q;) = g. Onnote g;la
restriction de g 4 g; et on pose:

[Résj] = 3. [Trg.] o [Resy]
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2.2.3. Résidu canonique d’un morphisme de dimension relative 1.

DEFINITION. Soit k un corps, g : k — K une extension de type fini sur k,
de transcendance 1 et R, un anneau de valuation discréte contenant k, de
corps des fractions K. Alors le théoréme de Tate s’applique (§ 2, n°0.1) et
permet de définir

Rés}, = Résx, : Qk, — k.

En effet un tel anneau est de rang 1. Il reste & vérifier que pour tout
fe K, espace vectoriel (fR,+ R,)/R, est de dimension finie sur k. Soit R,
le complété de R, pour la topologie m, adique. L’anneau R,, d’égale ca-
ractéristique avec son corps résiduel, est isomorphe a x(R,)[[/]] ou / est
une uniformisante ([6], vol. IL, p. 307). L’espace vectoriel (fR,+R,)/R,
s’injecte dans (fR,+R,)/R, et ce dernier est de dimension finie sur x(R,)
donc sur k.

REMARQUES. l) Si on considére une localité R contenant k, de corps des
fractions K (i.e. 'anneau local d’un point d’un préschéma de type fini sur
k). On note (R,,);cry ---mp les anneaux de valuation dominant R. On pose:

m
Résg = Y Résk,,.

i=1

2) Interpréter géométriquement.

3. Applications

3.1. Theoréme des Résidus pour un morphisme de dimension relative 1.

HYPOTHESE. Soit X un préschéma localement noethérien, intégre de point
générique p, un préschéma Y, un morphisme f : X — Y localement de type
fini, de dimension relative 1 (i.e. try ;(,), k(p) = 1). On considére un sous-
préschéma S intégre dans X, de point générique q, tel que f(q) = f(p) et
que la suite (p, q) soit normale.

La suite (p, q) est nécessairement maximale. On pose

Rés{ = Résh, .+ Kx(Qxy) = k(f (p)),

Ox,q

ou f* désigne I'extension f* : k(f(p)) - k(p).

THEOREME. Sous I’hypothése précédente, si la fibre générique X ;(,, de f
est réguliére, propre sur k(f(p)) et si on considére la famille (S,),.y des
suites de spécialisation (p, q,,),.y normales tel que f(p) = f(q,), alors on a:

Y Rés) = 0.

veV

DEMONSTRATION. On se ramene au théoréme de Tate ([7], th. 3). En
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effet: La fibre X, ~ X @y k(f(p)) est par hypothése intégre réguliére
et compléte et le Résidu de f'en S, est égal au Résidu de X, en g,,.

3.2. Note: Approche du Résidu de Grothendieck.

Soit X un préschéma localement noethérien, intégre de point générique
p, un préschéma Y, un morphisme f: X — Y lisse de dimension relative
n (i.e. try e k(p) =n). On considére une suite de spécialisation
(p, 41, -, q,) maximale, normale tel que les sous-préschémas g, - - *, G,
soient définis successivement par les équations (#;), (¢1, t5) ", (1, -
t,) et que g, soit fini, plat sur V.

On suppose car (k(f(p))) = 0. On a défini au § 2 n° 2.1:

[Résf;,, q1, s q")],
on pose

[Résfy, 41---an] = [Triffhn]
O[REE, 41 o] Kx(Q%y) ~ Kg(QL,,) = K(F(p))

KX(Q;/Y) =0- Ky— KX(‘Q;(/Y) O KX('Q;I(/Y) -0

0% -0 k@) S0+

c’est un morphisme de complexes de faisceaux constants de degré-n qui ne
dépend plus de I’homotopie.

Drailleurs, avec cette hypothese, et si de plus S est sans ramification sur
Y (i.e. Qé/y = 0), on peut construire un résidu canonique:

1= ) V(). @) » T(Y. 0y)

ou ¥(t;) est le sous-préschéma défini par z;.
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