
COMPOSITIO MATHEMATICA

F. COMBES
Poids associé à une algèbre hilbertienne à gauche
Compositio Mathematica, tome 23, no 1 (1971), p. 49-77
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1971__23_1_49_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique l’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infrac-
tion pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=CM_1971__23_1_49_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


49

POIDS ASSOCIE A UNE

ALGEBRE HILBERTIENNE A GAUCHE

par
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COMPOSITIO MATHEMATICA, Vol. 23, Fasc. 1, 1971, pag. 49-77
Wolters-Noordhoff Publishing
Printed in the Netherlands

1. Introduction et notations

Si (p est une trace normale, semi-finie, fidèle sur une algèbre de von
Neumann 9, l’ensemble des x ~ L tels que ~(x*x)  + oo est un idéal

bilatère N~ de 9 et N~ muni du produit scalaire (x/y) = ~(y*x) est une
algèbre hilbertienne achevée. Réciproquement si 3t est une algèbre
hilbertienne achevée tout opérateur de multiplication à gauche: 03B1 ~ 03BE03B1
par un élément 03BE de u, est prolongeable en un opérateur continu n( ç)
sur le complété H de u et les opérateurs n( ç) engendrent une algèbre de
von Neumann M sur H ; l’algèbre hilbertienne 9f définit canoniquement
une trace normale, semi-finie, fidèle sur M ([5], ch. I, § 6).

J. Dixmier a le premier généralisé la notion d’algèbre hilbertienne en
introduisant les algèbres quasi-unitaires [7]. Récemment M. Tomita et
M. Takesaki ont introduit et étudié une notion d’algèbre hilbertienne à
gauche ([15], [13 ]). Dans cet article, nous établissons une dualité entre
ces algèbres hilbertiennes à gauche et certains poids sur les algèbres de
von Neumann, généralisant la situation que nous venons de rappeler.
Les principaux résultats de cet article ont été annoncés dans [3].

Cette dualité est explicitée au paragraphe 2. Nous étudions, en applica-
tion de ces résultats, l’ensemble des formes linéaires positives normales
sur une algèbre de von Neumann qui sont majorées par un poids fidèle,
semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement.

Au paragraphe 3, nous caractérisons les algèbres hilbertiennes à

gauche 9t telles que l’algèbre de von Neumann S(3t) correspondante
soit G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires définis
par 3t. Ce sont les algèbres hilbertiennes à gauche qui définissent sur
S(3T) un poids somme de formes linéaires positives normales à supports
deux à deux orthogonaux. Nous explicitons quelque peu la structure de
3t et de 3T en utilisant ces formes linéaires.
Au paragraphe 4, nous montrons que certains résultats concernant les

états K. M. S, sur une algèbre de von Neumann peuvent être étendus à.
des poids K.M.S. convenablement définis.
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Nous reprenons les définitions et les notations introduites par M.

Takesaki dans [13]. Une algèbre hilbertienne généralisée à gauche (nous
dirons simplement ’algèbre hilbertienne à gauche’) est une algèbre in-
volutive u sur le corps C munie d’un produit scalaire vérifiant les axiomes
suivants (nous notons j H l’ l’involution de u)

(I) pour tous (, q, 1 ~ u on a (03BE~|03B6) = (~|03BE#03B6);
(II) pour tout j ~ u, l’application 1 H Ç11 de 2f dans 2f est continue;

(III) la sous-algèbre u2 de 9f est dense dans u;
(IV) il existe un opérateur fermé S de l’espace hilbertien H complété

de u dans l’espace hilbertien conjugué H, qui prolonge l’application
03BE ~ 03BE# de 9t dans u.
Une algèbre involutive sur C munie d’un produit scalaire est dite

hilbertienne à droite si l’algèbre opposée est hilbertienne à gauche. Nous
noterons 3T l’algèbre hilbertienne à droite achevée associée à une algèbre
hilbertienne à gauche u, ~ ~ ’1’rJ l’involution de %’ (sa fermeture F est
l’adjoint de S), D# et Ç)P les domaines respectifs de S et de F, A l’opéra-
teur modulaire FS = S*S, S = J03941 2 la décomposition polaire de S.

Rappelons que J est une application linéaire isométrique de H sur H.
Nous noterons 03BE w- 03C0(03BE) la représentation canonique de 3t sur H définie
grâce aux axiomes (II) et (I) précédents et 11 H 03C0’(~) la représentation de
l’algèbre opposée de 3T sur H définie de façon analogue. Nous noterons
S(9t) ou M et 8(3T) ou M’ les algèbres de von Neumann (commutant
l’une à l’autre) engendrées respectivement par 03C0(u) et 7i’(3T). Nous
noterons u" l’algèbre hilbertienne à gauche achevée associée à 91 (voir
[13 ], § 5). Nous utiliserons aussi au paragraphe 4, l’ensemble Ye (resp.
Pb) des a E D# (resp. 22P) tels que l’opérateur il H 03C0’(~)03B1 défini sur %’
soit symétrique positif et nous nous appuirons sur l’étude faite dans [12]
de ces ensembles.

Comme dans (1), nous appellerons poids sur une C*-algèbre A, une
fonction ç définie sur A +, à valeurs dans [0, + oo ] vérifiant les conditions
suivantes: a- pour x, y ~ A+ on a ~(x+y) = ~(x)+~(y);b)pour x ~ A+
et 03BB ~ R+ on a ~(03BBx) = îg(x) (on convient que 0. + oo = 0). L’ensemble
F des x E A+ tels que ç(x)  + oo est une face du cône A + (c’est-à-dire
un sous-cône convexe héréditaire de A + ). Le sous-espace vectoriel lin F
linéairement engendré par F est une sous-algèbre involutive 9x(, de A.
L’ensemble des x E A tels que x*x E F (resp. tels que qJ(x*x) = 0) est
un idéal à gauche N~ (resp. N~) de A et on a 9N, = N~*N~. Le poids ç
se prolonge en une forme linéaire positive unique sur 9,, que nous
notons encore On note Ap l’application canonique A ~ A/N~, Hlp
l’espace hilbertien complété de A/N~ pour le produit scalaire (AepxIAlpY)
= cp(y*x), 7E -, la représentation de A sur Hlp obtenue par le procédé
habituel.
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Soient 9 une algèbre de von Neumann, 9 un poids sur 9+. Nous
dirons que (~ est normal si pour toute famille filtrante croissante (xi)
d’éléments de !2+ admettant une borne supérieure x, on a ~(x) = sup
~(xi). Si (~ est normal, l’ensemble des projecteurs p ~ L tels que ~(p) = 0
possède un plus grand élément po. Le projecteur I-po sera appelé le
support de (~. Si N~ = (0), on dira que ~ est fidèle. Si 9R, est faiblement
dense dans !2, on dira que ç est semi-fini (on voit facilement que pour
une trace normale cette condition est équivalente à la définition usuelle
des traces normales semi-finies).

Je tiens à remercier J. Dixmier et F. Perdrizet, avec lesquels j’ai eu
d’instructives discussions sur ces questions.

2. Poids associé à une algèbre hilbertienne à gauche

2.1. DÉFINITION. Reprenons une notion introduite par J. Dixmier

dans [7 ]. Soient u une algèbre hilbertienne à gauche, H l’espace hilbertien
complété. Nous dirons qu’un vecteur a de H est borné à gauche si l’ap-
plication q ~ 03C0’(~)03B1 définie sur 3T est un opérateur linéaire borné. Le
prolongement continu de cet opérateur à tout H sera noté 03BB(03B1). Nous
noterons Hg l’ensemble de ces vecteurs. On définit de façon analogue les
éléments bornés à droite et leur ensemble Hd. Tout élément a de u est
évidemment borné à gauche et n( a) est alors l’opérateur déjà introduit.

Les lemmes suivants sont connus et empruntés à [7] et à [13].

2.2. LEMME. Si a, 03B2 E Hg sont tels que 03C0(03B1) = 03C0(03B2), on a a = 03B2.
Comme 7T’ est une représentation non dégénérée, la condition

03C0’(~)(03B1-03B2) = 0 pour tout 11 E 3T entraine 03B1 = 03B2.

2.3. LEMME ([7], lemme 1). Si a E Hg, pour tout t E (u) = M, on a
ta E Hg et 03C0(t03B1) = tn( a). Les opérateurs 03C0(03B1) où oc décrit Hg forment un
idéal à gauche N de M. De même, les opérateurs n(a) où a décrit Hd
forment un idéal à gauche de M’ = (u’).

2.4. LEMME ([7], lemme 3). Soient 03B1, 03B2 ~ Hg. Si on a 03C0(03B1)* = 03C0(03B2),
alors a et fi appartiennent à l’algèbre hilbertienne à gauche achevée u"
associée à 2t et on a afr = fl. En particulier, N n N* = 03C0(u").

Soient ~1, ~2 E 9tB On a

D’après ([13], lemme 4.1 ), on a a E -9e et fl = 03B1#. Comme a et f3 sont
bornés à gauche, ils appartiennent à u". Réciproquement, si a E u", on
a a# e 3T et 03C0(03B1) = 03C0(03B1)*, ce qui montre que 03C0(u") = N n W*.



52

2.5. LEMME. Si a E Hg, pour tout t E R on a dita E Hg et 03C0(0394it03B1) =
0394it03C0(03B1)0394-it.

Soit 03C0(03B1) = 03BD|03C0(03B1)| la décomposition polaire de l’opérateur 03C0(03B1).
D’après le lemme 2.3, 03BD*03B1 est borné à gauche et on a

Comme |03C0(03B1)| est positif, le lemme 2.4 montre que 03BE = v*a E u". D’après
([13], cor. 9.1), on a 03C0(0394it03BE) = 0394it03C0(03BE)0394-it. Comme la relation n(et) =
03BD03C0(03BE) = n(vç) et le lemme 2.2 entrainent a = 03BD03BE, on a

2.6. LEMME. Soient H un espace hilbertien, h un opérateur densément
défini auto-adjoint sur H.

(i) Soit s un nombre réel &#x3E; 0. Pour tout 03BE c- -9 (exp(sh ), la fonction
z i-+ exp (zh)03BE est définit, continue uniformément bornée pour
0 ~ Re z ~ s, analytique à l’intérieur de cette bande.

(ii) Si 03BE E nnez D(exp nh) = nteR D(exp th), la fonction z F-+

exp (zh)03BE est définie et analytique sur C.
(i) Soit h = ~~-~ ÂDEÂ la résolution spectrale de h. Soit il un vecteur

de la forme f(h)03B1 où a E H et où f est une fonction borélienne bornée
dont le support est contenu dans un intervalle [ - m, m]. La fonction
z ~ exp (zh)’1 = ~~-~ exp (03BBz)f(03BB)d(E03BB a) est alors analytique sur tout
C et elle est bornée uniformément sur la bande fermée B considérée, car
on a

Soit (11n) une suite de vecteurs du type précédent convergeant vers 03BE pour
la norme de l’espace hilbertien D(exp (sh)). On a alors pour z e B,

converge uniformément vers zéro sur B, ce qui établit (i).
(ii) Supposons que 03BE E ~n~Z D(exp (nh)). Pour établir (ii), il suint de

montrer que z ~ exp (zh)03BE est holomorphe pour p  Re z  q, où

p, q E Z sont fixés. Il est clair que 03BE’ = exp (ph)03BE appartient à

~n~Z D(exp (nh)) et que exp (zh)ç = exp [(z-p)h]03BE’. En posant z’ =
z-p et s = q-p, nous sommes ramenés à démontrer que z’ ~ exp (z’h)03BE’
est holomorphe pour 0  Re z’  s et cela résulte de (i).
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2.7. LEMME ([7], prop. 6). Soient 2f une algèbre hilbertienne à gauche,
H l’espace hilbertien complété de 2(, A l’opérateur modulaire. L’ensemble
B des vecteurs a E H tels que tous les dna existent et sont bornés à gauche
pour n E Z est une sous-algèbre involutive de u", modulaire pour les

automorphismes AZ et équivalente à 2t. Toute autre algèbre modulaire
possédant ces propriétés est continue dans B.

Soit B0 l’algèbre modulaire équivalente à u construite dans ([13],
§ 10). Comme toute algèbre modulaire, elle est quasi-unitaire au sens de
[7]. D’après ([7], prop. 6), B est une sous-algèbre involutive de 2t" et
c’est une algèbre quasi-unitaire, donc une algèbre hilbertienne à gauche.
Comme on a B0 ~ B c u", B est équivalente à 9f. Il est clair que
toute sous-algèbre involutive de 2t" modulaire pour les automorphismes
AZ est contenue dans B. D’après le lemme 2.6, pour ç, 11 E B, la fonction
z F--+ (0394z03BE|~) est holomorphe sur C. Les autres axiomes des algèbres
modulaires se vérifient facilement.

2.8. DÉFINITION. Nous appellerons B l’algèbre modulaire maximale
associée à 9f. Il est clair qu’il existe une bijection entre algèbres hilber-
tiennes à gauche achevées et algèbres modulaires maximales.

2.9. LEMME. So ien t M une algèbre de von Neumann, r, SE M+, t = r + s.
Il existe alors deux éléments a, b E M possédant les propriétés suivantes:
r1 2 = att, s1 2 = bt1 2, c = a*a + b*b est le projecteur support de t.
(voir [5], ch. I, § 6, dém. th. 1).

2.10. LEMME. Soient A une C*-algèbre, F une face de A +, Wè = lin F
la sous-algèbre faciale de A linéairement engendrée par F, in l’ensemble
des x E A tels que x*x E F. Alors on a m = (n n in*)2.
On a toujours m = n*n, d’où (in n in*)2 c 9N ([2], prop. 1.3).

Réciproquement, pour x ~ m+ = F, on a xi E in+, d’où x E (n n in*)2.
On a donc M = lin F c (n n n*)2.

2.11. THÉORÈME. Soient 2t une algèbre hilbertienne à gauche, H l’espace
hilbertien complété de 2f, M l’algèbre de von Neumann (u). Pour x ~ W1 +,
posons qJ(X) = (03B1| a) si il existe a E Hg tel que x2 = 03C0(03B1), qJ(x) = + 00
dans le cas contraire.

Alors qJ est un poids fidèle, semi-fini, ultrafaiblement semi-continu

inférieurement sur M+. L’idéal à gauche n~ est identique à l’idéal à
gauche in des opérateurs 03C0(03B1) où a décrit Hg et pour a, fi E Hg on a
~(03C0(03B2)*03C0(03B1)) = (03B1|03B2). La sous-algèbre involutive ?Rep n n*~: de M est

identique à 03C0(u"). La sous-algèbre involutive m~ = n*~ n~ de M est
identique à 03C0((u’’)2). Le poids qJ est invariant par le groupe des auto-

morphismes modulaires de M.
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La démonstration qui suit est pratiquement la même que dans le cas
des algèbres hilbertiennes et des traces ([5], ch. 1, § 6, th. 1).

Si x E M+ est de la forme 03C0(03B1), avec a E H,,, on a x e W n n* =
03C0(u") d’après le lemme 2.4. D’autre part, pour tout idéal à gauche n
de M, les conditions y E 9è et 1 y e 9t sont équivalentes (grâce à la décom-
position polaire de y). On a donc pour y E M

Soient 03B1 ~ Hg, x = z(a) e W, x = vlxl la décomposition polaire de x,
ç ~ u" tel que = 03C0(03BE). D’après les lemmes 2.3 et 2.2 on a a = 03BD03BE.
Comme 03BE appartient à l’adhérence de l’image de |x| = 03C0(03BE), on a

On a cp(M+) c [0, +00] et ~(03C0x) = 03BB~(x) pour ÀER+ et x ~ M+.
Montrons que ~ est additive. Soient r, s ~ M+, t = r+s et soient

a, b, c E M possédant les propriétés du lemme 2.9. Supposons d’abord
que ~(t)  + ~. Il existe alors a e Hg tel que x(03B1) = tt et on a, puisque
03B1 ~ Im 03C0(03B1),

d’où

Si au contraire ~(t) = + oo, on a qJ(r) = + ~ ou qJ(s) = + oo, sinon il
existerait 03B2, y E H, tels que r1 2 = 03C0(03B2), s’ = 03C0(03B3) et on aurait

d’où g(t)  + oo. Ainsi, cp est un poids et d’après (1), on a n~ = n,
d’où n~ n in: = W m %* = n(2!"). D’après le lemme 2.10, on a

9N p (n~ ~ n~*~ = 03C0((u")2). Par polarisation, la relation (2) donne
~(03C0(03B2)*03C0(03B1)) = (03B1/03B2) pour tous a, fi E Hg.
Montrons que cp est ultrafaiblement semi-continu-inférieurement sur

M +. Soit 03BB ~ [0, +00] et montrons que l’ensemble XÂ des x E M + tels
que ~(x) ~ 03BB est ultrafaiblement fermé. Pour 03BB = + oo, XÂ = M + est
ultrafaiblement fermé, aussi supposerons nous 03BB  + oo . Comme
est convexe, il suffit de vérifier que son intersection avec toute boule

fermée centrée à l’origine est fortement fermée. Soit p le rayon d’une
telle boule. Supposons que xi E XÂ converge fortement vers x ~ M + avec
~xi~ ~ p. Alors d’après ([9], corollaire) x1 2i converge fortement vers x2
Pour tout i, il existe 03BEi ~ u" tel que x-1 = 03C0(03BEi) et on a ~03BEi~2 =
~(xi) ~ 03BB. Soient il, y E u’. On a alors

Comme (2!’)2 est partout dense dans H et comme Il ç ill reste borné, les
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vecteurs 03BEi convergent faiblement vers un vecteur a E H vérifiant ~03B1~ ~ 03BB.

Pour 11, y E u’ on a

On en déduit ~03C0(03B3)03B1~ ~ ~x1 2~ ~03B3~ pour tout y E u’. Ainsi a est borné
à gauche (et z(a) = x1 2). On a donc ç(x) = ~03B1~2 ~ 03BB et XÂ est for-
tement fermé.

Le poids ~ est évidemment fidèle. Il est semi-fini car m~ = n(2!")2 est
faiblement dense dans M = (u). Montrons qu’il est invariant par le
groupe (6t)tER des automorphismes modulaires de M. Soit x ~ m; et
soit 03BE E u" tel que x1 2 = 03C0(03BE). On a alors pour tout t c- R

Comme 0394it03BE E 9t", on a O"t(X) E m~ et

Supposons maintenant que x E M + soit tel que ~(x) = + oo. Alors
~(03C3t(x)) = + oo, sinon d’après ce qui précède, on aurait ~(x) =
~[03C3-t(03C3t(x))]  + 00.

2.12. DÉFINITION. Le poids cp que nous venons d’étudier sera appelé le
poids canoniquement défini par 91. Nous allons étudier maintenant la
réciproque du théorème 2.11.

2.13. THÉORÈME. Soient 2 une algèbre de von Neumann, cp un poids
fidèle, semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur 2+.
Alors 9f = 039B~(n~ n W:) muni du produit scalaire (039B~x, A,y) Ho cp(y*x),
du produit et de l’involution images de ceux de n~ n n*~ est une algèbre
hilbertienne à gauche. Pour tout x ~ n on a 03C0(039B~x) = 03C0~(x) de
sorte que (u) = 03C0~(2). Si cp est l’enveloppe supérieure sur tout 2+ de
l’ensemble r des formes linéaires positives normales qu’il majore, 2t est
achevée et le poids canoniquement défini par 2t sur (u) est égal au trans-
porté de 9 par l’isomorphisme 03C0~.

Si (ui) désigne une unité approchée filtrante croissante de n~, ui con-
verge fortement vers I sur H~ et on a alors pour tout x ~ n~

Comme on a uix ~ n*~n~ = m~ c n~ n n*~, on voit que 3t = AqJ( mlp
n n*~) est partout dense dans Hlp. D’après le lemme 2.1 de (I) et sa dé-
monstration, u vérifie les axiomes I, II, III des algèbres hilbertiennes à
gauche. Montrons maintenant que l’involution de u admet un adjoint
densément défini.
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Soit A l’adhérence normique de lJlç dans 9 et 0/ = ~|A+. Il est clair
que l’on a Mu = m~, n03C8, m lJl§ = (n~ n n*~) n A et que H03C8 s’identifie
à l’adhérence de 039B~ 94 dans H~. En fait, dans la relation (1) ci-dessus, on
a uix ~ m~ = m~ ~ n03C8 n n*03C8. On en déduit que H03C8 = H~. D’après
((I), lemma 1.5), 03C8 est l’enveloppe supérieure sur 9N’ de l’ensemble des
formes linéaires positives définies sur A qu’il majore et d’après ((I),
lemme 4.3), chacune de ces formes est la restriction à A d’un élément de
r. De plus, n,(.2) est l’algèbre de von Neumann engendrée par 03C0~(A) =
03C003C8(A). D’après ((I), lemmes 2.3), pour tout f ~ r, il existe un opérateur
positif t f E 03C0~(A)’ unique tel que

1 pour tout

En utilisant la relation (1), on voit facilement que cette égalité est encore
valable pour x ~ n~ n n*~. D’après ((I), lemme 2.6), 1 est faiblement
adhérent à l’ensemble des opérateurs (t f )fer. Comme r est convexe, on
voit facilement que l’ensemble des opérateurs t f est convexe. Donc I est
fortement adhérent à cette famille. D’après un théorème de Kaplansky
(voir (9)), 1 est fortement adhérent à la famille (tj)fer. D’après ((I),
prop. 2.4), pour tout f ~ r, il existe un vecteur a f E Hlp unique tel que l’on
ait nlp(x)af = tJAlpx pour tout x E n03C8 n n*03C8, et par suite pour x ~ n~ n
n*~ (d’après la relation (1)). D’après ((I), lemme 4.8), 03C0~ est fidèle et

d’après ((I), cor. 2.10), les vecteurs (03B1f)f~0393 sont séparateurs pour 03C0~(A)",
donc totalisateurs pour 03C0~(A)’. Les éléments de la forme 03A3ni=1 t1 2 fi yi03B1gi
(oùfj, Bi E F et Yi E 7r,(A)’ pour i = 1, ···, n) sont partout denses dans
H~. Nous allons vérifier qu’ils appartiennent au domaine 22T" de l’adjoint
b de l’involution # de $2(. Pour tout x E SRqJ n n*~, tout y E 03C0~(A)’, tous
f, g ~ 0393 on a

On a donc bien

Supposons maintenant que pour tout x E !2+, on ait ~(x) = supf~0393f(x)
et montrons que 3t est alors achevée, et pout cela montrons que l’on a

Notons d’abord que pour tout f ~ 0393, a f est un élément de 9T. En enët, la
relation 03C0(039B~x)03B1f = t1 2 f039B~x, valable pour x ~ n~ n n*~ montre que 03B1f
est borné à droite et que 03C0’(03B1f) = t f ; comme t f est positif, le lemme 2.4
montre que a f E 2[’. Considérons un vecteur 03BE E Hep borné à gauche et
soit x ~ 2 tel que 03C0~(x) = n( ç). On a alors
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On a donc x E n~. Compte tenu du lemme 2.4, la relation (2) est alors
évidente. En outre, on voit que le poids défini par 2t est le transporté
de ~] à l’aide de l’isomorphisme nep.

2.14. PROPOSITION. Soient -2 une algèbre de von Neumann, E son prédual,
qJ un poids sur 2+ fidèle, semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieu-
rement sur m+~. Posons M = 03C0~(2) et notons % l’algèbre hilbertienne à
gauche définie par qJ, i’ le poids défini par 2t’ sur (u’) = M’, C le sous-
cone convexe de E+ ensemble des formes linéaires positives normales sur
2, majorées par un multiple de 9. Pour tout f E C, soit t f l’unique opérateur
positif de M’ tel que f(y*x) = (tfAepxlAepY) pour x, y E n~ n n*~.

(i) C est l’ensemble des formes linéaires ay 0 03C0~ où 11 décrit u’.

(ii) f Ho t f est une bijection linéaire de C sur le sous-cone convexe m+03C4,
de (M’)+. Pour que f soit majorée par qJ, il faut et il suffit que t f soit
majorée par I dans M’.

(iii) C est normiquement dense dans E+ et pour tout f ~ C on a 1 If 11 =
’r’(tf).

(i) Soit f E C et soit a f l’unique vecteur de Hep tel que f = úJ(X¡ 0 nep et
tel que 03C0~(x)03B1f = t1 2039B~x pour tout x E n~ n n*~. On a déjà vu que
a f E 2’(’ en démontrant le théorème 2.13. Réciproquement, soit a E 2’(’ et
posons f = 03C903B1 o 03C0~. Pour x ~ m+~ on a alors x2 E W n n*~, d’où

on a donc y e C.
(ii) Pour tout f ~ C, on a a f E 9t’ et 03C0’(03B1f) = t1 2 f. On a donc t f e m03C4 et

03C4’(tf) = (03B1f|03B1f’) = ~f~, ce qui montre que l’application f ~ tf est in-
jective. Il est clair que cette application est linéaire. Montrons qu’elle est
surjective. Soit t E 9N+. Il existe alors a e 9T tel que 03C0’(03B1) = tt. D’après
(i),f = 03C903B1 o 03C0~ est un élément de C. On voit facilement que l’opérateur tf
correspondant est égal à t.

La deuxième assertion se vérifie tout aussi aisément.

(iii) Vérifions que le bipolaire de C dans E est égal à E+. Soit x e 9
hermitien tel que l’on ait f(x) ~ 0 pour tout f ~ C. D’après (i) on a alors
(03C0~(x)03B1|03B1) ~ 0 pour tout a E 9T, donc 7r-,(x) (et par suite x) est positif,
d’où l’assertion.

2.15. COROLLAIRE. Soient .9 une algèbre de von Neumann, qJ un poids
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sur 2+ fidèle, semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur

9N+. Alors il existe une famille filtrante croissante de formes linéaires
positives normales sur 2 dont qJ soit l’enveloppe supérieure sur m+~.

Reprenons les notations de la proposition précédente. D’après ((4),
lemme 3.1) l’ensemble J des opérateurs tE m: tels que 11 t 11  1 est

filtrant croissant et c’est une unité approchée de l’adhérence normique
de 9X+. Donc ces opérateurs (tj)j~J convergent fortement vers I. Pour tout
j E J, soit fj E C la forme correspondante. D’après ((I), lemme 2.6), on a
qJ(x) = supjc-jfj(x) pour tout x ~ m+~. Il est clair que la famille (fj)j~J
est filtrante croissante.

Le résultat suivant est du à (12) (prop. 6.2). En application de ce qui
précède nous en donnons une nouvelle démonstration ne reposant pas sur
le théorème B-T de von Neumann.

2.16. COROLLAIRE. Soit 2 une algèbre de von Neumann sur un espace
hilbertien H. On suppose qu’il existe une application linéaire isométrique J
de H sur l’espace hilbertien conjugué de H, telle que J2J = f2’ et telle que
Jxj = x* pour tout x ~ 2 n f2’. Alors toute forme linéaire positive normale
sur 2 est de la forme cva avec a E H.

D’après ((13), th. 12.2), 2 est isomorphe à l’algèbre de von Neumann
M = (u) définie par une algèbre hilbertienne à gauche u et d’après ((5),
ch. III, § I, th. 6) cet isomorphisme est spatial. Pour démontrer l’assertion,
nous pouvons donc remplacer 2 par M. Soit alors 9 le poids canonique-
ment défini par 3t sur M et soit C le sous-cône convexe du prédual E de M
ensemble des formes linéaires positives normales majorées par un mul-
tiple de 9. D’après la proposition 2.14, tout élément de C est de la forme
W(f. et C est normiquement dense dans E+. L’assertion résulte alors de
((8), th. D).

2.17. REMARQUES. a) Soient 2 une algèbre de von Neumann, 9 un
poids sur 2+. Les deux problèmes suivants se posent naturellement.

PROBLÈME 1. Si ç est normal, ç est-il faiblement semi-continu inférieu-
rement sur m+~ et par suite enveloppe supérieure sur 9+ de formes
linéaires positives normales?

PROBLÈME 2 (voir (5), ch. 1, § 4, p. 53). Si ç est faiblement semi-continu
unférieurement sur f2 +, existe-t-il une famille (fi)ieI de formes linéaires
positives normales telles que ç = LieI fi ?

b) En utilisant ((11), th. 1.3 et 3.1 ) et ((1 ), prop. 1.9 et lemme 4.3), on
voit facilement que le problème 2 précédent a une réponse positive lorsque
w est à valeurs finies sur la partie positive d’un idéal bitère de 9 faiblement
dense dans 2.
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c) D’après (11 ), th. 3.8), sur l’algèbre 2(H) de tous les opérateurs sur
un espace hilbertien H, tout poids du type que nous venons de décrire
dans la remarque b) est de la forme x H tr (a1 2xa1 2) avec a E 2(H)+.
Donnons un exemple d’un poids fidèle, semi-fini, faiblement semi-continu
inférieurement qui ne soit pas de ce type-là.

Soit H un espace hilbertien de dimension infinie dénombrable et soit

el, e2, ··· une base orthonormale de H. Posons ~(x) = Zo 1 24n(xen|en).
Comme m~ contient les projecteurs de rang un correspondant aux vec-
teurs el , e2, ···, le poids cp est semi-fini. Il est évidemment fidèle et

faiblement semi-continu inférieurement. Si cp était à valeurs finies sur un
idéal bilatère non nul de 2(H), pour tout opérateur de rang fini x sur H,
9(x) serait fini. Or m~ ne contient pas le projecteur de rang un corres-
pondant au vecteur a = 1 2e1 + (1/22)e2 + ···.

3. Algèbres hilbertiennes à gauche engendrant une algèbre de von Neumann
G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires

Si M est une algèbre de von Neumann, et si G est un groupe d’auto-
morphismes de M, on dit que M est G-finie (voir (10)), si pour tout

x E M+ non nul, il existe une forme linéaire positive normale et G-invari-
ante f telle que f(x) &#x3E; 0. D’après ((10), théorème 2), M est G-finie si et
seulement si il existe une projection normale fidèle G-invariante 03A6 de M
sur la sous-algèbre de von Neumann P de M formée des x E M tels que
g · x = x pour tout g ~ G.

Si M est l’algèbre S(3t) associée à une algèbre hilbertienne à gauche u,
et si G est le groupe des automorphismes modulaires a, : x ~ 0394itx0394-it,
P est l’ensemble des éléments de M permutables à d . Reprenant les no-
tations de (12), nous noterons Ho l’ensemble des vecteurs 03BE du complété
H de 9f tels que 039403BE = 03BE et nous poserons u0 = u ~ Ho. D’après ((12),
prop. 4.3 et 4.4) 2Xo est une sous-algèbre involutive de 2X. Sur u0 les trois
involutions S, F, J sont définies et coincident et 2Xo est une algèbre hilber-
tienne pour ces involutions. Si 3t est achevée, %o est achevée et partout
dense dans Ho. Les opérateurs n( ç) où 03BE E u"0 appartiennent à P; nous
noterons Mo l’algèbre involutive faiblement fermée qu’ils engendrent
dans P. D’après ((12), prop. 4.6), la projection p de H sur Ho applique
2X" sur 2t"; il existe une projection positive normale 0 de M sur Mo
unique telle que 03A6(03C0(~)) = 03C0(p~) pour tout 11 E 5l(.

3.1. LEMME. Soient u une algèbre hilbertienne à gauche, qJ le poids cano-
niquement défini par u sur M = £(2X), t Ho Ut le groupe des automorphismes
modulaires de M = (u). Pour un vecteur 03BE du complété H de u, les con-
ditions suivantes sont équivalentes.
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(ii) ~ (i) Si 03BE E 2t" est tel que ~[03C0(03BE)03C0(~)] = ~[03C0(~)03C0(03BE)] pour tout
ri E on a (~|03BE#) = (03BE|~#) pour tout ~ E $2!, ce qui prouve que 03BE E Db et
que 03BE# = çP.
Notons que la condition (ii) du lemme 2.1 et la définition de cp mon-

trent que ~0 = cplP+ est une trace (normale et fidèle) et que Mo est l’ad-
hérence faible de n~0 = 03C0(u"0).

3.2. PROPOSITION. Soient 2t une algèbre hilbertienne à gauche, cp le poids
canoniquement défini par $2!. Pour que cp soit une trace, il faut et il suffit que
2t soit une algèbre hilbertienne.

Si 9 est une trace, n~ est un idéal bilatère, donc auto-adjoint, de l’al-
gèbre de von Neumann M = (u). On a cp(xy) = cp(yx) pour tous
x, y E n~ = n~ n n*~ = 03C0(u"), de sorte que l’on a 9f" == u"0 d’après le
lemme 3.1. Alors 2t est une sous-algèbre hilbertienne de 2t". La réciproque
est bien connue.

3.3. LEMME. Soient M une algèbre de von Neumann, P une sous-algèbre
de von Neumann de M, 03A6 une projection positive normale fidèle de M sur P.
Pour toute forme linéaire positive normale g sur P, le support de g 0 cP est
égal au support de g.
Posons f = g o 0. Le support q de f est majoré par le support p de g

car on a f(I-p) = g[CP(I-p)] = g(I-p) = 0. On en déduit que 03A6(q)
~ p. Par définition de q, on a g [p - 0(q) ] = f(p-q) = 0. D’après la
définition du support p de g, on a p - 0(q) = 0, soit 0(p - q) = 0.
Comme (P est fidèle, p = q.

3.4. THÉORÈME. Soient 2f une algèbre hilbertienne à gauche achevée, 9 le
poids canoniquement défini par u sur M = (u), G le groupe à un para-
mètre des automorphismes modulaires de M, P l’ensemble des éléments de
M fzxes pour G, u0 l’algèbre hilbertienne associée à 5l(. On pose ~0 = ~|P+.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’algèbre de von Neumann M est G-finie.
(ii) L’ensemble des éléments 03BE~ où 03BE E u0 et où 11 E 5l( est partout dense

dans 5l(.

(iii) ~0 est une trace normale fidèle semi-finie sur P.
(iv) Il existe une projection positive normale 03A6 de M sur P telle que

cp(x) = 9 0 [0 (x) ] pour tout x ~ M+.
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(v) Il existe une famille (fi)i~I de formes linéaires positives normales
dont les supports sont deux à deux orthogonaux telle que ~(x) = 03A3i~Ifi(x)
pour tout x E M+.

De plus, si les conditions précédentes sont vérifiées, la projection 03A6 véri-
fiant la condition (iv) est unique et G-invariante.

(i) ~ (ii) Si M est G-finie, il existe une projection positive, normale,
fidèle G-invariante 03A6 de M sur P ((10), th. 2) et pour tout a e M, il existe
une famille (xi)iEr indexée par un ensemble filtrant I, formée d’éléments
de l’enveloppe convexe des éléments (g . a)g~G, qui converge ultrafaible-
ment vers 03A6(a). Comme ~ est ultrafaiblement semi-continu inférieure-
ment et invariant, on a pour tout x E m+~

~(03A6(a)) ~ lim inf ~(xi) = lim inf ~(a) = ~(a)  +00.

Donc pour tout a e M+~, on a 03A6(a) e m+~0. Comme m~ est ultrafaiblement
dense dans M, on peut trouver une famille filtrante croissante (ui)i~I
d’éléments de m; qui converge ultrafaiblement vers I dans M. Alors
(03A6(ui))i~I est filtrante croissante dans m+~0 de borne supérieure / dans P.
Elle converge donc fortement vers /. Si pour tout i e I, nous choisissons

03BEi ~ u0 tel que n( ç 1) = 03A6(ui), pour tout 03B1 ~ u, 03BEi 03B1 = 03C0(03BEi)03B1 converge
vers a.

(ii) ~ (iii) Si (ii) est vérifiée, la représentation 03BE ~ 03C0(03BE) de u0 sur H
est non dégénérée. Donc lest ultrafaiblement adhérent à 03C0(u0) = n~0
et la trace ~0 est semi-finie sur P.

(iii) ~ (iv) Si ~0 est semi-finie sur P, P est l’adhérecne ultrafaible de
m~0, donc P = Mo. Soit 03A6 la projection de M sur P décrite dans (12),
prop. 4.6).
Montrons d’abord que pour x E m+~ tel que 03A6(x) e m+~0 on a ~0(03A6(X))

= ~(x). Pour 03BE ~ u et ~ ~ u0, cna

Soient x ~ m+~ et 03BE ~ u tel que n(ç) = xi. Dans 9to choisissons une
famille (11 i) indexée par un ensemble filtrant, telle que n( 11 i) = Yi converge
ultrafaiblement vers I. Comme ~0 est une trace, on a

Comme y Ho ~0[03A6(x)1 2y03A6(x)1 2] est une forme linéaire positive normale
sur P, le premier membre tend vers ~0(03A6(x)). D’autre part, on a ~bi = J11 i
pour tout i, d’où
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Ainsi 03C0’(~i) converge ultrafaiblement vers I et le dernier membre de la
relation précédente converge vers (03BE|03BE) = ~(x). On a donc ~0(03A6(x))
= ~(x) pour tout x E m+~ tel que 0(x) E m+~0 et par suite pour toute com-
binaison linéaire de tels éléments.

Soit (Pi)ieI une famille de projecteurs deux à deux orthogonaux de
m~0 de somme égale à I dans P. Comme p2i = Pi’ on a pi ~ n~0 c
n~ ~ n*~ pour tout i E I. Pour tout i E I, soit ai E %o tel que pi = 03C0(03B1i).
Pour u, v e M et i, j ~ I, on a 03A6(pj v*upi) = pj 0(v*u)pi et la formule de
polarisation montre que pj03BD*upi est combinaison linéaire d’éléments xk
de m+~ tels que 03A6(xk) E m+~0. On a donc, puisque up = un( ai) = 03C0(u03B1i),

Pour i ~ j, on a donc (uailvaj) = 0 et les sous-espaces (Mai)ieI de H
sont deux à deux orthogonaux. Pour x ~ M+ on obtient en posant
u = v = x1 2

Soit x ~ M+ tel que 03A6(x) ~ m+~0, (soit ~0(03A6(x))  + oo). Soit fi le
vecteur de H égal à 03A3i~I x1 203B1i. Pour tout 11 E 3T on a

ce qui montre que p est borné à gauche et que 7r(j8) = x1 2. Alors on a
x1 2 ~ n~ ~ n*~, d’où x ~ m+~ et

Supposons maintenant que x E m+~ et soit 03BE e 9t tel que x-L = 7t(1).
On a alors

Nous avons donc établi que x E m+~ si et seulement si 0(x) E m+~0 et
que l’on a alors ~(x) = ~0(03A6(x)), ce qui démontre (iv).

(iv) =&#x3E; (v) Supposons qu’il existe une projection normale e de M sur P
telle que ~(x) = ~0(03A6(x)) pour tout XE M+. Soit (ui) une unité ap-
prochée, filtrante croissante de la sous-algèbre 9Np de M. Alors ul con-
verge ultrafaiblement vers I. Il en est de même pour 0(ui). Comme on a
~0(03A6(ui)) = ~(ui)  +00, on voit que la trace normale fidèle ~0 est

semi-finie sur P. Soit alors (Pi)ieI une famille de projecteurs deux à deux
orthogonaux de m~0 de somme égale à I et posons pour i E I et x E P,
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gi(x) = ~0(xpi) = ~0(pixpi). On obtient ainsi une famille de formes
linéaires positives normales sur P dont les supports (Pi)ieI sont deux à
deux orthogonaux, et telle que ~0(x) = 03A3i~I gi(x) pour tout XE P+.
Pour tout i E I, posons fi = gi o ffi. Comme ç est fidèle, 03A6 est fidèle.

D’après le lemme 3.3, le support de f est p et on a ~(x) = ~0(03A6(x))
= 03A3i~Igi(03A6(x)) = Lielfi(x) pour tout x E M+.

(v) ~ (i) Supposons qu’il existe une famille (fi)iEI de formes linéaires
positives normales dont les supports (Pi)ieI sont deux à deux orthogonaux
et telle que ~(x) = 03A3i~Ifi(x) pour tout XE M+. Pour tout i ~ I, on a
qJ(Pi) = fi(pi)  + ce. On a donc pi E m+~ et comme p’ = pi, on a
pi c- n~ n n*~. D’autre part, pour tout y E n~ n n*~, on a ~(ypi) =
fi(y) = ~(piy). D’après le lemme 3.1, pi est invariant par les automor-
phismes u, de G et par suite, x ~ fi(x) = ~(pixpi) est une forme linèaire
positive normale G-invariante. Si x ~ M+ est non nul, on a 9(x) &#x3E; 0

puisque ç est fidèle. Il existe alors i e I tel que fi(x) &#x3E; 0. Donc M est G-

finie.

L’application 4l est fidèle, normale, positive. Montrons qu’elle est

G-invariante. Elle sera alors unique d’après les résultats de Kovacs et
Szücs. Soient x ~m+~ et y ~ m+~0; pour tout t E R on a 03C3t(y) = y et

03A6(03C3t(x)) ~ m+~0, d’où puisque ç est G-invariante

Prenons y = 03A6[03C3t(x)]* - 03A6(x)* E m~0. On obtient ~0(y*y) = 0, d’où
y = 0. On a donc 03A6(03C3t(x)) = 0(x) pour tout x E m+~, donc pour tout
xEM.

3.5. COROLLAIRE. Pour toute algèbre de von Neumann f2, il existe une

algèbre hilbertienne à gauche 2t telle que l’algèbre de von Neumann (u)
soit G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires, et isomorphe
à f2.

Soit (Pi)iel une famille de projecteurs cycliques de 2, deux à deux ortho-
gonaux, de somme égale à I. Pour tout i E I, soit ai E p,(H) un vecteur tel
que pi = E2’03B1i. Alors x ~ ~(x) 03A3i~I 03C903B1i(x) définit une algèbre hilbertienne
à gauche vérifiant les hypothèses du théorème 3.4.

3.6. PROPOSITION. Soient 2 une algèbre de von Neumann, ~ un poids
fidèle sur f2 +. On suppose que qJ est somme d’une famille (fi)iel de formes
linéaires positives normales dont les supports (Pi)iel sont deux à deux ortho-
gonaux. On considère les objets m~, n~, A, H, u, u’, etc... canonique-
ment définis par qJ. On pose M = (u) et 039Bpi = 03B1i pour tout i E L On

note i et i’ les poids canoniquement définis par u et u’ sur M et M’.
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(i ) Les sous-espaces Hi = Ma (resp. H’i = M’ 03B1i) de H sont deux à
deux orthogonaux et on a H = E9 i~I Hi = E9 iel Hi’ -

(ii) 9f est l’ensemble des éléments (03C0~(x)03B1i)i~I de E9 i~I Hi, où x décrit
n De même u’ est l’ensemble des éléments (y03B1i)i~I de EB iel Hi’ où
y décrit SRt, n n*03C4’. Les algèbres hilbertiennes à gauche et à droite 2t et u’
sont achevées.

(iii) Les vecteurs (03B1i)i~I sont invariants par l’isométrie antilinéaire J et
on a J(Hi ) = H: pour tout i E I, T = Liel 03C903B1i|M+, r’ = Liel 03C903B1i|(M’)+.

(iv) M est G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires de
M.

On peut supposer qu’aucune des formes fi n’est nulle, soit pi =A 0,
pour tout i E l.

(i) Pour x, y E on a 03A3i~Ifi(x*x) = qJ(X*X)  + oo et 03A3i~Ifi(y*y)
 + oo. D’après l’inégalité |fi(y*x)| ~ fi(x*x)1 2fi(y*y)1 2, la famille

03A3i~Ifi(y*x) est sommable. Soient i, j deux indices distincts. Alors pour
u, v ~ 2, on a upi, vpj E n~ et

Les sous-espaces Hi = M03B1i sont deux à deux orthogonaux. Montrons
que H = 03A3i~I Hi. Soient x ~ n~ et 03B5 &#x3E; 0. Il existe une famille finie

i 1, ..., in d’indices telle que

On a alors, compte tenu de l’orthogonalité des éléments 039Bxpi

Ainsi E9 iel Hi est dense dans 039Bn~, donc égal à H.
Les projecteurs Ej’ (où i E 1) sont les supports des formes linéaires

03C903B1i définies sur M. Comme on a f = 03C903B1i o 03C0~, ils sont égaux aux pro-
jecteurs 03C0~(pi). Ils sont donc deux à deux orthogonaux, de somme égale
à I. On a donc H = ~i~I Hi’.

(ii) D’après le théorème 2.13, u et 9T sont achevées et on a 2t =
039B(n~ ~ n*~). Pour tout x E n~, les composantes de 039Bx dans E9 iel Hi
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étant les vecteurs Axpi = 03C0~(x)03B1i, u est l’ensemble des (03C0~(x)03B1i)i~I où x
décrit n~ n n*~. Provisoirement, notons 03C8 le poids 03A3i~I 03C903B1i sur (M’)+.
Les vecteurs 03B1i étant totalisateurs pour 03C0~, ils sont séparateurs pour M’
et l’application A’ : y ~ (y03B1i)i~I E ~i~I H’i = H est une injection de

n03C8 ~ n*03C8 dans H. Montrons que 039B’(n03C8 n n*03C8) muni du produit et de
l’involution images de ceux de l’algèbre n03C8 n n*03C8 est égal à 3ÎB Pour
x E n~ n n*~ et y E n03C8 n n*03C8 on a

= (039By*|039Bx)

On a donc A’y e Db et (ll’y)b - A’y*. Vérifions que A’y est borné à
droite. Pour x e n~ n n*~ on a

Ainsi 039B’y est borné à droite et on a n(A’y) = y. Ceci montre que

039B(n03C8 ~ n*03C8) c 9t’. Réciproquement, soit 11 e 3T et posons y = 03C0’(~).
Si ’1 = LiEI ~i est la décomposition de ’1 selon les sous-espaces H’i de H,
on a

d’où

On a donc y E n03C8 et de même y* = 03C0’(~b) E Wq,. Ainsi u’ est égale à
039B’(n03C8 n n*03C8). Vérifions que l’on a 03C8 = i’, ce qui démontrera (ii) entière-
ment. Pour 11 E 3T on a

Donc pour y e m+03C4’, on a 1:’(Y) = 03C8(y). Réciproquement, si y e m+03C8, on a
yt e 03C0(u’), d’ où y e m+03C4’. Ainsi i’ et 03C8 sont égaux.

(iii) Notons pi’ le support de 03C903B1i|M’. On a ai = Api = 03B1#i et rli = A’p;
= 03B1bi. D’après ((12), prop. 4.3), on a 03B1i ~ u0 et Jai = ai. Comme JMJ =
M’, on obtient J(Hi) = H!. Le poids 1: étant transporté de ~ par l’iso-
morphisme 03C0~, on a 1 = 03A3i~I (OailM+ tandis que i’ = 03C8 = 03A3i~I 03C903B1i|M’).

(iv) Comme 1: est somme de formes linéaires positives normales a sup-
ports deux à deux orthogonaux, M est G-finie.
La proposition suivante parmet de donner des exemples simples de

poids vérifiant les conditions de la proposition 3.6, ou ne les vérifiant pas.

3.7. PROPOSITION. Soit a un élément positif de l’algèbre L(H) de tous les
opérateurs sur un espace hilbertien H. Le poids ~ : x ~ tr(a1 2xa1 2) est sur
2(H)+ somme de formes linéaires positives normales. Pour qu’il existe
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une famille de formes linéaires positives normales à supports deux à deux
orthogonaux de somme égale à 9 sur 2(H) + , il faut et il suffit que a soit
de la forme a = 03A3i~I03BBipi où les Âi sont des nombres réels positifs et où
les pi sont des projecteurs de rang fini deux à deux orthogonaux.

Il est clair que cp est somme de formes linéaires positives normales. Si a
est de la forme 03A3i~I 03BBipi, où les 03BBi E R+ et où les pi sont des projecteurs
de rang fini deux à deux orthogonaux, les formes fi : x H 03BBitr(xpi) sont
positives normales de somme égale à cp sur 2(H)+ et leurs supports
(pi)i~I sont deux à deux orthogonaux.

Réciproquement, supposons qu’il existe des formes linéaires positives
normales (fi)ieI dont 1s supports (PI)ieI sont deux à deux orthogonaux et
telles que cp(x) = Lielfi(x) pour tout x ~ 2(H)+. Pour tout i E I, il

existe ai E 2C(H)+ tel que fi(x) = tr(a1 2ixa1 2i) = tr(xai) pour tout

x ~ 2(H) ((6), 4.1.2). Pour toute partie finie J de I, posons/j = 03A3i~Ifi,
aJ = LieI ai. Pour tout opérateur à trace positif x on a

on a donc

La famille filtrante croissante (aJ) admet une borne supérieure b ~ a.
Pour tout opérateur à trace positif x on a tr[x1 2(a-b)x1 2] = 0, donc
a = b, soit a = 03A3i~I ai. Comme les supports des opérateurs ai sont égaux
aux supports des formes fi, ils sont deux à deux orthogonaux. Comme
chaque ai est de la forme proposée, il en est de même pour a.
Donnons quelques propriétés supplémentaires de l’algèbre hilbertienne

à gauche associée à certains poids du type x H tr(a1 2xa1 2) sur L(H)+.
3.8. PROPOSITION. Soient 0/ une trace normale fidèle semi-finie sur une

algèbre de von Neumann f2. Soit a ~ 2+ un opérateur inversible d’inverse
borné. Pour tout x ~ 2+, posons cp(x) = 03C8(a1 2xa1 2). Notons  l’algèbre
hilbertienne achevée définie par 0/, u l’algèbre hilbertienne à gauche définie
par cp.

(i) 9 est un poids fidèle faiblement semi-continu inférieurement sur -9 +
et on a n~ = n03C8, M~ = M03C8.

(ii) On a Hlp = H03C8,  =  = u" = U" et par suite l’algèbre modu-
laire maximale définie par 9t est égale à %.

(iii) L’involution adjointe de l’involution 039B~x ~ (039B~x)# = 039B~x* de U
est 039B~x ~ 039B~ax*a-1 = (039B~x)b. L’automorphisme modulaire L1 de 2t est
donné par 0394(039B~x) = 039B~axa-1; il est isométrique pour la norme de Hv,
(qui est équivalente à celle de H~).

(i) est évident.
(ii) Comme on a ~(x*x) ~ ~a~03C8(x*x),03C8(x*x) ~ ~a-1~~(x*x), les

normes définies par cp et 0/ sont équivalentes, donc H~ = Hv,. Il est clair
que 9 = W en tant qu’algèbre involutive; l’opérateur 03C0(03B6) est donc le
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même qu’il soit défini par ? ou par 91. Il en résulte que ? et 3t définissent
le même ensemble de vecteurs bornés à droite soit Hd. Pour a E Hd, 9
et 2t définissent le même opérateur 03C0’(03B1). D’après le lemme 2.4, on a
?’ = 9T. Comme ? est achevée, on a 9 = Sù’, d’où ? == 3t = 2t’. On
voit de même que 2t’ = 9TB Comme on a 2t = 3tB N appartient au domai-
ne de dn pour tout n E Z, donc 9f est égale à l’algèbre modulaire maximale
qui lui est associée.

(iii) Pour x, y E N~, on a

ce qui montre que Apy E Db et que (A,, Y) 5 = 039B~ay*a-1. D’autre part,

donc L1 est isométrique pour la norme de H03C8.

4. Poids K.M.S. et automorphismes modulaires

Ce paragraphe n’est qu’une adaptation de ((13), § 13) et de (14) qui
étudient les états K.M.S. sur les C*-algèbres et les algèbres de von
Neumann. Pour qu’il existe un état normal fidèle sur une algèbre de von
Neumann 2, il faut et il suffit que 2 soit de genre dénombrable. Il semble
donc que l’extention de certains résultats de ((13), § 13) ou de (14) à une
algèbre de von Neumann quelconque nécessite l’utilisation des poids.

4.1. DÉFINITION. Soient A une C*-algèbre, ~ un poids sur A + . On dira
que ç est un poids K.M.S. s’il existe un nombre 03B2 &#x3E; 0, un homomorphis-
me t ~ 03C3t de R dans le groupe Aut(A) des automorphismes de A vérifiant
les deux condition suivantes

a) 9 est invariant par u, pour tout t ~ R;
b) pour tout couple (a, b) d’éléments de W n *~, il existe une fonc-

tion F continue et bornée sur la bande des z E C tels que 0 ~ Im z ~ /3,
holomorphe dans cette bande telle que

4.2. REMARQUES
a) Soit fi’ un nombre &#x3E; 0. Posons u’(t) = [03C3(03B2/03B2’)t].Alors 03B2’ et t ~ u’(t)

vérifient les conditions a) et b) de la définition précédente.
b) Supposons que A soit une algèbre de von Neumann, que ç soit un

poids fidèle, semi-fini, enveloppe supérieure sur A+ de formes linéaires
positives normales. On verra (prop. 4.8) qu’il existe alors un seul groupe
à un paramètre t Ho (it d’automorphismes de A vérifiant les conditions
a) et b) de la définition 4.1 (ç et fi étant fixés).



68

4.3 LEMME (voir (13), th. 13.1). Soient U une algèbre hilbertienne à
gauche. Pour tout couple ç, ’1 d’éléments de D#, il existe une fonction F

définie, continue et bornée pour 0 ~ lm z ~ 1, holomorphe à l’intérieur de
cette bande et telle que

D’après le lemme 2.6, les fonctions G(z) = (0394z03B6|~#) et G’(z) =
(~|03941-z03B6#) sont définies et continues respectivement pour 0 ~ Re z ~ 1 2
et 1 2 ~ Re z ~ 1; elles sont holomorphes à l’intérieur de ces bandes et
bornées. Pour z = 1 2 + it (avec t e R), on a

Il existe donc une fonction définie, continue et bornée pour 0 ~ Re z ~ 1

holomorphe à l’intérieur de cette bande, coincidant avec G pour 0 ~ Re z

~ 1 2 et avec G’ pour 1 2 ~ Re z ~ 1. Posons F(z) = H( - iz); cette fonc-
tion convient.

4.4. PROPOSITION. Soient 2 une algèbre de von Neumann, ~ un poids
semi-fini, fidèle, enveloppe supérieure sur 2+ des formes linéaires positives
normales qu’il majore. Alors ~ est un poids K.M.S..

Soient 21 l’algèbre hilbertienne à gauche achevée canoniquement définie
par ç, i le poids que définit U sur (). Notons u, (pour t e R) les auto-
morphismes de f2 transportés à l’aide de l’isomorphisme ncp des auto-
morphismes modulaires de (). Soient x, y E R~ ~ *~ et soient

03BE - 039B~x, ~ = AcpY les éléments correspondants de U, F la fonction holo-
morphe associée au couple ç, ’1 par le lemme 4.3. Pour tout t e R, on a

Comme qJ est invariant par les automorphismes (J (th. 2.13 et 2.11 ), qJ

est K.M.S.

4.5. LEMME (voir (13), lemme 10.1). Soient 9f une algèbre hilbertienne à
gauche achevée, H l’espace hilbertien complété de 2t, u : t H u(t) un groupe
à un paramètre continu d’unitaires sur H, T le générateur infinitésimal de u
donné par le théorème de Stone. On suppose que pour tout t E R et tout

ç E U, on a u(t)03BE c- 2t et 03C0 [u(t)03BE] - u(t)03C0(03BE)u( - t). Alors on a (u(t)03BE)# =
u(t)03BE# pour tout t E R et tout 03BE E $1(, et pour toute fonction continue de type
positif sur R, on a f(T)2! c 2! et [f(T)03BE]# = f(T)03BE# pour tout 03BE E 21.

D’après le théorème de Bochner, il existe une mesure positive Il sur R
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de masse totale f(0) = supt~R |f(t)|, telle que f(À) = ~-~ eit03BBd03BC(t).
D’après le théorème de Fubini, on a alors (les intégrales convergeant
pour la topologie forte des opérateurs),

Pour 03BE ~ u et ~ ~ u’, on a 03C0’(~)[u(t)03BE] = 03C0[u(t)03BE]~ = u(t)03C0(03BE)u(-t)~,
d’où 

Ainsi f(T)03BE est borné à gauche. Montrons que f(T)03BE E D# et alors on
aura f(T)03BE e u. Notons d’abord que pour tout t E R, on a

On a donc [u(t)03BE]# = u(t)03BE#, d’où pour tout 11 e 2t’,

On a donc f(T)03BE E D# et [f(T)03BE]# = f(T)03BE#.
4.6. LEMME (voir (13), dem. th. 10.1). Soient H un espace hilbertien, X

une partie de H partout dense dans H, T un opérateur auto-adjoint sur H.
On note E l’ensemble des fonctions h * g où h, g sont des fonctions continues
à support compact sur R. Alors pour toute fonction continue F sur R, les
éléments f(T)03BE où f décrit E et où 03BE décrit X sont contenus et partout
denses dans l’espace hilbertien D(F(T)).

4.7. LEMME. Soient A une C*-algèbre, ~ un poids sur A +.
(i) Si qJ est invariant par un automorphisme a de A, il existe sur Hlp un

opérateur unitaire u unique tel que u(Alpx) = Aep ot(x) pour tout x E n~ n
n*~ et on a alors 03C0~[03B1(x)] = u03C0~(x)u-1 pour tout x E A.

(ii) Si qJ est semi-continu inférieurement sur m+~ et K.M.S. pour un

groupe à un parametre t Ho at d’automorphismes de A, les unitaires u(t)
correspondants forment un groupe à un paramètre continu.

(i) se vérifie facilement comme dans le cas où qJ est un état (voir (10)
par exemple).

(ii) Il est clair que t Ho u(t) est un homomorphisme de groupes. Véri-
fions sa continuité pour la topologie faible des opérateurs. Comme ~ est
semi-continu inférieurement, pour toute unité approchée filtrante crois-
sante (ui) de W et tout x E on a ~039B~x-039B~uix~ ~ 0 et uix ~n*~ n~,
donc SRlp n n*~ est partout dense dans Hep. Comme qJ est K.M.S., pour
tous x, y E n~ ~ n*~, la fonction

est continue. Par raison d’équicontinuité, t H u(t) est continu.
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4.8. PROPOSITION (voir (13), th. 13.2). Soient 2 une algèbre de von
Neumann, ~ un poids fidèle, semi-fini sur f2+. On suppose que qJ est en-
veloppe supérieure sur 2+ des formes linéaires positives qu’il majore et
que ~ est K.M.S. avec la constante fl = 1 pour un groupe à un paramètre
t k-+ 6t d’automorphismes de f2. Alors t i-+ 7r 0 u 0 03C0-1~ est le groupe des
automorphismes modulaires de nep(f2) définis par l’algèbre hilbertienne à
gauche 9f = 039B~(n~ n n*~).

D’après le lemme 4.7, il existe un groupe à un paramètre continu
u : t ~ u(t) d’unitaires de H tel que u(t)039B~x = 039B~03C3t(x) pour tout

x E n et on a u(t)03C0~(x)u(- t) = 7r, [at(x)] pour tout x ~ f2. Soit
T le générateur infinitésimal de u donné par le théorème de Stone et soit
T = ~-~ 03BBdE03BB sa résolution spectrale. Soit 03BE ~ u et soit il E Hep de la
forme f(T)03B1 où a e 9f et où f est le produit de convolution h * g de deux
fonctions continues à support compact définies sur R. Alors la fonction

est holomorphe dans C. D’après le théorème 2.13, 9Î est achevée et d’après
le lemme 4.5 on a ~ ~ u. Soient x, y ~ n~ ~ n*~ tels que 03BE = Acpx,
il = 039B~y. Comme ~ est K.M.S. pour t H Ut, il existe une fonction F

continue pour 0 ~ Im z ~ 1, holomorphe pour 0  Im z  1 telle qu’on
ait pour tout t e R

Comme F et G coincident pour z E R, elles coincident pour 0 ~ Im z ~ 1.

On a donc en particulier pour tout t e R

Appliquons cette relation en remplaçant 03BE par u(-t)03BE = exp (- itT)ç.
D’après le lemme 4.5, on a [u(-t)03BE]# = u(-t)03BE# et d’après le lemme 4.6,
on a 11 E D(exp T), d’où puisque exp (-itT) exp (T) c exp (T)
exp (-itT)

Cette relation valable pour tout 03BE ~ u, montre que exp (T)11 e Db et que
(exp (T)~)b = ~#. On a donc il e D(0394) et exp (T)11 = 0394~. D’après le

lemme 4.6, les éléments de la forme de 11 sont denses dans l’espace hilber-
tien D(exp T), de sorte que exp T c 0394. D’après la maximalité des

opérateurs auto-adjoints, on a exp T = Li et par suite u(t) = 0394it pour
teR.
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4.9. COROLLAIRE. Soient 2 une algèbre de von Neumann, ~ un poids sur
2+ fidèle, semi-fini et enveloppe supérieure sur 2+ des formes linéaires
positives normales qu’il majore. On suppose que qJ est K.M.S. avec la

constante 03B2 pour un groupe à un paramètre t Ho Ut d’automorphismes de 2.
(i) Si qJ est K.M.S. avec la constante 03B2 pour un autre groupe à un para-

mètre t Ho at d’automorphismes de !2, on a at = ut pour tout t E R.
(ii) Si (p est une trace, on a ut = Id pour tout t E R.
(iii) t Ho ut est continu quand on munit Aut 2 de la topologie de la con-

vergence simple sur 2 que l’on a elle-même munie de la topologie ultra-
faible.

Si t Ho ut est un groupe à un paramètre d’automorphismes d’une
algèbre de von Neumann 2 quels sont les poids sur 2+ qui sont K.M.S.
pour t Ho ut avec une constante f3 donnée? Dans quelle mesure, l’un d’eux
détermine-t-il les autres? Dans (13) et (14), ces questions sont entière-
ment élucidées pour les formes positives normales sur f2. Nous allons
donner des réponses partielles pour les poids. Le lemme suivant et sa dé-
monstration sont empruntés à ((7), prop. 1).

4.10. LEMME. Soient u une algèbre hilbertienne à gauche achevée et
posons M = (u), Z = M n M’.

(i) Pour tout E D# et tout x E Z on a xç E D# et (x03BE)# = x*03BE#.
(ii) Pour tout ~ u et tout x E Z on a xç ~ u et n(xç) = xn( ç).
(iii) Tout x ~ Z est permutable avec l’opérateur modulaire 0394.

(i) Soient 111’ ~2 E u’, Comme 03C0(03BE) et 03C0(03BE#) sont affiliés à M, et comme
03C0(03BE#) c 03C0(03BE)*, on a

Comme (u’)2 est dense dans Db, on obtient (i).
(ii) Si 03BE E D# est borné à gauche, on a x03BE E D# d’après (i), et x03BE est

borné à gauche d’après le lemme 2.3. Donc x03BE e 9t et 03C0(x03BE) = xn(ç).
(iii) Pour tout 03BE e 9Ï n D(0394) on a d’après (i)

Comme 2t n D(0394) contient l’algèbre modulaire maximale associée à u,
cet ensemble est dense dans l’espace hilbertien D(0394). Comme A et Jx
sont fermés, on a donc xA c 0394x.

4.11. LEMME ((7), lemmes 12 et 13). Soit n un idéal à gauche d’une
algèbre de von Neumann M. Alors 9X = n*n est une sous-algèbre faciale
de M et in est l’ensemble des x E M tels que x*x E m+.
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Montrons d’abord que pour x e m+ on a x2 ~ n. Considérons des
éléments x1, ···, xn et y1, ···, yn de ? tels que x = 03A3ni=1 y*ixi. Pour
i = 1,..., n, posons Ui = 1 2(xi+yi), vi = 1 2(xi-yi). On a

d’où

Posons z = 03A3ni=1 u*ui. On a x ~ z. Donc d’après ((5), ch. I, § 1, lemme
2), il existe un élément a ~ M tel que xi = azt et ~a~ ~ 1. Montrons

zt e 3t et on aura alors xt E 9t. Une généralisation facile du lemme 2.9,
montre qu’il existe des éléments a1, ···, an de M possédant les propriétés
suivantes

ui = aiz2 pour i = 1, ···, n et 03A3ni=1 a*iai est le projecteur support de z.
On a alors

Démontrons maintenant le lemme. D’après la formule de polarisation
tout élément de 9N est combinaison linéaire d’éléments de 9N + . Montrons

que m+ est hétéditaire, ce qui prouvera que M est une sous-algèbre faciale
de M. Soient x E m+ et y E m+ tels que 0 ~ y ~ x. D’après le lemme de
(5) déjà invoqué, il existe a E M tel que y1 2 = ax1 2. On a x2 E 9C, d’où
yt E 9C et y c- 9N’.

Si x ~ M vérifie x*x E m+, on a Ixl E 9C’ et d’après la décomposition
polaire de x, on a x E 9C, d’où la dernière assertion.

4.12. LEMME ((7), dém. th. 2). Soient u une algèbre hilbertienne à
gauche; posons M = Soit h un opérateur auto-adjoint positif, affilié
au centre Z de M. Soit X l’ensemble des vecteurs a E D(h) qui sont bornés
à gauche. Alors l’ensemble 9C des opérateurs 03C0(03BE) où 03BE décrit X est un idéal
à gauche de M et 9N = n*n est une sous-algèbre faciale de M ultrafaible-
ment dense dans M.

Comme h est affilié à Z, pour tout x E M et tout 03BE E D(h), on a
xç E D(h). Si 03BE est borné à gauche, xç l’est aussi. Pour tout 03BE E X et tout
x E M, on a donc xç E X et n(xç) = xn(ç). Ainsi 9C est un idéal à gauche
de M. D’après le lemme 4.11, 9N = n*n est une sous-algèbre faciale de
M. Soit h = ~0 ÂDEA la résolution spectrale de h et pour n = 1, 2,
posons fn = n0 dE03BB. D’après le lemme 4.10-(ii), pour tout c- 91 on a
ln ç E 9f. On a aussi fn 03BE E D(h), d’oùfn ç E X et de même (fn 03BE)# = fn 03BE# E X.
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Ceci montre que fn u ~ X. Pour tout 03BE E u, 03C0(fn03BE) = fn03C0(03BE) converge
fortement vers 03C0(03BE) quand n ~ oo, donc 9l = n(X) est fortement dense
dans M. Il en est de même pour M = n*n.

4.13. PROPOSITION. Soient u une algèbre hilbertienne à gauche achevée,
t H ut le groupe à un paramètre des automorphismes modulaires définis
par 2t sur M. Soit k un opérateur auto-adjoint positif affilié au centre Z de
M. On introduit les ensembles X c H et 9l, m c M définis par le lemme
4.12 pour l’opérateur h = k2. Pour x ~ m+, posons 03C8(x) = ~k03BE~2, où 03BE
est l’unique élément de H borné à gauche tel que 03C0(03BE) = x-1 et pour tout
autre élément x de M+ posons 03C8(x) = + 00. Alors ip est un poids sur M+,
semi-fini, ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur m+ = m+03C8 et

K.M.S. avec la constante fi = 1 pour t H ut.

Notons ~ le poids canoniquement défini par 5H sur M+. On a m c mer.
En effet, si x E M+, il existe 03BE E X tel que n( ç) = xi ; d’après le lemme
2.4, on a 03BE E 5H d’où x E m+~. Il est clair que 03C8(03BBx) = 03BB03C8(x) pour tout
À E R + et tout x ~ M+. Comme 9N est une sous-algèbre faciale de M,
pour que 1jJ soit linéaire il suffit que pour r, s E m+ on ait 03C8(r+s) =
03C8(r) +03C8(s) ((1), rem. 1.4). Posons t = r + s et soient a, b, c E M possédant
les propriétés du lemme 2.9. Soit E X tel que t1 2 = 03C0(03BE). On a alors

Donc Ç est un poids et d’après le lemme 4.12, il est semi-fini. Montrons
que Ç est ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur m+. Soit
h = ~0 ÀdE À la résolution spectrale de h et pour tout n = 1, 2, ··· posons
hn = n0 ÂdEz. Pour tout n, soit t/I n le poids défini par l’opérateur hn selon
le procédé que nous venons de décrire. Comme hn est borné, 03C8n est défini
sur m+~ (et majoré par ~hn~~). Si xi E m+~ converge ultrafaiblement vers
x ~ m+~, Xi n = xi nxi converge ultrafaiblement vers xhn ~ m+~. On a
donc

V1n(x) = ~(xhn) ~ lim inf 9(xihn) = lim inft/ln(xi).
Donc t/ln est ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur m+~. On
voit facilement que sur m+, 03C8 est l’enveloppe supérieure des poids il’n,
donc 11’ est ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur m+.
Montrons que 03C8 est K.M.S. avec la constante = 1 pour t H Ut.

Comme h est affilié au centre de M, pour tout t E R l’unitaire Ait commute
à h d’après le lemme 4.10 (iii). On en déduit que l’ensemble X des élé-
ments bornés à gauche de D(h) est invariant par Ait pour t E R, donc que
n et par suite 3R sont invariants par les automorphismes 03C3t. Pour x E M+
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avec x ~ M+, on a donc 03C8(x) = 03C8(03C3t(x)) = +00. Pour XEWC+, soit

ç E X tel que x-1 = 03C0(03BE). On a 03C3t(x)1 2 = 03C0(0394it03BE), d’où

Ainsi 03C8 est invariant par 6t pour t e R. Vérifions maintenant la condition
b) de la définition 4.1.

Soient x, y E W,, n R*03A8 = R n R* et soient 03BE, ~ E X tels que x = 03C0(03BE),
y = 03C0(~). Pour tout t E R on a u,(x) e % n R* et

Soit k = f ô 03BBdE03BB la résolution spectrale de k et pour n = 1, 2,... posons
kn = n0 ÂDEÂ. On a kn E Z et le lemme 4.10-(i) donne knç E D#, (kn03BE)# =
kn03BE#. Quand n ~ oo, on obtient kn ç ~ k03BE, (kn 03BE)# = kn 03BE# - k03BE# de sorte
que k03BE E -9e et (k03BE)# = k03BE#. De même k’1 E D# et (k~)# = k~#. Soit alors
F la fonction associée aux éléments k03BE, k~ de D# par le lemme 4.3. Pour
tout t E R on a F(t) = 03A8(03C3t(x)y) et

4.14. LEMME. Soient 2t une algèbre hilbertienne à gauche, 0 l’algèbre
modulaire maximale correspondante, ç un élément de B, oc un élément de

D#. Alors n(ç)a appartient à D# et (03C0(03BE)03B1)# = 03C0(03B1#)03BE#.
Le lemme résulte des relations suivantes valables pour tous ~1, ~2 E U’

4.15. LEMME. Soient 9f une algèbre hilbertienne à gauche l’algèbre
modulaire maximale associée à U, 03BE un élément de D#, Si 03C0(03BE) et L1 sont
permutables, B est domaine essentiel de l’opérateur 03C0(03BE).

Par définition de l’opérateur 03C0(03BE), 2t’ est domaine essentiel pour 03C0(03BE).
Montrons donc que ? est partout dense dans 9T pour la norme de l’espace
hilbertien Soit il e 3T et soit E l’espace des fonctions de la forme
h * g où h, g sont des fonctions continues à support compact sur R.
Choisis sons une suite ( fn) d’éléments de E telle que les opérateurs
fn(log 4 ) convergent fortement vers I. D’après ((13), dém. th. 10.1), les
éléments = fn(log 0394)~ appartiennent à S et on a ’1n - q et

ce qui démontre l’assertion.

4.16. LEMME. Soient a et b deux opérateurs auto-adjoints positifs sur un
espace hilbertien H. On suppose qu’il existe X c H contenu dans le do-
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maine de a et dans celui de b qui soit domaine essentiel pour a, et on suppose
que IIaçl12 = ~b03BE~2 pour tout 03BE E X. Alors a = b.
(voir (7), dém. lemme 23).

4.17. PROPOSITION. Soient U une algèbre hilbertienne à gauche achevée
et posons M = (U). Soit t H Ut le groupe à un paramètre d’automorphis-
mes de M définis par 2t. Pour une forme linéaire positive normale f sur M,
les conditions suivantes sont équivalentes

(i) f est K.M.S. avec la constante f3 = 1 pour t H ut.
(ii) il existe a E P# n Pb tel que 03C0(03B1) = 03C0’(03B1) et tel que f = 03C903B1.

(iii) il existe un vecteur ri dans l’adhérence du centre de l’algèbre 2t tel
que f = 03C903B1.
Avant toute démonstration, notons que cette proposition donne une

réciproque à la proposition 4.13. En effet, notons qJ le poids canonique-
ment défini par 91 sur M et soient x ~ M+~ puis 03BE ~ U tel que 03C0(03BE) = x2.
Si la condition (ii) est vérifiée on a

L’opérateur k = n’(ot) est auto-adjoint positif d’après ((12), cor. 4.9), affi-
lié au centre Z de M d’après la relation 03C0(03B1) = 03C0’(03B1).

(i) =&#x3E; (ii) Si la forme f est K.M.S., elle est invariante pour les auto-
morphismes Ut. D’après ((12), prop. 4.8) il existe a E Ye ~ Pb unique
tel que f = 03C903B1 et on a oc = oc e = ab - L1 a d’où L1it a = a pour tout t E R
((12), prop. 2.5 et 4.3). Soit 03BE un élément de l’algèbr modulaire maxi-
male B associée à 3t. D’après le lemme 4.14, on a

Soit alors F la fonction associée au couple 03C0(03BE#)03B1 03C0(03B1)03BE d’éléments de
-qe par le lemme 4.3. Pour tout t ~ R, on a

Comme f est K. M. S. avec la constante f3 = 1 pour t H 6t, il existe une
fonction G définie sur la bande B des z E C tels que 0 ~ Im z ~ 1, con-
tinue et bornée sur B, holomorphe à l’intérieur de B vérifiant pour tout
tER

Comme F et G coincident sur R, on a F = G et par suite F(t+ 1) =
G(t + i) pour tout t E R. Pour t = 0, cette relation donne (pour tout
03BE ~ B)

D’après les lemmes 4.15 et 4.16, on a n(ot) = x’(a).
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(ii) ~ (iii) D’après ((12), cor. 4.9), 03C0(03B1) = 03C0’(03B1) est un opérateur
auto-adjoint positif. D’après ((13), lemme 6.1), pour toute fonction
numérique f à support compact contenu dans ]0, + 00 [, l’élément

’1(f) = (fof)(03C0(03B1))03B1 (où fo(t) = 1/t) est contenu dans U (et de même
dans U’) et on a 03C0(~(f )) = f(n( a) = n’(’1(f»). On a donc 03C0(~(f )) E Z.
Si on choisit une suite (fn) de fonctions telle que fo fn converge simple-
ment en croissant vers I sur ]0, + oo [, a est limite de 11(fn) puisque a est
dans l’image de n( a).

(iii) ~ (i) Si a est limite d’une suite (an) d’éléments du centre de 2!,
03C903B1 est limite normique des formes 03C903B1n. Comme n( an) est dans le centre
de M et borné, pour rour n le poids égal à OJa.n sur m+~ et à + oo sur

M+ - M+~ est K.M.S. d’après la proposition 4.12. On en déduit que 03C903B1
est K.M.S. d’après les lemmes suivants.

4.18. LEMME. Soient 2 une algèbre de von Neumann, 9R une sous-algèbre
involutive de 2 qui engendre 2, t ~ Ut un groupe à un paramètre d’auto-
morphismes de .9, fi un nombre &#x3E; 0, f un état normal de 2. Pour que f soit
K.M.S. pour (fi, t ~ Ut), il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
soient vérifiée

a) pour tout x E 9N on af(03C3t(x)) = f(x);
b) pour tout couple (x, y) d’éléments de M, il existe une fonction conti-

nue et bornée sur la bande des z E C tels que 0 ~ lm z ~ 03B2, holomorphe à
l’intérieur de cette bande et telle que

F(t) = f(03C3t(x)y), F(t + i) = f(yo7,(x» pour tout t E R.

(voir (13), dém. th. 13.13).
4.19. LEMME. Soient 2 une algèbre de von Neumann, E son prédual,

t ~ ut un groupe à un paramètre d’automorphismes de 2, fi un nombre
&#x3E; 0. L’ensemble des éléments de E+ qui sont K.M.S. pour (fi, t ~ 03C3t) est
un sous-cône convexe réticulé et fermé de E+.
La démonstration est laissée au soin du lecteur.
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