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POIDS ASSOCIE A UNE
ALGEBRE HILBERTIENNE A GAUCHE

par

F. Combes

1. Introduction et notations

Si ¢ est une trace normale, semi-finie, fidéle sur une algébre de von
Neumann 2, I'ensemble des x € 2 tels que @(x*x) < + oo est un idéal
bilatere 9, de 2 et N, muni du produit scalaire (x| y) = @(y*x) est une
algébre hilbertienne achevée. Réciproquement si 9 est une algébre
hilbertienne achevée tout opérateur de multiplication a gauche: o > £a
par un élément ¢ de 9, est prolongeable en un opérateur continu n(¢)
sur le complété H de U et les opérateurs n(¢) engendrent une algebre de
von Neumann M sur H; l’algébre hilbertienne U définit canoniquement
une trace normale, semi-finie, fidéle sur M ([5], ch. T, § 6).

J. Dixmier a le premier généralisé la notion d’algebre hilbertienne en
introduisant les algebres quasi-unitaires [7]. Récemment M. Tomita et
M. Takesaki ont introduit et étudié une notion d’algébre hilbertienne a
gauche ([15], [13]). Dans cet article, nous établissons une dualité entre
ces algébres hilbertiennes & gauche et certains poids sur les algébres de
von Neumann, généralisant la situation que nous venons de rappeler.
Les principaux résultats de cet article ont été annoncés dans [3].

Cette dualité est explicitée au paragraphe 2. Nous étudions, en applica-
tion de ces résultats, ’ensemble des formes linéaires positives normales
sur une algébre de von Neumann qui sont majorées par un poids fidele,
semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement.

Au paragraphe 3, nous caractérisons les algebres hilbertiennes a
gauche ¥ telles que l’algébre de von Neumann £(2) correspondante
soit G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires définis
par U. Ce sont les algébres hilbertiennes & gauche qui définissent sur
() un poids somme de formes linéaires positives normales a supports
deux 4 deux orthogonaux. Nous explicitons quelque peu la structure de
A et de A’ en utilisant ces formes linéaires.

Au paragraphe 4, nous montrons que certains résultats concernant les
états K.M.S. sur une algébre de von Neumann peuvent €tre étendus a.
des poids K.M.S. convenablement définis.
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Nous reprenons les définitions et les notations introduites par M.
Takesaki dans [13]. Une algebre hilbertienne généralisée & gauche (nous
dirons simplement ‘algébre hilbertienne a gauche’) est une algébre in-
volutive U sur le corps C munie d’un produit scalaire vérifiant les axiomes
suivants (nous notons ¢ > & Iinvolution de A)

(I) pour tous &y, { e A on a (&9l0) = (IE¥);
(IT) pour tout £ € ¥, I'application 5 +> &y de A dans A est continue;

(1) 1a sous-algeébre A* de A est dense dans A;

(IV) il existe un opérateur fermé S de 'espace hilbertien H complété
de U dans P’espace hilbertien conjugué H, qui prolonge I’application
&> & de A dans A

Une algeébre involutive sur C munie d’un produit scalaire est dite
hilbertienne a droite si I’algebre opposée est hilbertienne & gauche. Nous
noterons Y’ I’algébre hilbertienne & droite achevée associée & une algébre
hilbertienne a gauche U, 5 > #° involution de U’ (sa fermeture F est
I'adjoint de S), P* et 9’ les domaines respectifs de S et de F, 4 I’opéra-
teur modulaire FS = S*S, S = JA* la décomposition polaire de S.
Rappelons que J est une application linéaire isométrique de H sur H.
Nous noterons ¢ > n(¢) la représentation canonique de U sur H définie
grace aux axiomes (II) et (I) précédents et n +— 7'(#) la représentation de
l’algébre opposée de A’ sur H définie de fagon analogue. Nous noterons
L(A) ou M et (A’') ou M’ les algebres de von Neumann (commutant
I'une & lautre) engendrées respectivement par n(2) et n'(A’). Nous
noterons A"’ I’algébre hilbertienne 3 gauche achevée associée a A (voir
[13], § 5). Nous utiliserons aussi au paragraphe 4, I’ensemble ad (resp.
2") des a e D* (resp. 2°) tels que I'opérateur 5 > 7'(n)a défini sur o’
soit symétrique positif et nous nous appuirons sur 'étude faite dans [12]
de ces ensembles.

Comme dans (1), nous appellerons poids sur une C*-algebre 4, une
fonction ¢ définie sur A¥, & valeurs dans [0, + co] vérifiant les conditions
suivantes: a- pourx, ye A* ona ¢(x+y) = ¢(x)+¢(y);b)pourxe 4*
et Ae R* ona ¢(Ax) = Ap(x) (on convient que 0. + oo = 0). L’ensemble
Fdes xe A" tels que ¢(x) < + oo est une face du cone 4™ (c’est-a-dire
un sous-cone convexe héréditaire de 4*). Le sous-espace vectoriel lin F
linéairement engendré par F est une sous-algébre involutive 3, de 4.
L’ensemble des x € 4 tels que x*x € F (resp. tels que ¢(x*x) = 0) est
un idéal a gauche N, (resp. N,) de 4 et on a M, = N,*N,,. Le poids ¢
se prolonge en une forme linéaire positive unique sur I,, que nous
notons encore ¢. On note A, I’application canonique 4 — 4/N,,, H,
Pespace hilbertien complété de A/N,, pour le produit scalaire (4,x|4,)
= @(y*x), n, la représentation de 4 sur H, obtenue par le procédé
habituel.
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Soient 2 une algébre de von Neumann, ¢ un poids sur 2*. Nous
dirons que ¢ est normal s1 pour toute famille filtrante croissante (x;)
d’éléments de 2" admettant une borne supérieure x, on a ¢(x) = sup
@(x;)- Si ¢ est normal, I’ensemble des projecteurs p € 2 tels que ¢(p) = 0
posséde un plus grand élément p,. Le projecteur J—p, sera appelé le
support de ¢. Si N, = (0), on dira que ¢ est fid¢le. Si I, est faiblement
dense dans 2, on dira que ¢ est semi-fini (on voit facilement que pour
une trace normale cette condition est équivalente a la définjtion usuelle
des traces normales semi-finies).

Je tiens 4 remercier J. Dixmier et F. Perdrizet, avec lesquels j’ai eu
d’instructives discussions sur ces questions.

2. Poids associé¢ a une algébre hilbertienne a gauche

2.1. DEFINITION. Reprenons une notion introduite par J. Dixmier
dans [7]. Soient U une algébre hilbertienne a gauche, H I’espace hilbertien
complété. Nous dirons qu'un vecteur « de H est borné a gauche si I’ap-
plication #n + n'(n)o. définie sur A’ est un opérateur linéaire borné. Le
prolongement continu de cet opérateur a tout H sera noté n(o). Nous
noterons H, 'ensemble de ces vecteurs. On définit de fagon analogue les
éléments bornés a droite et leur ensemble H,. Tout élément o de U est
évidemment borné a gauche et n(a) est alors I'opérateur déja introduit.

Les lemmes suivants sont connus et empruntés a [7] et & [13].

2.2. LEMME. Si a, B € H, sont tels que n(a) = n(p), on a o = B.
Comme =’ est une représentation non dégénérée, la condition
7n'(n)(e—B) = 0 pour tout n € A’ entraine a = f.

2.3. LemME ([7], lemme 1). Si a € H,, pour tout t€ &(U) = M, on a
ta e H, et n(ta) = tn(o). Les opérateurs n(a) on o décrit H, forment un
idéal a gauche Nt de M. De méme, les opérateurs n'(a) ot a décrit H,
Sforment un idéal & gauche de M' = {(U').

2.4. LemME ([7], lemme 3). Soient o, fe H,. Si on a n(a)* = n(p),
alors o et [ appartiennent & Palgébre hilbertienne @ gauche achevée U’
associée @ W et on a o = B. En particulier, Nt 0 N* = n(A”").

Soient 74,7, € A'. On a

(@lnzn) = (@n'(n)n2) = (' (n)adns) = (n(@)n;ln,)
= (mln(B)n2) = (nil'(n2)B) = (' (n3)m|B) = (nym31B)
D’aprés ([13], lemme 4.1), on a o€ 2* et f = of. Comme « et f§ sont

bornés & gauche, ils appartiennent a ". Réciproquement, si o € A"’, on
a af e A" et n(o¥) = n(«)*, ce qui montre que n(A’) = N N N*.
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2.5. LeMME. Si o€ H,, pour tout teR on a A'we H, et n(4"a) =
A'r(a)47H.

Soit n(a) = v|n(a)| la décomposition polaire de lopérateur 7(o).
D’aprés le lemme 2.3, v¥a est borné a gauche et on a

[n(a)| = v*n(a) = n(v*a).

Comme |r(a)] est positif, le lemme 2.4 montre que ¢ = v*a e A" D’apres
([13], cor. 9.1), on a n(4"¢) = A"n(¢)4™". Comme la relation n(a) =
vn(¢) = n(v¢) et le lemme 2.2 entrainent a = v, on a

TC(Aita) — 7_E(Aith—itAité) — AitUA—itTE(Aité) — AitUA—itAitﬂ:(é)A_it
= A'n(a) AT

2.6. LEMME. Soient H un espace hilbertien, h un opérateur densément
défini auto-adjoint sur H.

(i) Soit s un nombre réel > 0. Pour tout & e D (exp(sh)), la fonction
z +> exp (zh)¢ est définie continue uniformément bornée pour
0 £ Rez < s, analytique a lintérieur de cette bande.

(i) Si &€ (\uez Z(expnh) = (Vg D\exp th), la fonction z>
exp (zh)E est définie et analytique sur C.

(i) Soit A = [* AdE; la résolution spectrale de h. Soit # un vecteur
de la forme f(h)x ol a € H et ol f est une fonction borélienne bornée
dont le support est contenu dans un intervalle [—m, m]. La fonction
z > exp (zh)y = [2,, exp (Az)f(A)d(E, o) est alors analytique sur tout
C et elle est bornée uniformément sur la bande fermée B considérée, car
ona

lexp Al = (exp (2 Re zln) = [ exp (2 Re DS PA(E, o)
< exp (25m) f :; FONA(E, o).

Soit (#7,) une suite de vecteurs du type précédent convergeant vers ¢ pour
la norme de I'espace hilbertien Z(exp (sh)). On a alors pour z€ B,

1L +exp (sh))E—n)ll » O et llexp (z)[1+exp (sh)] ™!l < 1, donc
[l exp (zA)(E—n,)I| = || exp (zh)[1+exp (sh)]~* [1 +exp (sh)](E—na)ll

converge uniformément vers z€éro sur B, ce qui établit (i).

(ii) Supposons que ¢ € ),z Z(exp (nh)). Pour établir (ii), il suffit de
montrer que z +> exp (zh)¢ est holomorphe pour p < Rez < ¢, ol
D,q€Z sont fixés. Il est clair que & = exp (ph)¢ appartient a
(\nez 2(exp (nh)) et que exp (zh)é = exp [(z—p)h]¢'. En posant z' =
z—pets = g—p, nous sommes ramenés & démontrer que z’ > exp (z'h)E’
est holomorphe pour 0 < Rez’ < s et cela résulte de (i).
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2.7. LemME ([7], prop. 6). Soient U une algébre hilbertienne a gauche,
H Pespace hilbertien complété de U, A I'opérateur modulaire. L’ensemble
B des vecteurs o € H tels que tous les A" existent et sont bornés a gauche
pour nc Z est une sous-algébre involutive de U, modulaire pour les
automorphismes A* et équivalente ¢ . Toute autre algébre modulaire
possédant ces propriétés est continue dans 8.

Soit B, I'algébre modulaire équivalente & U construite dans ([13],
§ 10). Comme toute algébre modulaire, elle est quasi-unitaire au sens de
[7]. D aprés ([7], prop. 6), B est une sous-algébre involutive de A" et
c’est une algébre quasi-unitaire, donc une algébre hilbertienne a gauche.
Comme on a By = B < N, B est équivalente a A. Il est clair que
toute sous-algebre involutive de A"’ modulaire pour les automorphismes
A* est contenue dans B. D’aprés le lemme 2.6, pour &, 5 € 9B, la fonction
z > (4%¢|n) est holomorphe sur C. Les autres axiomes des algebres
modulaires se vérifient facilement.

2.8. DEFINITION. Nous appellerons B I'algébre modulaire maximale
associée a U. Il est clair qu’il existe une bijection entre algebres hilber-
tiennes & gauche achevées et algebres modulaires maximales.

2.9. LEMME. Soient M une algébre de von Neumann,r,s€ M*,t = r+s.
1l existe alors deux éléments a, b € M possédant les propriétés suivantes:
r¥ = at*, s* = bt¥, c = a*a+b*b est le projecteur support de t.
(voir [5], ch. I, § 6, dém. th. 1).

2.10. LEMME. Soient A une C*-algébre, F une face de A*, M = lin F
la sous-algébre faciale de A linéairement engendrée par F, Nt ensemble
des x € A tels que x*x € F. Alors on a M = (N n N*)2.

On a toujours M = N*N, d’od (N n N*)> = M ([2], prop. 1.3).
Réciproquement, pour x e M* = F,ona x* e N*, d’olt x € (N n N*)%.
On a donc M = lin F = (N n N*)2.

2.11. THEOREME. Soient U une algébre hilbertienne & gauche, H I'espace
hilbertien complété de A, M Ialgébre de von Neumann (). Pour xe M *,
posons ¢(x) = («|a) si il existe o€ H, tel que x* = n(a), p(x) = +
dans le cas contraire.

Alors @ est un poids fidéle, semi-fini, ultrafaiblement semi-continu
inférieurement sur M*. L’idéal a gauche N, est identique a Iidéal a
gauche N des opérateurs n(a) ot o décrit H, et pour o, e H, on a
o(n(B)*n(a)) = («|B). La sous-algébre involutive N, "N, de M est
identique @ n(N""). La sous-algébre involutive M, = Ny N, de M est
identique a n((A'')?). Le poids ¢ est invariant par le groupe des auto-
morphismes modulaires de M.
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La démonstration qui suit est pratiquement la méme que dans le cas
des algébres hilbertiennes et des traces ([5], ch. I, § 6, th. 1).

Si xe M™ est de la forme n(a), avec e H,, on a xe N n N* =
n(A'") d’apres le lemme 2.4. D’autre part, pour tout idéal & gauche N
de M, les conditions y € RN et | y| € N sont équivalentes (grace & la décom-
position polaire de y). On a donc pour ye M

(1) o(yy) < +too e |yleNeye

Soient a € H,, x = n(a) e N, x = v|x| la décomposition polaire de x,
Ee A" tel que [x] = w(¢). D apres les lemmes 2.3 et 2.2 on a o = vé.
Comme ¢ appartient & 'adhérence de I'image de |x| = n(¢), on a

@) ledl® = [1€11* = 1IE11* = o(1x]?) = @(x*x) = @(n(a)*n(a)).

On a o(M*) < [0, + 0] et ¢(Ax) = Ap(x) pour A€ R* et xe M*.
Montrons que ¢ est additive. Soient r,se M ™, t = r+s et soient
a, b, ce M possédant les propriétés du lemme 2.9. Supposons d’abord

que ¢(t) < +oo. Il existe alors « € H, tel que n(«) = * et on a, puisque
o € Im n(a),

1
Z

r* = at* = an(a) = n(ae) et s* = n(ba),
d’ou

o(r)+o(s) = (aojan)+ (balba) = (cala) = (a|a) = ¢(1).
Si au contraire ¢(t) = +00, ona ¢(r) = + 00 ou ¢(s) = + o0, sinon il
existerait B, y € H, tels que r* = n(f), s* = n(y) et on aurait

t* = ct* = a*at* + b*bt* = a*r* 4+ b*s* = n(a*f+b™y),
d’olt ¢(t) < +o0. Ainsi, ¢ est un poids et d’aprés (1), on a R, = N,
dout N, "Ny =N N*=n(Y”’). Daprés le lemme 2.10, on a
M, = (M, n N3)* = n((A”)?). Par polarisation, la relation (2) donne
o(n(B)*n(x)) = (a|B) pour tous «, € H,.

Montrons que ¢ est ultrafaiblement semi-continu-inférieurement sur
M ™. Soit A€ [0, + 0] et montrons que ’ensemble X, des xe M * tels
que @(x) < A est ultrafaiblement fermé. Pour 1 = + o0, X; = M est
ultrafaiblement fermé, aussi supposerons nous A < +o. Comme X,
est convexe, il suffit de vérifier que son intersection avec toute boule
fermée centrée a l'origine est fortement fermée. Soit p le rayon d’une
telle boule. Supposons que x; € X, converge fortement vers x € M * avec
[Ix:]] £ p. Alors d’apres ([9], corollaire) x} converge fortement vers x*
Pour tout i, il existe & e’ tel que x} = n(&;) et on a ||&]|> =
o(x;) £ A Soient , y e A’. On a alors

(&lny®) = (W ()&l = (=(Evin) > (xPyin).

Comme (U')* est partout dense dans H et comme ||;|| reste borné, les
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vecteurs &; convergent faiblement vers un vecteur o € H vérifiant |a|] < A.
Pourn,yeW ona

I(w'(adm)l = I(edmy’)l = lim [(=(&)yln)] = 1CEym)] = 1 II Inll-

On en déduit ||n'(y)a|| < ||x*|] ||yl| pour tout y e A'. Ainsi a est borné
a gauche (et n(a) = x*). On a donc ¢(x) = |[¢||> £ 4 et X, est for-
tement fermé.

Le poids ¢ est évidemment fidele. Il est semi-fini car I, = n(A”")* est
faiblement dense dans M = £(). Montrons qu’il est invariant par le
groupe (6,).g des automorphismes modulaires de M. Soit x e M, et
soit & € A" tel que x* = n(¢). On a alors pour tout £ € R

6(x)F = o,(x?) = A"x* 47" = n(4™¢).
Comme A*¢ e U, on a 6,(x) e M, et
olo(x)] = (4"€|4"¢) = (¢I¢) = o(x).

Supposons maintenant que xe M ™* soit tel que ¢(x) = +oo. Alors
¢(0,(x)) = + o0, sinon d’aprés ce qui précede, on aurait @(x) =
plo-(0/(x))] < +o0.

2.12. DErINITION. Le poids ¢ que nous venons d’étudier sera appelé le
poids canoniquement défini par A. Nous allons étudier maintenant la
réciproque du théoreme 2.11.

2.13. THEOREME. Soient 2 une algébre de von Neumann, ¢ un poids
fidéle, semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur 2.
Alors A = A, (N, n N;) muni du produit scalaire (A,x, 4,y) ~ ¢(y*x),
du produit et de Iinvolution images de ceux de N, N, est une algébre
hilbertienne a gauche. Pour tout xe N, N N, on a n(A4,x) = n,(x) de
sorte que &(N) = n,(2). Si ¢ est I'enveloppe supérieure sur tout 2% de
Iensemble I’ des formes linéaires positives normales qu’il majore, U est
achevée et le poids canoniquement défini par U sur L(N) est égal au trans-
porté de ¢ par Iisomorphisme .

Si (u;) désigne une unité approchée filtrante croissante de %, u; con-
verge fortement vers I sur H, et on a alors pour tout x € ¢,

1) ”A(px—_Azpuixnz = (P[(x_”ix)*(x_“ix)]
< 2[p(x*x)— p(x*u;x)] - 0.

Comme on a u;xe NN, =M, = N, n N, on voit que A= 4,(N,
N Ny) est partout dense dans H,. D’aprés le lemme 2.1 de (I) et sa dé-
monstration, U vérifie les axiomes I, II, III des algebres hilbertiennes a
gauche. Montrons maintenant que I'involution de 2 admet un adjoint
densément défini.
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Soit 4 I’adhérence normique de I, dans 2 ety = |4 ™. Il est clair
que I'on a M, = M, Ry, 0 N; = (N, N N;) N 4 et que H,, s’identifie
al'adhérence de 4, N, dans H,. En fait, dans la relation (1) ci-dessus, on
a u;xeM, =My, = N, n Ny. On en déduit que H, = H,. D’aprés
((T), lemma 1.5), ¥ est 'enveloppe supérieure sur M, de 'ensemble des
formes linéaires positives définies sur 4 qu’il majore et d’apres ((I),
lemme 4.3), chacune de ces formes est la restriction & 4 d’un élément de
I'. De plus, 7,(2) est I’algébre de von Neumann engendrée par 7,(4) =
n,(A4). D’apres ((I), lemmes 2.3), pour tout fe I, il existe un opérateur
positif 7€ m,(4) unique tel que

f(x*x) = (t;A,x|4,x) pour tout xe R, n Ny.

En utilisant la relation (1), on voit facilement que cette égalité est encore
valable pour xe N, N N;. D’apres ((I), lemme 2.6), I est faiblement
adhérent 4 ’ensemble des opérateurs (z;),.r. Comme I" est convexe, on
voit facilement que I'ensemble des opérateurs #, est convexe. Donc I est
fortement adhérent & cette famille. D’apreés un théoreme de Kaplansky
(voir (9)), I est fortement adhérent & la famille (¢%),.r. D’apres ((I),
prop. 2.4), pour tout f € I, il existe un vecteur «, € H, unique tel que I’on
ait m,(x)a, = 1} A4,x pour tout x € N, N N}, et par suite pour xe N, N
9% (d’aprés la relation (1)). D’aprés ((I), lemme 4.8), 7, est fidele et
d’aprés ((I), cor. 2.10), les vecteurs (o) s sont séparateurs pour 7,,(4)",
donc totalisateurs pour m,(4)". Les éléments de la forme Y 7, t5,y;0,,
(oufi,gielety;en,(A) pouri=1,---, n)sont partout denses dans
H,. Nous allons vérifier qu’ils appartiennent au domaine & * de I’adjoint
b de I'involution ¥ de . Pour tout x e RN, n N}, tout y € n,(4), tous
f,gelona

(A, %) yot,) = (1 A4, x¥1ya) = (mo(x")tylyt,)
= (y*alm (X)) = (Y a1t A,x) = (thy*a,lA, x).
On a donc bien
t%y“g €D et (tiy“g)b = tiy*af'

Supposons maintenant que pour tout x € 2%, on ait p(x) = sup;r.f(x)
et montrons que U est alors achevée, et pout cela montrons que l'on a

(2) (A") < n(A) = 7, (R, 0 Ny).

Notons d’abord que pour tout f'€ I, «, est un élément de A'. En effet, la
relation n(A,x)o, = t34,x, valablf pour x e N, n N, montre que o
est borné A droite et que n'(«;) = 73; comme ¥ est positif, le lemme 2.4
montre que «; € A'. Considérons un vecteur ¢ € H, borné a gauche et
soit x € 2 tel que 7,(x) = n(£). On a alors
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2
@(x*x) = sup f(x*x) = sup ||n,(x)asl|* = sup |[n(E)o]
fer fer fel

= sup [|n'(a)¢I1* = sup [l EII* = [1€]I* < +oo.
fer fer

On a donc x € %,. Compte tenu du lemme 2.4, la relation (2) est alors
évidente. En outre, on voit que le poids défini par U est le transporté
de ¢ a l'aide de I'isomorphisme 7,,.

2.14. PROPOSITION. Soient 2 une algébre de von Neumann, E son prédual,
@ un poids sur 27 fidéle, semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieu-
rement sur M. Posons M = n,(2) et notons U I'algébre hilbertienne d
gauche définie par @, ' le poids défini par W' sur L(A') = M’, C le sous-
cone convexe de E™ ensemble des formes linéaires positives normales sur
2, majorées par un multiple de ¢. Pour tout f € C, soit t; 'unique opérateur
positif de M' tel que f(y*x) = (t;A,x|A,y) pour x,y € N, O Ny.

(i) C est I'ensemble des formes linéaires w, o n,, ot décrit U'.

(ii) '+ t; est une bijection linéaire de C sur le sous-cone convexe mr,
de (M')*. Pour que f soit majorée par ¢, il faut et il suffit que t; soit
majorée par I dans M'.

(iii) C est normiquement dense dans E* et pour tout fe C on a ||f|| =
T'(ty).

(i) Soit f'e C et soit o, I'unique vecteur de H, tel que f = o, ;O Ty €t
tel que 7, (x)a; = r34,x pour tout xe R, N Nj. On a déja vu que
oy € A’ en démontrant le théoréme 2.13. Réciproquement, soit o € A’ et
posons f = w, o m,. Pour x e M, on a alors x* € N, N N, d’out

f(x) = lIm(Hall* = lIn(A, xHadll* = |In'(@) 4, 51
< I @114, %417 = |17’ (@)|*e(x).

on a donc fe C.

(ii) Pour tout fe C,ona a; € W et n'(a;) = ¢}. On a donc z,€ M, et
©'(ty) = (as]as’) = || f1], ce qui montre que I'application f+ ¢, est in-
jective. Il est clair que cette application est linéaire. Montrons qu’elle est
surjective. Soit € M. Il existe alors a € A’ tel que n'(«) = ¢*. D’apres
(i),f = o, o 1, est un élément de C. On voit facilement que I'opérateur ¢,
correspondant est égal a 1.

La deuxi¢me assertion se vérifie tout aussi aisément.

(iii) Vérifions que le bipolaire de C dans E est égal & E*. Soit x€ 2
hermitien tel que I’on ait f(x) = 0 pour tout f'e C. D’apres (i) on a alors
(my(x)x|a) = O pour tout a € A’, donc 7,(x) (et par suite x) est positif,
d’ou 'assertion.

2.15. COROLLAIRE. Soient 2 une algébre de von Neumann, ¢ un poids
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sur 2% fidéle, semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur
M. Alors il existe une famille filtrante croissante de formes linéaires
positives normales sur 2 dont ¢ soit I'enveloppe supérieure sur I .

Reprenons les notations de la proposition précédente. D’apres ((4),
lemme 3.1) I’ensemble J des opérateurs t e M, tels que ||£]] < 1 est
filtrant croissant et c’est une unité approchée de ’adhérence normique
de M. Donc ces opérateurs (¢;),.; convergent fortement vers /. Pour tout
J € J, soit f; € C la forme correspondante. D’aprés ((I), lemme 2.6), on a
@(x) = sup;.; f(x) pour tout x e M. Il est clair que la famille (f});o;s
est filtrante croissante.

Le résultat suivant est du a (12) (prop. 6.2). En application de ce qui
précede nous en donnons une nouvelle démonstration ne reposant pas sur
le théor¢me B-T de von Neumann.

2.16. COROLLAIRE. Soit 2 une algébre de von Neumann sur un espace
hilbertien H. On suppose qu’il existe une application linéaire isométrique J
de H sur espace hilbertien conjugué de H, telle que J2J = 2’ et telle que
JxJ = x* pour tout x € 2 n 2'. Alors toute forme linéaire positive normale
sur 2 est de la forme w, avec « € H.

Draprés ((13), th. 12.2), 2 est isomorphe a I'algébre de von Neumann
M = () définie par une algebre hilbertienne & gauche A et d’aprés ((5),
ch. IIL, § I, th. 6) cet isomorphisme est spatial. Pour démontrer I"assertion,
nous pouvons donc remplacer 2 par M. Soit alors ¢ le poids canonique-
ment défini par A sur M et soit C le sous-cOne convexe du prédual E de M
ensemble des formes linéaires positives normales majorées par un mul-
tiple de ¢. D’apres la proposition 2.14, tout élément de C est de la forme
o, et C est normiquement dense dans E*. L’assertion résulte alors de
((8), th. D).

2.17. REMARQUES. a) Soient 2 une algébre de von Neumann, ¢ un
poids sur 2*. Les deux problémes suivants se posent naturellement.

PROBLEME 1. Si ¢ est normal, ¢ est-il faiblement semi-continu inférieu-
rement sur EU%; et par suite enveloppe supérieure sur 9)?; de formes
linéaires positives normales?

PROBLEME 2 (voir (5), ch. 1, § 4, p. 53). Si ¢ est faiblement semi-continu
unférieurement sur 2%, existe-t-il une famille (f;);; de formes linéaires
positives normales telles que ¢ = Y,/ f;?

b) En utilisant ((11), th. 1.3 et 3.1) et ((1), prop. 1.9 et lemme 4.3), on
voit facilement que le probléme 2 précédent a une réponse positive lersque
¢ est a valeurs finies sur la partie positive d’un idéal bitére de 2 faiblement
dense dans 2.
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¢) D’aprés (11), th. 3.8), sur I'algébre £ (H) de tous les opérateurs sur
un espace hilbertien H, tout poids du type que nous venons de décrire
dans la remarque b) est de la forme x > tr (a*xa*) avec ae L (H)*.
Donnons un exemple d’un poids fidele, semi-fini, faiblement semi-continu
inférieurement qui ne soit pas de ce type-la.

Soit H un espace hilbertien de dimension infinie dénombrable et soit
ey, €5, * - une base orthonormale de H. Posons ¢(x) = Y i, 2*"(xe,|e,).
Comme I, contient les projecteurs de rang un correspondant aux vec-
teurs e;, e,, -, le poids ¢ est semi-fini. Il est évidemment fidele et
faiblement semi-continu inférieurement. Si ¢ était a valeurs finies sur un
idéal bilatére non nul de £ (H), pour tout opérateur de rang fini x sur H,
¢(x) serait fini. Or I, ne contient pas le projecteur de rang un corres-
pondant au vecteur o = e, +(1/2%)e, + * - .

3. Algébres hilbertiennes a gauche engendrant une algébre de von Neumann
G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires

Si M est une algébre de von Neumann, et si G est un groupe d’auto-
morphismes de M, on dit que M est G-finie (voir (10)), si pour tout
x € M* non nul, il existe une forme linéaire positive normale et G-invari-
ante f telle que f(x) > 0. D’apres ((10), théoréme 2), M est G-finie si et
seulement si il existe une projection normale fidele G-invariante ¢ de M
sur la sous-algébre de von Neumann P de M formée des x € M tels que
g+ x = x pour tout g € G.

Si M est 'algébre &(2) associée & une algebre hilbertienne & gauche %,
et si G est le groupe des automorphismes modulaires o, : x > A"x47¥,
P est 'ensemble des éléments de M permutables & 4. Reprenant les no-
tations de (12), nous noterons H, I'ensemble des vecteurs £ du complété
H de U tels que A¢ = & et nous poserons U, = A n H,y. D’aprés ((12),
prop. 4.3 et 4.4) A, est une sous-algébre involutive de A. Sur U, les trois
involutions S, F, J sont définies et coincident et 9, est une algébre hilber-
tienne pour ces involutions. Si U est achevée, U, est achevée et partout
dense dans H,. Les opérateurs n(£) ou & € Ay appartiennent & P; nous
noterons M, l’algébre involutive faiblement fermée qu’ils engendrent
dans P. D’aprés ((12), prop. 4.6), la projection p de H sur H, applique
A" sur Ag'; il existe une projection positive normale @ de M sur M,
unique telle que @(n(n)) = n(pn) pour tout n € A.

3.1. LEMME. Soient U une algébre hilbertienne a gauche, ¢ le poids cano-
niquement défini par W sur M = &(N), t — o, le groupe des automorphismes
modulaires de M = (). Pour un vecteur & du complété H de U, les con-
ditions suivantes sont équivalentes.
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i) £ 2.
(if) e A" et @[n(E)y] = @[yn(E)] pour tout y € n(N).
(i) Ee A" et 0,[n(€)] = n(&) pour tout € R.
(i) < (iii) d’aprés ((12), prop. 4.3).
(i) = (ii)Site Uy, onale D*¥ A D et & = ¢, d’ol pour tout ne,

o[n(&)n(n)] = (&) = (&) = olr(n)n(&)].

(if) = (i) Si £ A" est tel que @[n(&)n(n)] = @[n(n)n(&)] pour tout
ne, on a (n|¢*) = (¢]4%) pour tout 7 € A, ce qui prouve que & e D’ et
que & = &,

Notons que la condition (ii) du lemme 2.1 et la définition de ¢ mon-
trent que @ = @|P* est une trace (normale et fidéle) et que M, est ’ad-
hérence faible de N,,, = n(Ay).

3.2. PROPOSITION. Soient W une algébre hilbertienne & gauche, ¢ le poids
canoniquement défini par . Pour que ¢ soit une trace, il faut et il suffit que
W soit une algébre hilbertienne.

Si @ est une trace, N, est un idéal bilatére, donc auto-adjoint, de I’al-
gebre de von Neumann M = &(¥). On a ¢(xy) = ¢(yx) pour tous
x,yeN, =N, n Ni = n(A”), de sorte que 'on a A" = Ay d’aprés le
lemme 3.1. Alors U est une sous-algébre hilbertienne de A", La réciproque
est bien connue.

3.3. LeMME. Soient M une algébre de von Neumann, P une sous-algébre
de von Neumann de M, ® une projection positive normale fidéle de M sur P.
Pour toute forme linéaire positive normale g sur P, le support de g o & est
égal au support de g.

Posons f = g o ®. Le support ¢ de f est majoré par le support p de g
car on a f(I-p) = g[®(I-p)] = g(I—p) = 0. On en déduit que P(q)
< p. Par définition de ¢, on a g[p—®(q)] = f(p—g) = 0. D’apres la
définition du support p de g, on a p—®(g) = 0, soit ¢(p—gq) = 0.
Comme @ est fidele, p = q.

3.4. THEOREME. Soient U une algébre hilbertienne a gauche achevée, ¢ le
poids canoniquement défini par N sur M = &(N), G le groupe a un para-
métre des automorphismes modulaires de M, P I’ensemble des éléments de
M fixes pour G, W, I'algébre hilbertienne associée 3 . On pose ¢, = @|P*.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’algébre de von Neumann M est G-finie.

(ii) L’ensemble des éléments &y our & € Uy et on n € U est partout dense
dans .

(iii) @ est une trace normale fidéle semi-finie sur P.

(1v) 11 existe une projection positive normale ® de M sur P telle que
@(x) = @o[P(x)] pour tout xe M*.
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(v) 1l existe une famille (f;);.; de formes linéaires positives normales
dont les supports sont deux & deux orthogonaux telle que ¢(x) = Y ;o fi(x)
pour tout xe M*.

De plus, si les conditions précédentes sont vérifiées, la projection ® véri-
fiant la condition (iv) est unique et G-invariante.

(i) = (ii) Si M est G-finie, il existe une projection positive, normale,
fidele G-invariante @ de M sur P ((10), th. 2) et pour tout a € M, il existe
une famille (x;);; indexée par un ensemble filtrant 7, formée d’éléments
de ’enveloppe convexe des éléments (g * @),.¢, qui converge ultrafaible-
ment vers ®(a). Comme ¢ est ultrafaiblement semi-continu inférieure-
ment et invariant, on a pour tout x € M,

o(@(a)) = liminf @(x;) = liminf ¢(a) = ¢(a) < + 0.

Donc pour touta € M, , ona @(a) € M, . Comme I, est ultrafaiblement
dense dans M, on peut trouver une famille filtrante croissante (;);;
d’éléments de MM, qui converge ultrafaiblement vers I dans M. Alors
(P(u;));er est filtrante croissante dans M, de borne supérieure I dans P.
Elle converge donc fortement vers . Si pour tout i € I, nous choisissons
£ e U, tel que n(€,) = P(u;), pour tout a e, &;a = n(€;)x converge
vers d.

(ii) = (iii) Si (ii) est vérifiée, la représentation ¢ > (&) de U, sur H
est non dégénérée. Donc I est ultrafaiblement adhérent a n(%,) = N,
et la trace ¢, est semi-finie sur P.

(iii) = (iv) Si @, est semi-finie sur P, P est I’adhérecne ultrafaible de
M,,, donc P = M. Soit @ la projection de M sur P décrite dans (12),
prop. 4.6).

Montrons d’abord que pour x € M, tel que P(x) € M, on a @o(P(X))
= @(x). Pour (e Aetne Wy, cna

o[n(&)*n(n)] = M€) = (pE) = @o[D(1(E)*)n(n)] = @0 [P(n(£)*n(n))].

Soient x e M et e U tel que n(¢) = x*. Dans U, choisissons une
famille (;) indexée par un ensemble filtrant, telle que n(#;) = y; converge
ultrafaiblement vers /. Comme ¢, est une trace, on a

@o[ D(x)2y; B(x)*] = @o[B(x)y.] = @[ P(n(E%E))n(n;)]
= o[n(E*)n(n)] = (MIEFE) = (n(E)nil&) = (' (n)€€).

Comme y > ¢o[®(x)*yP(x)?] est une forme linéaire positive normale
sur P, le premier membre tend vers @ o(®(x)). D’autre part, on a 5! = J;
pour tout i, d’out

'(n,)* = n'(Jn,) = Jn(n:)J = Jy.J.
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Ainsi n'(n;) converge ultrafaiblement vers [ et le dernier membre de la
relation précédente converge vers (£|¢) = ¢(x). On a donc @(P(x))
= ¢(x) pour tout x € M tel que P(x) € M, et par suite pour toute com-
binaison linéaire de tels éléments.

Soit (p;)ir une famille de projecteurs deux a deux orthogonaux de
M,, de somme égale & I dans P. Comme p; = p;, on a p;e N, <=
N, N N7 pour tout i € I. Pour tout i € 1, soit a; € A, tel que p; = n(a;).
Pour u,ve M et i,jel, on a ®(p;v*up;) = p; P(v*u)p; et la formule de
polarisation montre que p;v*up; est combinaison linéaire d’éléments x;
de M, tels que ¢(x,) € M. On a donc, puisque up; = un(a;) = n(ua;),

(”“ilvaj) = (P(PjV*uPi) = (Po(‘p(PjV*”Pi))=q’o(l’j‘p(l’*u)l’i)'

Pour i # j, on a donc (ua,|va;) = 0 et les sous-espaces (Ma;);; de H
sont deux a deux orthogonaux. Pour xe M* on obtient en posant
u=rov=x*

Z;I [x%o,]|? = Z;(Po(Pi o(x)p;) = _Z;ﬁl’o(qf’(")’1r ié(x)%) = @o(P(x)).
Soit xe M* tel que ®(x)e M., (soit o(P(x)) < +00). Soit f le
vecteur de H égal 2 ), ; x*a;. Pour tout y € A’ on a

w'(m)p = ;ﬂ’(n)x%ai = le%n’(n)fxi = ZIx%n(ai)n

=Y. x¥pin = x*( Y pin) = xn,
iel iel

ce qui montre que f est borné & gauche et que n(f) = x*. Alors on a

xte R, n Nk, dout xe M) et

o(x) = IBII* = _Z;llx%otill2 = @o(®(x)).

Supposons maintenant que x € Sﬁ;’ et soit £e U tel que x* = n(&).
On a alors

Po(2(x)) = ;llxé‘otill2 = Z;Ilﬂ(é)oa-ll2 = _Z;Hﬂ'(oa-)ill2 = 1l1* = o(x).

Nous avons donc établi que x e M. si et seulement si &(x) e M, et
que I’on a alors @(x) = @o(P(x)), ce qui démontre (iv).

(iv) = (v) Supposons qu’il existe une projection normale ¢ de M sur P
telle que ¢(x) = ¢o(®(x)) pour tout x € M*. Soit (1;) une unité ap-
prochée, filtrante croissante de la sous-algébre 3, de M. Alors u; con-
verge ultrafaiblement vers 7. Il en est de méme pour ¢(u;). Comme on a
©o(P(1;)) = ¢(u;) < + o0, on voit que la trace normale fidéle @, est
semi-finie sur P. Soit alors (p;);; une famille de projecteurs deux a deux
orthogonaux de 9, de somme égale a I et posons pour ie [ et xe P,
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9i(x) = @o(xp;) = @o(p:ixp,). On obtient ainsi une famille de formes
linéaires positives normales sur P dont les supports (p;);.; sont deux a
deux orthogonaux, et telle que @o(x) = Y i gi(x) pour tout xe P*.
Pour tout ie I, posons f; = g; o ®. Comme ¢ est fidele, P est fidele.
D’aprés le lemme 3.3, le support de f; est p; et on a @(x) = @o(P(x))
= Y1 9:(P(x)) = Yierfi(x) pour tout xe M*.

(v) = (i) Supposons qu’il existe une famille (f;);.; de formes linéaires
positives normales dont les supports (p;);; sont deux & deux orthogonaux
et telle que ¢(x) = Y1 f,(x) pour tout xe M*. Pour tout iel, on a
o(p;) = fi(p;)) < + 0. On a donc p;e M, et comme p; = p;, on a
pieN, " N;. Dautre part, pour tout ye N, n Ny, on a ¢(yp,) =
fi(») = ¢(p;y). D’apres le lemme 3.1, p; est invariant par les automor-
phismes o, de G et par suite, x + f(x) = ¢(p;xp;) est une forme lin¢aire
positive normale G-invariante. Si xe M ™ est non nul, on a ¢(x) > 0
puisque ¢ est fidéle. Il existe alors i € I tel que fi(x) > 0. Donc M est G-
finie.

L’application @ est fidéle, normale, positive. Montrons qu’elle est
G-invariante. Elle sera alors unique d’apres les résultats de Kovacs et
Sziics. Soient xe M, et ye M ; pour tout teR on a a,(y) =y et

?(o,(x)) € M., d’ol puisque ¢ est G-invariante

@o(@[0(x)]y) = po(@[a(x)y]) = 0(0(x)y) = @(x0_«(y)) = o(xy)
= 0o(D(xy)) = Po(2(x))-

Prenons y = ®[o,(x)]* — P(x)* € M,,. On obtient @,(y*y) =0, d’ou
y = 0. On a donc ®(o,(x)) = P(x) pour tout x e M, donc pour tout
xeM.

3.5. COROLLAIRE. Pour toute algébre de von Neumann 2, il existe une
algébre hilbertienne a gauche U telle que I'algébre de von Neumann ()
soit G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires, et isomorphe
a 2.

Soit (p;);cr une famille de projecteurs cycliques de 2, deux a deux ortho-
gonaux, de somme égale 4 I. Pour tout i € I, soit «; € p;(H) un vecteur tel
que p;= E7. Alors x> ¢(x)= Y., @,,(x) définit une algebre hilbertienne
a gauche vérifiant les hypothéses du théoréme 3.4.

3.6. PROPOSITION. Soient 2 une algébre de von Neumann, ¢ un poids
fidéle sur 2. On suppose que ¢ est somme d’une famille (f;);; de formes
linéaires positives normales dont les supports (p;);cy sont deux a deux ortho-
gonaux. On consideére les objets M,, N,, A, H, A, W, etc - - - canonique-
ment définis par ¢. On pose M = &) et Ap; = a; pour tout icl. On
note t et t' les poids canoniquement définis par W et W' sur M et M'.
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(i) Les sous-espaces H; = Mo, (resp. H = M'a;) de H sont deux
deux orthogonaux etona H = @ H, = @ H; .

(ii) U est 'ensemble des éléments (m,(x)%;)icr de @ i1 H;, ot x décrit
N, N N;. De méme W' est ensemble des éléments (ya,)icr de @ jr Hy ot
y décrit N, 0 NY. Les algébres hilbertiennes a gauche et a droite N et A’
sont achevées.

(iii) Les vecteurs (;);cr Sont invariants par I'isométrie antilinéaire J et
on a J(H;) = H] pour tout iel, t =Y, 50, M*, v =) fo,l(M)".

(iv) M est G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires de
M.

On peut supposer qu'aucune des formes f; n’est nulle, soit p; # O,
pour tout i e I.

(i) Pour x,ye M, on a Y ;.1 fi(x*x) = @(x*x) < +00 et Y ;s fi(y*y)
< +o0. Daprés linégalité |[fi(y*x)| £ fi(x*x)¥;(y*y):, la famille
Y ier fi(y*x) est sommable. Soient i, j deux indices distincts. Alors pour
u,ve2, on a up;,vp;e N, et

(“w(“)“i|ﬂ¢(v)°‘j) = (Aup;|Avp;) = o(p; v*up;) = l;fk(p,- v*”Pi) = 0.
Les sous-espaces H; = Mu; sont deux 4 deux orthogonaux. Montrons

que H =), H;. Soient xe %N, et & > 0. Il existe une famille finie
iy, ..., I, d’indices telle que

Q(x*x)—fi, (%) -+ - 1, (x*x) S .

On a alors, compte tenu de I'orthogonalité des éléments Axp;
= %m0
= ||Ax|*— kX;(AxMx D) — é:l(Ax pilAx)+ kE::I(Ax pilAxp;)
= 000~ 3 0(pux*) - X 0o"5p,)+ T 0l x"xm)

— o) - 31" S ¢

Ainsi @ ;; H; est dense dans AN, donc égal & H.

Les projecteurs E,i (ou ieI) sont les supports des formes linéaires
w,, définies sur M. Comme on a f; = w,, o 7,, ils sont €gaux aux pro-
jecteurs m,(p;). Ils sont donc deux & deux orthogonaux, de somme égale
al.Onadonc H= @, H,.

(ii) D’aprés le théoreme 2.13, A et A’ sont achevées et on a A =
AR, N N7). Pour tout x e N, les composantes de Ax dans @ ;s H;
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étant les vecteurs Axp; = m,(x)a;, A est 'ensemble des (7,(x)e;);er OU X
décrit R, N N} . Provisoirement, notons ¥ le poids Y ;; o, sur (M')*.
Les vecteurs «; étant totalisateurs pour =, ils sont séparateurs pour M’
et lapplication A’ :y > (yo;)icr € @iy Hi = H est une injection de
N, N Ny dans H. Montrons que A'(%, N Ny) muni du produit et de
I'involution images de ceux de l'algebre N, N %i est égal a A'. Pour
xeR,nNyetyeN, nNyona

(A1) = (L %"l X yoy) = 3 (x"lyy) = 3 (youlxa)
i€ Je i, J i, J
= (A'y*|Ax)

On a donc A'ye @° et (A'y)’ = A'y*. Vérifions que A’y est borné a
droite. Pour xe N, N N, on a

HAN)Ay = m()( X ya) = T yro(¥)as = Y, molx)n) = yAx.

Ainsi A’y est borné a droite et on a n'(4A’y) = y. Ceci montre que
AR, n N;) = A'. Réciproquement, soit 7€ A’ et posons y = 7'(y).
Sin = ) ;g n, est la décomposition de n selon les sous-espaces H; de H,
ona
= mp(pn = o)y = @ () = you,
d’ou
Y(y*y) = leai(y*y) = Z;IIW,-IIZ = ;II'hII2 = [InlI* < +oo.

On a donc ye RN, et de méme y* = 7'(n") e N,. Ainsi U’ est égale a
A'(Ry, " N}). Vérifions que I'on a § = 7', ce qui démontrera (ii) entiére-
ment. Pour ne W’ on a

v('(n)*n'(n)) = lInll* = ZI lInil|* = 2; Iz’ (meul* = Zl(n'('l)*ﬂ'(n)dilai)-

Donc pour y € I}, on a 7'(y) = ¥(»). Réciproquement, si y e M, , on a
y2en(A’), d’ou y e M. Ainsi ¢’ et ¥ sont égaux.

(iii) Notons p; le support de w, |M'. Ona a; = Ap; = of et a; = A'p]
= of. D’aprés ((12), prop. 4.3), on a «; € A, et Jo; = o;. Comme JMJ =
M’, on obtient J(H;) = Hj. Le poids t étant transporté de ¢ par I'iso-
morphisme 7,, onat = Y ; @, |M* tandisque v’ = Y = ) ; 0, |(M").

(iv) Comme 7 est somme de formes linéaires positives normales a sup-
ports deux a deux orthogonaux, M est G-finie.

La proposition suivante parmet de donner des exemples simples de
poids vérifiant les conditions de la proposition 3.6, ou ne les vérifiant pas.

3.7. PROPOSITION. Soit a un élément positif de 'algébre £ (H) de tous les
opérateurs sur un espace hilbertien H. Le poids ¢ : x v tr(a*xa?®) est sur
L(H)* somme de formes linéaires positives normales. Pour qu’il existe
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une famille de formes linéaires positives normales a supports deux a deux
orthogonaux de somme égale & ¢ sur L (H)", il faut et il suffit que a soit
de la forme a = Y ;.1 A;p; oit les A; sont des nombres réels positifs et oil
les p; sont des projecteurs de rang fini deux a deux orthogonaux.

11 est clair que ¢ est somme de formes linéaires positives normales. Si a
est de la forme Y, ; 4;p;, oliles A;€ RT et o les p; sont des projecteurs
de rang fini deux a deux orthogonaux, les formes f; : x > 4;tr(xp;) sont
positives normales de somme égale & ¢ sur £(H)" et leurs supports
(Pi)ier sont deux a deux orthogonaux.

Réciproquement, supposons qu’il existe des formes linéaires positives
normales (f;);cr dont 1s supports (p,);; sont deux a deux orthogonaux et
telles que @(x) = Y ;1 fi(x) pour tout x e L(H)*. Pour tout iel, il
existe a;€ LC(H)" tel que fi(x) = tr(afxa?) = tr(xa;) pour tout
x e L(H) ((6), 4.1.2). Pour toute partie finie J de 1, posons f; = Y i1 fi»
a; = Y i1 a;. Pour tout opérateur a trace positif x on a

tr [x*(a—a;)x*] = o(x)—f;(x) = 0; on adonc a; £ a

La famille filtrante croissante (a,) admet une borne supéricure b = a.
Pour tout opérateur  trace positif x on a tr[x*(a—b)x*] = 0, donc
a = b,soita = Y ;.; a;. Comme les supports des opérateurs a; sont égaux
aux supports des formes f;, ils sont deux & deux orthogonaux. Comme
chaque g; est de la forme proposée, il en est de méme pour a.

Donnons quelques propriétés supplémentaires de I’algebre hilbertienne
a gauche associée & certains poids du type x > tr(a*xa*) sur L(H)*.

3.8. PROPOSITION. Soient Y une trace normale fidéle semi-finie sur une
algébre de von Neumann 2. Soit ae 2% un opérateur inversible d’inverse
borné. Pour tout x€ 2%, posons ¢(x) = y(a*xa*). Notons & Ialgébre
hilbertienne achevée définie par \y, W I’algébre hilbertienne a gauche définie
par .

(i) @ est un poids fidéle faiblement semi-continu inférieurement sur 2
etonaMN, =N, M, =M,.

(i) Ona H, = H,, & = W = A = W’ et par suite I'algébre modu-
laire maximale définie par U est égale a U.

(iii) L’involution adjointe de Iinvolution A,x v (A,x)F = A,x* de U
est Ap,x > Ayax*a™* = (A,x). L’automorphisme modulaire A de U est
donné par A(A,x) = A,axa™"; il est isométrique pour la norme de H,
(qui est équivalente a celle de H.,).

(i) est évident.

(ii) Comme on a ¢(x*x) < [lally(x*x), ¥(x*x) < |la~ ||o(x*x), les
normes définies par ¢ et i sont équivalentes, donc H, = H,. Il est clair
que & = U en tant qu’algebre involutive; I'opérateur n(¢) est donc le
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méme qu’il soit défini par & ou par . 1l en résulte que & et A définissent
le méme ensemble de vecteurs bornés & droite soit H,. Pour a € Hy, &
et I définissent le méme opérateur 7'(a). D’aprés le lemme 2.4, on a
K = A'. Comme & est achevée, ona R = &', dou & = A = Y". On
voit de méme que A’ = A"". Comme ona A = A', A appartient au domai-
ne de A" pour tout n € Z, donc U est égale a ’algébre modulaire maximale
qui lui est associée.
(iii) Pour x,yeN,, on a

(4 x)14,3) = (4,x*|4,y) = Y(a*y*x*a*) = Y(x*ay¥)
= Y(x*ay*a™'a) = (A,ay*a"|4,%),
ce qui montre que A,y € & et que (4,5) = A,ay*a”'. D’autre part,
A(Atpx) = [(Atpx)#]b = (Afpx*)b = Arp axa_l,

donc 4 est isométrique pour la norme de H,.

4. Poids K.M.S. et automorphismes modulaires

Ce paragraphe n’est qu'une adaptation de ((13), § 13) et de (14) qui
étudient les états K.M.S. sur les C*-algebres et les algebres de von
Neumann. Pour qu’il existe un état normal fidéle sur une algébre de von
Neumann 2, il faut et il suffit que 2 soit de genre dénombrable. Il semble
donc que I’extention de certains résultats de ((13), § 13) ou de (14) a une
algébre de von Neumann quelconque nécessite I'utilisation des poids.

4.1. DEFINITION. Soient 4 une C*-algébre, ¢ un poids sur 4*. On dira
que ¢ est un poids K.M.S. §’il existe un nombre § > 0, un homomorphis-
me ¢ — g, de R dans le groupe Aut(4) des automorphismes de A4 vérifiant
les deux condition suivantes

a) ¢ estinvariant par o, pour tout 7 € R;

b) pour tout couple (a, b) d’éléments de N, N N}, il existe une fonc-
tion F continue et bornée sur la bande des ze C tels que 0 < Im z < f,
holomorphe dans cette bande telle que

F(t) = ¢lo(a)b], F(t+iB) = ¢[bs,(a)] pour tout z € R.

4.2. REMARQUES

a) Soit ' un nombre > 0.Posons a’(t) = [¢(B/B')t]. Alors B’ et t—a'(t)
vérifient les conditions a) et b) de la définition précédente.

b) Supposons que A soit une algébre de von Neumann, que @ soit un
poids fidéle, semi-fini, enveloppe supérieure sur A* de formes linéaires
positives normales. On verra (prop. 4.8) qu’il existe alors un seul groupe
4 un paramétre 7 — ¢, d’automorphismes de A vérifiant les conditions
a) et b) de la définition 4.1 (¢ et f étant fixés).
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4.3 LemME (voir (13), th. 13.1). Soient U une algébre hilbertienne a
gauche. Pour tout couple &, n d’éléments de D* il existe une fonction F
définie, continue et bornée pour 0 < Im z < 1, holomorphe a lintérieur de
cette bande et telle que

F(t) = (El4"%),  F(t+i) = (4"n|&*) pour tout teR.

D’aprés le lemme 2.6, les fonctions G(z) = (4%¢[r) et G'(z) =
(714 ~2&¥) sont définies et continues respectivement pour 0 < Rez < %
et £ £ Rez £ 1; elles sont holomorphes & Uintérieur de ces bandes et
bornées. Pour z = % +it (avec r€ R), on a

G(z) = (&7¢l*) = (4*4™E|A™*Tn) = (4"E\Tn) = (6147 "In)
= (EJ47") = (47"IE) = (4™ "nl4* 47 HIE) = (n|A"4*E)
= (4" = G'(2).

Il existe donc une fonction définie, continue et bornée pour0 < Rez = 1
holomorphe a 'intérieur de cette bande, coincidant avec G pour 0 < Re z
< 1 et avec G’ pour < Re z < 1. Posons F(z) = H(—iz); cette fonc-
tion convient.

4.4, PROPOSITION. Soient 2 une algébre de von Neumann, ¢ un poids
semi-fini, fidéle, enveloppe supérieure sur 27 des formes linéaires positives
normales qu’il majore. Alors ¢ est un poids K.M.S..

Soient U I'algébre hilbertienne & gauche achevée canoniquement définie
par ¢, T le poids que définit U sur &(A). Notons o, (pour 7€ R) les auto-
morphismes de 2 transportés a4 I'aide de I'isomorphisme =, des auto-
morphismes modulaires de 2(%). Soient x,ye N, N N et soient
& = A,x,n = A,y les éléments correspondants de ¥, Fla fonction holo-
morphe associée au couple &, 5 par le lemme 4.3. Pour tout 1€ R, on a

F(1) = (14"%) = <[n(4"n)n(&)] = [ (y)x].
F(t+1) = (4118 = ([n(&)n(4"n)] = o[xa(y)]-

Comme ¢ est invariant par les automorphismes o, (th. 2.13 et 2.11), ¢
est K.M.S.

4.5. LeMME (voir (13), lemme 10.1). Soient 9 une algébre hilbertienne a
gauche achevée, H I'espace hilbertien complété de W, u : t > u(t) un groupe
a un parameétre continu d’unitaires sur H, T le générateur infinitésimal de u
donné par le théoréme de Stone. On suppose que pour tout t € R et tout
Ee, on au(t)t e N et n[u(t)é] = u(t)n(E)u(—1t). Alors on a (u(t)é)f =
u(t)€# pour tout t € R et tout & € U, et pour toute fonction continue de type
positif f sur R, on a f(T)A = A et F(D)ET = £(T)E pour tout & e .

D’apres le théoréme de Bochner, il existe une mesure positive u sur R
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de masse totale f(0) = sup,g|f(t)l, telle que f(2) = |2, e*du().
D’aprés le théoréme de Fubini, on a alors (les intégrales convergeant
pour la topologie forte des opérateurs),

o0

1@ =" iy = [~ uanco,

Pour (eW et ne’, on a n'(n)[u(r)E] = n[u(t)éln = u(t)n(E)u(—1)n,
d’ou

I (D (Tl = < Il i@ |~ aucs

Ainsi f(T)¢ est borné & gauche. Montrons que f(T)¢ e 9* et alors on
aura f(T)& € A. Notons d’abord que pour tout te R, on a

n[(u()E)F] = n[u(?)E]* = u(t)n(E)*u(—1) = nlu(t)E1.
On a donc [u(t)FF = u(t)&¥, &0l pour tout e ',

) = |~ @ = [ @em i = .
On a donc f(T)¢ € 9* et [F(T)EF = f(T)E.

4.6. LEMME (voir (13), dem. th. 10.1). Soient H un espace hilbertien, X
une partie de H partout dense dans H, T un opérateur auto-adjoint sur H.
On note E I’ensemble des fonctions h+ g ol h, g sont des fonctions continues
a support compact sur R. Alors pour toute fonction continue F sur R, les
éléments f(T)¢ on f décrit E et ou & décrit X sont contenus et partout
denses dans Iespace hilbertien 9 (F(T)).

4.7. LEMME. Soient A une C*-algébre, ¢ un poids sur A*.

(i) Si @ est invariant par un automorphisme o de A, il existe sur H, un
opérateur unitaire u unique tel que u(A,x) = A,a(x) pour tout xe& N, O
RN, et on a alors m,[0(x)] = un,(x)u™* pour tout x € A.

(ii) Si @ est semi-continu inférieurement sur M et K.M.S. pour un
groupe d un parametre t — o, d’automorphismes de A, les unitaires u(t)
correspondants forment un groupe & un paramétre continu.

(i) se vérifie facilement comme dans le cas ol ¢ est un état (voir (10)
par exemple).

(ii) Il est clair que 7 - u(t) est un homomorphisme de groupes. Véri-
fions sa continuité pour la topologie faible des opérateurs. Comme ¢ est
semi-continu inférieurement, pour toute unité approchée filtrante crois-
sante (u;) de N, et tout x e N, ona [|A,x— A, u;x|| - Oetu;x € Ny N,
donc %N, N 2)2: est partout dense dans H,. Comme ¢ est K.M.S., pour
tous x, ye N, n N, la fonction

to (u(t)4,x14, ) = (4,0(x)|4,) = o[y u(x)]

est continue. Par raison d’équicontinuité, 7 > u(t) est continu.

|7 weutreans
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4.8. PrOPOSITION (voir (13), th. 13.2). Soient 2 une algébre de von
Neumann, ¢ un poids fidéle, semi-fini sur 2%. On suppose que ¢ est en-
veloppe supérieure sur 2% des formes linéaires positives qu’il majore et
que @ est K.M.S. avec la constante § = 1 pour un groupe a un paramétre
t & o, d’automorphismes de 2. Alors t + n,0 0,07, L est le groupe des
automorphismes modulaires de n,(2) définis par I'algébre hilbertienne a
gauche A = A, (R, n N}).

D’aprés le lemme 4.7, il existe un groupe a un paramétre continu
u:t v u(t) dunitaires de H tel que u(t)4,x = A,0,(x) pour tout
xe R, n Ny, et on a u(t)m,(x)u(—1) = n,[o,(x)] pour tout x € 2. Soit
T le générateur infinitésimal de u donné par le théoréme de Stone et soit
T = |2, ME, sa résolution spectrale. Soit £ e % et soit ne H, de la
forme f(T")o ot o € U et o1 fest le produit de convolution 4 * g de deux
fonctions continues & support compact définies sur R. Alors la fonction

6(2) = (exp (=) = [~ ey (DaEunieh)

est holomorphe dans C. D’apres le théoreme 2.13, U est achevée et d’apres
le lemme 4.5 on a ne . Soient x,ye N, N 9?:’; tels que & = A,x,
n = A,y. Comme ¢ est K.M.S. pour ¢+ g,, il existe une fonction F
continue pour 0 < Im z £ 1, holomorphe pour 0 < Im z < 1 telle qu’on
ait pour tout te R

F(t) = g[o(x)y] = (A, ¥|4,0,(x)*) = (lu()&) = (exp (—itT)n|&*)
F(t+i) = p[yo,(x)] = (exp (itT)El).

Comme F et G coincident pour z € R, elles coincident pour0 < Imz < 1.
On a donc en particulier pour tout z € R

(exp (T)¢n*) = F(t+i) = G(t+i) = (exp [(—it+1)T &)
= (exp T exp (—itT)nIrf#).

Appliquons cette relation en remplagant ¢ par u(—1t)¢é = exp (—itT)E.
D’apres le lemme 4.5, on a [u(— t)é]# = u(—1)& et d’aprés le lemme 4.6,
on a neP(expT), dou puisque exp (—itT)exp (T) < exp (T)
exp (—itT)

(Eln*) = (exp (T)nE?).

Cette relation valable pour tout £ € %, montre que exp (T)g € 2" et que
(exp (T)n)* = #*. On a donc ne D(4) et exp (T)y = 4y. D’aprés le
lemme 4.6, les éléments de la forme de # sont denses dans I’espace hilber-
tien Z(exp T), de sorte que exp T = A. D’aprés la maximalité des
opérateurs auto-adjoints, on a exp T = 4 et par suite u(t) = 4" pour
te R.
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4.9. COROLLAIRE. Soient 2 une algébre de von Neumann, ¢ un poids sur
27 fidéle, semi-fini et enveloppe supérieure sur 2% des formes linéaires
positives normales qu’il majore. On suppose que ¢ est K.M.S. avec la
constante B pour un groupe a un paramétre t v o, d’automorphismes de 2.

(i) Si @ est K.M.S. avec la constante B pour un autre groupe @ un para-
méire t — o, d’automorphismes de 2, on a o, = o, pour tout t € R.
(ii) Si @ est une trace, on a 6, = Id pour tout t € R.

(1ii) t v o, est continu quand on munit Aut 2 de la topologie de la con-
vergence simple sur 2 que I'on a elle-méme munie de la topologie ultra-
faible.

Si t+ 0, est un groupe a un paramétre d’automorphismes d’une
algébre de von Neumann 2 quels sont les poids sur 2* qui sont K.M.S.
pour ¢ — g, avec une constante f donnée? Dans quelle mesure, ’un d’eux
détermine-t-il les autres? Dans (13) et (14), ces questions sont entiére-
ment élucidées pour les formes positives normales sur 2. Nous allons
donner des réponses partielles pour les poids. Le lemme suivant et sa dé-
monstration sont empruntés a ((7), prop. 1).

4.10. LEMME. Soient U une algébre hilbertienne & gauche achevée et
posons M = &N), Z =M~ M'.
(i) Pour tout & e D¥ et tout xe Zona xé e G* et (xf)# = x*&F,
(ii) Pour tout & € et tout x € Z on a x& € N et n(x&) = xn(&).
(iii) Tout x € Z est permutable avec I’opérateur modulaire A.
(i) Soienty,, 7, € A, Comme n(¢) et n(£*) sont affiliés & M, et comme
(&%) < n(€)*, ona

(xElnyn3) = (' (n2)xElny) = (xn'(n2)Eny) = (xn(E)nzlny)
= (W(EN2lx*ny) = (n2ln(E)x*n) = (nalx*n(Eny) = (n2lx™w'(n))E)
= (’12’”1(’11)35*5#) = (’1: '12|X*é¥)-

Comme (2')? est dense dans 2°, on obtient (i).
(ii) Siée 2* est borné & gauche, on a x¢ € 9% d’aprés (1), et x¢& est
borné a gauche d’aprés le lemme 2.3. Donc x¢ e U et n(x¢) = xn(£).
(iii) Pour tout £ € A N Z(4) on a d’aprés (i)

x4E = x[(F] = [x*&] = [(&F] = Ax&.

Comme A N Z(4) contient I'algébre modulaire maximale associée a 2,
cet ensemble est dense dans I’espace hilbertien Z(4). Comme 4 et Ax
sont fermés, on a donc x4 < Ax.

4.11. LemMme ((7), lemmes 12 et 13). Soit N un idéal a gauche d’une
algébre de von Neumann M. Alors M = N*N est une sous-algébre faciale
de M et N est Iensemble des x € M tels que x*x € M™*.
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Montrons d’abord que pour x € ¥ on a x* € . Considérons des
éléments x,, ", X, et ¥y, -, ¥, de N tels que x = Y 7=, y{'x;. Pour
i =1, n, posons u; = }(x;+y;), v; = 3(x;—y;). On a

n n
X =_Zl(ui_v?)(ui+vi) =_Zl(“:k”i+“?Ui—”f“i—”f”i),
1= 1=

n
* * * * *
x* =Y (uiu;—ui v+ v u— 0] v;).
i=1
d’ou

n
x = 3(x+x%) = ¥ wju;—viv; 2 0.
i=1

Posons z = Y i_; uju;. Ona x < z. Donc d’aprés ((5), ch. I, § 1, lemme
2), il existe un élément a € M tel que x* = az* et ||a|]| £ 1. Montrons
z¥ € N et on aura alors x* € N. Une généralisation facile du lemme 2.9,
montre qu’il existe des éléments a,, - * -, a, de M possédant les propriétés
suivantes

u; = a;z* pour i = 1,- -+, n et Y1, aja; est le projecteur support de z.
On a alors

afu;e N.

=
Sk
I
~~~
M=
)
Sy
2
N’
]
'S
M=

i=1 i=1
Démontrons maintenant le lemme. D’aprés la formule de polarisation
tout élément de M est combinaison linéaire d’éléments de M ™. Montrons
que M™* est hétéditaire, ce qui prouvera que IN est une sous-algeébre faciale
de M. Soient xe M* et ye M* tels que 0 < y < x. D’aprés le lemme de
(5) déja invoqué, il existe ae M tel que y* = ax*. On a x* e N, d’olt
yreNetyeMt.
Si x € M vérifie x*x e ™, on a |x| e N, et d’aprés la décomposition
polaire de x, on a x € N, d’ou la derniére assertion.

4.12. LemME ((7), dém. th. 2). Soient U une algébre hilbertienne a
gauche; posons M = &(N). Soit h un opérateur auto-adjoint positif, affilié
au centre Z de M. Soit X I'ensemble des vecteurs o. € Z(h) qui sont bornés
a gauche. Alors I’ensemble it des opérateurs n(£) oir & décrit X est un idéal
a gauche de M et I = N*N est une sous-algébre faciale de M ultrafaible-
ment dense dans M.

Comme 4 est affilié & Z, pour tout xe M et tout £ Z(h), on a
x¢ e D(h). Si & est borné & gauche, x¢ I'est aussi. Pour tout £ € X et tout
x € M, on a donc x¢ € X et n(x£) = xn(&). Ainsi N est un idéal a gauche
de M. D’aprés le lemme 4.11, It = N*N est une sous-algebre faciale de
M. Soit h = [§ AE, la résolution spectrale de 4 et pour n = 1,2, -
posons f, = [4 dE,. D’aprés le lemme 4.10-(ii), pour tout £€ on a
foEeWU. Onaaussif, & e D(h),d’ouf,é e Xet de méme (& = f,& e X.
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Ceci montre que £, < X. Pour tout £ e A, n(f,&) = f,n(&) converge
fortement vers n(¢) quand n — o0, donc N = n(X) est fortement dense
dans M. 1l en est de méme pour M = P*N.

4.13. PROPOSITION. Soient W une algébre hilbertienne a gauche achevée,
t - 0, le groupe a un paramétre des automorphismes modulaires définis
par W sur M. Soit k un opérateur auto-adjoint positif affilié au centre Z de
M. On introduit les ensembles X = H et N, M = M définis par le lemme
4.12 pour Popérateur h = k*. Pour x € *, posons Y(x) = ||k¢&||?, ou &
est l'unique élément de H borné a gauche tel que n(¢) = x* et pour tout
autre élément x de M posons y(x) = + oo. Alors est un poids sur M ™,
semi-fini, ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur N+ = Sﬁ,;’ et
K.M.S. avec la constante § = 1 pour t — o,.

Notons ¢ le poids canoniquement défini par A sur M*.Ona N < M,,.
En effet, si x e M*, il existe & € X tel que n(¢) = x*; d’aprés le lemme
24, 0na ¢eA dou xeM,. Il est clair que Y(Ax) = AY(x) pour tout
AeR* et tout xe M*. Comme I est une sous-algtbre faciale de M,
pour que ¥ soit linéaire il suffit que pour r, s€ M* on ait Y(r+s) =
Y(r)+y(s) (1), rem. 1.4). Posons t = r+s et soient a, b, c € M possédant
les propriétés du lemme 2.9. Soit £ € X tel que t* = n(¢). On a alors

r* = ar* = n(af) et s* = n(b&) avec af, bl e X < H,, d’o
Y(r)+¥(s) = (kallkal)+ (kbE|kbE) = (atlhal)+ (bE|hbE)
= ((a*a+b*b)¢Ih)= (cClhE) = (E1hE) = |IKEI|> = ¥(2)

Donc  est un poids et d’apres le lemme 4.12, il est semi-fini. Montrons
que Y est ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur MM*. Soit
h = |3 AE, la résolution spectrale de & et pour toutn = 1, 2, - - - posons
h, = |4 AE; . Pour tout n, soit y, le poids défini par 'opérateur A, selon
le procédé que nous venons de décrire. Comme 4, est borné, ¥, est défini
sur M, (et majoré par ||h,||¢). Si x; € M, converge ultrafaiblement vers
xeM,, x;h, = x}h,x} converge ultrafaiblement vers xh, e M, . On a
donc
Yu(x) = @(xh,) < liminf @(x;h,) = lim inf ¥, (x;).

Donc ¥, est ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur Sﬁ; . On
voit facilement que sur MM*, Y est 'enveloppe supérieure des poids ¥,,
donc ¥ est ultrafaiblement semi-continu inférieurement sur N+.
Montrons que y est K.M.S. avec la constante f = 1 pour ¢+ o,.
Comme 4 est affili€ au centre de M, pour tout ¢ € R 'unitaire 4* commute
a h d’aprés le lemme 4.10 (iii). On en déduit que 'ensemble X des élé-
ments bornés & gauche de Z(h) est invariant par 4” pour ¢ € R, donc que
I et par suite M sont invariants par les automorphismes ¢,. Pour x e M+
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avec x ¢ M, on a donc Y(x) = Y(o,(x)) = +o0. Pour xeM™, soit
Ee X tel que x* = n(¢). On a g,(x)* = n(4™"¢), d’olr

Y(o(x)) = |Ik4"E|1* = [|4"kE|1* = [IKE]I* = Y(x).

Ainsi y est invariant par o, pour ¢ € R. Vérifions maintenant la condition
b) de la définition 4.1.

Soient x, ye N, N Ng = N N N* et soient &, 7 € X tels que x = n(¢),
y = n(n). Pour tout reR on a g,(x)e N N N* et

Wlox)y] = (knlka™&*) = (kn|A"kE).

Soitk = [§ AdE, la résolution spectrale de k et pourn = 1, 2, - - - posons
k, = 5 AdE,.On a k, e Z et le lemme 4.10-(i) donne k,¢ € 9%, (k,&)f =
k,&. Quand n — oo, on obtient k,& — k&, (k,&)f = k,&* — k&* de sorte
que k& € D¥ et (k€Y = k&F. De méme kn € D et (kn)* = kn*. Soit alors
Fla fonction associée aux €léments k&, kn de g* par le lemme 4.3. Pour
tout te Rona F(t) = ¥(o,(x)y) et

F(t+1) = (4"k&|kn®) = (kA™E|kn®) = Yyo(x)].

4.14. LeEMME. Soient U une algébre hilbertienne @ gauche, B I'algébre
modulaire maximale correspondante, & un élément de B, o un élément de
F*. Alors n(£)a appartient & D* et (n(&)a)f = n(aF)EF.

Le lemme résulte des relations suivantes valables pour tous #,, #, € A’

(n(&)tlny m3) = (&' (n)m(E)alny) = (R(E)n'(n2)alny)
= (7' (n2)lm(E)ny) = (r()naln' () EF) = (2’ (1)l &)
= (2131 = (no 1} Im(e¥)E).

4.15. LeMME. Soient N une algébre hilbertienne @ gauche, 6 'algébre
modulaire maximale associée a W, & un élément de D*, Si n(&) et 4 sont
permutables, B est domaine essentiel de I'opérateur m(&).

Par définition de I'opérateur (&), U’ est domaine essentiel pour 7n(&).
Montrons donc que B est partout dense dans 9’ pour la norme de I’espace
hilbertien 2(n(£)). Soit n € A’ et soit E I'espace des fonctions de la forme
hg ot h, g sont des fonctions continues i support compact sur R.
Choisis sons une suite (f,) d’éléments de E telle que les opérateurs
Ju(log 4) convergent fortement vers 7. D’aprés ((13), dém. th. 10.1), les
€léments 7, = f,(log 4)n appartiennent & B et on a 5, - n et

(M = n(€)fu(log A)y = f,(log A)n(&)n — =(Em,
ce qui démontre I’assertion.

4.16. LEMME. Soient a et b deux opérateurs auto-adjoints positifs sur un
espace hilbertien H. On suppose qu’il existe X = H contenu dans le do-
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maine de a et dans celui de b qui soit domaine essentiel pour a, et on suppose
que ||a&||> = ||bE||* pour tout ¢ € X. Alors a = b.
(voir (7), dém. lemme 23).

4.17. PrROPOSITION. Soient U une algébre hilbertienne a gauche achevée
et posons M = (). Soit t — o, le groupe d un paramétre d’automorphis-
mes de M définis par N. Pour une forme linéaire positive normale f sur M,
les conditions suivantes sont équivalentes

(i) fest K.M.S. avec la constante § = 1 pour t — a,.
(i) il existe ae P* N P tel que n(e) = n'() et tel que f = w,.

(iii) il existe un vecteur o dans I'adhérence du centre de I'algébre U tel
que [ = w,.

Avant toute démonstration, notons que cette proposition donne une
réciproque a la proposition 4.13. En effet, notons ¢ le poids canonique-
ment défini par U sur M et soient x € ém(:,’ puis & e A tel que n(¢) = x*,
Si la condition (ii) est vérifiée on a

f(x) = (xadla) = (n(E)ain(E)a) = [In"(2)E]I%.

L’opérateur k = n'(o) est auto-adjoint positif d’aprés ((12), cor. 4.9), affi-
lié au centre Z de M d’aprés la relation n(a) = n'(«).

(i) = (ii) Si la forme f est K.M.S., elle est invariante pour les auto-
morphismes ¢,. D’aprés ((12), prop. 4.8) il existe & € 2% n & unique
tel que f = w, et ona a = of = o’ = Ao d’ott 4"o = o pour tout t e R
((12), prop. 2.5 et 4.3). Soit £ un élément de ’algébre modulaire maxi-
male B associée a . D’apres le lemme 4.14, on a

n(&ae ZF, [n(&al = n(x)E.

Soit alors F la fonction associée au couple n(&¥)x, n(x)¢ d’éléments de
9* par le lemme 4.3. Pour tout e R, on a

F() = (&)l 4"n(&)r) = (o [n()In(E)*);  F(1+1) = (4" n(o)¢lm(2)¢).

Comme f est K.M.S. avec la constante § = 1 pour ¢ > g, il existe une
fonction G définie sur la bande B des ze C tels que 0 < Imz £ 1, con-
tinue et bornée sur B, holomorphe a U'intérieur de B vérifiant pour tout
teR

G(1) = @ [n(O)Ir(&)*),  G(t+i) = w,(n(¢)*a.[n(E)])-

Comme F et G coincident sur R, on a F = G et par suite F(t+i) =
G(t+i) pour tout te R. Pour t = 0, cette relation donne (pour tout
¢e®B)

Il ()¢l12 = (@)l = [In(@)é]|2.

D’aprés les lemmes 4.15 et 4.16, on a n(«) = n'(«).
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(ii) = (iii) D’apreés ((12), cor. 4.9), n(«) = n'(«) est un opérateur
auto-adjoint positif. D’aprés ((13), lemme 6.1), pour toute fonction
numérique f & support compact contenu dans ]0, + o[, I’élément
() = (fof)(m(a))a (o fo(t) =1/t) est contenu dans A (et de méme
dans A') et on a n(y(f)) = f(n(x)) = n’'(n(f)). On a donc =n(n(f)) € Z.
Si on choisit une suite (f,) de fonctions telle que f; f, converge simple-
ment en croissant vers I sur ]0, +oo[, o est limite de 5(f,) puisque o est
dans I'image de 7).

(iii) => (i) Si o est limite d’une suite (a,) d’éléments du centre de 2,
o, est limite normique des formes w,,. Comme 7(a,) est dans le centre
de M et borné, pour rour n le poids égal & w,, sur ED?; et & +oo sur
M* —93?; est K.M.S. d’aprés la proposition 4.12. On en déduit que w,
est K.M.S. d’aprés les lemmes suivants.

4.18. LEMME. Soient 2 une algébre de von Neumann, IN une sous-algébre
involutive de 2 qui engendre 2, t — &, un groupe a un paramétre d’auto-
morphismes de 2, § un nombre > 0, f un état normal de 2. Pour que f soit
K.M.S. pour (B, t & a,), il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
Soient vérifiées

a) pour tout x € M on a f(o,(x)) = f(x);

b) pour tout couple (x, y) d’éléments de I, il existe une fonction conti-
nue et bornée sur la bande des z € C tels que 0 < Im z < B, holomorphe a
Pintérieur de cette bande et telle que

F(t) = f(o(x)y), F(t+i) = f(yo,(x)) pour tout t € R.
(voir (13), dém. th. 13.13).

4.19. LeMME. Soient 2 une algébre de von Neumann, E son prédual,
t v+ 0, un groupe d un paramétre d’automorphismes de 2, B un nombre
> 0. L’ensemble des éléments de E* qui sont K.M.S. pour (B, t — ¢,) est
un sous-cone convexe réticulé et fermé de E*.

La démonstration est laissée au soin du lecteur.
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