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ELEMENTS POSITIFS RELATIFS
A UNE ALGEBRE HILBERTIENNE A GAUCHE

par

F. Perdrizet

1. Introduction

Considérons I’algébre hilbertienne généralisée associée a une algébre
de von Neumann possédant un vecteur cyclique et séparateur. Dans ([11],
ch. 15) Takesaki a introduit certains ensembles qui éclairent d’un jour
nouveau le théoréme de Radon-Nikodym non commutatif. Nous nous
proposons de généraliser et de compléter si possible ce processus.

Rappelons les définitions et certains résultats de [11].

Soit U une algebre hilbertienne & gauche généralisée ([11] def. 2.1),
C’est-a-dire une algébre involutive sur C (Iinvolution étant notée & i &)
munie d’un produit scalaire noté (-|*), telle que

1) Pour tous &, 7, { e U, on a (&n|) = (11]2,‘#{)

2) Pour tout & € 9, application 7 — &n de A dans U est continue

3) La sous-algebre A* de U engendrée par les éléments de la forme &y,
ou &, n e, est dense dans .

4) Si o désigne I’espace de Hilbert complété de U pour le produit
scalaire, ’application & > & de # dans son espace conjugué J#° est
fermable. Nous noterons S sa fermeture.

Comme dans [11], pour & € ¥, notons 7(¢) 'unique opérateur borné de
H prolongeant D'application > &y, ne A et désignons par Z(A)
’algébre de von Neumann sur 5# engendrée par 7().

L’opérateur S défini par la propriété 4), considéré comme un opérateur
de & dans #, admet une décomposition polaire J4%, ol J est une in-
volution isométrique de 5# et 4 un opérateur autoadjoint positif inver-
sible de S appelé opérateur modulaire de %. Nous noterons 2* le do-
maine de S qui est aussi égal & celui de 4%.

Nous dirons simplement algebre hilbertienne a gauche au lieu d’algebre
hilbertienne a gauche généralisée; la terminologie algébre hilbertienne a
droite se comprend d’elle-méme.

On associe a toute algébre hilbertienne & gauche 9, une algébre hilber-
tienne & droite 9’ de la maniére suivante ([11] ch. 3). Si Fdésignel’opéra-
teur adjoint de S, considéré comme un opérateur de £ dans S, on a
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26 F. Perdrizet 2]

F = JA*([11] ch. 7). Notons 2" le domaine de F qui est égal aussi &
celui de 47%. On considére alors ’ensemble U’ des éléments # de 2° tels
que I’application & > &n, £ € U soit continue et on désigne par #’(17) 'uni-
que opérateur borné de £ qui prolonge cette application. On vérifie alors
que A’ muni de la multiplication n, 1, = n'(n,)n,, de l'involution
&+ & = F¢ et du produit scalaire induit par celui de 5 est une algébre
hilbertienne a droite qui sera dite associée a 9.

Remarquons que opérateur modulaire relatif a 9’ est 4~ 1. Toutes les
notations afférentes a ' seront affectées d’un prime, ou d’un exposant
bémol.

Réitérant le procédé en l'appliquant a ', il existe une algébre hilber-
tienne & gauche A’’ dont U est une sous-algébre involutive: nous ’appel-
lerons I’algébre hilbertienne a gauche achevée associée a U (U sera dite
achevée si 'ona A" = %A).

Un cas particulier d’algébre hilbertienne 4 gauche, a savoir celui d’al-
gebre hilbertienne modulaire ([11] def. 2.1) se réveéle comme un cutil
fondamental de la théorie, le résultat principal s’énongant: Pour toute
algebre hilbertienne a gauche 9, il existe une sous-algébre involutive %
de A" qui est modulaire et telle que 4’ = A’ ([11] th. 10.1).

Enfin rappelons que I'application x — A*x4~" (ou # € R) est un auto-
morphisme ¢, de Z(A) ([11] cor 9.1). Nous noterons G le groupe &
1 parameétre des automorphismes modulaires o,.

Au paragraphe 2, nous introduisons quelques sous-ensembles de £,
associés a une algébre hilbertienne a gauche achevée Y. Les plus impor-
tants d’entre eux sont F*¥ ¥ Pa (et leurs homologues en bémol).
Notant pour tout & e 5, p(¢) l'opérateur n +— n'(n)¢ de domaine U,
F* (resp. P, resp. Pa) n’est autre que Pensemble des éléments & de H#
tels que p(&) soit fermable (resp. positif, resp. positif essentiellement auto-
adjoint). Le cone 2* avait été introduit dans ([11] ch. 15) dans un cas
particulier. Généralisant ([11] lemme 15.2) nous montrons que P ad-
hérence de I’ensemble A" des éléments & de U tel que n(¢) = 0, engendre
algébriquement 9* et est le polaire du céne Z” pour la dualité associée
au produit scalaire de ##. Nous servant de la décomposition polaire d’un
opérateur fermé, nous donnons le lien entre F* et Pa, & savoir que
¢ e F* si et seulement s'il existe un opérateur partiellement isométrique
ude L) tel que ué e Pa* et utut = &.

Au paragraphe 3, nous supposons que U est une algebre hilbertienne;
C’est un cas particulier d’algebre hilbertienne & gauche ot les involutions
% et b sont égales. Nous avons dans ce cas ¥ = #, #° = Pa* (ensem-
ble que nous noterons &). L’application @ : £ + w, de /# sur 'ensemble
des formes positives normales sur £ (), quand on la restreint a3 & est
alors une bijection qui envoit A* sur ’ensemble des formes linéaires posi-
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tives normales sur £ () majorées par un multiple de la trace naturelle.

Au paragraphe 4, nous nous replagons dans le cas général d’une algébre
hilbertienne a gauche achevée U. Considérant ’ensemble 2, intersection
de I’espace vectoriel S des vecteurs propres de 4 associés a la valeur
propre 1 et de U, nous montrons que 2, est une sous-algébre involutive
de A qui est une algebre hilbertienne achevée que nous dirons associée a
A. L’adhérence de U, est égale a J%,, & (voir paragraphe 3) est égale
a P* A P et il existe une projection positive normale ¥ de £(A) sur
I’adhérence faible de n(2,) dans £ (). Soit alors w une forme positive
normale G-invariante sur Z(%). Appliquant le théor¢me d’Alaoglu-
Birkhoff nous démontrons que w(x) = w(¥(x)) pour tout x € £ () et
que l’application @ : { > w; de P* A P dans Pensemble des formes
positives normales G-invariantes sur .2 () est une bijection.

Au paragraphe 5, nous construirons quelques exemples qui permettent
de préciser les positions respectives de tous les sous-ensembles de S in-
troduits au paragraphe 2. La méthode principalement utilisée est un
transport d’opérateurs “malades” définis dans un espace de Hilbert £~
sur des opérateurs définis dans # ® X .

Dans le paragraphe 6, nous nous plagons dans le cas particulier d’une
algébre hilbertienne a gauche U associée & une algébre de von Neumann
A, sur un espace de Hilbert 5, possédant un vecteur cyclique et sépara-
teur &, ([11] th. 12.1). Considérant alors la surjection @ : & — o, de H#
sur ’ensemble des formes positives normales de .# nous montrons que
ZF" est I'image réciproque par @ des formes normales presque dominées
par g, . Soit ensuite @ une forme positive normale sur .#, nous regardons
la question d’existence et d’unicité d’un opérateur ¢ positif autoadjoint
affilié & A tel que w = w,,, (Cest 1a une des formes du théoréme de
Radon-Nikodym non commutatif). On connaissait I'existence ([11]th.
15.1). Nous montrons qu’en général nous n’avons pas I'unicité car P*
# &, mais que dans le cas d’une algébre de von Neumann finie ou
d’une forme G-invariante la réponse est affirmative. Ceci répond a une
question de Takesaki ([11] th. 15.1 et lignes suivantes).

L’auteur remercie vivement J. Dixmier pour son aide et ses encourage-
ments ainsi que F. Combes pour de fructueuses discussions sur ces
questions.

2. Quelques ensembles associés 2 une algébre hilbertienne a gauche achevée

2.1. NotTATIONS. Pour ¢ e J#, notons p(€) (resp. p'(&)) 'opérateur

défini sur WA’ (resp. A) par p(&)n = n'(n)é, ne A’ (resp. p'(£)0 = n(0)E,
0eN).

Soient F* (resp. #”) I'ensemble des &léments & e tels que p(&)
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(resp. p'(&)) soit un opérateur fermable, %* (resp. ') 'ensemble des
éléments & € F* (resp. Z°) tels que p(£&) (resp. p'(£)) soit borné. On a
alors le diagramme suivant, les fleches désignant des inclusions.

ﬂ#

e
e

7*

Diagramme 1

Nous montrerons que ces inclusions en général sont strictes (5.7).

Soit & € Z* (resp. F”). Notons n(¢) (resp. n'(£)) la fermeture de p(&)
(resp. p'(&)). Soient P* (resp. 2’), I'ensemble contenu dans F* (resp.
F?) des éléments & € A tels que p(£) (resp. p’()) soit positif, Za* (resp.
Pa’) ensemble des & € P* (resp. P) tels que n(&) (resp. n'(&)) soit
autoadjoint, A" (resp. A'*") I'ensemble des éléments & € A (resp. A’)
tels que (&) (resp. m'(€)) soit positif, #* (resp. #'*) 'ensemble des
éléments de o de la forme £&%, Ee U (resp. E&°, E€W’). On a alors le
diagramme suivant:

St A* Pd* 7

Diagramme 2

Nous montrerons qu’en général les inclusions sont strictes (5.7).

2.2. LEMME. L’application & v p(&) est une injection. Soit £ appartenant
a F*, alors Popérateur n(&) est affilié a I'algébre de von Neumann £ ()
associé a .

Remarquons que la méme assertion est valable pour 7', € Z#’ et U'.
Dans la suite ce genre de remarque sera implicite.

Soit un filtre (1,),4 dans A’ tel que 7’'(x,) tend fortement vers I'opéra-
teur 1. Soit (€. On a ¢ = lim, n'(n,)¢ = lim p(&)y, d’ou la 1ére
assertion.

Soit ¢ € Z*. Montrons d’abord que pour tous n e A’ et x’ € L(AY, x'n
appartient & 2(n(¢)) et que I'on a x'p(&)y = n(&)x'n.

Choisissons une suite #,,1,, """, ,, - - - dans A’ telle que

lim, 7'(n)n = x'n  lim, n(n,)(n'(n)) = x'7'(n)¢;
on a

()’ () = 7' (mm,)é = p(Enm, = p(E)( (1))
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On en déduit que x'n € D(n(£)) et que I'on a
n(E)xn = lim, 7'(n,)n'(N)¢ = x'n'(m)¢ = x"p(&)n

ce qu’il fallait montrer. Soit maintenant 6 € 2(n(£)). Il existe une suite
0:,0,,---,0,,---dans A’ telle que

lim, 0, = 0, lim, p(¢), = n(£)0
d’ou
lim, x'6, = x'0  lim, x'p(£)8, = x'n(&)0

Comme d’aprés ce qui précéde on a pour tout n, x'p(€)8, = n(€)x'0,
on en déduit que x'0 € D(n(£)) et 'on a n(&)x'0 = x'n(&)0.
L’assertion résulte alors de ([3] ch. I § 3 exer 7a)).

2.3. LEMME. Soient & un élément de D* tel que I'opérateur (&) soit
positif, t v f(t) une fonction réelle sur R, borélienne, bornée et @ support
contenu dans un segment [0, A]. Notons h Popérateur prolongement de
Friedrichs de n(&). Alors hf (h)¢ appartient @ W et Pon a n(hf(h)E) =
h*f(h).

Soit 0 = hf(h)E. Pour tout ne WA < D(n(¢)) = D(h), on a

(n16) = (nlaf(R)E) = (hnlf(R)E)
= (f()n(EmIE) = (f(R)n' (n)E1€) = (n'(n)f (R)EIE)
= (S (n)*¢) = (f()EIEN") = (W (h)Eln®)
puisque f(h)¢ appartient & Z(h). Par définition 6 = hf (h)¢ appartient

donc a Z*.
On a d’autre part pour 5 € &’

n(hf (R = ' (hf (R = hf (W' (n)E = hf (W)hE = RS (h)E
Comme ||h%f(h)|| < oo, on a I'assertion

2.4. REMARQUE. Si 'opérateur n(¢) est affilié & une algébre de von
Neumann €, alors n(hf (h)¢) appartient & €.

2.5. PROPOSITION. Soient W une algébre hilbertienne a gauche achevée sur
un espace de Hilbert 5 et & un élément de S . Alors les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) L’élément & appartient & P*
(i) L’élément & appartient a D*, &* est égal a ¢ et Poperateur n(£) est
positif.

(iii) L’élément & appartient a I’adhérence normique de 5.
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(iv) On a (&|n) = O pour tout ne 7.

Soient £€ #, ne U'. On a

(1) Clnn’) = (Eln'(n)*n) = (&' (n)€ln) = (p(E)nln)

(i) = (ii). Soit £ € #*. D’aprés (1), pour tout n € A, on a (&[ny") = 0.
Soient #,, 1, €U’. On a donc

3 3
Z,Oi"(f (1 +1"n2)(ny +1"n2)) = ;Oi"((m +i"n,)(ny +i"2)’1€)

d’ott en développant 4(£|n,n7) = 4(ny151€). D’aprés ([11] lemme 3.4),
¢ appartient 3 9* et on a ¢ = &% Comme n(¢) est égal A la fermeture
de p(&), n(£) est un opérateur positif, d’ou (ii).

(ii) = (iii). Soit un élément & de Z* tel que n(¢) soit positif. Notons 4
le prolongement de Friedrichs de n(&). Choisissons une suite croissante
J15S2, s fu, - - - de fonctions réelles sur R positives et continues telles

que f,(¢) = 0si ¢ ¢ [0, n],
lim, £,7(1) = xy0, + (1), t € R.

D’aprés le lemme 2.3, Af,(h)¢ appartient & A ™. Soit &, I'élément de £ *
égal & hf,(h)¢ - B, ()¢ = K*f2(h)é. Comme e Imn(f)CIm/ on a
lim, &, = &, d’ou (iii).

(iii) = (iv). Par les implications précédentes, on a montré également
que tout élément de #’ est adhérent & #' ", Soient n € A’ et £ € A. On a:

(&&mm") = (&' (ny*n) = (v’ (n)n(£)E )
= (&)’ (MEn) = (R(&)*nln(E)*n) 2 0

Par passage a la limite, on démontre aisement I'implication.
(iv) = (i). Comme #’* estinclu dans 2, I’égalité (1) donne le résultat.

2.6. PROPOSITION. Soit U une algébre hilbertienne & gauche achevée.
Lespace vectoriel 9* est engendré linéairement par le cone 1748

Soit & appartenant a 2* et montrons que £ est une combinaison linéaire
d’éléments de Z*. On peut supposer que & est égal 2 &% Comme U est
dense dans 2* pour le norme digse (£ > (||€]|2+]1*]|2)F), il existe une
suite 74,74, " My, * - - dans U telle que pour tout n, 7, = nf, pour
n =2, |nll £1/2%, Y2, n, = & Soit a, = n(n,) et considérons sa dé-
composition polaire u,4,, ol &, est un opérateur borné positif et u, un
opérateur partiellement isométrique. Comme a, est un opérateur hermi-
tien, on a

unhn‘:hnun’ un =un
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Par un raisonnement classique, il existe 2 projecteurs e, et f, tels que
u, = en_f;n enhn = hnen, f;nhn = hnf;n enf;l =0

Soient &, = e,N,, b = —fufl,- On a

p(a") g enn(r’n) = enan = enunhn = e”hﬂ

p(ﬁn) < “f;n(ﬂn) = —fuly = ~Sutishy = fuhy

D’aprés la proposition 2.5 (i) = (ii), o, et f, appartiennent 3 A" et ’on a
lletall, 1Ball £ 1/2°. Comme #, appartient a la fermeture de 'image de
75(’1;;), on an, = (en+f;1)’1n = Ocn_ﬁn'

Soient

o= ;an, B= ;ﬁn'

Alors « et § appartiennent 3 #* et 'ona & = a—p.

2.7. LEMME. Soient a et b deux opérateurs fermés dans un espace de
Hilbert 5, & un sous-espace vectoriel de H# tel que 2 = D(a) n D(b)
et tel que la fermeture de a| D (resp. b| D) soit égale d a (resp. b). Supposons
qu’il existe un opérateur partiellement isométrique u de H# tel que a|D =
ubl D et dont le support final (resp. initial) contient 'image de a (resp. b).
Alors on a ub = a.

La démonstration est facile et laissée au soin du lecteur.

2.8. PROPOSITION. Soient W une algébre hilbertienne a gauche achevée,
L (N) lalgébre de von Neumann sur H# associée et & un élément de H .
Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) L'élément & appartient @ F°

(ii) 11 existe un opérateur partiellement isométrique u' € L ()’ tel que
wrée Pa’ et wu*é = ¢

(iii) 77 existe un élément 0 appartenant @ Pa’ tel que les formes positives
normales w; et wy sur L () soient égales.

Sous ces conditions I'élément de Pa’ associé a & défini en (iii) est unique.

(i) = (ii). Soient ¢e F* et a = n'(¢). Considérons la décomposition
polaire & gauche de a, soit uk, ol u est un opérateur partiellement isomé-
trique de ()’ et & un opérateur autoadjoint positif affilié a £ (A)
(voir lemme 2.2).

Comme ¢ appartient 2 Im @, on a w'u'*¢ = &. Soit e U. On a

p'(W*E)m = n(n)u'*E = u*n(n)é = u*p'({m = hn

Ceci montre que p'(#'&) est un opérateur fermable et d’aprés le lemme
2.7, on a n'(W*€) = w*n'(£) = h, d’ou (ii).
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(ii) = (iii). Soient 6 = w'*¢ € Pa’* donné par (ii) et x€ L (YU). On a

wp(x) = (x010) = (xu'*E[u'*E) = (u'xu'*¢|€)
= (xu'u"*¢|E) = (x¢8) = we(x)
d’ou l’assertion
(iii) = (i). Soient & € H# et 0 € Pa’ tels que pour tout x € Z(A) I'on
ait (x€|€) = (x0]0). On a pour tout x € Z(A), [|x¢|| = [|x0]|. Il existe
donc un opérateur partiellement isométrique v’ de £()’ tel que

v'x0 = x¢, x e L), et v'(HF —{LA)}) =0
Soit#eW. On a
v'n'(0)n = v'n(n)0 = n(n)v'6 = n(n)¢ = p'(En

Comme Im 7’(0) (resp. Im p’(€)) est contenu dans le support initial
(resp. final) de v', opérateur p’(&) est fermable, d’ot (i). De plus d’aprés
le lemme 2.7 on a 7'(¢) = v'n'(0).

Reprenant le raisonnement (iii) = (i), en supposant que ¢ appartient
a Pa°, on a n'(£) = v'n'(0). Comme le support initial de v’ est Im '(0)
ona

(@ (&) = w0 *v'n'(0) = (n'(9))?,  d’ou w'(0) = '(¢)
D’aprés le lemme 2.2 on a & = 6.

2.9. REMARQUE. Soient £ € Z° et 0 I’élément de Za’ associé a & défini
dans la proposition 2.8 (iii). Si n'(&) est affilié & une algebre de von
Neumann %, ='(0) est affilié 3 4.

3. Cas d’une algébre hilbertienne

3.1. LeMME. Soit U une algébre hilbertienne a gauche achevée. Alors U
est une algébre hilbertienne si et seulement si pour tout £Ee€U lon a
& = & = JE. Dans ce cas on a

P =Ft= P =F" = H, Pd* = Pd’ = P* = F*.

Nous noterons le dernier ensemble Z.

La seule assertion non triviale est 'égalité 2% = Pa*. D’aprés (I31
ch. I, § 5, exer 6) pour tout ¢ € # tel que J¢ = &, on a (&) = n(&)*,
d’ou I’assertion

3.2. REMARQUE. Soit U l’algébre hilbertienne associée & un groupe
discret commutatif ([3] ch. III, § 7, n° 6) les éléments bornés relative-
ment & A ont une transformée de Fourier bornée: il en résulte que ’on
aen général A"’ # D* et B* = FH,
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3.3. PROPOSITION. Soient 9 une algébre hilbertienne achevée et L (),
lalgébre de von Neumann associée. L’application @ : & v+ w; de & dans
Pensemble des formes positives normales sur £ () est une bijection. Pour
que w; soit majoré par un multiple de la trace naturelle associée, il faut
et il suffit que & appartienne a A™.

Draprés le lemme 3.1 et les propositions 2.8 et 6.2, @ est une bijection.
Soient £ € A et x € L(A)*. On a we(x) = (x*¢[x*¢). Or x*¢E appartient
a Aet n(x*¢) = x*n(). Alors

wg(x) = Tr (n(x*&)*n(x*¢)) = Tr (x*n(&)*x*) < [|m(E)]]? Tr (x)

Réciproquement soit £ € & tel que w, soit majoré par un multiple de la
trace. D’aprés ([1] prop. 2.4), il existe a € L(N) ¥, a € A tels que pour
tout # € A l'on ait n(n)a = a*y et w, = w,;. Donc « appartient & A™ et
d’aprés I'unicité, on a a = &.

3.4. Soient of et # deux algébres de von Neumann sur les espaces de
Hilbert 7 et et @ un isomorphisme de ./ sur 4. Pour tout opérateur
a autoadjoint positif affilié & &, soit a = [ Ade; sa décomposition spec-
trale. Considérons une suite de nombres réels 1, =0 < 4, < -+ <
Ay <+, lim, A, = +c0. Alors nous appellerons ¢(a) "opérateur défini
dans X~ par

® Z(p(a) = () o(e:)(F)

(2) Pour e P(e; )(X), on a ¢(a)é = P(ae;,)E.

On montre facilement que 'on définit ainsi un opérateur & domaine
dense, essentiellement autoadjoint, positif, affilié 3 & et qu’il y a indépen-
dance par rapport au choix de la suite 4,, 4,, - -, 4,, - - -. De plus I'appli-
cation a - ®(a), ou ®(a) est la fermeture de ¢(a), est une bijection de
Pensemble des opérateurs autoadjoints positifs dans # affiliés & 7 sur
Iensemble des opérateurs autoadjoints positifs dans £ affiliés a 4.
Dans cette correspondance les projecteurs spectraux s’échangent par
I’application @. C’est dans ce sens que nous parlerons du transport de
structure des opérateurs autoadjoints positifs. Nous nous servirons d’un
procédé analogue au paragraphe 5.

Le corollaire suivant est connu ([10] th. 14, p. 433, [8] th. 1). Nous en
donnerons une démonstration simple.

3.5. COROLLAIRE. Soient M# une algébre de von Neumann semi-finie,
¢ une trace normale semi-finie fidéle sur M, » une forme normale positive
sur M. Il existe un opérateur autoadjoint positif h affilié & M tel que si
(& Ade; désigne sa décomposition spectrale et si e, = [}, de;, I'on ait:
(i) ¢(ke,) < +o0 pour tout n. (ii) Pour x €M, w(x) = lim, P(xhe,).
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Sous ces conditions h est unique. C’est un opérateur borné si et seulement
si w est majoré par un multiple de la trace ¢.

Par transport de structure, on peut se ramener au cas ou A& = Z(YA)
avec U une algébre hilbertienne achevée, et ol ¢ est la trace naturelle.
D’aprés la proposition 3.3, il existe &€ & tel que w = w,. Soient
k = n(&) et h = k*. Ce sont des opérateurs autoadjoints positifs (lemme
3.1). Soient k = |3 Adf;, h = [§ Ade; leurs décompositions spectrales.
Par un théoréme spectral classique, on a

n Jn
o= de=|" 4= 1
1/n 1/Jn
Pour tout entier n considérons la fonction g, sur R

g.(t)=03site [0,\/i [u [Vn, +oo[

g,,(t)=% si te[:/%,\/ﬁ[.

D’aprés le lemme 2.3, &, = kg,(k)ée At et Pon alim, &, = & Les
formes normales w,, convergent donc en norme vers w,. D’aprés le
lemme 2.3 et ([3] ch. I, § 5, lemme 1), pour xe# ", on a

w5, (x) = (FE,IxHE,) = d(x*k’g, (k) x*K?g,(Kk)) = d(xk’fz) = d(xhe,)

d’ou I’assertion d’existence.
Montrons 'unicité. Soit & vérifiant les conditions (i) et (ii). Comme
on a ¢(he,) < o0, il existe pour tout entier n,

& e telque =n(E,) = hie,.
Soient # > m. On a
(in_émlén_ém) = d)(hlien_ h%em)z) = ¢(h(en_ em)) = w(en_ em)'

On en déduit que la suite &,, &,, -+, &,, - - est de Cauchy. Soit £ sa
limite dans Z. Montrons que # = 7(¢)*. Soitne A, on a

n(&n = n'(n)¢ = lim, w'(n)é, = lim, n(£,)n = lim h¥e,n.

Comme lim, e,7 = Py, (1), on a ne 2(h*) et n(&)y = h*y. L'opéra-
teur 4* prolongeant (&), d’aprés le lemme 3.1 et la maximalité des opéra-
teurs autoadjoints, on a n(£) = A*. Enfin un calcul simple montre que
® = ;. L’unicité résulte alors de la proposition 3.3,

3.6. REMARQUE. L’exemple classique de Z(#°) ol S est un espace
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de Hilbert et U les opérateurs de Hilbert-Schmidt montre que . * est
différent de A*.

4. Algébre hilbertienne associée 2 une algébre hilbertienne 4 gauche et
formes G-invariantes

4.1. LeMME. Soient U une algébre hilbertienne @ gauche, ' Ialgébre
hilbertienne & gauche achevée associée, W, une sous-algébre hilbertienne G
gauche modulaire de W' telle que A, = N”. Soit ¢ un élément de D*
tel que &¥ appartienne a W'. Alors pour tout ned,, ona

J(&-n) =Jdn-JE, Jn(E)U, = n'(JE)U,

Daprés ([11] th. 9.1), on a 4*(47%y - &) = n- A*&, ou ne¥,. Soit
"t =4"*. Ona

A%((f”ll)#) = A%(’ﬁ & ) = A%’h : A%f“-
Comme
(E-n)f =472 n,), & = A7HE, o = 47 HIp,

([11] th. 7.1), on obtient Jy, + JE = J(& - ;) d’ou la lére relation.
Soit e WU,, ona

In(E)In = J(& - In) = J(In)J¢ = n'(JE)n
d’on la 2&me relation.

4.2. NOTATIONS. Soit 9 une algebre hilbertienne a gauche dans 7.
Notons %, I’ensemble des éléments & de ZF N D" tels que &= et
% l'algébre de von Neumann des éléments x de £ () tels que g,(x) = x
pour tout ¢z € R.

4.3. PROPOSITION: Soient U une algébre hilbertienne a gauche dans
et & un élément de H .
a) les conditions suivantes sont équivalentes
() é e #,
(i) ¢e D N D etlonatt=¢=¢
(iii) € D(d) et AE = ¢
(iv) & € DF et n(£) est affilié 4 €
b) on a les propriétés suivantes
(i) 75 est un sous-espace vectoriel fermé de K et Hy = J(Hy) =
Ayt = A
(ii) Le projecteur orthogonal de # sur H#, appartient a €’
(iii)) On a les égalites ' nHy =W nHy et W' nH =
A+ N H.
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a) (i) = (iii). Soit (e . On a & = (&) = (&) = 4¢ daprés
([11] th. 7.1)

(iii) = (ii). Soit ¢ € D(4) tel que A¢ = & On a A~¥¢ = A%¢ = &,
D’aprés ([11] th. 7.1), on a JE = JA™¥¢ = JA%E = & = &,

(it) = (i) est trivial.
Montrons que (iii) < (iv). Soit & € 9*. Pour 7€', on a grice au fait
que 4"¢ € D(4*) et d’apres ([11] cor. 9.1)

(1) 4'(@)4™" = A(4™"n)E = 44" (r)A" = m(4"E)n

Remarquant alors que 7(&) est affilié & € si et seulement si il permute a
A" pour tout ¢ € R, I'égalité ci-dessus et le lemme 2.2 montrent que cette
derniére propriété est équivalente a I'égalité A"¢ = ¢ pour tout t € R,
soit encore par calcul spectral A€ = &

b) (i) D’apres a) — (iii), £, est un sous-espace vectoriel fermé de .
Soit & e ;. D'aprés a) - (ii), on a (JE)F = (&) = (&') = (J&), d’ou
I’assertion.

(ii) Soit p le projecteur orthogonal de J# sur 5#,. D’aprés le théoréme
d’Alaoglu-Birkhoff ([9] § 146), p appartient a I’adhérence faible de I’en-
veloppe convexe des 4, t € R, d’ou ’assertion.

(iii) Par raison de symétrie, il suffit de montrer que A’ N 5%, (resp.
W™ nH) est inclus dans A’ " #, (resp. A" N ). Soit
EeW NnH,. On a JE=E=¢Ee. D’aprés le lemme 4.1 dont
nous introduisons les notations, on a

) Tr(E)JT 1, = w (JOIA, = (&)1,

D’aprés ([11] lemme 14.6) & est borné A gauche et comme #; < [7:8
on en déduit que £ €A’ N #,. Si de plus E€ W' T N Hy, onaé=¢
et n'(¢) = 0. La relation (2) donne alors la fin de ’assertion.

4.4. PROPOSITION. Soient U une algébre hilbertienne & gauche et U,
lintersection de U et de H#,. Alors W, est une sous algébre involutive de
W qui est une algébre hilbertienne. Supposons que U soit achevée.

(i) Pour tout &e H#,, lalgebre spectrale Wy (E) de & ([11] §6) est
incluse dans 9.

(i) A, est une algébre hilbertienne achevée.

(iii) L’adhérence de W, est égale a ;.

D’aprés la proposition 4.3 a)— (iv), U, est une sous-algébre involutive
de A. D’apres ([11] lemme 5.1), c’est une algébre hilbertienne & gauche.

Sur U, les différentes involutions sont confondues, d’aprés la proposi-
tion 4.3 a) - (ii), d’ou la premire assertion.
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Supposons désormais 9 achevée.

(i) D’apres la définition ([11] § 6) et la proposition 4.3 a) - (iv) I'asser-
tion est immédiate.

(i) Soit ¢ un élément borné relativement & A,; & appartient & #;, <
¥, Draprés (i) et ([11] lemme 6.3), £ est donc borné & gauche dans .
Il appartient donc a U,.

(iii) Soit ¢ un élément de 7. D’aprés la proposition 4.3 a) - (iv) tous
les éléments des décompositions polaires de 7(¢) sont affiliés a €. L’asser-
tion résulte alors de la démonstration de ([11] lemme 3.3).

4.5. DEFINITION ET NOTATIONS. Soit 2 une algebre hilbertienne a gauche.
Nous appellerons algébre hilbertienne associée a U, la sous-algebre invo-
lutive (A""), de A”. Nous noterons tous les éléments afférents & cette
algébre avec un indice zéro. Enfin notons .#, ’adhérence faible de
n((A'")o): Cest une sous-algebre involutive faiblement fermée de
€ <= L)

4.6. PROPOSITION. Soient W une algébre hilbertienne a gauche achevée,
W, Palgébre hilbertienne associée, p la projection orthogonale de S sur ;.

(i) On a p(A) = Uo. Pour e, on a J(pn) = pr*, no(pn) = pr(n)p-
Pour neWet €Wy, onapné) =py-& p(én) =& pn.

(i1) On a p L) = €p = Mop = L(Uy)

(iii) L application ¢, : xo — xp de My dans Myp est un isomorphisme
d’algébres involutives.

(iv) Soit ¢, lapplication y v pyp de L () dans Myp. Alors I'applica-
tion ¥ = o7 ' o @, est la projection normale positive unique de £ () sur
M, telle que pour tout ne N, I'on ait ¥Y(n(n)) = n(pn). De plus pour
xe L), y,ze My, ona¥(yxz) = y¥(x)z.

Soient neWAet E€ Wy, ona

(&) = (nlp€) = (&) = (111€") = (pr1JE), dov pn* = J(pn)
Soient e, &, aec WUy, ona

(no(E)pnle) = (pnleg’) = (naug”) = (&' (E)nle) = (pr(n)éler)
Ceci montre que pn est borné relativement a U, et que 'on a wy(py) =
pr(n)p.

Il est alors immédiat que p¥ est égal 3 A,. Pour montrer la fin de
’assertion, comme Dlapplication & no(€) de U, dans L (A,) est une
injection, il suffit de montrer ny(p(n¢)) = no(pn - €) (et la méme égalité
de l'autre cdté). D’aprés la proposition 4.3 b) - (ii) p commute & € donc
a.#,. On a d’aprés ce qui précéde:

no(p(n)) = pr(n&)p = pr(n)pno(&) = mo(pn)mo(€) = mo(pn - €)
d’ou I’assertion.
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(ii) Drapreés la proposition 4.3 b) — (ii), on a #,p < €p = pZL(N)p.
D’apres (i), on a alors Z(¥,) = pZL(A)p = #,p, d’ou (ii).

(iii) Soit ¢ le plus grand projecteur de .#,,. Il existe un filtre A dans
A, tel que =n(y,), xe A tend fortement vers q. Soit x€.#, tel que
xp = 0. On a xy, = 0 pour tout « € A et donc xn(y,) = n(xy,) = 0, ce
qui implique x = 0. L’application ¢, est donc un isomorphisme de .#,
sur #,p, d’ou (iii).

(iv) On voit facilement que ¥ = ¢; ' o ¢, est une projection positive
normale de Z(A) sur A,, telle que si ye U, on ait ¥(n(n)) =
é1 ' (mo(pn)) = n(pn) et l'unicité est triviale. Soient enfin y, z € .4,
xe ZH).Ona

¥(yxz) = ¢1 ' (pyxzp) = ¢ (yppxpzp) = y ¥(x)z.

4.7. COROLLAIRE. Soient U une algébre hilbertienne a gauche achevée et
W, Palgébre hilbertienne associée. Alors P, est égal a Iintersection de P*
et de 7"

Soit £ € #* N P* < ;. L’opérateur positif n(&) est d’aprés la propo-
sition 4.3 a) - (iv) affilié¢ & €. Soit 4 son prolongement de Friedrichs. Il
existe une suite croissante f,f5, -, f., - - - de fonctions réelles sur R
continues & support compact dans ]0, +oo[ telle que lim, #f,(t) =
X0, +w[(t), t € R. D’aprés la remarque 2.4 et le lemme 2.3, &, = Af,(h)¢
appartient 3 A, N AT = Ug et on a lim, &, = £ On en déduit que &
appartient a Z,.

Soit & € Ug . D’apres la proposition 4.6 (iii), & appartient & A+ N ;.
D’aprés la proposition 4.3 b)— (iii), £ appartient & %'* N S et donc &
appartient a P* A P°. Lassertion résulte alors du fait que &, est
I’adhérence de ;.

4.8. PROPOSITION. Soient U une algébre hilbertienne a gauche achevée,
W, Palgébre hilbertienne associée, ¥ la projection normale de £ (W) sur
M, définie précédemment, G le groupe a 1 paramétre des automorphismes
modulaires et w une forme positive normale G-invariante sur £ ().

(i) Pour tout x e L(N), on a o(x) = w(¥(x)).

(ii) L’application @ : & — w; est une bijection de P* ~ P sur Pensemble
formes positives normales G-invariantes sur £ ().

(i) Soit p la projection de & sur ;. Il suffit de montrer que pour
tout n € %, 'on a w(n(y)) = w(z(py)). Comme ¥(n(y)) = n(pn) (propo-
sition 4.6 (iv)), ’assertion résultera de la continuité ultrafaible de w et .

Soit € A. D’aprés le théoréme d’Alaoglu-Birkhoff, il existe une filtre
A d’éléments a,, a € A tels que:

Ny Ne
a, =Y 54" 9, )220 Y 15 =1, lim,forte a, = p
Jj=1 Jj=1
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(t(z,j)e R pour tout ae A et j=1,---, n,).
Montrons que la limite ultrafaible de

21'1? (4" 2n) = b,
A

existe et est égale & n(pn). Comme on est dans une boule, il suffit de
montrer que pour 0 € W', lim, (5,0/0) = (n(pn)0]0). On a

(b,016) = 3. A5(x'(0)4™ V4|6) = (a,nl00"),

i=1
d’ou
lim, (b,616) = (pn|66°) = (n(pn)616)

D’autre part d’aprés ([11] cor. 9.1), on a n(4"y) = A*n(n)4™". On en
déduit w(b,) = w(n(n)) pour tout e € A. Le passage a la limite donne
Passertion

(i) Soit £ € #* N P°. Ona & = & = & (proposition 2.5). D’aprés la
proposition 4.3 a) — (iii), on a 4%¢ = & pour tout 7€ R et la forme positive
normale w; est G-invariante.

Montrons que @ est une surjection. Soit @ une forme positive normale,
G-invariante sur £(¥) et B sa restriction a .#,. Reprenons les notations
de la proposition 4.6. D’aprés la proposition 3.3, il existe & € &, tel que
pour tout 5 € ¥, on ait

(3) B(n(n)) = wg@.(n(n)) = (mo(m)EIE)

D’aprés le corollaire 4.7, £ € 2* n # et la proposition 4.6 (i) permet
d’écrire

4) B(n(n)) = (n(n)é|€) pour toutne W,

Les deux formes positives normales w et w, sur Z() étant invariantes
par G et coincidant sur.#,, on a d’aprés (i) 'égalité partout. L’injectivité
résulte facilement de la proposition 3.3 et de ce qui précede.

4.9. CorOLLAIRE: Soit N une algébre hilbertienne a gauche achevée. On
a la relation P* A P* = Pd* A Pa’.

Ona 2d* n Pa’ = #* ~ . Soit £ e #* n P*. D’aprés la proposi-
tion 2.5 on a ¢ e D¥ A D" et & = & = & Par raison de symétrie, il
suffit de montrer que ¢ appartient & #a’. La forme positive normale o,
sur Z(A) est G-invariante d’aprés la proposition 4.8. D’autre part
d’apres la proposition 2.8, la remarque 2.9 et la proposition 4.3 a) - (iv),
il existe 0 € 2a” N H#, tel que les 2 formes linéaires w; et w, sur L(A)
soient égales. Comme l'on a Z£a’ N #, = &, = P* P, la proposi-
tion 4.8 (ii) montre que ¢ = 6 et on a I’assertion cherchée.
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5. Exemples, séparation des différents ensembles introduits au §2

Nous allons reprendre avec plus de précisions le procédé de 3.4.

5.1. NoOTATIONS. Soient £ un espace de Hilbert et ¢ un opérateur
linéaire dans # de domaine Z(¢). Notons ¢(z) 'opérateur défini dans
H ® H tel que

1) Le domaine Z(¢(t)) de ¢(t) est I'ensemble des combinaisons
linéaires des vecteurs de la forme £ ® n avec £ € D(t) et ne H.

2)Ona
QD(t)(_Z,lfi ® 1) =._th£i ®n, &ieD(t), med

Il est clair que @(¢) est un opérateur linéaire. Si cet opérateur est
fermable, nous noterons @(¢) sa fermeture.
La démonstration de ce qui suit est laissée au lecteur.

5.2. LEMME. Soient S un espace de Hilbert, t,, t, des opérateurs liné-
aires dans H et L (H') Palgébre de von Neumann des opérateurs linéaires
bornés sur .

(1) Si 2(t) est dense dans H, D(¢(t)) est dense dans H @ H .

(ii) Si t, prolonge t,, alors ¢(t,) prolonge ¢(t,).

(iii) L’opérateur ¢(t) est affilié a L (H) ® 1. Il en est de méme de sa
fermeture quand elle existe.

(iv) L’application @ : b ®(b) de L (H) dans L(H)® 1 est un iso-
morphisme d’algébres de von Neumann.

(v) Si t est un opérateur autoadjoint positif, alors ¢(t) est un opérateur
positif essentiellement autoadjoint dans # Q@ H .

5.3. Rappelons les propriétés de la transformation 7' de Cayley ([9]
p. 317-324). On sait que T est une bijection entre les opérateurs symé-
triques fermés de 5 et les opérateurs partiellement isométriques v de
H tels que (1 —v)(v*v)(H#) soit dense dans . Soient s un opérateur
symétrique fermé de S et v un opérateur partiellement isométrique de
A tel que (1—0v)(v*v)(#) soit dense dans 7.

1) Le support initial (resp. final) de T(s) est le sous-espace vectoriel
H(s) (resp. F(s)) de # des éléments de la forme (s+i- 1)y, ne 2(s)
(resp. (s—i* 1)n). Posons & = (s+i* 1)y, ne Z(s). Ona T(s)é = (s—i-1)n.

2) Le domaine de T~ '(v) est égal & (1—v)(v*v)(F).

Pour # = (1/2i)(1—v)¢ avec v*vé = &, ona T~ '(v)n = $(1 +0)é.

Rappelons enfin que s admet un prolongement autoadjoint (resp. est
autoadjoint) si et seulement si les dimensions J# — .Z(s) et S — Z(s)
sont égales (resp. nulles).
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5.4 LEMME. Soient deux opérateurs a,, a, de S autoadjoints positifs
distincts. Alors ®(a,) est distinct de ®(a,).

D’aprés 5.3, comme a, est distinct de a,, les transformés de Cayley
T(a,) et T(a,) sont 2 opérateurs unitaires distincts de # (). D’apreés le
lemme 5.2 (iv), @ o T(a;) est distinct de ® o T'(a,). Soit x = n ® 0 avec
ne 9(a,), k=1o0u2 0e Soit £ = (aq+i-1)y. D’apres 5.3-1), ona

E®0=(q+i 1m0, T(@)t = (q—i-1)

PoT(a)((®0)=(g—i" 1 ® 0
d’ou n® 60 =(1/2)(1—d o T(a,))(¢ ® 6).

D’aprés 5.3, T~ 1o @ o T(a;) et T ™' o @ o T(a,) existent et sont 2 opéra-
teurs autoadjoints distincts. De plus d’aprés 5.3-2), n ® 0 appartient a
DT 'odoT(a)) et

T 'odoT(a)n®0)=1[1+P0T(a)l(¢®0)=anQ o.

Donc T™* o & o T(a,) prolonge ¢(a,). D’aprés le lemme 5.2 (v) et la
maximalité des opérateurs autoadjoints, on a ®(a,) = T~ 'o & o T(a)
et ’assertion est démontrée.

5.5. LEMME. Considérons un espace hilbertien séparable 4, une algébre
de von Neumann M sur X~ possédant un vecteur totaliseur et séparateur
&o- Pour tout & €24, nous noterons p(&) lopérateur a’'y, — a'¢ de domaine
ME,.

(i) On peut choisir A", M, &, tels qu’il existe deux opérateurs a, et a,
autoadjoints positifs distincts affiliés a M vérifiant Eq € D(a,) 0 D(a,) et
a18o = a; &, # 0.

(ii) On peut choisir A", M, &, & tels que Popérateur p(&) ne soit pas
fermable.

(1) Soit & un espace de Hilbert séparable. D’apres ([6] ou [9] p. 336),
il existe un opérateur symétrique fermé positif s possédant deux prolonge-
ments autoadjoints positifs #; et ¢, distincts. Choisissons une suite de
vecteurs de 2(s), 91,92, " "> gu» * - * dense dans D(s) avec s(g;) # 0.
Par le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, il existe une base ortho-
normalede 5%, e, e,, - -, e,, - - dans D(s)avec s(e;) # 0.

Choisissonsune suite de nombres réels > 0,4,,4, -, 4,, - telle
que sup (4, Alis(e)ll) < 1/n2.

Soient maintenant A" = H# Q@ H#, M = L(H) ® 1,

60 = Z)'nen ® en
n=1

a, = 9(t,), a, = &(¢t,). Montrons que &, est totalisateur pour ..
Soient deux entiers m et n. Il existe un opérateur b € £ () tel que pour
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p # m, be, =0 et be,, = e,. On a alors ®(b)¢, = A,e, ® e, # 0, d’olt
Passertion. De la méme facon on montre que &, est totalisateur pour
M =1Q L(H) et donc séparateur pour .# .

D’aprés les lemmes 5.2 (iii), (v) et 5.4, a; et a, sont deux opérateurs
autoadjoints positifs distincts affiliés & .#. D’apres le lemme 5.2 (ii),
a, et a, prolonge ¢(s) et donc ®(s). Montrons que ¢, € Z(P(s)). Soit
pour tout n, &, = Y5  Le; @ e;. On a &, € D(P(s)) et lim, &, = &,
D’autre part soient p, g, 2 entiers avec ¢ < p. On a

1
(g+1)* T
La suite ¢(s)¢y, o(s)E5, -+, @(s)E,, - - - est donc de Cauchy; soit & sa
limite. On a alors &, € Z(P(s)) et D(s)¢o = £ Comme (¢(5)E,ln ® ey) =
21(s(e;)|n) pour tout net y € #, on a & # 0 et assertion est démontrée.

(ii) Soient # un espace de Hilbert séparable et ¢ un opérateur linéaire
a domaine dense dans 57 non fermable. Choissisons une suite g;, g,, ",
Gn» * - - dans 2(t) dense dans Z(t) avec 1(g,) # 0. D’autre part, il existe
une suite f1, 15, ", [y, 0 0+ dans 2D(¢) telle que lim, f;, = 0, lim, ¢(f,) =
k # 0. Appliquant alors le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a la
suite gq,f1, 92, > GusSu, -+ - il existe une base orthonormale de 7,
e1,€5," ", e, dans Z(t) telle que 7(e;) # 0 et telle que chaque f,
soit combinaison linéaire d’un nombre fini de e¢;. En remplacant s par ¢,
choisissons des nombres réels Ay, 4,," -+, 4,, -, comme dans (i). On
pose X =H QH, M=LH)R1, & =D e, e, Dela
méme facon que dans (i), &, est un vecteur cyclique et séparateur pour
M. Demémesi &, =1, le;® e;, lasuite p(t)¢,, p()E,, "+ -, @(t)E,,

- est de Cauchy avec pour limite un vecteur £ # 0. Comme &, est
séparateur pour .#, l'application a'é, — a’é de domaine #’¢, définit
bien un opérateur linéaire p(¢) dans 7.

11 est facile de voir que pour tout #, il existe b, € A4’ tel que

€y ® € = bn(éo)’ bn(&) = t(en) ® € = P(é)(bn(éo))

Considérons les éléments de la forme 7, = f, ® e,. On a n, € D(p(&)),
lim, n, = 0, lim, p(é)y, = k ® e; # 0, d’ou lassertion.

llo(s)E,— ()&l =

5.6. EXEMPLE D'UNE ALGEBRE HILBERTIENNE A GAUCHE ACHEVEE ¥,
TELLE QUE #* # 9.

Soient % un espace de Hilbert séparable, e;, e, * - - ¢, * - - une base
orthonormale de 57, p(e,), p(e,), - -, p(ey), - - - les projecteurs de dimen-
sion 1 correspondants.

Considérons un poids Y sur Z(#) de la forme x — Y ooy L (xele,)
ou les 4, sont des nombres réels > 0. Soit U I'algébre hilbertienne a
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gauche achevée associée (voir [2] th. 2.13). Nous allons choisir
AisAgs st Ayt o et un élément y € L () tel que Y(y*y) < + 0 et
V(yy*) = + o, ce qui montrera que B* est différent de U.

Soit 7 un entier positif. Considérons la matrice d’ordre n, z, = (a;, ;)
avec a; ; = 1 pour j =i, a;; =0 pour j < i Choisissons une suite
a(l), «(2), -+ -, a(n), - - - de nombres réels > 0 telle que

0 o]

Y izl a(n) < +oo, ¥ ¥zl a(n) = +oo

n=1 n=1
Posons g(n) = Y p(e,) ot

K= (n—1)n +1’(n+1)n 42, n(n+1)‘

2 2 2

La matrice z, étant considérée comme la matrice d’un opérateur par
rapport 2 la base e, de g(n)(o#), notons y = Y21 ||z,l| " 'q(n)z,q(n) et
posons pour

k= ("—“21)—” +1,---,ﬁ("—2+i), 24 = a(n) ((n+1)— (k— K";—l)))

On a alors y e Z(#), Y (y*y) < + 0 et Y(yy*) = + 0.

5.7. RETOUR SUR LES INCLUSIONS CONSIDEREES EN 2.1.

1) Soit .# une algébre de von Neumann sur un espace de Hilbert ¢
possédant un vecteur cyclique et séparateur £,. D’aprés ([11] th. 12.1),
M &, est une algébre hilbertienne & gauche achevée, I’algébre hilbertienne
a droite associée étant 4 &,.

Choisissant alors A, A", &, £ comme dans le lemme 5.5 (ii), on voit
immédiatement que & ¢ #* et donc, en général F # est différent de 7.
D’aprés la remarque 3.2, on a en général U # D, B # F* et 5.6
montre que U est différent de #*. Ceci permet de dire que toutes les
inclusions du diagramme 1 sont strictes.

2) Choisissons #~, M, ¢y, a;,a, comme dans le lemme 5.5 (i) et
considérons I’algébre hilbertienne & gauche #&¢,.Onan(a, &,) < ay, a,.
Ceci montre que Z* est différent de Za*. D’aprés la remarque 3.6, on a
J* £ U et le lemme 3.1 montre que A est différent de Pa*. Donc les
inclusions du diagramme 2 sont strictes.

5.8. REMARQUE. Soient ¥ une algébre hilbertienne a4 gauche achevée
et & un élément de 9. Le paragraphe 5.7 montre qu’en général on a
(&%) # n(&)* car #* # Pd.
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6. Formes normales sur une algébre de von Neumann ayant un vecteur
cyclique et séparateur

Soit U une algebre hilbertienne & gauche. Dans ce paragraphe, nous
allons en particulier nous préoccuper de I’application ¢ + w, de 5 dans
I’ensemble des formes normales sur 2 ().

6.1. LEMME (voir aussi ([2] 2.16)). Soient o une algébre de von Neumann
dans ¥, Z son centre. Supposons qu’il existe dans &/ une involution J
possédant les propriétés suivantes: (i) JZJ = Z'; (ii) JeJ = ¢* pour tout
c e Z. Alors toute forme normale positive sur < est de la forme w, avec &.

D’apres ([3] ch. IIL, § 1, lemme 7), &' est produit d’algébres de von
Neumann %' possédant I'une ou 'autre des propriétés suivantes: (i) ¥’
est de genre dénombrable, ou; (ii) il existe une famille non dénombrable
(ei), i € I de projecteurs équivalents de %’ 2 4 2 orthogonaux de somme 1.
Alors # = J#'J est soit de genre dénombrable, soit & commutant
proprement infini. L’assertion résulte alors ([3] ch. ITI, § 1, lemme 5, § 8
corollaire 10, et Ch. I, § 4, lemme 2).

6.2. PROPOSITION. Soit N une algébre hilbertienne & gauche sur un
espace de Hilbert A . Alors toute forme positive normale sur £ () a une
écriture sous la forme w; avec & € H .

Soit J I'involution associée a 9. Comme une algébre de Hilbert modu-
laire ([11] def. 2.1) est une algébre quasi-unitaire ([4], § 1, déf. 1), d’aprés
([117 th. 10.1) et ([4], § 3, cor.) le couple (Z(A), J) vérifie les hypothéses
du lemme 6.1 et on a I’assertion.

6.3. Soient .# une algébre de von Neumann sur un espace de Hilbert
I et &y un vecteur de cyclique et séparateur pour .#. Rappelons ([11],
th. 12.1) que I’ensemble U des éléments # de la forme aé,, @ € 4 muni
des lois

alo - béo = ab¢,, (‘1‘50)iF =a*¢y,a,be M

est une algebre hilbertienne & gauche achevée; I’algébre hilbertienne a
droite associée N’ est 'ensemble des a’é,, a' € #' muni des lois

aty b'éy =bat,y, (aé,) =a*ty,a,b e
etlonan(aly) =a,ae M, n'(adéy) =d,a e M.

Dans ce case, on a S = A" et d’aprés le lemme 2.2, #* = 9.

Le caractére “trés achevé” se traduit au niveau de I’algébre hilbertienne
A, associée & A: 'image par « de A, est égale A I’algébre de von Neumann
€ des éléments de .# invariants par o,, t € R. En effet, on a toujours
n(Ay) = €. Réciproquement soit a € €. D’aprés ([11], § 15, lemme 15.8),
onaa-wg = W, a. Pour ye .# on a donc

(¥éola*é,) = (@yéoléo) = (yatoléo) = (aoly*&o)
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Ce qui montre que aéy e D° et que (af,)’ = a*éy = (at,). Posons
& = af,. On en déduit que & € U, et que n(¢) = a.

Enfin rappelons que I'application ¢ — w, de Z* dans 'ensemble des
formes positives normales de .# = £ () est une bijection ([11], lemme
15.3 et th. 15.1).

Par la suite nous n’envisagerons que ce cas particulier.

6.4. PROPOSITION. Soient # une algébre de von Neumann sur un espace
de Hilbert S possédant un vecteur cyclique et séparateur &, et w une
forme positive normale sur M. Pour que o soit presque dominée par wy,
([3), ch. I, § 4 exer. 8), il faut et il suffit que tout vecteur & de H tel que
o = w; appartienne a F° (relatif a A = ME).

Montrons que la condition est nécessaire. Soit &€ € 57 tel que w = (7S
Drapres ([3], ch. I, § 4 exer. 8), il existe un opérateur ¢’ fermé affilié a
M’ tel que v, = o. Comme p'(t'E,) < ', ', appartient & F” par
définition. D’aprés la proposition 2.8 (ii) = (iii), il existe un élément
0 e Pa’ tel que v = w; = wy. L’assertion résulte alors de la proposition
2.8 (iii) = (i). Montrons que la condition est suffisante. D’aprés la propo-
sition 6.2, il existe £ tel que w; = w. L’hypothése implique ¢ € F ®. On
sait alors (lemme 2.2) que 7'(&) est affilié & A, que &, € D(n'(£)) et que
n'(€)¢y = & Donc w s’écrit Wyeye,- L’assertion résulte alors de ([31,
ch. I, § 4 exer. 8).

6.5. REMARQUES.

1) Compte tenu de la proposition 6.4, choisissant.#, &, , £ comme dans
le lemme 5.5 (ii), on peut affirmer qu’il existe une forme normale positive
non presque dominée par g, .

2) Considérons I'application £ + w, de 2" dans I'ensemble des formes
positives normales sur .#. Compte tenu de ce qui précéde et de la propo-
sition 6.4, ce n’est pas une surjection. La proposition 2.8 et 5.7-2) mon-
trent que ce n’est pas une injection.

6.6. PROPOSITION. Soient # une algébre de von Neumann sur un espace
de Hilbert K, £, un vecteur cyclique et séparateur de # et w une forme
positive normale sur M .

(i) 11 existe un opérateur t autoadjoint positif affilié a M tel que &, € D(t)
et m = Wy, .

(ii) Si M est une algébre de von Neumann finie, t est unique.

(iii) Dans le cas général, on w’a pas lunicité.

Cette proposition répond a une question de Takesaki ([11], th. 15.1 et
lignes suivantes).

(i) Ce n’est autre que ([11], th. 15.1). De plus si € est 'élément unique
de Z* (6.3) tel que © = o, notons que ¢ prolonge nécessairement 7(&).
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Si . est une algébre de von Neumann finie, (ii) résulte alors de ([5],
5.1, p. 264; [7], 16.4.1).

Choisissant #, a;, a,, comme dans le lemme 5.6 (i), on a w,¢ =
Wg,z, d’001 (iii).

Le corollaire qui suit compléte en ce qui concerne 1"unicité ([5], cor.
5.1, th. 4, p. 268) et ([8], th. 2).

6.7. COROLLAIRE. Soient # une algébre de von Neumann finie dans
H, P et deux formes linéaires positives normales de M de support
ey, ey tels que e, < e,. Il existe alors un opérateur autoadjoint positif t
affilié & M unique tel que si |3 A de, désigne sa décomposition spectrale.

() Imt < ey(o#). (ii) Si I'on pose e, = |4 Ade;, on a pour tout
x €, lim, ¢((te,)*x(te,)) = ¥(x)

Considérant I'algébre de von Neumann ey, # ey, on se raméne par
transport de structure, au cas ou .# est une algébre de von Neumann
finie possédant un vecteur cyclique et séparateur &, et oll ¢ = wy,.
D’aprés la proposition 6.6, il existe un opérateur ¢ autoadjoint positif
affilié a A, tel que ¥ = oy, -

Soient | 4 de; la décomposition spectrale de ¢ et e, = [ de;. Posons
¢, = te,éy. On a lim, te, &, = t&,. Les formes linéaires w,, convergent
donc en norme vers w,, = ¥ et I'on a wg (x) = ((te,)*x(te,)éol¢o) =
o((te,)*x(te,)) pour x € A, d’ou I'existence.

Montrons I'unicité. Soient donc un opérateur ¢’ satisfaisant aux hypo-
théses de la proposition, j3° A de’; sa décomposition spectrale et €', =
o de.Ona

[ vrates oz = wergolresso) = otrenrien

Comme le membre de droite a une limite, on en déduit que &, € Z(¢')
et que 'on a lim, t'e’, &, = t'¢,. 1l est alors clair que I'on a ¥ = w,,,
d’ou I'assertion, d’aprées la proposition 6.6.

6.8. La proposition qui suit recouvre une partie de ([11], th. 15.2).

PROPOSITION. Soient W Palgébre hilbertienne a gauche associée d une
algébre de von Neumann M possédant un vecteur cyclique et séparatcur
&, et o une forme positive normale sur M . Désignons par G le groupc des
automorphismes modulaires de .

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes

a) w est une forme G-invariante

b) Il existe E € P* A P’ tel que w = wy.

(ii) Si (i) est vérifié, il existe un opérateur autoadjoint positif h unique
affilié a I'algébre de von Neumann des éléments de # invariants par G
tel que ® = wy,.
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(iii) Si (i) est vérifié, Punique opérateur h de possédant la propriété de
(ii) est tel que n(h,) = h.

La démonstration est facile avec la proposition 4.8 (ii) et le corollaire
4.9. Elle est laissée aux soins du lecteur.
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