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Ein Kalkiil fiir gebrochene Potenzen infinitesimaler
Erzeuger von Halbgruppen und Gruppen von
Operatoren

Teil I: Halbgruppenerzeuger

von

U. Westphal

0. Einleitung

Gebrochene Potenzen von unbeschrinkten linearen Operatoren
wurden erstmals fiir Differentialoperatoren eingefiithrt. In Ver-
bindung damit spielen die Riemann-Liouville Integrale und ihre
Verallgemeinerungen von A. Marchaud [21] sowie M. Riesz [26]
und W. Feller [14] eine wesentliche Rolle. In engem Zusammen-
hang mit den von Riesz eingefithrten und Feller erweiterten
Riesz-Potentialen stehen die Untersuchungen von S. Bochner [7],
dessen Definition gebrochener Ableitungen durch die Unter-
suchung der stabilen Dichteverteilungen im Sinne von P. Lévy
und die darauf bezogenen Diffusionsgleichungen motiviert ist.

R. S. Phillips [25] hat mit seiner ‘“Methode der Erzeugung
neuer Halbgruppen aus alten’ die Ergebnisse von Bochner in
einen allgemeineren Rahmen eingebaut. Er definiert gebrochene
Potenzen von infinitesimalen Erzeugern starkstetiger Halb-
gruppen auf Banachriumen durch Erzeuger ‘neuer’” Halb-
gruppen; und zwar gilt diese Methode fiir Potenzen der Ordnung
y im Falle 0 <y < 1.

Von A. V. Balakrishnan sind zwei wichtige Arbeiten zu nennen.
In der ersten [1] aus dem Jahre 1959 erhilt er eine Definition
gebrochener Potenzen von Halbgruppenerzeugern als spezielles
Ergebnis eines fiir infinitesimale Erzeuger entwickelten Operator-
kalkiils; in der zweiten [2], 1960, konstruiert er gebrochene
Potenzen fiir eine allgemeinere Klasse von Operatoren, nimlich
fiir abgeschlossene lineare, die durch gewisse Nebenbedingungen
an die Resolvente eingeschriankt sind. Im Zusammenhang mit
der ersten Arbeit von Balakrishnan steht auch ein Funktional-
kalkiill von E. Nelson [22]. Alle genannten Definitionen ge-
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brochener Potenzen sind (fiir gleiche Operatoren) &quivalent
zueinander. Mit der Frage der Aquivalenz beschiftigt sich eine
Arbeit von V. Nollau [28].

Bzgl. der umfangreichen Literatur iiber gebrochene Potenzen
von Operatoren im Hilbertraum verweisen wir auf das Buch [29]
von B. Sz.-Nagy-C. Foias und die dort zitierten Arbeiten.

Bis auf die Definition von Phillips, die jedoch nur Exponenten
0 <y <1 zulaBt, gilt fiir alle anderen genannten Definitions-
methoden, daB die gebrochenen Potenzen immer nur auf einer
echten Teilmenge ihres Definitionsbereiches explizit dargestellt
werden. In der vorliegenden Arbeit soll nun noch eine weitere
Definition gebrochener Potenzen von Halbgruppenerzeugern ein-
gefithrt werden, und zwar so, daB per definitionem eine explizite
Darstellung auf dem gesamten Definitionsbereich gewihrleistet
ist.

Sei {T'(t); t = 0} eine gleichm#Big beschrinkte Halbgruppe von
Operatoren der Klasse (%,), gegeben auf einem Banachraum X.
Dann sei die gebrochene Potenz (—A4)", 0 <y <n(n =1, 2,---),
ihres infinitesimalen Erzeugers A wie folgt definiert:

Existiert fiir f e X ein Element k € X, so daB8 (C, , konstant)

(0.1) lim

E-04

c f t—l—v[I—T(t)]"fdt—th=o

€

Y, B

gilt, dann setzen wir (—A)?f = h. Alle Elemente f € X, fiir die der
Grenzwert (0.1) existiert, bilden den Definitionsbereich D((—A)?)
von (—A)?.

Diese Definition ist erstens dadurch motiviert, daBl sie die
Potenzen mit ganzzahligen Exponenten interpoliert, wie mit
Hilfe von J. L. Lions-J. Peetre [20] gezeigt werden kann, zweitens
dadurch, daB Integrale obigen Typs in Verbindung mit ge-
brochenen Ableitungen von stetigen Funktionen bereits von
Marchaud [21] betrachtet wurden. Drittens ist (0.1) eine echte
Erweiterung eines Ergebnisses von Balakrishnan [1]. Dieses lautet,
fiir 0 < 9 < 1 formuliert: Die Restriktion der nach Balakrishnan
konstruierten Potenzen (—A)%?! auf D(A4) laBt sich darstellen
durch

0.2) (—A)st = g | PI-Taya
Y 0

Offensichtlich ist laut Definition des Bochnerintegrals die Menge

1 Index B steht hier fiir Balakrishnan.
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aller Elemente f, fiir die das Integral (0.2) existiert, eine echte
Teilmenge aller f, fiir die der Grenzwert (0.1) existiert. ([3°g(¢)dt
existiert im Bochnerschen Sinne genau dann, wenn

fo llg(®)lIxdt < oo.

Dieser Sachverhalt liegt fiir das Integral (0.2) vor, in (0.1)
existiert jedoch nur [g°||g(t)||xdt fir jedes & > 0.) Auf diesen
Unterschied sei besonders hingewiesen. Im Zusammenhang mit
H. Komatsu [18] vgl. die Ausfithrungen in Abschnitt 5.

In dieser Arbeit wird nun fiir die durch (0.1) definierten
Potenzen ein Kalkiil entwickelt, mit dessen Hilfe die Potenzregeln,
eine Unkehrformel, die Abgeschlossenheit und weitere Charakte-
risierungen dieser Operatoren in direkter SchluBweise gefolgert
werden konnen. Der Kalkiil zeichnet sich dadurch aus, daBl er
im Aufbau leicht iiberschaubar ist und nur wenige Hilfsmittel
benétigt. Sein Prinzip besteht darin, zu einem jeden Problem,
das untersucht werden soll, eine charakteristische Identitit zu
finden und diese dann auszuwerten. Fiir gebrochene Potenzen
von Halbgruppenerzeugern werden wir vier solcher fundamentaler
Identititen aufstellen, von denen an dieser Stelle die folgende
angefiihrt sei:

f " I =T w)]"du [ f T dn (s) T(@)f %]
(0'3) ¢ 00 ° 00
= f’, 1= [[—T(z)]*dw I:L Qy,n (1—:) T(u)f ds—u:l (f e X),

wobei die ¢, ,(u) gewisse Funktionen (sieche (2.5)) aus L(0, o0)
sind. (0.8) ist eine Verallgemeinerung der einfachen klassischen
Identitét (siehe E. Hille-R. S. Phillips [15, p. 807], P. L. Butzer-
H. Berens [9, Sec. 1.1])

o.4) ZO= L [[royad] - e j T)du] .

Sie wird bei der Behandlung des infinitesimalen Erzeugers A4
benutzt, der ja ebenso wie die gebrochene Potenz in (0.1) durch
einen Grenzwert definiert ist: Af = s-lim,_ o, [T (¢)—I]f.

Ein umgekehrter Zugang zur Charakterisierung gebrochener
Potenzen von Halbgruppenerzeugern durch die Integrale in (0.1)
ist in H. Berens-P. L. Butzer-U. Westphal [5] skizziert, siche auch
U. Westphal [81].
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Die vorliegende Arbeit ist der erste Beitrag einer zweiteiligen
Abhandlung. Wihrend im ersten Teil das oben geschilderte
Problem fiir gleichméBig beschrinkte Halbgruppen von Opera-
toren der Klasse (%,) diskutiert wird, untersuchen wir im zweiten
ein entsprechendes Problem fiir gleichmiB8ig beschriankte Gruppen
{G(t); —o0 <t < oo} der Klasse (%,); und zwar entwickeln wir
analog zu Teil I einen Kalkiil fiir den Grenzwert

(0.5) s-lim ! ont‘l—V[G(t/2)—G(——t/2)]"fdt (K,,, konstant),
E-04- y,mv €

in dem der Integralausdruck mit Hilfe der n-ten zentralen
Differenz der Gruppe {G(t)} gebildet ist.

Integrale vom Typ wie in (0.5) werden fiir die spezielle Gruppe
der Translationen in der Monographie [11] von P. L. Butzer-
W. Trebels behandelt, im Zusammenhang mit periodischen
Funktionen von M. Zamansky [85], G. Sunouchi [28] und P. L.
Butzer-E. Gorlich [10]. Im allgemeinen gibt es jedoch iiber
Gruppen von Operatoren nur sehr wenig Literatur, im Vergleich
zu den umfangreichen Abhandlungen tiber Halbgruppen.

In unseren Untersuchungen spielen beim Aufbau des Kalkiils
jeweils zwei Funktionen eine wesentliche Rolle. Dies sind in
Teil I die Funktionen ¢, ,,0 <y <mn, und p,,,0 <y =n
(n=1,2,--), aus L(0, c0) und in Teil II entsprechend ¢, , und
Py, aus L(—oo, ©). Die beiden Funktionen aus dem Halb-
gruppenteil sind iiber ihre Laplacetransformierten durch

f e—wqy,,,(u)duﬂ‘*f wI(l—e )y (4> 0)
(0.6) i !

f NPy, n()du = 27 (1—e )" (2> 0)

0

definiert. Vgl. (2.4) und (8.2). Die Funktionen ¢, , werden schon
in U. Westphal [80] in Verbindung mit der Halbgruppe der
Translationen verwendet; siche auch H. Berens-U. Westphal [6].

Die Darstellung (0.6) deutet darauf hin, daB in Teil I die
Laplacetransformation ein bedeutendes Hilfsmittel ist. Bei ihrer
Anwendung wird entscheidend ausgenutzt, daB der exponentielle
Faktor e~ (¢ = 0; 2 > 0 fest), multipliziert mit den Elementen
des reellen oder komplexen Zahlensystems, der einfachste Spezial-
fall einer gleichmiBig beschrinkten Halbgruppe der Klasse (€)
ist. Laplacetransformationsmethoden werden haufig in der Halb-
gruppentheorie bei der Entwicklung von Operatorkalkiilen
verwendet; siehe z. B. Hille-Phillips [15, Ch. XV], Phillips [25],
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Nelson [22]. Im Gruppenteil iibernimmt die Fouriertransforma-
tion die Rolle der Laplacetransformation.

Im einzelnen werden im ersten Abschnitt von Teil I einige
Hilfsmittel tiber die Laplacetransformation sowie Halbgruppen
von Operatoren zusammengestellt, wobei besonderer Wert darauf
gelegt wird, die spiter zu verallgemeinernden Beziehungen fiir
den infinitesimalen Erzeuger und seine ganzzahligen Potenzen
hervorzuheben. Ausgehend von der Definition der Potenz (—A4)?,
y > 0, beweisen wir in Abschnitt 2 die Identitit (0.8) und als
SchluBfolgerung daraus, daB (—A4)” abgeschlossen ist und der
Definitionsbereich D((—4)?) dicht in X liegt. Mit einer Umkehr-
formel fiir (—A4)” und daraus resultierenden Abschitzungen
befaBt sich Abschnitt 8, wihrend wir in 4. die Potenzregeln

(—4)rt7 = (—A)(—4)"  (y1, 72 > 0)
und
((—A4))? = (=4) O<a<ly>0)

beweisen. Im letzten Abschnitt dieser Arbeit, Abschnitt 5,
untersuchen wir den Zusammenhang der Definition (0.1) ge-
brochener Potenzen von Operatoren mit derjenigen von Bala-
krishnan [2].

Die vorliegende Abhandlung entstand am Lehrstuhl A4 fiir
Mathematik der Rheinisch-Westfilischen Technischen Hoch-
schule Aachen. Sie ist im wesentlichen die Promotionsarbeit des
Verfassers. Dem. Lehrstuhlinhaber, Herrn Professor Dr. P. L.
Butzer und Herrn Dozent Dr. H. Berens, auf dessen Vorschlag
die Problemstellung zuriickgeht, gilt mein herzlicher Dank fiir
die stets bereitwillige, wertvolle Unterstiitzung, mit der sie diese
Arbeit im Verlauf ihrer Entstehung geférdert haben.

Ferner danke ich Herrn W. Trebels fiir hilfreiche Bemerkungen
im Zusammenhang mit Teil II der Abhandlung und Herrn
K. Scherer fiir eine kritische Durchsicht der endgiiltigen Fassung
des Manuskriptes. Friaulein U. Combach hat die Schreibmaschinen-
arbeit schnellstens und mit gréBter Sorgfalt ausgefiihrt; auch
dafiir méchte ich vielmals danken.

1. Hilfsmittel

In dieser Arbeit bendtigen wir einige grundlegende Eigen-
schaften der Laplacetransformation, die im folgenden kurz
zusammengestellt werden. Beziiglich Literatur iiber die Laplace-
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transformation erwidhnen wir nur die Standardwerke von D. V.
Widder [82] und G. Doetsch [12].

Ist die Funktion f(u) auf dem Intervall (0, c0) definiert und
gehort sie fiir jedes ¢ >0 zu L(0, ¢) (dem Raum der auf (0, c)
Lebesgue-integrierbaren Funktionen), so ist die Laplacetrans-
formierte von f gegeben durch

(L1) L)) = f(4) = f:’ e () du,

sofern das Integral existiert. (Im Rahmen dieser Arbeit geniigt
es, sich von vornherein auf reelle Zahlen 4 zu beschrianken.)
Konvergiert das Integral (1.1) fiir ein 4,, so existiert es fiir jedes
Ay A = Ay. Ist f*(4) = 0 fiir alle A = 4,, wobei 4, ein Konvergenz-
punkt von (1.1) sei, so gilt f(u) = 0 f. ii. auf (0, o) (Eindeutig-
keitssatz).

Als Laplacesche Faltung zweier Funktionen f,(u) und fy(u),
die beide zu L(0, ¢) (jedes ¢ > 0) gehdren moégen, bezeichnet man
das Integral

(12) [fy # a)(2) = f:mt—u)fz(u)du,

das fiir fast alle £ > 0 existiert. Im Fall, daB f,, f, € L(0, o) sind,
gehort die Faltung (1.2) ebenfalls zu diesem Raum, und ihre
Norm bzgl. L(0, ) geniigt der Ungleichung

[Ify * fz”t.(o,oo) = ||f1||1.(o,oo) ||f2||L(o,oo)-

Konvergieren f7 (1) und f; (4) absolut fiir A = 4,, dann konvergiert
auch die Laplacetransformierte der Faltung (1.2) absolut fiir
A = 2, und erfiillt die Gleichung

[f1 % ]7(2) = f1(A)f7 () (A= 4)
(Faltungssatz).

Halbgruppen von beschrinkten, linearen Operatoren werden
ausfiihrlich in dem umfangreichen Werk von E. Hille- R. S.
Phillips [15, Ch. X-XII] untersucht. Fiir unsere Belange eignen
sich besser die gezielteren Abhandlungen in den Biichern von
P. L. Butzer-H. Berens [9, Ch. I], N. Dunford-J. T. Schwartz
[18, Ch. XIII] sowie K. Yosida [84, Ch. IX].

Sei X ein reeller oder komplexer Banachraum mit den Ele-
menten f, g, -+ und der Norm ||-||x (meistens nur mit [|-||
bezeichnet) und &(X) die Banachalgebra der beschrinkten
linearen Operatoren von X in sich. Eine einparametrige Schar
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{T(t); t = 0} von Operatoren in &(X) heiBt eine gleichmiBig
beschrinkte Halbgruppe der Klasse (%,), wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

(i) T(t) € &(X) fiir jedes t e [0, c0) mit 7(0) = I (Identitit).

(i) T(¢,+1t,) = T ()T (8,) fir alle ¢y, ¢, € [0, o0).

(iii) ||T@)f]] = M||f|| fir alle fe X und alle ¢ e [0, c0), wobei

M eine Konstante ist.
(iv) s-hm T(¢)f = f tir alle f € X ((%,)-Eigenschaft).

Offensmhthch ist unter diesen Voraussetzungen die vektorwertige
Funktion T'(¢)f von 0 <t < o in X stark stetig fiir jedes f € X.

Der infinitesimale Erzeuger 4 der Halbgruppe ist definiert
durch den starken Limes fiir £ — 04 von

T(t)—I
i

A:f = /-

Die Menge aller Elemente f, fiir die dieser Grenzwert existiert,
bildet den Definitionsbereich D(4) von A. A ist ein linearer
(i.a. unbeschrinkter) abgeschlossener Operator mit D(A4) dicht
in X. Ist f aus D(A4), so gehort fiir jedes ¢ = 0 auch T'(¢)f dazu,
und es gilt

d
anm=Anm=TMM,

woraus die Beziehung
i

(1.8) Tf—f =f T (u)Afdu
0

gefolgert werden kann.
Die ganzzahligen Potenzen A" (n =0,1,2,---) von A sind
iterativ definiert durch A° =1, A! = 4 und

Arf = A(4A"7)
mit
D(A™) = {f; f e D(A™') und A™'feD(A)}.
Die Potenz A" ist fiir jedes » =1,2,--- ein linearer abge-
schlossener Operator und D(4") dicht in X. Als Erweiterung von
(1.8) gilt fiir f e D(A™) die Ta.ylorformel

n—-1 f

T~ 41 = o [y T

sowie die Bez1ehung
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(L4) [T(t)—I]"f = j:nul)dul f:T(’“z) e dupy f T(u,)A"fdt,

aus der sich unmittelbar die Normabschitzung
IT@)—I1"fil = O(t")  (t—>0+;feD(4"))

schlieBen 148t. Allgemeiner als (1.4) ist die Aussage, daB fiir jedes
f € X die iterierten Integrale

(1.5) o] Tw) - duas [ T,

die fiir ¢ — 04 im starken Sinne gegen f konvergieren, zu D(A4")
gehoren und die Gleichung

(1.6) A"[ fTul) - du _lf T(w,)f du ] @in_—ﬂf

(fe X)

erfiillen. Daraus 148t sich unmittelbar herleiten, daB die Potenzen
von A dquivalent definiert werden kénnen durch den Grenzwert

(1.7) A”f = s-lim _[_M f’
t-04 [

falls er existiert. Dieses Ergebnis erhilt H. Berens in einer noch
etwas allgemeineren Form in [8]. Er benutzt dabei eine Verall-
gemeinerung der Identitit

w[ j T(uy)-- du,,_lf T (w fdu]

=[T(—‘””—Ix[ﬂ_ J T(wy) - - - du,_, f T(u fdu]

&r

(1.8)

(t, x> 0; f e X),

die eine bzgl. # und ¢ symmetrische Verkniipfung des Integralaus-
drucks (1.5) mit dem Differenzenquotienten ¢-"[7(t)—I]" der
Halbgruppe darstellt. (1.8) ist eine Erweiterung der Identitit
(0.4). Neben (1.7) erwiahnen wir noch eine andere dquivalente
Charakterisierung der Potenzen A4,, die J. L. Lions-J. Peetre [20]
iiber das Integral

(1.9) f w [ [T (u)]*fdu (0 <n <k;mn,k ganzzahlig; ¢ > 0)
€

mit distributionentheoretischen Methoden bewiesen haben:
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Notwendig und hinreichend dafiir, daf ein Element f e X zum
Definitionsbereich D(A™), n = 1,2, - - -, gehort, ist die Bedingung,
dap der Limes fir ¢ — 0+ des Integrals (1.9) in der Norm des
Raumes X existiert. Es gilt dann

(1.10) (—A4)*f = s-lim ! fwu‘l‘“[I—T(u)]"fdu (k > mn),
E-0+ Cn,k &

wobei die Konstante C,, ;, durch
Cox =f u I (1—e %) du
0

gegeben ist.

Unter den eingangs gemachten Voraussetzungen an die Halb-
gruppe {T'(t); t = 0} gehort jede reelle Zahl 2 > 0 zur Resolventen-
menge p(A) des infinitesimalen Erzeugers, und die Resolvente
R(%; A) ist darstellbar als Laplacetransformierte der Operatoren
T(t),t=o0:

(1.11) MkAﬁ:er“Twmm (fe X; 1> 0).
0

Die Folge A*[R(4; A)]" ist in der Operatortopologie bzgl. 1 > 0
und n = 1, 2, - - - gleichméBig beschrinkt durch die Konstante M,

also
AMRA; )M =M (A>0n=1,2-"").

Gilt zusatzlich zu den Bedingungen (i)—(iv), daB T'(¢)[ X] C D(4)
fiir jedes t > 0 und ||[AT(t)|| = O(t) (t > 0+), so besitzt die
Halbgruppe eine holomorphe Fortsetzung 7T'(£) in einen Sektor
{&; Re & > 0, |arg £| < gy} der komplexen Ebene. Unter diesen
Voraussetzungen spricht man von einer gleichméBig beschrankten
holomorphen Halbgruppe der Klasse (%,).

2. Einfiihrung gebrochener Potenzen
von infinitesimalen Erzeugern von Halbgruppen

Sei {T'(t); t = 0} eine gleichmiBig beschrinkte Halbgruppe von
Operatoren der Klasse (%,) auf einem reellen oder komplexen
Banachraum X und A4 ihr infinitesimaler Erzeuger.

DErintiTION 2.1. Fiir eine reelle positive Zahl y, 0 <y < n
(n=1,2,---), definieren wir die gebrochene Potenz (—A)? des
Operators (—A) durch

(2.1)  (—A)’f=slim

€404 Yyon

f T ur I T(w)]fdu,
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sofern der Limes existiert. Dabei ist die Konstante C,, ,, degeben durch
o0
Cp = f U1 (1—e~ ) du.
0

Wir bezeichnen als Definitionsbereich D((—A)?) von (—A)? die
Menge aller f, fiir die der Grenzwert (2.1) existiert.

Wie in der Einleitung geschildert, ist es unser Ziel, zu zeigen,
daB der durch (2.1) definierte Operator alle gewiinschten Eigen-
schaften einer Potenz erfiillt.

Als erstes kénnen wir sofort sagen, daB (—A)” linear ist und
die ganzzahligen Potenzen von (—A4) interpoliert, wie aus der
Darstellung (1.10) von Lions-Peetre hervorgeht. Ferner zeigt eine
einfache Uberlegung, daB der Definitionsbereich D((—A4)?) nicht
leer ist; denn fiir f e D(A"), n > y, existiert wegen der Abschitzung
[ILI—=T()]*f|| = O(t") (¢ - 0+ ) das Integral

1

c J:o w I —T(u)]"fdu

Ysn

im Bochnerschen Sinn und ist nach Definition gleich (—4)f.
Es ist vorldufig noch nicht einzusehen, daB der Grenzwert (2.1)
fiir ein fest vorgegebenes y von der ganzen Zahl n, n > y, unab-
héngig ist. Um dies zu zeigen, miissen wir erst einige Hilfsmittel
bereitstellen.
Wir betrachten zunéchst die spezielle Halbgruppe

(2.2) T, (t)f = eMf (t = 0; 4 > 0, fest),

definiert auf dem reellen oder komplexen Zahlensystem Z, und
schlieBen dann von den Ergebnissen fiir dieses Beispiel auf
entsprechende Aussagen fiir beliebige gleichméBig beschrankte
Halbgruppen der Klasse (%,). Es ist klar, daB fiir die Halbgruppe
(2.2) Af = —Af mit D(4) = Z gilt. Ebenso leicht erhalt man mit
Hilfe der Substitution A — u in (2.1):

(2.8) (—A)7f = A7f und D((—4)") = Z.

Wir zeigen nun, daB der mit der Halbgruppe (2.2) verkniipfte
Integralausdruck in (2.1) sich darstellen 1a8t als Laplacetrans-
formierte einer Funktion aus L(0, c0), multipliziert mit dem
Faktor 27f (f € Z).

LeMma 2.2. Firo <y <mn,n=1,2,--- gilt



[11] Ein Kalkiil fiir gebrochene Potenzen infinitesimaler Erzeuger (I) 77
[+ ]

(2.4) g50) = [utra—etpa (3> 0),
1

wobei q;, ,(1) die Laplacetransformierte der Funktion

N o I<u =141
ra AV (e 5
(28) qyalw)={" "
Fi 50 (7) i @>m

ist, die zu L(0, o) gehort. Fiir u > n ist

0 (y=1,2,---,n—1)

2.6 a(u) = i o
(2:6) gr.tu) 2 f e (1—¢t) dt
0

us
(0 <y <m, ynicht ganzzahlig).
Ferner gelten
(2.7) lim ¢3 () =f qy,n(w)du =C, ,
A=04 0
und
(o g
> (— 1)’( )7”10g7 (ry=1,2,--+,n—1)
(2.8) C,,= = ( -
_ i (M o<y <m, y mc
o ”)El( 1) (7) ” ganzzahlig).
Bewers. Wir fihren die Hilfsfunktionen
r-1 0 0 <u<e)

a(u) =

) (v > 0) und by(u) = {

w7 (u>e)

ein. Offensichtlich gehért b (u) fiir jedes ¢ und y > 0 zu L(0, )
mit [ b (u)du = p~1e~?. Die Funktion a(u) ist zwar nicht in
L(0, o©0), wohl aber in L(0, ¢) fiir jedes ¢ > 0; ihre Laplacetrans-
formierte nach (1.1) konvergiert absolut fiir jedes 4 > 0 und ist
gegeben durch

(2.9) Lla](A) = a*(A) = A~ (A > 0).

Fir 4 > 0 erhédlt man nun mit Hilfe des Faltungssatzes der
Laplacetransformation
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oo
A j w17 (1—e ) du
1

= 2( —1) ( )!771 ”f’me—"“u‘l—ydu——y‘ll‘y}

d=1
= Z[qy,.()](2),
wobei die Funktion ¢, ,(«) durch

(210) gy = 3 (<17 () [i1a +2 (u)—%a(u)}

gegeben ist. Das Faltungsprodukt (siehe (1.2))
0 0 <u<e)

laxbd@=1{ 1 (v
ITSJ; (u——t)” 13-1-vdt (’M > 8)

laBt sich fiir > ¢ mit der Substitution (uft)—1 — ¢ leicht

ausrechnen zu
w!

£~
—g).

iy

Setzen wir dieses Ergebnis in die Gleichung (2.10) ein, so erhalten
wir die Darstellung (2.5) von g, ,. Aus dieser erkennt man, daf3
qy,.(w) auf 0 < u < oo stetig ist und fiir jedes ¢ > 0 zu L(0, c)
gehort. Um zu zeigen, daB ¢, , tatsdchlich in L(0, o) enthalten
ist, beweisen wir erst die Darstellung (2.6) dieser Funktion fiir
u > n. Sie folgt im Fall ganzzahliger y-Werte aus der bekannten
Identitat

(2.11) 2( 1)1() =0, »=0,1,-+-,n—1.
Fiir nicht ganzzahlige y-Werte miissen wir die Identitit
@12) ["emiora—etydt = (=) 3 (—1) () iy

' (k—l<y<k,,=t;r,=0,1,---,'n;u>n)

[@ # be](u) =

verifizieren. Durch partielle Integration ergibt sich
J‘ eIV (1—et)"dt = Y (—1) (n)f A
s =0 17 Js
n In k—1 (_l)v (u___:’)v e—-«’(u—:’)
> (17 () —
i=o 1/voy(y—1)---(y—») 6

S (_1y (" (—1)*(u—7)* o e o
+i§0( 1) (7) y(y—1) -+ (y—k+1)J, € 1=tk L,
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Fiir 6 — 0 strebt die Doppelsumme im ersten Glied der letzten
Zeile gegen Null, wihrend das Integral im zweiten Glied wegen
(2.9) gegen I'(k—y)(u—7)7~* konvergiert. Mit

I(k—y) = (=1)y(y—1) - - - (y—k+1)I(—y)

folgt dann die Giiltigkeit von (2.12). Benutzen wir noch die
Beziehung I'(—y)'(1+y) = —=/sin wy fiir die I-Funktion, so
ist auch die Integraldarstellung (2.6) fiir ¢, ,(w)(w > n; y nicht
ganzzahlig) klar. Daraus liest man ab, daB fiir ein festes y
(k-1 <y<k k=1,2,---,n) das Vorzeichen von qy,n(%) fiir
% > n eindeutig bestimmt ist, ndmlich sgn g, ,(4) = (—1)**
(v > n). Deshalb ist

J:l 9y, (u)|du = (—l)ﬂ—kfd gy (w)du  (n < c <ad).

DaB man im letzten Integral den Limes fiir d — oo bilden kann,
folgt wieder mit Hilfe partieller Integration; denn es gilt

Jo B () (=)

=3 2 S () (- 4T

y=0 YV j=0 u u=c
+ 5y (3) cvp [ (1= 1)

Setzt man in der Doppelsumme auf der rechten Seite der letzten
Gleichung u = d, so konvergiert sie fiir d > o gegen Null; im
zweiten Glied der rechten Seite wird der Integrand vergroBert
durch die Funktion (1—(j/c))**u?*1, die auf dem Intervall
(c, 00) Lebesgue-integrierbar ist. Damit ist fiir alle y, 0 < y < n,
gezeigt, daB ¢, , zu L(0, o) gehort.

In (2.7) erhilt man die Gleichung

hm q,, (A) = J 4y, o(w)du

mit Hilfe des Kriteriums iiber majorisierte Konvergenz, wihrend
die Beziehung
| lim g3, ,(4) = C,,

A0+
aus der Relation (2.4) fiir die Laplacetransformierte der Funktion
q,,. folgt. Ebenfalls aus (2.4) ergibt sich die Darstellung (2.8)
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fiir die Konstante C,, , wieder mittels partieller Integration ent-
sprechend wie im Beweis der Identitit (2.12).

Die Verallgemeinerung der Beziehung (2.4) in Lemma 2.2 von
der speziellen Halbgruppe (2.2), der Exponentialfunktion e-A¢
(t = 0; 4 > 0 fest), auf eine beliebige gleichm#Big beschrinkte
Halbgruppe von Operatoren T'(¢) (¢ = 0) der Klasse (%,) lautet
(siehe (2.8))

(—d) jomqy,,xu)T(u)fdu - flmu‘l‘Y[I—T(u)]”fdu (f € X).

Bevor wir die Giiltigkeit dieser Beziehung in Satz 2.5 verifizieren,
beweisen wir zwei Lemmata. Die Spezialisierung des ersten auf
die Halbgruppe (2.2) ist der klassische Faltungssatz der Laplace-
transformation.

LemMMa 2.8. Seien g, g5, °, 8 r Funktionen aus L(0, o).
Dann gilt fiir jedes f € X

f " gu () T (aty )ty f " o) Tatg) - - - duy_y f " g,(u,) T (u,)f du,
0 0 0

- f:’ s g - * g 1(OT @) de.

Bewers. Fiir r = 2 haben wir wegen der Halbgruppeneigen-
schaft

fowg(uﬁ:r(ul)dul fomg(“z)T(uz)fduz

= jwgl(ul)dulfwgz(uz)T(ul+u2)fdu2 .
0 )

Substituieren wir u,+u, = ¢t und vertauschen anschlieBend die
Integrale nach dem Satz von Fubini, dann ist die rechte Seite der
letzten Zeile gleich

f " (g duiy f “a(t—u)TOfdt = [T f g0 (00— 1y ) duty
0 u 0 0

— f:’ [gx * 2] (O)T(t)db.

Fir r > 2 folgt die Behauptung durch vollstindige Induktion.

LEMMA 2.4. Seien k und n zwei positive ganze Zahlen und sei
0 <y < min (k, n). Fiir jedes fe X und fir ¢, >0 gilt die
Identitdt
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o oo d
— [Trrr-rera [ g. (%) Ty
€ ] n n
BeweEIs. Zunichst bemerken wir, daB die Integrale

f " u Y [I—T(w)]"fdu und f:’qy,,, (’—:) T(u)fds—u

€

O<y<nn=1,2,-+-3¢6>0)

fiir jedes f € X im Bochnerschen Sinn existieren und infolge der
Normabschétzungen

= (L+M)y~2eIfllx

X

f " u Y [I—T(w)]"fdu

&
und

(2.14) '

© u du
f q,,,.(—) T(u)f —H < Mliq,, llo.e0llfllx
0 € € ||x

als beschrinkte lineare Operatoren von X in sich angesehen
werden kénnen.

Die linke Seite der Identitdt (2.18) bezeichnen wir abkiirzend
mit I,(f), die rechte mit I,(f) fiir fe X. Wie wir noch sehen
werden, 1laBt sich I, (r = 1, 2) auf die Form

(2.15) L(f) = fowo,wmu)fdu (r=1,2)

umschreiben, wobei Q,(u) fiir r =1 und r = 2 eine von den
Parametern v, &, 5, n und k abhingige Funktion aus L(0, o) ist.
Um auf die Gleichung Q,(u) = Qy(u) f. ii. auf (0, co0) schliefen zu
konnen, womit die Identitit bewiesen wire, geniigt es nach dem
Eindeutigkeitssatz der Laplacetransformation, die Giiltigkeit von
Q7(2) = Q7 (2) fiir 2 > 0 zu zeigen, was darauf hinauslduft, die
Identitdat (2.18) explizit nur fiir die Halbgruppe aus Beispiel
(2.2): T)(t)f = e=**f (t = 0) fiir jedes A > 0 nachzuweisen.

Verifizieren wir also zuerst die Darstellung (2.15). Mit der n-ten
Riemann-Differenz

n

(2.16) r—7@) = 3 (—1y () T

schreiben wir
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f [ —T@) " fdt = z( 1) (.)7’7 f T, ()T ) dt
(2.17) °
rier = [T Ofde e

wobei b,,(t) die aus dem Beweis von Lemma 2.2 bekannte Hilfs-
funktion ist und ¢/ ™ (¢) folgende Abkiirzung bedeutet

n

(2.18) () =3 (—1y (7) 77bey(0)-

j=1

Wendet man Darstellung (2.17) und dann Lemma 2.3 an, so
lautet die linke Seite der Identitét

L = [ e T®atr) [T ()T oy

=["{[er2¢) # dra ()@ 7277700 ()| T T

Eine analoge Darstellung gilt fiir den Ausdruck I,(f), da er sich
aus I,(f) ergibt, indem man gleichzeitig ¢ mit # und n mit %
vertauscht.

Offensichtlich ist die Identitiat im Fall der Halbgruppe (2.2)
fiir jedes A > 0 erfiillt, da mit Hilfe der Darstellung (2.4) fiir die
Laplacetransformierte g;, ,(1) folgendes gilt:

0r() = I,(1) = f jt—l—vu—r“)kdt [g,,]" ()

= },—va t—1—7(1_e—“)’°dtj u7(1—e2)"dy (A > 0).
7 &

(2.19)

Aus der letzten Zeile erkennt man die Symmetrie von Q7 (4) in
den Paaren (7, k) und (s, n); also gilt Q7 () = Q7 (1) (4 > 0).
Nach den eingangs gemachten Bemerkungen ist Lemma 2.4 damit
bewiesen.

Aus der Identitit (2.13) folgert man nun

SaTtz 2.5. Sei 0 <y <n, n=1,2,---. Fir jedes Element f
aus X gehort das Integral
[ gt T wysan

zum Definitionsbereich D((—A4)?), und fiir ¢ > 0 gilt

@20) (—ay [ ["ay.0 (8) Tt F] = [Turrr-Teirsan.
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Gehort f zu D((—A)?), so ist die Formel
o] d o]
@21) [ g0 (%) Tyt 5 = [ =T i

giiltig.
BEeEwETs. Zunichst zeigen wir
bl d
(2.22) slim| ¢, (lb—b) T(u)f—u =C,xf (0<y<kifeX).
70+ JO n n

Nehmen wir mit Hilfe der Beziehung (2.7) folgende Zerlegung vor
bl u du 8 u du
[Tt (&) 7 =t = [ gy () -1y
0 n n [} n n
*® u du
+ [ 4 () rw -1y & = 1414,
) n n

wobei wegen der (%,)-Eigenschaft der Halbgruppe {7'(t); t = 0}
das 6 > 0 durch ein beliebig vorgegebenes & > 0 so festgelegt
werden kann, daB fir 0 < ¢ <6 ||[T(#)f—fll < &/llgy,xllu0,00 1Sts
dann gelten die Abschétzungen

Ll < sup [T @) f g, at)ldt < &
0st<é 0

und

Ll < (ML) f: g, 4(0ldE <& fiir 7 < 7q(e).
7

Sei nun y eine fest vorgegebene positive Zahl und seien » und &
zwel voneinander unabhingige ganze Zahlen > y. Bildet man
in der Identitit (2.18) den starken Limes fiir 7 — 0+, so strebt
deren rechte Seite wegen der Grenzwertbeziehung (2.22) fiir jedes
f € X gegen

C,w| tVYI—-T(t)]"fdt
&
und die linke nach Definition 2.1 gegen
bl U du
(2.28) Cral = [ 00 () T3 2
0 € &
wobei der Index k in (—A)? andeuten soll, da die gebrochene

Potenz (—A)” noch von k abhingen konnte. Abgesehen von
dieser Einschrinkung ist die Relation (2.20) damit bewiesen.
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Gehort f zu D((—A)}), so darf in (2.28) der Operator (—A)}
mit dem Integral vertauscht werden, so daB (2.21) zunéchst mit
(—A)7 statt (—A)? giiltig ist. Dies ergibt sich aus der Vertausch-
barkeit der Integrale in der Identitidt (2.18) und der Abschédtzung
(2.14), die bei der Limesbildung 7 — 04 den Grenziibergang
unter dem Integral rechtfertigt.

Aus (2.21) mit obiger Einschrinkung schlieBen wir, dal (—A4)}
unabhiingig von k ist, denn fiir ¢ - 04 konvergiert die linke Seite
dieser Gleichung im starken Sinne gegen C, ,(—A)}f, woraus per
definitionem folgt, daB f auch zu D((—A)%) gehort und

(—A)Rf = (=4)f
gilt. Damit fallen auch die Einschrinkungen, unter denen die

Beziehungen (2.20) und (2.21) zunichst bewiesen wurden, fort.

FoLceruNG 2.6. Der durch (2.1) definierte Operator (—A)Y
O<y<n,n=1,2,--") ist unabhdngig von der ganzen Zahl n.

Betrachten wir noch einmal die Formel (2.20) in Satz 2.5. Sie
sagt das folgende aus: Zu jedem fe X kann man explizit eine
von & abhingige Schar von Elementen konstruieren, namlich

Coon* [ trn (%) T2 S

0 £ £
die zum Definitionsbereich D((—A)?), y >0, gehéren und fiir
£ — 04 im starken Sinne gegen f konvergieren. Die Anwendung
von (—A)? auf die Elemente der Schar ergibt genau diejenigen
Integralausdriicke, deren Grenzwert in der Norm fiir ¢ - 0+
den Operator (—A4)7 definiert. In dieser, Form ist (2.20) ein
Analogon zu der klassischen Beziehung (1.6). Man kann demnach
einerseits die Ausdriicke

(Cy )t cou—l‘")’[I——T(u)]"jdu (e >0)
und t[I-T@)]"f (¢>0),
andererseits die Integrale
bt d
Conl [ gn () T < (> 0)
und t_"JtT(ul) “e- dun_lftT(u")fdun (t>0)

miteinander vergleichen. Der Identitat (2.18) entspricht dann
die Identitdt (1.8), der Relation (2.21) die Gleichung (1.4), mit
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dem Faktor {— multipliziert. Angesichts dieser Analogien liegt es
nahe, den Integralausdruck in (2.1) als verallgemeinerten Diffe-
renzenquotienten fiir gebrochene Potenzen zu interpretieren.

So wie sich die Abgeschlossenheit des infinitesimalen Erzeugers
A aus der Gleichung (1.8) herleiten 1a8t, folgt diese Eigenschaft
fiir den Operator (—A4)” aus der entsprechenden Relation (2.21).

Satz 2.7. Fiir y > 0 ist (—A)” ein abgeschlossener Operator,
und sein Definitionsbereich D((—A)?) ist dicht in X.

BeweEls. Aus den vorangegangenen Erliuterungen zur Formel
(2.20) geht hervor, daB D((—A)?) dicht in X liegt. Andererseits
ist diese Eigenschaft auch schon deshalb klar, weil fiir jede ganze

Zahl n >y D(A™) CD((—A)?) und D(4A") = X gilt. Um nach-
zuweisen, daB3 der Operator (—4)” abgeschlossen ist, betrachten
wir eine beliebige Folge {f,}52; C D((—A)?), die im starken Sinne
gegen ein Element f, € X konvergiert und fiir die (—A4)?f, in der
Norm gegen ein Element g, e X strebt. GemaB (2.21) gilt die
Gleichung

[Cuorrr—r@riie =g, (%) T2y,

€ 0 €

die in die Beziehung

[Currr—rr e = [0 (%) T 5

iibergeht, wenn wir den Limes in der Norm fiir » — oo bilden.
Da die rechte Seite dieser letzten Gleichung fiir & — 04 im
starken Sinne gegen C, ,g, konvergiert, gehort f, zu D((—A4)?)
mit (—A)?f, = g,, womit die Behauptung bewiesen ist.

Unser Ziel ist es, auch die Potenzeigenschaft des Operators
(—4)” zu beweisen. Es empfiehlt sich jedoch, zuvor eine
Umkehrformel herzuleiten.

3. Eine Umkehrformel

Wie wir im AnschluB an Satz 2.5 bemerkten, lassen sich die
Gleichungen (1.4) und (2.21) miteinander vergleichen, da beide
eine Formel fiir den Differenzenquotienten von A™ bzw. (—A4)”
liefern. Andererseits kann man aber (1.4) auch als eine Umkehr-
formel fiir den Operator A" betrachten. Eine solche Umkehrung
wollen wir nun ebenfalls fiir die Potenz (—A4)? untersuchen.
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Wir werden sehen, da8 fir fe D((—A)") (0 <y <=n,n=1,2,--)
gilt

bl d
61 U-TOP = pyu (5) T@-2)1 5

wobei wir die Funktion p,, ,(w) wieder durch ihre Laplacetrans-
formierte mit Hilfe der speziellen Halbgruppe (2.2) bestimmen.

LevMma 8.1. Firo <y =n,n=1,2,--- gilt
(8.2) Apya(d) = (1—e )" (A >0),
wobei py, () die Laplacetransformierte der Funktion

. (l<u<<l+1;
F(‘)Eo‘_ () @i 1= 0,1, n—1)

(33) py,n(u): "
755 2, 1 (7) iyt @)

ist. Fiir u > n gilt

0 (y=12,--,n)
(8.4) p, a(u)= { sin ﬂyfooe—“tt—'/(l—-et)”dt (o < y <m, .
w Jo y nicht ganzzahlig).
Ferner gehort p,, , zu L(0, 00) und erfiillt
il 0 0 <y <n)
o(u)du = {
fo Pya(®) 1 (y = n).

Beweis. Mit Hilfe der Laplacetransformierten (2.9) gilt fir
A>0

n

F()’) =0

woraus die Darstellung (8.3) der Funktion p, ,(w) unmittelbar
einsichtig ist. (8.4) folgt aus den Identitaten (2.11) (y ganzzahlig)
und (2.12) (y nicht ganzzahlig). Mit Hilfe von (2.6) erhalten wir
aus (8.4) fiir nicht ganzzahlige y-Werte und jedes 6 > 0

o0 3 o o]
1P, o(w)|du = M‘— du | et Y(et—1)"dt
7
n+é T n+é 0

_ |sin Wﬂf e~ 1Y (et — 1) dt = (n-+0)|g,, (n+0)|.
T (]

Fr(1—e )y = =1y () fj e M (u—)-Ldu — p o(3),
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Damit ist klar, daB p,, , fiir alle y, 0 < y < n, zu L(0, o) gehdrt.
Aus (8.2) folgt dann

f Py, n(4)du = lim
)

A-04

(1—3—7«)n ey { 0 (0<y<n)
1 (y = n)’
womit das Lemma bewiesen ist.

BeMERKUNG. Die Funktionen p, , und g, , hingen iiber die
Beziehungen

ug (1) = fo"py,,xt)dt (0 <y <n)

und
UGy, (%) = Pyi1,a(%) 0 <y =n-1)

miteinander zusammen, wie aus (2.5) und (8.8) direkt folgt.
Der Beweis der Formel (8.1) wird wieder iiber eine Identitiat
gefiihrt; diese entspricht der Identitdt (1.8).

LEmMMmA 3.2, Seien k und n zwei ganze positive Zahlen mit
n < k und f ein beliebiges Element des Raumes X. Dann gilt fiir
0 <y =< nunde t > 0 die Identildt

270 [ g (%) T 5
(8.5) 0 it *© u du
=L w‘l—Y[I—T(m)]"dwt‘ffo Dy,n (?) T (w)f —

Bewers. Die linke Seite von (8.5) bezeichnen wir mit I,(f) und
formen sie wie folgt um:

L0 =3 (0 () [T () T T(etu)f 2

=0

- S0 () o (£

="§1 TS 1y (M () T

i=0
LB o (s
Mit |
o [ O ()

n

Sl e

71/ & £
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haben wir daher
L) = [ QT @ydu.

Fir die rechte Seite der Identitdt (8.5) erhalt man eine solche
Darstellung mit einer Funktion Q,(u) aus der Beziehung (2.19),
wenn man dort die Gr68e 5 durch £ und die Funktion s71q,, ,(u/e)
durch *~'p, ,(u/t) ersetzt. Aus

01 (2) = (1—e*)"[q,, (1" (%) (2 >0)
und

00 = fw—l-vu—e-lw)kdth[py,,.JA(zt> (> 0)

ergibt sich durch Einsetzen der Laplacetransformierten (2.4) und
(8.2) Q7(4) = Q7 (4) fiir alle 2 > 0, woraus die Giiltigkeit der
Identitat (8.5) folgt.

Von Lemma 8.2 schlieBen wir nun auf

SAaTz 88. Sei 0 <y =n,n=1,2,---. Fir jedes f € X gehort
das Integral

[pratwTwydn
zu D((—A)?), und es gilt fiir jedes t > 0
L d
(46)  U-Tf = (= Ay [ pya () T 5

Gehort f z2u D((—A)?), dann gilt die Formel
o d
B U=TOr =1 | pya(y) TH-4y1 T

BeweEis. (3.6) ergibt sich, wenn man in der Identitdt (3.5) den
Parameter ¢ gegen Null streben 148t und dabei die Grenzwert-
beziehung (2.22) benutzt. Aus (8.6) folgt die Relation (8.7) fiir
feD((—A)?), weil (—A)? als abgeschlossener Operator mit dem
Integral vertauscht werden darf.

Fiir y = n ist (8.7) nichts anderes als die bekannte Umkehr-
formel (1.4) fiir den Operator (— A )™ DaB tatsichlich

f::r(ul)dul f:T(uz) e du f:T(’“n) tdu,

o = [“pa(§) 70T >0
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gilt, 148t sich auch direkt nachrechnen. Definiert man niamlich
die Funktion A7 (u) fir ¢, 4 > 0 und n = 1, 2, - - - iterativ durch

1 0<u<y

n41 — n
0 (u>1) und  hi(u) = [hi = hy1(w)

B u) = {
(n___1’2’...),

so ist die linke Seite von (8.8) nach Lemma 2.8 gleich
[kt (u)T (u)fdu. Durch vollstandige Induktion kann man dann
zeigen, daB die Gleichung

u
h:. (u) = t"—lp n,n (?)

fiir fast alle u > 0 erfiillt ist.

Aus der Identitit (8.5) und ihren Folgerungen in Satz 3.8
konnen wir noch eine Reihe weiterer Schliisse ziehen, wenn wir
t — 04 streben lassen. Zunichst bemerken wir fiir y = n, dal
wir das Ergebnis (1.10) von Lions-Peetre, das ja unsere Uber-
legungen u.a. anregte, unabhingig von der distributionentheore-
tischen Methode in [20] direkt aus (8.5) beweisen kénnen:

Wegen [p, .(w)du = 1 ist fiir jedes f e X

stim [ “p,,. () 7@y 5 = 1.
t-0+ Jo  \i i

Dividiert man (8.5) im Fall y = n durch " und bildet dann auf
beiden Seiten den starken Limes fiir £ — 04, so folgt

(—0 [“tun (%) T 5 = [To-T@ia e,

wobei also hier (—A )" durch den Grenzwert im starken Sinne von
t[I—T(t)]*f fiir ¢ > 0+ erhalten wurde. Fir ¢ - 04 ergibt
sich aus der letzten Gleichung die Aussage (1.10).

AuBerdem laBt sich aus (3.7) das nichste Lemma schlieBen:

LEMMA 8.4. Gehort f zu D((—A)?), y > 0, dann gelten folgende
Abschdtzungen fiir jede positive ganze Zahl n, falls

a)n = y:
HIT@®—I" Il = 0(t7) (t—0+),

b) n > y:
HIT @) —1]"fI| = o(27) (t —0+).

BEWwEIs. Aus (8.7) folgt fiir f e D((—A4)?)
(3.9) =T @)1l = t* M||py,allio,ell(—A) flls
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womit Teil a) bewiesen ist. Fiir n > y ist

b d

slim [ p,,, ('i) Ty ™ =0 ( € X),
-0+ JO ’ i 4

da [§py.(u)du =0 (0 <y <m). LiBt man in der durch ¢”

dividierten Gleichung (8.7) ¢t — 0+ streben, dann folgt die

Behauptung b)

I_ n
wm IZTOM 0 o,

A4

s-1
-0+
BeEMERKUNG. Dieses Lemma zeigt, daB die gebrochene Potenz
(—A)7 fiir 0 < ¥ << m nicht etwa in Verallgemeinerung von (1.7)
durch den Grenzwert s-lim,,,, t77[I—T(¢)]"f definiert werden
kann.
Mit Hilfe der Abschétzungen aus Lemma 8.4 1Bt sich nun auch
sehr einfach die Enthaltensrelation

D((—4)") CD((—4)") (1> 7e)

verifizieren.

LemwMA 8.5. Ein Element | aus D((—A )7’0) (vo > 0) gehort auch
zu D((—A)?) fiir jedes y < y,, und es gilt
1

(410)  (—Ayf = [ W@
¥,n9v 0

wobei n, n > vy, eine beliebige ganze Zahl ist.

BewEss. Ist f e D((—4)%), 0 < y, = n, so existiert fiir jedes
y mit 0 < y < y, das Bochnerintegral

jmu‘l‘y U—T(u)]"fdu,

0
da wegen (8.9)

flu"l‘V[I—T(u)]"fdu

0

M
S —— [Py allio, 00 [(—4)7f]|
Yo—V

gilt. Also ist f € D((—A)?) fiir jedes y < y,, und (—A)”f besitzt
die Darstellung (3.10), jedoch zunichst mit der Einschrinkung
n =y, (statt n > y). Diese kann aber fallengelassen werden;
denn wenn es zu festgehaltenem y ein n gibt, so daB y < n < y,
ist, dann laBt sich obige Argumentation fiir y, auf jedes $, mit
y < P, < n Ubertragen.
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4. Potenzregeln

Als erste Potenzregel beweisen wir
(—A)(—=4)r = (=4)=+ (2, y > 0).
Den Ausgangspunkt dazu bildet wieder eine Identitit.

LeEMMA 4.1. Seien k, n und r positive ganze Zahlen, so daf
k>a n>y und r > aty ist. Dann gilt fiir jedes f e X und
beliebige positive Griofen e, 6 und n die Identitdt

(4.1)

foou—l—“ I—T(u))*du fjm—l*y I— T(w)]”dwf

€ 0

o]

turrr (1) 7O ?

@ dz [

_ f :ot“l—"‘—“/[I—T(t)]'dtJ?q,,,n (E) T() | e (%) T (u)

Auf den Beweis dieses Lemmas wollen wir verzichten, da er in
analoger Weise zu dem von Lemma 2.4 durchfiihrbar ist.

du
f—.
£

SATz 4.2. Es sei o, y > 0. Ein Element f € X gehort zum Defini-
tionsbereich D((—A)*(—A)?) des Produktes der Operatoren (—A)*
und (—A)? dann und nur dann, wenn es zu D((—A)*+?) gehort.
In diesem Falle besteht die Gleichung

(=) (—A4)7f = (—4)7f.

Beweis. LaBt man in (4.1) zunédchst 6, dann & gegen Null
streben, so folgt fiir jedes f € X, daBl der Ausdruck

(=7 [t (1) T(t)f%t (1> 0),

der nach Satz 2.5 und Lemma 8.5 fiir f € X existiert, zum Defini-
tionsbereich D((—A4)*) gehort und die Beziehung

e t dt
(— AP (=AY | e () TCH S
(4.2) ° 110
=J Y[ I—-T ()] fdt (feX)
erfiillt. !
Ist nun f € D((—A4)*(—A4)?), so kann man in (4.2) das Produkt
der Operatoren (—A)* und (—A)” mit dem Integral vertauschen,

da jeder Operator fiir sich abgeschlossen ist. Fiir  — 04 folgt
dann aus (4.2): f e D((—A)**?) und (—A)*(—A)7f = (—A4)*+].
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Ist umgekehrt f in D((—A)*t?), dann gehort f auch zu
D((—A4)?), und wir konnen auf der linken Seite von (4.2) den
Operator (—A)? unters Integral ziehen. Fiir  — 04 ergibt sich
mit Hilfe der Abgeschlossenheit von (—A4)%:

(—A4)’feD((—4)%) und (—4)*(—A4)7f = (—4)**}.

Bei der Betrachtung gebrochener Potenzen von Halbgruppen-
erzeugern kann eine Potenzregel der Form

((—Ay)7 = (=4

nur dann sinnvoll mit Halbgruppenmethoden untersucht werden,
wenn auBler 4 auch —(—A)* eine gleichmiaBig beschrinkte
Halbgruppe der Klasse (%,) erzeugt. Diese letztgenannte Be-
dingung ist im allgemeinen — d.h. wenn die gleichméaBig be-
schrankte Halbgruppe {T'(t); ¢ = 0} der Klasse (%,) mit Erzeuger
A Dbeliebig vorgegeben ist — nur im Falle 0 < a < 1 erfillt.

Daher fithren wir im folgenden die bekannte Halbgruppe
{S.(?);t =0} (0 <« <1) ein (siche 4.8) und zeigen, daB ihr
infinitesimaler Erzeuger 4, mit der gebrochenen Potenz —(—4)*
im Sinne von Definition 2.1 iibereinstimmt.

Unter den in dieser Arbeit iiblichen Voraussetzungen an die
Halbgruppe {T'(t); t = 0} bilden die Operatoren

fwwa(u; HT (u)fdu (t>o0)

0

f (t =0)

fiir jedes o, 0 << « < 1, eine gleichméBig beschrinkte, holomorphe
Halbgruppe der Klasse (%,) auf X. Dabei ist y,(u; t) eine stabile
Dichtefunktion im Sinne von P. Lévy, die in Gestalt ihrer
Laplacetransformierten durch

(4.8) Sa(t)f =

(4.4) et = J e~y (u; t)du (¢, A >0)
0

gegeben ist. y,(u; ) ist nicht negativ fiir > 0, gehort zu L(0, o)
mit [y, (u; t)du = 1 fiir jedes ¢ > 0 und geniigt der Funktional-
gleichung

Va(u; 8 +1s) =f Yo(u—; 1, )p,(a; £y)dz (t1s tay w > 0).
1]
Die Restriktion des infinitesimalen Erzeugers 4, von {S,(t); t =0}

auf D(A) kann mit Hilfe der urspriinglichen Halbgruppe
{T(t); t = 0} in Form von
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1
I'(—a)

(4.5) A, f= J\mu‘l‘“[I—T(u)]fdu (feD(4))

dargestellt werden. Fiir die Resolvente von A4, gilt
(4.6) .
sinaw [*°
R(4; A)f =
(s 40f =22 |

ud

R(u; A)fdu  (feX).

—2u* 2 cos am+ud*

Die Halbgruppe (4.8) ist ein Beispiel fiir die von R. S. Phillips
in [25] konstruierten Halbgruppen, deren Untersuchung auf
N. P. Romanoff [27] sowie S. Bochner [7] zuriickgeht. Sie ist
in der Literatur in Verbindung mit gebrochenen Potenzen wohl-
bekannt, und manche ihrer Eigenschaften wurde mit deren Hilfe
hergeleitet. Jedoch sei besonders im Hinblick auf den Beweis
des nachstehenden Satzes 4.3 betont, daB alle oben zitierten
Ergebnisse natiirlich auch unabhingig von der Theorie der
gebrochenen Potenzen zu beweisen sind, was von verschiedenen
Autoren ausgefiihrt wurde. So verifizierten z.B. R. S. Phillips
loc. cit. und K. Yosida [33] die Darstellung (4.5) fiir den infinite-
simalen Erzeuger 4, auf direktem Wege, A. V. Balakrishnan [1]
hingegen unter Benutzung der nach seiner Methode konstruierten
gebrochenen Potenzen. Ebenfalls von Yosida [83], sowie von
T. Kato [16] wurde die Holomorphieeigenschaft der Halbgruppe
{S4(t); t = 0} gezeigt. Von letzterem stammt auch die Resolventen-
darstellung (4.6), die er als Definitionsgleichung fiir —(—4)*
wiahlte. Eine Zusammenfassung von Ergebnissen iiber die Halb-
gruppe {S,(¢); ¢ = 0} in Verbindung mit gebrochenen Potenzen
findet sich in Yosida [84; IX, 11].

Fiir die gebrochene Potenz (—A)* (0 < « << 1) im Sinne von
Definition 2.1 gilt

Satz 4.8. Ein Element fe X gehort zum Definitionsbereich
D((—A4)¥), 0 <« <1, genau dann, wenn fe D(4,) ist, und es
besteht die Verkniipfung

—(=4)f = Aaf.
Bewris. Sei feD((—A4)*), 0 <« <1. Dann existiert eine

Folge {f,};2,, deren Elemente zu D(A) gehéren und fiir die die
Limesbeziehungen

slimf,=f,  slim (—4)", = (—A)*f

v—00 V=00

gelten. (Z.B. kann die Folge {f,} durch f,=v [°p; 1(vu)T (u)fdu
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gegeben sein, siche Satz 8.8.) Koppeln wir die Darstellungen
(8.10) fiir die Potenz (—A)* und (4.5) fiir den Erzeuger 4,, so
folgt —(—A4%f, = A,f, und damit die Relation
s-lim 4,f, = —(—A)*f.

Wegen der Abgeschlossenheit von A, schlieBt man aus
feD((—A)*) auch feD(4,) und A4,f = —(—A)*f. Die Um-
kehrung dieser Aussage folgert man auf dieselbe Weise durch
Vertauschung von 4, und —(—A4)*

Erzeugt der Operator 4 eine gleichmiBig beschrinkte Halb-
gruppe der Klasse (%,) — also —(—A4)* (0 < « < 1) ebenso —
dann kann man fiir y > 0 die Potenz ((—A4)%)?” im Sinne von
Definition 2.1 bilden und erhilt Satz 4.5, dem wir eine Identitit
voranstellen.

LeMMA 44, Ist 0<y<n, n=1,2,"++ und 0 <oy <k,
k=1,2,:-- fiir 0 <<a<<1, so erfiillt jedes Element fe X die
Identitdt

f [T S, )] du f s (- )T(t)f—

(4.7) oo
= —l-av[z T(u)]*du f q,,.(—) a(t)f—

wobet & und 7 posztwe Zahlen sind.

BewEeis. Prinzipiell kann man diese Behauptung analog zu
Lemma 2.4 beweisen. Die linke Seite I,(f) der Identitdt 148t sich
darstellen in Form von

1) = [ {0 [l s ) # s ()| 0
et (7)) T(t)f—
die rechte Seite I,(f) durch
1 = [ Twra (e s 0]

d
F () Ty, (8 u)} gy, n(s) su

Fiir die Laplacetransformierten der Funktionen Q,(t) und Q,(%),
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die durch I,(f) = [ Q.(8)T(¢){dt (r =1, 2) gegeben sind, folgt mit
Hilfe von (4.4)
01 (M) =05(4) =J u—l—"'(l—e"‘“")”du}.‘“Yf x 1727 (1—e~ %) de
e 1
(4> 0),
womit die Giiltigkeit der Identitit gezeigt ist.

SATZ 4.5. Sei 0 <« <1 und y > 0. f e X ist genau dann ein
Element des Definitionsbereiches von ((—A)*)Y, wenn es zu
D((—A)*) gehort; f geniigt dann der Gleichung

((=4))7f = (—4)].
Beweis. Fiir ¢ - 0+ ergibt sich aus der Identitit (4.7) die
Beziehung

(—4)%)? fo ,_,w,,c(%) T(t)f%t - fu—my[f_r(u)]k,du (feX),

aus der man die gewiinschte Potenzeigenschaft durch den Grenz-
iibergang # — 0+ unmittelbar schlieBen kann.

5. Zusammenhang mit der Konstruktion gebrochener
Potenzen nach Balakrishnan

In diesem Abschnitt betrachten wir zunichst die Konstruktion
gebrochener Potenzen von A. V. Balakrishnan [2] fiir eine allge-
meine Klasse von abgeschlossenen linearen Operatoren U und
zeigen dann, daB seine Definition dquivalent zur Definition 2.1
ist, wenn der Operator U der infinitesimale Erzeuger einer gleich-
méaBig beschriankten Halbgruppe der Klasse (%,) ist.

Sei U ein abgeschlossener linearer Operator, dessen Definitions-
und Wertebereich in dem Banachraum X liegen. Jedes 4 > 0
gehore zur Resolventenmenge p(U), und die Resolvente geniige
der Bedingung

[1AR(4; U)|| < M, (4> 0),
wobei M, eine von 4 unabhingige Konstante sei.

Firn—1=<y<n (n=1,2,--;y = 0 ausgeschlossen) defi-
niert Balakrishnan die gebrochene Potenz (—U)% als kleinste
abgeschlossene Fortsetzung des Operators J?, der auf D(U") durch

_ sin 7y
(51) J7f= n
(—Uy-1y (y =n—1)

f AR, UYUdA  (n—1 <y <mn)
0
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egeben ist. Hierbei existiert das Integral im Bochnerschen Sinn,
geg g
da

IR(%; U)U*fl| < { IAR(3; U)—I]U )] < (Mo+1)|[U™i]

Moa= U]

gilt. (—U)}% interpoliert die ganzzahligen Potenzen von (—U)
und geniigt der Potenzregel

(=) = (—=U)p(—U)p (1, va > 0)

(wobei (—U)}(—U)% die kleinste AbschlieBung von
(—U)B(—U)} bezeichnet).

Obige Definition des Operators (—U )% ist motiviert durch den
Riesz-Dunford-Funktionenkalkiil fiir beschrinkte Operatoren.
Siehe hierzu Dunford-Schwartz [18; VII, 8]. Danach ist, wenn U
zusitzlich als beschrankt vorausgesetzt wird, die Operatorfunktion
(—U)? durch das Integral
(5.2) () = o[ (—or R V),
gegeben, das sich durch eine geeignete Wahl des Integrationsweges
auf die Form des Integrals in (5.1) umschreiben 1a8t. (In (5.2)
ist I" eine positiv orientierte rektifizierbare Jordankurve, die das
Spektrum des Operators U umschlieBt und keinen Punkt der
positiven reellen Achse [0, o) enthalt. Die komplexe Funktion
(—&)7 ist eindeutig bestimmt durch die Festsetzung Re(—£&)” > 0
fiir Re £ < 0.)

Insbesondere erfiillt der infinitesimale Erzeuger A einer gleich-
méBig beschrinkten Halbgruppe von Operatoren der Klasse (%)
die oben zitierten Bedingungen von Balakrishnan [2] zur Defini-
tion der gebrochenen Potenz (—A4)%. Sie stimmt mit der ersten
Definition von Balakrishnan [1], die er speziell fiir Halbgruppen-
erzeuger einfiihrte, iiberein. In [1] wird folgende Darstellungs-
formel fiir die Restriktion von (—A4)% (n—1 <y < n) auf den
Unterraum D(4™) von D((—A4)}) bewiesen:

LT ST

(feD(A™); n— 1<y<n,n_1 2, ).

(38) (—A)/ =

Wir werden sehen, daB sich in diesem Ausdruck die Taylordifferenz
der Halbgruppe durch ihre Riemann-Differenz ersetzen laft.Dies
besagt, daB die Operatoren (—A4)jund (—4A)? firn—1 <y <mn
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auf der in X dichten Teilmenge D(A") iibereinstimmen. Da wir
die wichtigsten Eigenschaften des Potenzoperators (—A4)? aus
seiner Definitionsgleichung (2.1) in den vorangegangenen Ab-
schnitten hergeleitet haben — insbesondere auch seine Abge-
schlossenheit — ist es nun nicht mehr schwer zu folgern, daB
er mit dem Operator (—4 )} identisch ist.

Balakrishnan konnte seine Darstellung (5.3) der Restriktion
des Operators (—A)% auf einen Teilraum von D((—A4)}) nicht
mit Hilfe des Grenzwertes

(5.4) Ssllor-'r-l F(l_y)f:ou—l—r [ (w)f— ”il Aff] du

(n—1 <y <m)
auf den gesamten Definitionsbereich D((—A)}) verallgemeinern,
da ihm die Abgeschlossenheit des durch (5.4) definierten Operators
nicht zur Verfiigung stand. (Ob Taylor- oder Riemann-Differenz

spielt nicht die entscheidende Rolle; vgl. auch die Bemerkung am
Ende dieses Abschnittes.)

LemMma 5.1. Fiir feD(4"), n=1,2,-+-, und n—1 <y <mn
gilt
(5.5)
—sin yn

! f T Y I— T ()" fdu =

7,nvY0

= f A" R(3; A)A™fdi.

Bewers. (Fiir n = 1 siehe Yosida [84, p; 265].) Zu Beginn geben
wir eine im folgenden benétigte Identitdt an (vgl. Hille-Phillips
[15, p. 848])

(5.6) AR(; A)f—”ilfi—vf—z—"ﬂR(l A)Anf

(A > 0; f e D(A™)).

Fiihren wir auf der linken Seite von (5.5) die Summendarstellung
(2.16) fiir die n-te Riemann-Differenz sowie die Laplacetrans-
formierte (2.9) ein, so ergibt sich mit Hilfe des Satzes von Fubini

foou—l""[I—T(u)]”fdu
(5.7) © n
=y { fo 1S (—1) (’;) T (ju) fdu-i—f} .

=1

1+y)

Darin 148t sich der Ausdruck in der geschweiften Klammer
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— abkiirzend durch E(¢) bezeichnet — mit Hilfe der Resolventen-
darstellung (1.11) sowie der Identitdten (5.6 fiir 4 = ¢/j) und
(2.11) wie folgt umformen:

E(t) = é (—1y (’;) IR (7i A) f+1

- oS feen(fa)

Setzt man dies in (5.7) ein, dann gelangt man zu der Gleichung
f u‘l—V[I—T(u)]"fdu
0
n n oo
—1)1.)7” u?"R(u; A)A"fdu,
= i & ()77 ), s e

die mit Hilfe der Darstellung (2.8) fiir die Konstante C, , die
gewiinschte Beziehung (5.5) ergibt.

Wir haben nun bewiesen, daB3 fiir 0 <y <n, n=1,2,---
(—A) und (—A4)% auf D(A") iibereinstimmen. Mit Hilfe der
Abgeschlossenheit beider Operatoren folgt dann entsprechend
zum Beweis von Satz 4.8, daB sie identisch sind. Dies besagt

SATZ 5.2. Ein Element fe X gehort zum Definitionsbereich
D((—A4)?), y > 0, genau dann, wenn f € D((—A)}) ist, und es gilt

) (—=4)'f = (—4)%f.

H. Komatsu [18] beweist, daB sich die nach seiner Methode
konstruierten gebrochenen Potenzen (—A4 )% durch den Grenzwert
(5.8) s-lim

Jm wu Y[ I —T(u)]"fdu
€0+ Yy nde

darstellen lassen. Da (—A)}% und (—A4)} (y > 0) identisch sind,
ist Komatsus Ergebnis dquivalent mit der Aussage des Satzes 5.2.
Wiahrend jedoch in dieser Arbeit, von dem Grenzwert (5.8) aus-
gehend, ein Kalkiil entwickelt wurde, der es auf besonders ele-
mentare Weise gestattet, (5.8) als Potenzoperator gebrochener
Ordnung zu charakterisieren, ist fiir Komatsu (5.8) nur eine
Darstellungsform von (—A4)%, die er mit Hilfe der Inversen
(uI4+A4)g" (> 0) von (ul+A)j verifiziert. Da auBerdem seine
Konstruktion gebrochener Potenzen diffiziler ist, verlduft sein
Beweis der Darstellung (5.8) weniger elementar.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Ausblick auf Verallge-
meinerungen und Anwendungen.
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Zunichst sei bemerkt, daB man in dem Differenzenquotienten
(2.1) der gebrochenen Potenz (—A)? die n-te Riemanndifferenz
bzgl. der Halbgruppe {7'(¢); ¢ = 0} auch durch ihre n-te Taylor-
differenz ersetzen kann, so daB folgende Aussage giiltig ist:

Notwendig und hinreichend dafiir, da8 ein Element f € X zum
Definitionsbereich D((—A4)?),n—1 <y <n(n =1, 2, - -) gehort,
ist, daB f in D(A" 1) ist und der Ausdruck

) n—1 g9

—1-y _— — A7
). U {T(u)f jgoj! A f}du
im starken Sinne fiir ¢ - 0+ konvergiert; der Grenzwert ist dann
gleich (—A4)7f.

Siehe auch A. V. Balakrishnan [1] und H. Komatsu [17].

Zweitens liegt es nahe, die Untersuchungen dieser Arbeit auch
auf den dualen Operator (—A4*) von (—A) in Verbindung mit der
dualen Halbgruppe {T*(t); £ = 0} in &(X*) zu iibertragen. Siehe
hierzu die Anmerkung in Berens-Butzer-Westphal [5], bzgl.
dualer Halbgruppen Abschnitt 1.4 in Butzer-Berens [9] und die
dort zitierten Literaturangaben. Weiter soll hier nicht darauf
eingegangen werden.

Ferner 148t sich die in dieser Arbeit durchgefiihrte “Methode
mittels Identitdten’ wahrscheinlich auch auf die Klasse von
Operatoren U iibertragen, die die Bedingungen der Balakrishnan-
Definition gebrochener Potenzen (siehe die Ausfiihrungen zu
Beginn dieses Abschnittes) erfiillen. AnlaB zu einer derartigen
Vermutung gibt ein Ergebnis von H. Komatsu [18] iiber diese
Operatoren:

. I'(n)
— Yf — g~ P N A—
O = R T T =)

f AYHI—AR(A; U)]"fdA
0 <y <n)
Eine Anwendung zu den Untersuchungen dieser Arbeit bietet
sich, wenn man das Approximationsverhalten der gleichméiBig
beschrankten Halbgruppe {7T'(f); t = 0} der Klasse (%,) an die
Identitat I studiert. Eine wichtige Rolle spielen in diesem Zu-
sammenhang die normalisierten Banachunterrdume X, ,.,von X,
erzeugt durch die Halbgruppe. Dabei ist X, ,., der Raum aller

Elemente f aus X, fiir die die Norm

e (0<a<m,

HﬂH-U T @=I1" A1) dt} 1=<g< o)

WA+t T @) —I1" /Il (0<a=mn, g=o0)
n=1,2,---

”fa,n;q” =
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endlich ist. X, ,., sind fir « =n, ¢ = c©0 unter dem Namen
Favard- oder Saturationsrdume bekannt und kennzeichnen das
optimale Approximationsverhalten der n-ten Riemanndifferenz
der Halbgruppe, wihrend sie fiir 0 < « <m, 1 < ¢ < oo nicht-
optimales Approximationsverhalten charakterisieren.

Die erste Arbeit fiir den Saturationsfall stammt von P. L.
Butzer [8] aus dem Jahre 1956. Sie hat sich in vielen Richtungen
als grundlegend erwiesen; so geht auch die Problemstellung hier
auf obige Arbeit zurlick. Im Falle nicht-optimaler Approximation
ist an erster Stelle J. L. Lions [19], 1959, zu nennen. Bzgl. einer
umfassenden Darstellung dieses Gebietes sei auf Butzer-Berens
[9, Ch. II, ITI] und die dort zitierten Literaturangaben verwiesen.

Es gilt nun, daB die Approximationsraume X, ,., (0 <a <m,
1=2¢g=< 0 bzw. a =m, ¢ = 00; n=1,2,---) gleich den iiber
die K- Interpolationsmethode nach J. Peetre [24] konstruierten
intermediéren Raumen (X, D(A")),/y o, x von X und D(A") sind
(vgl. Butzer-Berens [9; Sec. 3.4]).

Mit Hilfe der Sétze 2.5 und 3.8 der vorliegenden Arbeit 148t sich
ein Ergebnis (siche [9, Theoreme 8.4.6 und 8.4.10]) von Lions-
Peetre bzw. Butzer-Berens in folgender Weise verschérfen:

Firo<a<y<n l=¢g=o0(rn=1,2---)gilt

(X9 D((—A)Y))a/y,q;K = a,m; a
fiir den Favardraum (X, D((—A)7))y, oo, x ISt

(X’ D((—-A)'Y)) 1L,00;K = {f € X; sup

>0

< oo.

qu‘l“V [T(uw)—I1"fdu

€

Siehe [4; Abschn. 4.2].
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