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Ein Kalkiil fiir gebrochene Potenzen infinitesimaler
Erzeuger von Halbgruppen und Gruppen von
Operatoren

Teil II: Gruppenerzeuger

U. Westphal

Diese Arbeit ist der zweite Teil des vorangegangenen Artikels
(S. 67—108), der unter demselben Titel veroffentlicht ist und dessen
Inhalt wir im folgenden als bekannt voraussetzen. Formal ist der
Zusammenhang mit dem ersten Beitrag dadurch gekennzeichnet,
daB die Numerierung der Abschnitte sowie der Literaturzitate an
Teil I anschlieBt.

6. Einleitung

Im zweiten Teil dieser Abhandlung werden statt der Halb-
gruppen gleichméBig beschriankte Gruppen {G(t); —0 <t < oo}
von Operatoren der Klasse (%,) auf Banachriumen betrachtet
und Potenzen ihrer infinitesimalen Erzeuger A charakterisiert.

Da die Operatorfamilie

{GH(t) = G(1); ¢ = 0}
als auch
{G=(t) = G(—t);t = 0}
eine gleichmaBig beschrinkte Halbgruppe der Klasse (%,) mit

Erzeuger A bzw. (—A) bildet, gelten fir die Potenzen (—A)”
and A diejenigen Charakterisierungen mit Hilfe der Integrale

wa"l‘v I—G(z)]"fde
und ’

wa—l“V[I—G( —z)]"fdx 0 <y <mn),

€
die aus Teil I der Abhandlung bekannt sind. Ersetzt man nun
aber in einem solchen Integralausdruck die einseitige Differenz
104
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[I—G(x)]" durch die zentrale Differenz [G(z/2)—G(—=2/2)]", so
wird sich zeigen, daB der starke Limes fiir ¢ — 04 des von n
abhingigen Integralausdrucks

(6.1) f°° 2 1=7[G(2/2)—G(—=z[2)]"fdz (K, , konstant)

v,n

zwei abgeschlossene lineare Operatoren definiert, némlich Bj fir
gerades n = g und By fiir ungerades n = , die mit dem infinite-
simalen Erzeuger A der Gruppe sowohl durch die Beziehungen

(6.2) By = (=4%"7 (y>0), By=id(—A%)7D* (y =1)

als auch durch

(—A)y = [cos % ny,—l-’i sin % sz] ,
(6.8)

7 .. @
Ar = [cos 5 yBy—isin 2 yB;] (y >0)

verkniipft sind. ( [cos (7/2)yBj; &+ isin(x/2) yB}] bezeichnet die
kleinste abgeschlossene Fortsetzung von [cos (%/2) yB; + ¢
sin (7/2) yB}].)

Das Vorbild fiir die Untersuchungen des Integrals (6.1) und
seines Grenzwertes in der Norm (¢ — 04 ) sind die Ergebnisse
und Methoden im Halbgruppenteil dieser Abhandlung. Es werden
zu den Funktionen ¢, , und p, , entsprechende Funktionen ¢, ,
und 5, , eingefiihrt und mit ihrer Hilfe analoge Indentitdten zu
(2.18) und (8.5) aufgestellt, und zwar (9.1) und (9.2), aus denen
dann die Eigenschaften der Operatoren Bf und B} hergeleitet
werden konnen.

Die Rolle, die im Fall der Halbgruppen die Laplacetransforma-
tion spielte, fallt bei den Gruppen der Fouriertransformation zu;
denn ihr charakteristischer Faktor e=#/(— o0 < v, ¢ << o), multi-
pliziert mit den Elementen f des komplexen Zahlensystems, bildet
auf diesem eine gleichmaBig beschrinkte Gruppe der Klasse (%)
bzgl. t (bei festgehaltenem v). Daher kann beispielsweise die
Beziechung (9.6) fiir den Integralausdruck (6.1) als eine Verallge-
meinerung der Darstellung (8.11) der Fouriertransformation von
dy,» angesehen werden. Ein weiteres Beispiel fiir die Bedeutung
der Fouriertransformation liefert der Beweis der schon erwédhnten
Identitidten (9.1) und (9.2).

Nach einem einleitenden Abschnitt mit einigen Bemerkungen
iiber Gruppen von Operatoren und die Fouriertransformation
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werden in Abschnitt 8 die Funktionen 5, , und ¢, , eingefiihrt
und ihre wichtigsten Eigenschaften zusammengestellt, wie ihre
Zugehorigkeit zu L(— o0, ) und verschiedene Darstellungsfor-
meln, darunter die ihrer Fouriertransformierten. Danach kénnen
zu Beginn von Abschnitt 9 die wesentlichen Identitdten formuliert
und bewiesen werden (Lemma 9.1). Es folgen die Definition der
Operatoren B und Bj und ihre Charakterisierung mit Hilfe der
Identititen. Dazu gehoren u. a. die Tatsache, daB die gebroche-
nen Potenzen abgeschlossen sind und ihre Definitionsbereiche dicht
in X liegen, sowie eine Umkehrformel und die Enthaltensrelation

{D(B;)) v D(By )} C{D(By) nD(By)}  fir y < y,.
Insbesondere erwidhnen wir auch die Beziehung

By (r=g)

iy = { (r =u)

(Folgerung 9.5), die sich aus der zweiten Identitit (9.2) schlieBen
laBt. Fur alle iibrigen zugelassenen y-Werte wird dieser Zusam-
menhang mit dem infinitesimalen Erzeuger der Gruppe in Form
der obengenannten Beziehungen (6.2) und (6.3) in Abschnitt 10
hergestellt. Zum SchluB3 wenden wir in Abschnitt 11 einige der
Ergebnisse iiber Gruppen als auch iiber Halbgruppen auf Transla-
tionen in Verbindung mit den singuldren Integralen von Gauss-
Weierstrass und Cauchy-Poisson an.

7. Hilfsmittel

Sei X ein komplexer Banachraum mit den Elementen £, £, --- und
der Norm |[| - ||. Eine einparametrige Schar {G(t); —o0 < ¢t < o}
von Operatoren in &(X) heiBt eine gleichmidBig beschrinkte
Gruppe der Klasse (%,), falls sie folgende Bedingungen erfiillt:

(i) G(t) e &(X) fur jedes t € (— o0, 00) mit G(0) = 1.
(i) G(t+1s) = G(t)G(t) (—o0 < i1, 8, < ©).
(iii) |G@)f|] < M||f]| fir alle fe X und —o0 < t < o0, wobei
M eine Konstante ist.
(iv) s;lim G(t)f = f fiir alle f € X ((%,)-Eigenschaft).
-0

Der infinitesimale Erzeuger A der Gruppe ist definiert durch

Af = s-lim G-I

t-0

/s
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sofern der Grenzwert existiert. 4 ist ein abgeschlossener, linearer
Operator, und sein Definitionsbereich D(4) liegt dicht in X.

Die Gruppe {G(t); — o0 < t < oo} laBt sich in zwei gleichmaBig
beschrinkte Halbgruppen von Operatoren der Klasse (%) in &(X)
zerlegen: die Halbgruppe {G+(t) = G(t); t = 0}, die von dem Ope-
rator A erzeugt wird, und die Halbgruppe {G—(¢) = G(—1); t = 0},
deren infinitesimaler Erzeuger der Operator (—A4) ist.

Unter den bestehenden Voraussetzungen an die Gruppe {G(t)}
gehort jede reelle Zahl A, 4 % 0, zu den Resolventenmengen p(A4)
und p(—A4) der Operatoren 4 und (—4). Die Resolvente R(4; 4)
von A 148t sich darstellen durch

R f f;” e MG(t)fdt (A > 0)
(7.1) A A =
- ﬁwe““G(t) fdt (2 < 0),

wihrend man zu einer entsprechenden Darstellung der Resol-
venten R(A; —A) tiber die Beziehung
(7.2) R(A; A) = —R(—4; —A) (A5~0)

gelangt.
Fiir die Norm der n-ten Potenz der Resolventen folgt aus (7.1)

die Abschitzung
(7.8) HR@A; Al < MIAIT™ (A#0,n=1,2,°+").

Ein spezieller Fall der “ersten Resolventengleichung” ist die
Formel

R(A; A)—R(—2; A) = —2AR(A; A)R(—4; A) (A #0),
die sich mit Hilfe von (7.2) auf die Form
(7.4) R(2; A)+R(A; —A) = 2AR(A; A)R(4; —A)  (A#0)

umschreiben 148t.
Die “zweite Resolventengleichung”, auf die Operatoren 4 und
(—A) angewandt, lautet

(1.5)  R(; A)—R(A; —A) = 2R(A; A)AR(A; —A) (A 5 0).

Ferner gehort die Menge {1; 1 > 0} zur Resolventenmenge p(A42)
des Operators 42, und die Resolventen der Operatoren A4, (—A4)
und 42 sind durch die Relation

(7.6) R(4; A?) = R(VA; A)R(Vi; —A) (A > 0)

miteinander verkniipft.
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Wegen dieses Zusammenhangs fithrt die Abschitzung (7.8) zu
der Ungleichung

LR (s ADIM| < IILR(VAs A)PIIIIR(VE; —A)]"|| = M2
(2 >0),

die eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir liefert, daf
A? eine gleichmaBig beschrankte Halbgruppe {W(t); ¢ = 0} von
Operatoren der Klasse (%,) erzeugt. Dies gilt nach dem Satz von
Hille-Yosida, siehe z.B. Hille-Phillips [15, p. 360]. Die Halb-
gruppenoperatoren W(t) (£ > 0) lassen sich mit Hilfe der Gruppen-
operatoren G(tf) und des Kerns 271(mt)}e—="/4 von Gauss-
Weierstrass durch

1 ® 2/48 .
(7.7) W(t)f:mf_me nGz)fde (&> 0;feX)

darstellen. Dieser Sachverhalt fiir das Beispiel der Translations-
gruppe wird in Dunford-Schwartz [18, p. 639] in der hier angege-
benen Form hergeleitet; bzgl. des allgemeinen Falls siche auch
A. V. Balakrishnan [36].

Dariiber hinaus benétigen wir die Begriffe der Fouriertrans-
formation und der Fourierschen Faltung. Die Fouriertransfor-
mierte einer Funktion f aus L(— 00, o0) ist gegeben durch

1) = FHEIE) = e @d (—o <o < o).

(Wir benutzen hier dasselbe Symbol f* wie fiir die Laplacetrans-
formation in Teil I, da Verwechselungen im folgenden nicht mog-
lich sind.) & bildet fiir jedes feste v € (— 00, o) ein beschranktes
lineares Funktional <(f¥,f> auf L(—o0, ©0) mit der Norm
[If¥]] = 1. Als Funktion von v ist f*(v) beschrankt und gleich-
méBig stetig und geniigt dem Satz von Riemann-Lebesgue:

lim /*(v) = 0.

[o]» 00
Ferner gilt der Eindeutigkeitssatz: Ist f*(v) =0 fir alle
v € (— o0, ), dann ist f(z) = 0 f.ii.

Unter der Faltung vom Fourierschen Typ zweier Funktionen f
und & aus L(— o0, o) verstehen wir das Integral

miE) = fa—nh

das fiir fast alle z existiert und ebenfalls zu L(— o0, c0) gehort.
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Fiir die Fouriertransformierte von [f # £](2) gilt der Faltungssatz
[f * k1" (v) = " (v)B" (v).

Bzgl. Literatur zur Fouriertransformation verweisen wir u.a. auf
die klassischen Biicher von Titchmarsh [45] und Bochner-
Chandrasekharan [39].

8. Die Funktionenp, ,und g, ,

DEFINITION 8.1. Es set 0 <y =mn fir n=1,2,---, und m
durchlaufe die ungeraden Zahlen 1, 8, - - -, n—1, falls n eine gerade
Zahl ist, und die geraden Zahlen 2, 4, - -+, n—1 im Falle, daf n
ungerade ist. Mit der Abkiirzung

+ (y #m)
R,, =123 )
— (y =m)
definieren wir
(8.1)
ﬁy,n(w) =
T | |
80 () oo ] e

Zu bemerken ist fiir gerade n = 2r

xz 11
2 _—
o [[ren2] -

(_1)(7+l)/2n—1 (7/ — m)

(8.2)

und fiir ungerade n = 2r4-1

7T —1
21 sin — #*m
(8.8) Ry iy = [ 2 ”] (v #m)

(—1)73(im) (y = m).
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Zuerst sei bemerkt, daB 5, ,(z) auf —c0 < 2 < oo existiert bis
auf die Stellen z =j—(n/2), 1 =0,1,---,n, falls 0 <y <1
oder y =m ist, und daB $,, ,(z) =lim,_,, §, ,(z) gilt; letzteres
folgt nach der L’Hospitalschen Regel mit Hilfe der Identitéit

(y = m)

5 ()]

Weitere Eigenschaften der Funktion $,, sind im folgenden
Lemma zusammengefaBt.

y-1
= 0.

+2 g
w —_— —
2 7

LeMMaA 8.2. Fiir 0 <y = n gilt:

(a) Py, n(@) ist eine gerade Funktion.
(b) Fiir y # m besteht folgende Verkniipfung zwischen $., , und
Py, (siche (3.8))

64) Byl = Ry 110 (5 +3) 4200 (5 —2) | @>0).

(¢) Fiir x > n[2 gilt
0 (y =m—1,n)

(8°5) p%n(m) = (__,,/)n sin E (y+") fooe—(m+n/2)tt—y(l_et)ndt
2 0

(y sonst).
(d) $y,n € L(—00, )
(e) ;im Pya(N) = 0.

BewEIs. (a) folgt aus der Definitionsgleichung (8.1), wenn man
den Summationsindex § in » = n—j substituiert.

(b) Fir @ > n/2 ist die Darstellung (8.4) unmittelbar klar,
wenn man p, ,(z) = 0 fiir < 0 definiert. Fiir I < z+n/2 <l+41
(I = n/2, [n/2]+1, [n/2]+2, - - -, n—1) spaltet man die Reihe

S= éo (—1Y (’7’) [sgn (m—i— g —j)]"

in die beiden Summen >} o+ 37 ,., auf und substituiert in der
zweiten Summe » = n—j. Dann ergibt sich

b () i) R ()

woraus die Behauptung (8.4) folgt.

n |1
‘?H“E—?
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Die Aussagen von (c) folgen fiir y #* m iiber die Darstellung
(8.4) aus den entsprechenden Aussagen iiber die Funktion
Py,x(t) (t > n), wihrend sich die Behauptung fiir y = m ergibt,
wenn man in (8.5) mittels des Kriteriums iiber majorisierte Kon-
vergenz den Limes y — m bildet. Dieses Kriterium kann ange-
wandt werden, da fir m—eg, <y < m+¢, (0 < gy < 1) die Ab-
schitzung |e—®+7/21i—v(1 —e?)*| < g(t) gilt, wobei die von y unab-
héngige Funktion g(¢) aus L(0, co0) durch

e_(f"'*'”/z)tt“m“eo(et—l)” 0<t=s1
e~ (@tn/2)tf=m+ey (gt 1 )m t>1

gegeben ist. Die Funktion g(t) liefert dann auch die Ungleichung

(8'6) |ﬁ)’,n(m)| é cllﬁm+80,n(w)l+62|ﬁm—£o,n(w)|
(x> nl2;m—ey =y < m+g),

in der ¢, und ¢, von m und ¢, abhéingige Konstante sind.
(d) DaB 5, , zum Raume L(— o0, o) gehort, erhdlt man fiir
y # m ebenfalls aus (a) und (b):

[ 1Bra@ide =2 [ 15, @) de

[} n n/2
= 2|R, .| [fo Py,n (E +-TU) dw—l-fo

— 2R, f 1y, (@)ld2 < co.

Py.n (7—; ~—:1:) dm]

Fir y = m ergibt sich dann aus der Ungleichung (8.6), daB
Pm,n€L(n[2, o) ist. Da || |(|log |z])| auf jedem endlichen Inter-
vall Lebesgue-integrierbar ist, folgt $,, , € L(0, c©), also nach (a)
die Aussage.

Die Behauptung (e) ist klar im Fall y = m—1, n nach (c). Fiir
E—-1<y<k (k=12,---,n) wendet man (k—1)-mal die
L’Hospitalsche Regel an und erhilt

(y)

v, ”N-N)o

mp, (N) = thy—l z (— 1),( ) (1+ n/2—7)y—1

— lim N7+ 3 (— 1),( )(1+ "/2_’)7_k(— —7)H= 0,

N-oo =0

wihrend man im Fall y = m die Abschitzung (8.6) benutzt, um
zur Behauptung zu gelangen.
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Da die Funktion $, ,(#) zu L(—oc0, c0) gehért, existiert ihre
Fouriertransformierte F[p, ,]1(v) = [© e *=p, ,(x)dz fiir alle
v € (— o0, ). Sie hat die folgende Gestalt:

Lemma 8.38. Fiir 0 <y < n ist die Fouriertransformierte von
Py gegeben durch

(8.7) [Py, 0] (v) = (—isgnv)*|v|~Y (2 sin g)n (v # 0).

BeEweis. Wir berechnen zuerst die Fouriertransformierte
Fle?'p, .(-)](v) der Funktion $, ,(x), multipliziert mit dem
Konvergenzfaktor ¢7?* (§ > 0), und erhalten dann daraus im
Grenzfall fiir 6 — 0+ die Fouriertransformierte von 5. , selbst
auf Grund der Relation

F [y,n()(0) = lim F[*1"15, . (-)](0).

&0+

Fir 0 <y < mn, y #m, gilt
Fle By n()](0)

R,, 2 o (n\ N i
’ z (___1)3 ew(n/z—g) et p— 2—n /24§ (sgn m)nlmly—ldm.

T 4 j oo

Das Integral der letzten Zeile bezeichnen wir mit E; und zerlegen
es in

0
Ea — (—1)"8—3(”/2_:’.)‘[ e—ivme—é‘lml lmly—ldm
—o0

o0
(8.8) F-ebn/z—i ’f e~re Ty ldp
0

n n pnf2—j

+ (sgn (5 _:’)) f e~ |wly-—1 [e—B(n/z—j—m)_ecS (n/2—j—a:)] dx.
0

In diese Darstellung setzen wir aus dem Tafelwerk von A. Erdélyi

[41; pp. 15, 72] die Fouriertransformierte

L 0
f e~ g—0% py—1 Jp — J‘ etz p—tlal || y—1dz
0 —oo

= I'(y)(0®+v?)~7/2 exp [—iy arctg—lz—l— sgn 7)]

ein, die fiir y > 0, > 0 existiert. Bilden wir danach den Limes
fiir 6 — 0, so strebt das letzte Glied in (8.8) gegen Null, wahrend
sich die Grenzwerte der beiden ersten Glieder wie folgt zusammen-
fassen lassen
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lim E,, — P(y)|v]—y{(__1)nei(n/z)ysgnv+e—i(ﬂ/2)ysgnu}
304

0|~ (v # 0).

Y,n

Damit erhilt man unmittelbar
- . . n\*
F 1Byl 0) = (=i sgno)loi~r (2sin )

Beim Beweis dieser Behauptung fiir y = m kann man in entspre-
chender Weise verfahren, indem man die in Erdélyi [41; pp. 18, 77]
tabulierte Fouriertransformierte

f e~ e=% gy-1log wdx
0 .
= I'(y)(6%+v2)-7/%exp l:——iy arctg% sgn 'v]

i {1"' ()

I'(y)

fiir y = m benutzt.
Fiir v — 0 folgt aus Gleichung (8.7) mit Hilfe des Kriteriums
iiber majorisierte Konvergenz

(8.9)

— % log (62+v?)—¢ arctg —IZ—I sgn v: (y,6>0)

" 0 o<y<n
Pya(@)de={ (—1) fir y=n=2r (r=1,2,--*)
o i(—1)+ p=n=2r41 (r=0,1,---).
Zum SchluB der Ausfiihrungen iiber die Funktion ., , bemerken
wir, daB sie mit den bei Okikiolu [44] auftretenden Funktionen
m(x) = sgn(z—y)|lz—y|r~'—(sgn z)|ax|7

und n(z) = |z—y|?1—|z|? (y feste reelle Zahl; 0 < y < 1) in
Zusammenhang steht, deren Fouriertransformierten durch

Fm](v) = 2i sin 2 yI(7)(sgn v)[ol~7(1—e~*)

Fm)(v) = —2 cos 2 yI(p)lo|7(1—e~")

gegeben sind.

Entsprechend wie die Funktion $,, , fiihren wir nun die Funktion
gy, €in und formulieren zwei zu Lemma 8.2 und 8.3 analoge
Lemmata.
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DEFINITION 8.4. Set 0 <y <n,n=1,2,-+-. Set m=1,38,---,
n—1, falls n gerade ist, und m = 2, 4, - - -, n—1, falls n ungerade
ist. Wir definieren

(8.10) azI’(l—i—y)Zb( () [Sgn(w+ g —j)]n+1 ot g _ ,
)= (y #m)
mI’(l.;_y) go( ( ) [sgn (w-l- g _7)] + w—|——g i Y

- log |zt .g —j (y =m)

LEMMA 8.5. () G, ,(x) ist eine gerade Funktion.
(b) Fiir y # m gilt

=[5 39) ()]

(z > 0).
(e) Fiir x > n|2 gilt
0 (y=m—1)
Tr.o(2) = _(— " i sin — y—l—n)f e~ (n/Dt-1=y (1 —et)"dt
(y sonst)

(d) q-y,n € L('—OO9 OO)
(e) limg, ,(N)=0.
Noaoo

Der Beweis verlduft analog zu dem von Lemma 8.2 und wird
deshalb nicht mehr explizit ausgefiihrt.

BeMERrkUNG. Eine entsprechende Beziehung wie zwischen p, ,
und ¢, , (siche die Bemerkung nach Lemma 8.1) besteht auch
zwischen 5, , und 7, .

- )
Do) = 7 [ Bra@)de @ <y<n)
0
Das nichste Lemma betrifft die Darstellung der Fouriertrans-
formierten der Funktion g, ,.

LemMa 8.6. Fiir 0 <y < n ist die Fouriertransformierte von
Gy, 8egeben durch

(8.11) [g, ,]"(v) = (—isgn v)”lvl—mew“l*Y (2 sin v w) dx
(v # 0).
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BeEWwEIs. Setzt man die nach Lemma 8.8 fiir vz 7 0 giiltige
Beziehung

(—1 sgn va)" |[va| "7 (2 sin v g) :f —wtp ( ) dt

&

auf der rechten Seite von (8.11) ein, so gilt

00

(—isgnv)"lvl‘Yf a1~y (2s1nvw) dz

1

N 00
= lim m*‘dwj ep, . ( ) dt

N-oood1 &

Dies fiihrt nach Vertauschung der Integrale und anschlieBender
Substitution tz~! = y zu

00 i
lim | e-*tt1dt f By.uly)dy.
t/N

N-ood —o0

Da fiir fast alle t € (— o0, ) die Beziehung

fthﬁy,n(y)dy = 17, (t)— % Tyon (]_:’)

gilt, folgt
(—¢sgn v)”[v]‘?’f a1y (2 sin v ) de
1
= e~ig, ,(t)dt—lim e~"*Nig, . (t)dt,
—00 N-oood —o0

womit die Darstellung (8.11) bewiesen ist; denn nach dem
Satz von Riemann-Lebesgue strebt die Fouriertransformierte
[§,,.)" (vN) fiir N — oo gegen Null.

Fiihren wir die Beziehung

K,,= (~i)"J a1 (2 sin ) dr (0 <y <n)
)

ein, so folgt aus (8.11) in Lemma 8.6, wenn man v gegen Null
streben 148t,
00
gy a()de =K, ,.
—00
AuBerdem brauchen wir in Abschnitt 10 noch eine weitere Dar-
stellung der Konstanten K., ,: Es gilt firn = 2r,7r =1,2,---
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/241 r
S oy (2 ) imtosi r=m-1)

(8.12) K4 = —a

3 (- (7 7)17 (y sonst)

j=1

sin’—;y-r(1+ )

und firn = 2r4+1,r=0,1,---

Ga0) (onrng e
s &Y { )(7+§)”0g(7f:’+::,)—1)
K _ .
7,2r+1 - 42 2( 1)”( r+1 )(7+'§)7 (y sonst).
cos§y°P(1+ » -

Als Beispiel verifizieren wir (8.12) fiir 0 < y < 2. Es gilt die tri-
gonometrische Identitét

(-—2isin—a2:n)2f—2z( l)r—i( 7)cosw7—|—( l)r( )

j=1

Daraus ergibt sich
00 A
(—i)sz a1l (2 sin ——) dz
e 2

=2 z (— 1)'“"( ) jvfmm-lﬂ' cos zdx+(—1)" (27) ylev.
r—j & r

j=1
Integriert man einmal partiell

o 1 cos & 1™ .
f a~1-7 cos xde = — coss _ —f a~7 sin xdz,
€5 (8? )Y Y Jej

dann folgt fiir 0 < y < 2

Kv,zr
2r 00
= lim ! {3—7 (—Zi sin i) —2 2 (=1)y— ( )1“/‘[ x~7sin w} dz
£ 04 2 =1 r—7 &

. Ly
- — 3 () i
sm;y-l’(l—]—y)

da nach Erdélyi [41; p. 68] gilt
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00 . 7
f =7 sin xde = 0<y<?2).
0

2sing'y - I(149)

Damit sind die fiir Abschnitt 9 notwendigen Vorbereitungen bzgl.
der Funktionen %, , und ¢, , getroffen.

9. Einfiihrung der Operatoren B] und B}

Sei {G(t); — 0 < t < oo} eine gleichmiBig beschréankte Gruppe
von Operatoren der Klasse (%,) auf einem Banachraum X, und
sei A ihr infinitesimaler Erzeuger.

Als wichtigstes Hilfsmittel zur Definition und Charakterisierung
der Operatoren B und By dienen die beiden folgenden Identitdten
in

LEMMA 9.1. Seien k und n entweder beide gerade oder beide unge-
rade positive ganze Zahlen, und sei f ein Element in X.

(i) Fiir 0 < y < min (k, n) und &, n > 0 gilt die Identitit

o JoG) o2l e () e
=L o) (YT () e

(ii) Ist k < m, dann gilt fir 0 < y < k und ¢, t > 0 die Identitit
[6(2) —s(=2)) [_ama(F) s
oo (o) () e e

BEwEels. Offensichtlich existieren die Integrale, die in den
Identitéten auftreten, im Bochnerschen Sinne, da die Gruppe
{G(t); —0 <t < oo} gleichmiBig beschrinkt ist und die Funk-
tionen ¢, , und $, ; zu L(— 0, c0) gehoéren.

Der Beweis von (9.1) und (9.2) verlduft prinzipiell analog zu
dem der Identitéten (2.12) und (8.5) aus Teil I. Man zeigt erstens,
daB sich jede Seite einer Identitit in Form von

(9.2)

(9.3) " a@s@ra 6=12)

schreiben 148t (der Index » = 1 reprisentiert die linke, » = 2 die
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rechte Seite der Identitét) und beweist zweitens die Gleichung
Q,(z) = @,() f.i. in Fouriertransformierter Gestalt; d.h. anders
ausgedriickt, man verifiziert die Giiltigkeit der Identitdten fiir das
einfachste Beispiel einer gleichméBig beschrinkten Gruppe der
Klasse (%,),

(9.4) G(t)f = ef (—o0<t, v< o, vfest; feZ),

wobei Z das komplexe Zahlensystem bezeichnet.

Wir beschrinken uns darauf, die Identitat (9.1) fiir gerade %
und 7 zu zeigen, die Identitat (9.2) fiir den “ungeraden Fall”.

(1) Setzen wir k = 2I, n = 2r und schreiben wir die linke Seite
der Identitédt (9.1) in der Form (9.8). Dann gilt wegen des symme-
trischen Aufbaus beider Seiten eine entsprechende Darstellung fiir
die rechte Seite der Identitét.

Da fiir —o0 < @ < o0 die Formel

G- (=3

— 3 (L) (121_ ,-) [G(—a))+G(@])]+(—1)" (fl)

i=1

(9.5)

gilt, haben wir

s =f o) e(- 5 e

= 2 0= () [ rroairaes [ arorGaiya]

i=1 l—j »
21
(1 () s

Im ersten Integral der letzten Zeile substituieren wir —aj =y,
im zweiten #j = y. Fiithren wir dann die Hilfsfunktionen

ly| =1, lyl > 7 (

7 > 0)
0, lyl <7

bw) = |
und

Iy,
L) i)

ein, so erhalten wir

B, = [ a6yt () i
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Lemma 2.8 aus Teil I 148t sich selbstverstandlich auch auf Grup-
pen der Klasse (€,) tibertragen, so daf die linke Seite der Identi-
tit (9.1) mit Hilfe der letzten Darstellung fiir E, umgeformt
werden kann zu

[ a0 2m (2) ] @410 () 7277 (4)) G001

wobei also [c; () * §y,0-(-/¢)](y) die Fouriersche Faltung der
Funktionen cj ;(y) und gy »(y/e) bedeutet. Damit ist der erste
Schritt des Beweises erledigt.

Verifizieren wir nun die Identitét (9.1) im Fall der Halbgruppe
(9.4). Mit Hilfe der Darstellung (8.11) fiir die Fouriertransfor-
mierte von ¢, , gilt

QT (0) = [y,2]" (vs)f Yy (e —e i) dy
7

had 2r 00 2
= (——‘ 1 )l'l'rlvl_yj' w—]-“')' (2 Sin 0 Z‘) dwj‘ y-—l-——‘y (2 Sin. v g) dy.
&

7

Da der letzte Ausdruck symmetrisch in den Paaren (e, ) und
(n, 1) ist, folgt @Qf(v) = @7 (v), womit die Giiltigkeit von (9.1)
bewiesen ist.

(ii) Wir benutzen die Identitit

(3ol 4] -F (e
Mit & = 2141 und » = 2r+1 lautet dann die linke Seite von (9.2)
J»oo { 2z§+:1( 1y (21—}—1) Ty arin (w_—t(?s;l—_%_))} G(z)fde,

—00 j=0

fiir die somit die Darstellung (9.8) verwirklicht ist. Die rechte
Seite von (9.2) ist gleich

[ [0 By (5) | @61

—00

wobei die Hilfsfunktion ¢, durch

t @) = 3 (=1 (T10) G @)
gegeben ist mit

oy = (ST >

0, la"| < &
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Fiir die Fouriertransformierten der mit der Identitiat (9.2) ver-
kniipften Funktionen @, und @, gilt

r(v) = (e-HR_ gt L 1A (gg)
und
0; (v) = tv f a1y (e—tvel2ghaityraidal o 11" (ot),
&

woraus mit Hilfe der Darstellungen (8.7) und (8.11)
@1 (v) = @5 (v)
i 2l+1 00 @ 2r+1
= (—1)**1(sgn v) (2 sinv E) |v]—7j 177 (2 sin v E) dz

&€

folgt. Damit ist (9.2) fiir den ungeraden Fall bewiesen.
Seien y, k und » wie in Lemma 9.1 definiert und nehmen wir
an, daB der starke Limes fiir £¢ — 04 von

1 ot @ 2\ 1%
T R Y[G(z) ( 2)] faa,

den wir abkiirzend mit BYf bezeichnen, existiert! Da fiir alle
f € X die Grenzbeziechung

(o]

slim | g, (f) ca) ™ — K, .t

€0+ J —c0 € &
gilt, folgt aus der Identitdt (9.1), wenn man auf der linken Seite
die Integrale miteinander vertauscht und anschlieBend erst 7,
dann ¢ gegen Null streben 148t, daB auch B} existiert und gleich
B}f ist. D.h., daB es bei der Abhingigkeit des Grenzwertes By f
von n nur darauf ankommt, ob 7 eine gerade oder ungerade Zahl
ist.

DEFINITION 9.2. Sei 0 <y <m, n=1,2,---. Fiir gerades n defi-
nieren wir den Operator By, fiir ungerades n den Operator By durch

B&f} .1 f‘” @ z\1" (n=g)
=s-lim — | a7 [G (——) —G (—— —)] dx

B =S E, . 2 2| 1% =),
falls der Grenzwert existiert.

Fiir das Beispiel (9.4) einer gleichméaBig beschrinkten Gruppe
der Klasse (%) sind die Operatoren 4, Bj und By (y > 0) gegeben
durch

D(A) = D(B) = D(BY) = Z
und
Af = —ivf, Bjf=lo|7f, Byf= (sgno)p|?f (fe2).
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Daraus erkennt man, daB die Operatoren B} und By im allgemei-
nen verschieden sind.

Fiir die Gruppe (9.4) gilt die Formel (8.11) der Fouriertransfor-
mierten von ¢, ,. Wir werden nun zeigen, daB dieser Sachverhalt
auch fiir allgemeine Gruppen giiltig ist.

Der folgende Satz 1Bt sich aus der Identitdt (9.1) herleiten,
analog zu den Beweisen der Sétze 2.5 und 2.7 in Abschnitt 2 von
Teil 1.

SaTz 9.8. (a) Fiir 0 <y <mn,n =1,2, - - gehort das Integral

j_i e (%) G011

fiir jedes f e X und & > 0 zum Definitionsbereich D(Bj) (n = g)
bzw. D(BY) (n = u), und es gilt

00 i) [ 2 (5) o

=J o) o= G2

(b) Die Definitionsbereiche D(B}) und D(B}) sind dicht in X; Bj,
und By sind abgeschlossene, lineare Operatoren.

Aus der Identitit (9.2) folgern wir Satz 9.4, dessen Teil (b) als
Umkehrformel des Operators B} bzw. B gedeutet werden kann.

SATZ 9.4. Ser 0 <y =k, k=1,2,: -
(a) Fir jedes f € X und t > 0 gehort das Integral

[ 5a(3) 6015

zum Definitionsbereich von By (k= g) bzw. By (k= ), und es gilt

[oG) e (=) =l (e W20

(b) Ist feD(B;) (k = g) bsw. feD(By) (k = u), dann gilt fiir
t > 0 die Umkehrformel

@) e ()=o) ewllis w2

Fiir t— 0+ erhalten wir aus den Formeln von Satz 9.4 im Fall
y = k den Zusammenhang der Operatoren Bj (kK = g) und B}



122 U. Westphal [19]

(k = u) mit den k-ten Potenzen des infinitesimalen Erzeugers 4
der Gruppe {G(t); —o0 <t < 0}

ForecErUNG 9.5. (i) f gehort zum Definitionsbereich von Bj,,
r=1,2,---, genau dann, wenn f 2u D(A*) gehirt, und es gilt

(9.7) (—4%)f = Bg.f.

(ii) Es st feD(Byy), r=20,1,2,--, genau dann, wenn
f eD(A¥+), und es gilt

(9.8) (sA)(—A%)f = B;,.1f

Den Zusammenhang der Operatoren B} und B} mit Potenzen
des Erzeugers A werden wir im anschlieBenden Abschnitt weiter
verfolgen, ebenso die Potenzeigenschaften dieser Operatoren.

In Anbetracht der Identititen (9.7) und (9.8) von Folgerung
9.5 geniigt die k-te zentrale Differenz der Gruppe {G(t)}, ange-
wandt auf f, fiir feD(B]) (k= g) bzw. feD(B%) (k = u) der
bekannten Lipschitzbedingung

[o6)-e(=3)]

Hingegen haben wir fiir 0 < y < k folgende schirfere Form der
Abschatzung, die wir aus Satz 9.4 (b) und der Relation (8.9)
schlieBen koénnen.

=0()  (t—0+)

ForcErUNG 9.6. (i) Ist feD(B}), 0 <y < 2r (r=1,2,--"), s0
gilt fiir jede ganze Zahl n = 2r

t t\1"
GlZ) —¢(—- =
[5(z)-e(-2)]

(ii) Ist feD(By), 0 <y < 2r41 (r=0,1,2,--+), so gilt fir
jede ganze Zahl n = 2r+-1

[o(z) (- 2)]"

Aus Folgerung 9.6 ergibt sich

= o(t?) (t—0+).

= o(t7) (t—>0+4).

FoLGERUNG 9.7. Gehort | entweder zu D(Bjy,) oder zu D(By ) fiir
ein yy > 0, dann gehort f fir jedes y, 0 < y << y,, sowohl zu D(B})
als auch zu D(By), und es gilt

(9.9)
w) =l o (o) ~e(-3)] 1 20 @
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10. Zusammenhang der Operatoren B) und B}
mit dem infinitesimalen Erzeuger der Gruppe

Etwas umgeschrieben, lautet die Aussage von Folgerung 9.5:

BZ . k=2a4,69"'
fir

U
(i4) {Bg k=1,85,- .

In dieser Form legt sie die Frage nahe, ob nicht die Operatoren
B} und By auch fiir die oben nicht zugelassenen y-Werte (y > 0)
mit dem Operator (¢4)? identifiziert werden koénnten. Dies gilt
jedoch nicht einmal fiir den Operator Bj, falls y eine ungerade
ganze Zahl ist, und fiir B}, falls y gerade ist, wie man an dem
einfachen Beispiel (9.4) erkennt, fiir das die Beziehung

Blf (m=138,5:-")

(iA)mfzvmf#(Sgnv)‘[)mfz{Buf (m=246..-)

Giltigkeit hat. Jedoch ist in Form der Aussagen (9.7) und (9.8)
eine Verallgemeinerung von Folgerung 9.5 auf alle zugelassenen
y-Werte moglich. Diesen Zusammenhang mit der quadratischen
Potenz (—A2) zeigen wir nun, indem wir uns die bekannte Bezie-
hung (7.6) zwischen den Resolventen von 4, (—4 ) und A2 zunutze
machen.

Da A2 die gleichméBig beschriankte Halbgruppe {W(t); ¢ = 0}
der Klasse (%,) erzeugt (vgl. (7.7)), lassen sich die gebrochenen
Potenzen (—A2%)* (« > 0) im Sinne von Teil I einfithren und
charakterisieren. Wir benutzen im folgenden ihre Darstellung mit
Hilfe der Resolventen des Erzeugers A2 (siehe (5.5) und (5.1)), die
firk—1<a<k(k=1,2,---)und f e D(A%) giiltig ist:

(10.1) (— A2 = — sin 7o

f @*—*R(z; A2) A%{da.
0

Im ersten Lemma dieses Abschnitts formen wir das fiir die Opera-
toren Bj und B} charakteristische Integral

J:ot_l‘y [G (%) —G (-— %):lnfdt (fe D(An))

um, indem wir die Gruppe {G(f)} durch die Resolvente ihres
Erzeugers A ersetzen.

LEmMMA 10.1. Set feD(4A"), n=1,2,---. Fir n—2<y<mn
=238 - )und0 <y <1(n=1)gil
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oo o)<l ]

_ ==Y sin = (y-4-n) f ar/2-1/2 R(x; A?) A™fda.
7 2 0

BeEwers. Wir zeigen die Aussage fir n =2r, r=1,2, . Mit
Hilfe von (9.5) und der Laplacetransformierten (2.9) ergibt sich

e [ef) o(- 4
_1:271‘:1—5 f:wY dz fome—‘”

A T

j=1

1 (=]
= mfo zvE(2)dx.

In dem mit E(z) abgekiirzten Integralausdruck vertauschen wir
Summe und Integral, substituieren #f — ¢ und gelangen mit Hilfe
der Resolventendarstellung (7.1), der ersten Resolventengleichung
(7.4) und der Beziehung (7.6) zu

r 2r \ % _ (a? 2r
E(z =m—1{2 1 .,_,.( ,),—R(,_;Az) _1,( ) }
(@) S0 (D)5 R (s a4 ()1
Benutzen wir die Identitédt (5.6) fiir f € D(A2") und 1 = 2[4, sowie
{O (1}:1,2,"‘,7’-1)

~=1y(Y) o=0)

(vgl. (2.11)), dann erhalten wir

23 (1 () =

=1
r o 2r
E(az) = 2 z (—=1)r ( ) a—2r+1 2r—2R( Az) A2r"-
=1 r—j 72
womit sich
oo t i 2r
17| G(—) -G — —
fo [ (2) ( 2)] fat
z( 1) r—y( 2r )77f @V PR (x; A2) A fdx
r—7 0

Ira -H’ ) i1
ergibt. Das letzte Integral existiert, da die Abschitzungen
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- ” f L gt [aR(z; A2)—I]A2'-2fdw“
(1]

.[ " g1 R(w; A%) A¥ fda
(1]

(M241)
< 2r—-2
<y 14T

und
00 2
f ot R(z; A2 A¥fda)| < Az )|
1 r—y/[2

gelten. Mit der Darstellung (8.12) fiir die Konstante K, ,, folgt
dann die Behauptung fiir n = 2r. Fiir ungerade » wird sie in ent-
sprechender Weise bewiesen. Erwéhnt sei hier nur, daB wir die
zweite Resolventengleichung statt der ersten benutzen, sowie die
Identitit

23 (—1y-

§j=0

2r+1
( r—l—j ) (j_l_%)zvﬂ =0 fir»=0,1,2,---,r—1.
r—
Unter Benutzung von (9.9) und (10.1) lautet die Aussage von
Lemma 10.1:

FoLcERUNG 10.2. Fiir feD(A™) und n—2<y<mn (n=2,8,4,-")
ist
Byf = (— Ay (n=g)
Bif = (GA)(— A%y = (—A24GA)]  (n=u).

Hieraus folgert man nun

Sarz 10.8. (i) Ein Element f € X gehort zum Definitionsbereich
D(Bj) fir y > 0 genau dann, wenn f € D((—A2)7/?) ist, und es gilt

(10.2) Bof = (—A2)viEf.

(ii) f e X gehort zu D(BY) fiir y = 1 dann und nur dann, wenn f
zu D((—A2)r/*%) und (—A2)v2-4f 2u D(A) gehort. Es besteht
dann die Bezichung

(10.3) Byf = (iA)(—A%)rif = (—A2)r/>4(id)f.

Beweis. In Folgerung 9.5 wurden die Relationen (10.2) fiir
y=2,4,6,:-- und (10.8) fiir y =1, 8, 5, - - - bereits bewiesen.
Fiir alle iibrigen y-Werte schlieBt man die Behauptungen des
Satzes aus Folgerung 10.2 und der Tatsache, daB die Operatoren
A, (—A?)2, By und By abgeschlossen sind, in analoger Weise
zum Beweis von Satz 4.2 aus Teil 1.

Aus der Potenzeigenschaft des Operators (—A2)* bzgl. « > 0
folgern wir die Funktionalgleichungen
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Bg’l*‘h = B;l B:’, V1s Ve > 0
B} +y, = By, By, =1, 9>0
B;1 an = B‘:’l B“)I's Y1, V2 = L.

Daraus ersieht man, da8 B bzgl. y > 0 den Regeln einer Potenz
geniigt, wihrend dies jedoch fiir By nicht der Fall ist.

Als niichstes wollen wir zeigen, wie die Operatoren Bj und By
mit den Potenzen von der Ordnung y der Halbgruppenerzeuger 4
und (—A) verkniipft sind.

LEMMA 10.4. (i) Fir 2r—2 <y <2 (r=1,2,+:-) und
f e D(A?) gilt

(—A)f+A7f = 2 cos ; yBYf.

(ii) Sei feD(A¥H), r=0,1,2, - Dann gilt fir
r—1<y<2r+1(r=12,---)und0 <y <1 (r=0)

(—A)rf—Arf =2 sinizt— yBut.

BEwEIs. Sei n =1, 2, . Benutzen wir fiir die gebrochenen
Potenzen (—A)r und A7 die Darstellungen (n—1 <y < mn;
f €D(4")

sin yz

(—A)yrf= — fomlv—"R(A; A)Arfda

JT

und
sin yz

Arf = —

4

f T A R(a; —A)(—A)fdA
(1]

(vgl. (5.5) und (5.1)), so folgern wir mit Hilfe der ersten Resol-
ventengleichung (7.4) und der Beziehung (7.6) fir feD(A"),
n—1 <y <n,

sin yx

(10.4) (—A)7f4(—1)A7f = — f T avr-nrR(1; A2) Anfda

7T

und mit Hilfe der zweiten Resolventengleichung (7.5) sowie (7.6)
fir feD(A™), n—1 <y <m,

(10.5) (=A)yf—(—1)Af
. _ sin yﬂfmlwz_%_n/zR(l; A2) A™11da.

44

Ist nun feD(A?%*), r=1,2,---, dann folgt aus (10.4) fiir
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2r—1 < y < 2r (n = 2r) und aus (10.5) fir 2r—2 <y < 2r—1
(rn = 2r—1) die Behauptung in (i):

(—A)f+A47f = 2 cos = yByf,

die fiir y = 2r—1 trivialerweise erfiillt ist, da sie sich auf die
Identitat 0 = 0 reduziert.

Entsprechend schlieBt man (ii) fir 2r <y <2r+4+1(r=0,1,--:)
aus (10.4) und fir 2r—1 <y <2r (r=1,2,---) aus (10.5),
wihrend die Aussage fiir y = 2r (r=1,2, - ) offensichtlich
giiltig ist.

Gehort f zu D((—A)7) n D(A?), dann folgt, weil die Operatoren
B3 und Bj abgeschlossen sind, aus Lemma 10.4, daB f sowohl in
D(g;) (y # 1, 8,5, ) als auch in D(By) (y # 2, 4, 6, - - *) liegt
un

(—A)rf+A7f =2cos = yByf
(10.6) (feD((—A)?) nD(A7); y > 0, y =m)
(—A)f—Arf = 2isin 12’- yBf

gilt. Dieselben Gleichungen kénnen wir jedoch unter der Voraus-
setzung, daB f zu D(Bj) bzw. D(By) gehort, nicht beweisen, da
Summe oder Differenz zweier abgeschlossener Operatoren i.a.
nicht wieder abgeschlossen zu sein braucht. Wohl aber ist der
Operator [(—A)r+A7] bzw. [(—A)r—A7] abschlieBbar; dies
ergibt sich aus (10.6) wegen der Abgeschlossenheit von Bj bzw.
Bj. Es gilt daher eine erweiterte Fassung der Relationen in (10.6)
im Sinne des folgenden Satzes, in dem [(—A4 )74 A47] die kleinste
abgeschlossene Fortsetzung von [(—A4)7+4-A47] bezeichnet.

SaTz 10.5. (i) Fiir y #1,8,5, -« - gehort f zu D(B}) genau dann,
wenn f zum Definitionsbereich der Eleinsten abgeschlossenen Fort-
setzung von [(—A)?+Ar] gehort, und es gilt

—_— T
[(—A)+47]f = 2 cos — yByf.

(i) Ein Element f € X gehort zu D(By) (y # 2,4, 6, - - ) genau
dann, wenn f e D([(—A)r—A7]) ist, und es gilt

[(—A)?—A7]f = 2isin % v BY{.
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Koppeln wir in Lemma 10.4 die Teile (i) und (ii) miteinander,
so fiihrt dies zusammen mit Folgerung 9.5 auf die fiir alle y > 0
giiltige Aussage:

Ist feD(By) nD(By) fiir y >0, so gehért f auch zu
D((—A)7) nD(A7) und geniigt den Gleichungen

T . . T
(—A)7f = cos 2 yByf+isin > yByf
Avf = cos_g- yBSf—i sin % yBf.

Bezeichnen wir die kleinste abgeschlossene Fortsetzung der Opera-
toren

Tt

7
I:cosg yBy+i sin 2 yB;] mit [cosg yBj 4% sin ) yB;] s
so ergibt sich

SaTz 10.6. Fiir y > 0 gilt

(—A7) = l:cos—;i yBy+i sin—;E yB;]

T .. T
Ar = [cos ) yBy—1 sin. — yB;:I .

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einer weiteren Charakte-
risierung des Operators By, die sich auf Grund der Relation (10.2):
B} = (—A2?)r2 (y > 0) ergibt.

Ist {G(2); —oo < t < oo} eine gleichmiBig beschrankte Gruppe
der Klasse (%,) mit infinitesimalem Erzeuger 4 und {W(t); t = 0}
die von Ay = A? erzeugte gleichméBig beschriankte Halbgruppe
der Klasse (%,) (siehe (7.7)), so gilt nach Satz 4.2 von Teil I, daB
der Operator (—Bj) = —(—Ay)7/? im Falle 0 < y < 2 ebenfalls
eine gleichmaBig beschrankte Halbgruppe {V,(t);¢ =0} der
Klasse (%,) erzeugt, die nach (4.8) durch

V() = f:’«pm(w; 0 W (2)fde (t > 0)

gegeben ist. Setzt man darin die Darstellung (7.7) der Halbgruppe
{W(t); t =0} ein und definiert man auBerdem V,(t) = W(t)
(t = 0), so 14Bt sich fiir 0 < y < 2 schreiben
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(10.7)  V,(t)f = py(z; t)G(2)fde (1>0;0 <y =2; feX),
wobei ¢, (z; t) diejenigen stabilen Dichtefunktionen im Sinne von
P. Lévy sind, deren Fouriertransformierten (bzgl. z) die Gestalt

[
f e-—z’vxq)‘y(m; t)dw — e—t|0|v

haben. ¢,(2;t) sind nicht negative, gerade Funktionen aus
L(— o0, 00) mit [% ¢, (z; t)dz = 1 fiir £ > 0.

Fir y =1 und y =2 ist ¢,(x;¢) geschlossen darstellbar;
@a(@; t) = 271(nt)2e—="/4 ist der schon erwihnte Kern von Gauss-
Weierstrass, und ¢, (z; t) = t[m(22+1%)ist als Kern des singuldren
Integrals von Cauchy-Poisson bekannt. Im Fall y = 1 fiihren wir
fiir das Integral (10.7) ebenfalls eine gesonderte Bezeichnung ein,
und zwar V,(t) = P(t) (¢ = 0); so ist also

(10.8) P(t)f = — f G@)fde  (t>0;feX).

x2 +t2
Dieses Integral wird uns im folgenden Abschnitt u.a. beschiftigen.

Den oben dargelegten Sachverhalt fassen wir, wie folgt, zu-
sammen:

SaTz 10.7. Fiir 0 < y < 2 ist der Operator (— Bj) = —(—A4?)7/2
gleich dem infinitesimalen Erzeuger der Halbgruppe {V ,(t); t = 0}.

Beziiglich der Halbgruppe (10.7), verkniipft mit der Gruppe
{G(z); —0 < & < oo} der Translationen verweisen wir auf S.
Bochner [7], W. Feller [41], Hille-Phillips [15, p. 678] und H.
Berens-E. Gorlich [87], sowie die Ausfithrungen in Abschnitt 11
der vorliegenden Arbeit.

Ferner bemerken wir, da3 auf Grund der Potenzregel des Satzes
4.4 die Relation (—Ay)?? = ((—Aw)t)? (y > 0) gilt, da, wie
gesagt, —(—Ay)t gleich dem Erzeuger Ap der Halbgruppe
{P(t); t = 0} ist. Also kann man BY auch als gebrochene Potenz
der Ordnung y von A4, darstellen.

Sarz 10.8. Fiir y > 0 gilt
By = (—Ay)7* = (—Ap).

Dieser Zusammenhang 1a8t sich iiber die Gruppe {G(z)
—o <t< oo} und die mit ihr verkniipften Halbgruppen
{W(t); t =0} und {P(t); t = 0} folgendermaBen ausdriicken:

SaTz10.9 Sei {G(t); — o0 <t < o0} eine gleichmdifig beschrinkte
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Gruppe der Klasse (%,), und seien {W(t); t = 0} und {P(t); t = 0}
die zugehirigen durch (7.7) bzw. (10.8) gegebenen gleichmdfig be-
schrinkten Halbgruppen der Klasse (€,). Konvergiert fiir 0 <y < 2r,
r=1,2, - und ein Element f € X eine der drei folgenden Integral-

scharen (1)— (iii)

72, = o) e (=3)] e

(1)

(ii) Cyllz, r«f:’w_l_wz = W(m)]rfdm
(iii) C:, - L”w—l—y[I—P(m)}zrfdw

in der Norm fiir ¢ — 0+-, so konvergieren auch die beiden anderen
in diesem Sinne, und alle drei Grenzwerte sind gleich.

11. Translationsgruppe und die singuliren Integrale
von Gauss-Weierstrass und Cauchy-Poisson

Als Beispiel einer gleichméaBig beschrankten Gruppe der Klasse
(%,) betrachten wir die Translationen auf dem Raume L(— o0, o),
definiert durch

(11.1) [G()f1(z) = f(z+t) (—o0 <t< o;fel(—oo,0)).

Der infinitesimale Erzeuger A dieser Gruppe ist der Differential-
operator:

d
[4f)z) = = 1(z)
mit Definitionsbereich
D(4) = {f e L(— 0, 0); f € AC(— 0, )},

wobei wir unter AC(— o0, o) die Menge aller (reell- oder komplex-
wertigen) Funktionen f(z) verstehen, die auf (— oo, 00) absolut
stetig sind. Die ganzzahligen Potenzen A"(n = 2,8,---) des
Erzeugers A sind dann durch

dn
(A1) = = 1(2)

und
D(A") = {f € L(— 0, 0); /, /- - - [ € AC(— o0, o)}

gegeben.
Sowohl die Halbgruppe als auch die Gruppe der Translationen
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wird in Hille-Phillips [15] und in Butzer-Berens [9] auf verschie-
denen Funktionenrdumen untersucht.

Fiir 0 < y < n sind die Operatoren B} und B} nach Definition
9.2 in Form von

o]

B;f}=s-limi t~1—v§(—1)f("’);(-4-t(g~j))dt (n=2)

B};f E-04 K'y,n € i=0 ?- (nzu)

gegeben fiir alle f € L(— o0, o), fiir die die Grenzwerte existieren.
Diese Operatoren und ihre Definitionsbereiche sollen nun mit
Hilfe der Fouriertransformation charakterisiert werden. Vgl. H.
Berens [4].

Satz 11.1. (i) Der Operator Bj (y > 0) ist bestimmt durch

D(Bj) = {f € L(— o0, 00); es existiert h € L(— oo, )
mit [v|7f*(v) = h"(v)}
und
[Byf1"(v) = [v|7f*(v).

(ii) Der Operator By (y > 0) ist bestimmt durch
D(By) = {f € L(— o0, o0); es existiert h € L(— co0, ©)
mit (sgn v)[v|7f"(v) = k" (v)}
[B3f1"(v) = (—sgnv)lo|7{*(v).

Bewers. Fihren wir fir0 <y <n (n=1,2,---)und ¢ >0
folgende Bezeichnungen ein:

und

4

el = [ fet o) (2) 2 (72—, )

£
und

Frmel)®) = [ 5 (<17 (7)1 (s (3 1)) o
(e L(—co0, ).

Fiir jedes f € L(— o0, o0) und alle v € (— 00, o) erhilt man fiir die
Fouriertransformierten dieser Funktionen

(Bl 10) = [ P 0)ya (2) 5 = 1001 02)

—00

und mit Hilfe von (8.11)
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=]

[Fy,n;ef]"(v) =f m—l—y(eivwﬂ_e—ivm/z)nf/\(v)dm

&€
= (— sgn v)"[v|7f"(v)[§,,.]" (ve)-
Sei nun f aus D(B}) (0 <y <n; n=2,4,6,---) oder
D(By) 0 <y<m;n=1,8,5---); dh.

Byfy, .. 1 (n=g)
B;f} = s-im —— Fy’n;sf

g0y Ky, (n =u).
Wendet man auf beiden Seiten dieser Gleichung die Fouriertrans-
formation an, dann gilt

(B3f1*(0)\ _ .. X
[BW]A(U): _sl.l.ﬁ K,. (Fy,mef]™(0)

= lir(l)ri(—sgnv)ﬂlvlv 1 17(0)[dy 1" (08) = (—sgn o) lol7*(0)
- Y,n

fiir jedes v, —00 < v < 0.
Dies besagt fiir n = 2, 4, 6, - - -

[By 117 (v) = [0]7f"(v)
und firn =1,8,5,- -
[BLf1"(0) = (—sgn 0)[o|7f* ().
Existiert umgekehrt ein Element 2 € L(— o0, ©), so daB
(— sgn o) Pl (v) = k(o)  (—o0 < < o)
gilt, so erhélt man mit Hilfe der Identitit (9.6)

Bg ~ A - A
(5] Eronel| ) = [Py el 1(0) = (—sgn o)l 1" ()0, 1" o)
Y
= k" (0)[qy,n]" (ve) = [Ey n;sh]"™ (v),
woraus man nach dem Eindeutigkeitssatz der Fouriertransforma-
tion
(n=2,4,6,--"*)

By
E, . f=FE,,..h
{ } vel vomie (n=1,8,5-")

Bu
Y
schlieBt. Fiir ¢ — 0+ strebt die rechte Seite der letzten Gleichung

im starken Sinne gegen K, ,h, so daB wegen der Abgeschlossen-
heit von Bj und B}

firn=2,4,6, - f e D(B3), Bif=nh
und fiirn =1,8, 5, - - -: f € D(BY), Byf=nh folgt.
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Das Ergebnis des Satzes 11.1, das wir hier iiber eine allgemeine

Theorie gewonnen haben, ist schon aus der Monographie von
Butzer-Trebels [11] bekannt; es wird dort u.a. iiber den Satz von
Banach-Steinhaus und den Darstellungssatz von H. Cramér
bewiesen.
Verstehen wir unter dem Symbol f} (y > 0) diejenige Funktion
hel(—o0, ), die zu einer Funktion fe L(— o0, o) existiert,
so daB die Beziehung |v|7f"(v) = k™(v) fiir y > 0 erfiillt ist,
so 148t sich Teil (i) von Satz 11.1 dahingehend formulieren, daB
f e L(—o0, 00) genau dann zu D(Bj) gehért, wenn F7F existiert,
und daB BSf = f*} gilt.

Als néchstes betrachten wir den Zusammenhang zwischen dem
Operator Bj fiir die Translationsgruppe und den infinitesimalen
Erzeugern der Gauss-Weierstrass- und Cauchy-Poisson-Halb-
gruppe.

DaB der Operator 4y, = (d?/d2?) die Kontraktionshalbgruppe
{W(t);t = 0} der Klasse (¥,) erzeugt, die durch das singulire
Integral von Gauss-Weierstrass

W(t)(z) = 1 f eI f(z+x)de (t>0;feL(—o0, ®©))
2Vt -

definiert ist, wird z.B. in Hille-Phillips [15, p. 578, 602f], Dunford-
Schwartz [13, p. 639f] und Yosida [84, p. 268] bewiesen. Bzgl.
dieses Integrals fiir Funktionen von mehreren Verénderlichen
siche Butzer-Berens [9, Sec. 4.8] und R. J. Nessel [43]. An den
zitierten Stellen im Buch von Hille-Phillips ist auch die Charakte-
risierung des Erzeugers A2 und seines Definitionsbereiches iiber
die Fouriertransformation gezeigt; diese Darstellung ist wegen der
Relation A2 = —Bj in Satz 11.1 mitenthalten. Ferner mdochten
wir bemerken, daB3 das Gauss-Weierstrass-Integral

w(z; 1) = [W(t)f1(2)
das Cauchy-Problem fiir die Wirmeleitungs- oder Diffusions-
gleichung
ow 0w
ot a2’
16st (als verallgemeinerte Wellengleichung interpretiert, siche
H. Berens-U. Westphal [38]).

Nach Satz 10.7 ist der Operator —(—A%)t = —(— d?/dz2)}
gleich dem infinitesimalen Erzeuger Ap der Kontraktionshalb-
gruppe {P(t);t = 0} der Klasse (%,), die durch das singulire
Integral von Cauchy-Poisson (vgl. (10.8))

(11.2) w(z; 0) = f(2)
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PONE == [ g feta)de (13 05f L=, )

gegeben ist. Vermutlich erstmals untersucht E. Hille dieses Inte-
gral als Halbgruppenoperator und bestimmt den infinitesimalen
Erzeuger in Fouriertransformierter Gestalt, so wie er aus Satz 11.1
auf Grund der Relation —(—A2)} = — B ersichtlich ist (vgl.
Hille-Phillips [15, p. 579f]). Eine andere Darstellung des Erzeugers
folgt aus einem Lemma von J. L. B. Cooper [40] iiber die Hilbert-
transformation H:

[Hf)(z) = /~(2) = — — lim .

42 E-04-

[Fletodeo,,
(f & L(—c0, ).

Danach ist der infinitesimale Erzeuger Ap der Halbgruppe
{P(t); t = 0} charakterisiert durch

d
Apf = — |- H}f,
o = — (5 H)1
und sein Definitionsbereich D(4 p) ist gleich der Menge

{f e L(— o0, ®©); f~ € AC(— 00, o0)}.

Siehe Butzer-Berens [9, Sec. 4.2.3].
Fiir den Operator Bj und die gebrochenen Potenzen
/2 d2\ /2 d 4
(—dyyrt = (= 55)" wmd (—dp) = (3 7)

gilt nun nach Satz 10.8 die Gleichung:

dz\ /2 d b4
(11.8) frt = (— 32—2) = (3—% H) f (y >0),
sofern einer dieser drei Ausdriicke existiert.

In der Literatur ist fiir gebrochene Ableitungen ein Zusammen-
hang von der Form der Relation (11.8) durchaus bekannt. Dabei
ist der Operator ((d/dz)H)” mit dem Rieszpotential I=7 zu identi-
fizieren, das W. Feller [14] im Falle 0 < y =< 2 iiber den infinite-
simalen Erzeuger 4, der Halbgruppe (10.7): {V,(t); t = 0} (ver-
kniipft mit der Gruppe der Translationen (11.1)) durch I-7 = —Ay,
definiert. S. Bochner [7] hingegen wéhlt im Zusammenhang mit
der Untersuchung der Diffusionsgleichung (11.2) den Erzeuger
Ay, als geeignete Definition der gebrochenen Potenz
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_ (_ gz_zé)wz 0 <y <2).

Zum Rieszpotential I* (siehe M. Riesz [26]) m&chten wir noch
folgendes bemerken: Fiir 0 < « < 1 ist es auf L(— o0, 00) durch
das Faltungsintegral

1) = ———— [ el ifeta)de
20 (a) cos rh -

definiert. Fiir « = 1 stellt es eine meromorphe Funktion dar mit
einfachen Polen bei « = 142k (k = 0, 1, - - -). Im Falle negativer
a-Werte: o = —y (y > 0) ist I=r = ((d/dz)H)” bekanntlich die
Umkehrtransformation zu I7; deshalb heiBt ((d/dz)H)7f auch
“Rieszableitung der Funktion f von der Ordnung 9”°. Diese Be-
zeichnung ist besonders fiir die Darstellung iiber die Fouriertrans-
formation in Gestalt von f{} (s.0.) iiblich. Weitere Charakteri-
sierungen der Rieszableitung finden sich in Butzer-Trebels [11].

Wenden wir uns zum SchluBl von dem Beispiel der Translations-
gruppe noch einmal kurz einer beliebigen gleichméBig beschrank-
ten Gruppe der Klasse (%,) zu, dann kénnen wir in Analogie zu
den fiir das Beispiel giiltigen Aussagen im allgemeinen Fall den
Operator Bj als “abstraktes Rieszpotential” interpretieren.

Eine derartige Deutung geht auf A. V. Balakrishnan [36]
zuriick, der im Fall 0 < y < 2 fiir die Restriktion dieses sog.
abstrakten Rieszpotentials auf D(42) eine Darstellung der Form
(9.9) angibt. Auf eine umfassendere Behandlung dieses Problems
wird im Rahmen dieser Arbeit verzichtet. Dariiber hinaus sei noch
erwihnt, daB sich die vorangegangenen Untersuchungen vermut-
lich auf Gruppen der Klasse (€,), die nicht gleichmaBig beschriankt
sind, ausdehnen lassen, so daB auch die Schrodinger Gleichung
erfaBt wiirde; zu diesem Beispiel vgl. E. Nelson [42] und die dort
zitierte Literatur.
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