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Uber katalogisierte Riume

von

Aschwiniekumar

Dem Andenken an L. E. J. Brouwer (27.2.1881~2.12.1966) gewidmet

1. Einleitung

In diesem Aufsatz wollen wir eine einfache Ergéinzung des von
Brouwer eingefiihrten Katalogisierbarkeitsbegriffes formulieren
um einen systematischen Aufbau topologischer Réume darzu-
stellen. Diese Arbeit unterscheidet sich stark von einigen friiheren
Versuchen zur systematischen Darstellung der intuitionistischen
Topologie denn hier ist der systematische Aufbau unserer Zweck
an Stelle von Systematisierung von auf intuitionistische Topologie
anwendbaren Axiomen (vgl. [18]).

Die intuitionistische Mathematik ist eine ohne Anwendung der
Sprache errichtete Gedankenkonstruktion. Sie entsteht durch
Selbstentfaltung der Zweiheitsabstraktion, auch genannt die
mathematische Urintuition. Die Urhandlung der intuitionistischen
Konstruktion ist die gedankliche Errichtung der Zweiheit zweier
schon gewonnener mathematischer Systeme und die Betrachtung
dieser Zweiheit als ein neues mathematisches System.

Der gr6Bte Unterschied zu der herkdmmlichen (sgn. klassischen)
Mathematik tritt bei der Begriffsbestimmung einer unendlichen
Folge auf. In der intuitionistischen Mathematik wird stets eine
Wabhlfolge gemeint deren Elemente aus schon gewonnenen
mathematischen Denkbarkeiten in voller (bzw. in moglich
wachsender Einengung unterworfener) Freiheit gewahlt werden.
Eine (unendliche) Folge ist also im allgemeinen nicht fertig
darstellbar, sondern nur eine Wahlmoglichkeit die dem Errich-
tenden gegeben ist, so daB wenn er die ersten n—1 Elemente
aus den schon gewonnenen mathematischen Denkbarkeiten
gewihlt hat, er das n-te Element ganz ungebunden wihlen kann.
Er kann jedoch selbst seine Wahl einer Einengung unterwerfen
(so z.B. kann er das n-te Element durch ein Gesetz bestimmen
lassen) und kann zu dieser Einengung bei folgenden Wahlen noch
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432 Aschwiniekumar [2]

hinzufiigen, oder er kann seine Wahl von seinen mathematischen
Erfahrungen abhingen lassen.

Bei dieser Konstruktion kann der Errichtende Eigenschaften,
die fiir schon gewonnene mathematische Denkbarkeiten sinnvoll
vorausgesetzt werden konnen, als neue mathematische Denkbar-
keiten hinzufiigen. Eine solche Eigenschaft nennt man eine
Spezies, und die schon gewonnenen mathematischen Denkbar-
keiten fiir die diese Eigenschaft gilt, heiBen Elemente dieser
Spezies.

Zwei unbegrenzte Folgen mathematischer Denkbarkeiten

Gy Gy, * - und by, by, + - -

heiBen gleich oder identisch, wenn a, = b, fiir jedes r. Zwei Spezies
heiBen gleich oder identisch, wenn zu jedem Elemente der einen
Spezies ein gleiches Element der anderen Spezies angegeben
werden kann. Ist die Gleichheit zweier Folgen (bzw. Spezies)
kontradiktorisch, so heiBBen sie verschieden.

Die Spezies M heilt eine Teilspezies der Spezies N, wenn zu
jedem Elemente von M ein gleiches Element von N existiert.
Kann man beweisen daB jedes Element von N entweder zu seiner
Teilspezies M gehort oder nicht zu M gehdren kann, so heit M
eine abtrennbare Teilspezies von N.

Wir legen nun die intuitionistische Terminologie der Spreizungs-
lehre fest. Ein Knopf n-ter Ordnung ist eine Folge von n natiir-
lichen Zahlen (n =1), die Knopfglieder heiBen. Ein Knopf p’
(n+m)-ter Ordnung (m = 1) heiBt ein m-ter Nachfolger eines
Knopfes p n-ter Ordnung (und dabei heiit p der m-te Vorginger
von p’) wenn p ein Anfangssegment von p’ bildet. Die Spezies
Q, der Ndchstfolger (d.h. die ersten Nachfolger) des Knopfes p
n-ter Ordnung mit ihrer natiirlichen Ordnung (wobei ihre Ele-
mente nach ihren letzten Knopfgliedern geordnet werden) heillt
eine Knopfenreihe (n+1)-ter Ordnung, und damit die Ndchst-
folgerrethe von p, wahrend p der Ndchstvorginger von Q, heilt.
Die Spezies der Knopfe erster Ordnung (mit ihrer natiirlichen
Ordnung) heiBt die Knopfenreihe erster Ordnung. Eine endliche
Folge p,,- -, p, von Knoépfen bzw. 1-ter, - - -, n-ter Ordnung,
wobei jedes p, ein Nichstfolger von p;_,; ist (2 =< ¢ = n), heillt ein
Knopfgefiige n-ter Ordnung. Eine in voller (bzw. in moéglich
wachsender Einengung unterworfener) Freiheit unbegrenzt fort-
schreitende Folge p,, p,, - - -+ von Knopfen bzw. 1-ter, 2-ter, - -+
Ordnung, wobei jedes p, (¢ = 2) ein Néchstfolger von p,_, ist,
heiBt ein Pfeil. Eine Spreizungsrichtung (nach niederlandisch
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“spreiding” s. [12], und engl. “spread” s. [18], [14], statt “Menge”
s. [2] usw.) ist eine (nicht notwendig voraus bestimmte) Knpfen-
spezies K zu der gehdren:

1. aus den Knépfen erster Ordnung, entweder alle natiirlichen
Zahlen, oder nur diejenigen die eine festgelegte natiirliche Zahl
m, nicht iiberschreiten;

2. aus den Nichstfolgern eines zu K gehorigen Knopfes p
n-ter Ordnung (» = 1), entweder alle, oder nur diejenigen deren
letzte Knopfglieder eine festgelegte natiirliche Zahl m, nicht
tiberschreiten.

Die Spezies w(K) der Pfeile die aus Knopfen in K bestehen
heiBt eine Spreizung. Die Spreizungsrichtung bei der stets die
erste (bzw. die zweite) von den zwei obigen Moglichkeiten gewahlt
wird heiBt die Gesamtspreizungsrichtung GSR (bzw. eine Fdcher-
richtung) und die entsprechende Spreizung heiBt die Gesami-
spreizung GS (bzw. ein Fdcher). Ein Knopf b einer Spreizungs-
richtung zusammen mit seinen Nachfolgern in K bildet eine
abtrennbare Teilspezies von K die wir eine Sektorenrichtung
nennen, und die Spezies P,(K) der aus Knépfen in dieser Sektoren-
richtung bestehenden Pfeile wird ein Sektor genannt: dabei wird
b die Spitze von P,(K) genannt. (s. [14]).

Ersetzt man in einer Spreizungsrichtung (bzw. Facherrichtung)
jedes Knopfglied durch eine schon gewonnene mathematische
Denkbarkeit in solcher Weise daB in jedem Knopf p’ (n41)-ter
Ordnung die ersten n Glieder wieder durch dieselben mathema-
tischen Entititen ersetzt werden als in seinem Néchstvorgéinger p,
so entsteht eine bekleidete Spreizungsrichtung (bzw. bekleidete
Fdcherrichtung) und eine zugehorige bekleidete Spreizung (bzw.
bekleideter Fdcher). Man erhilt eine abtrennbar teilweise bekleidete
Spreizungsrichtung wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Knopfglieder aller Knopfe erster Ordnung in einer
abtrennbaren (nicht notwendig nichtleeren) Teilspezies der
Knépfenreihe erster Ordnung werden durch schon gewonnene
mathematische Entititen ersetzt.

2. Ist ein Knopf p n-ter Ordnung (n = 1) schon bekleidet,
so werden die letzten Knopfglieder aller Knépfe (n+1)-ter
Ordnung in einer abtrennbaren mindestens ein Element besitzen-
den Teilspezies der Nachstfolgerreihe Q, von p durch schon
gewonnene mathematische Entitdten ersetzt. Hierbei werden die
ersten n Knopfglieder eines Nichstfolgers von p durch dieselben
mathematischen Entitéten ersetzt als im Knopf p.
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In der intuitionistischen Mathematik ist alle weitere Konstruk-
tion bezogen auf die friiher errichteten mathematischen Denkbar-
keiten und wichtige Strukturseigenschaften sind aus der Kon-
struktionsgeschichte abzuleiten. Ein sehr merkwiirdiges Beispiel
dieser Eigenart ist der Fachersatz. Im Geiste der intuitionistischen
Mathematik hat Brouwer den herkémmlichen Begriff eines
metrischen Raumes so umformuliert daB ein metrischer Raum
durch einen abzahlbar unendlichen Katalog (d.h. eine unendliche
Folge auf der eine Abstandsfunktion erklirt ist) erzeugt wird.
Ein solcher Raum heit katalogisiert. In seinen Betrachtungen
hat Brouwer die Riume einer weiteren Bedingung unterworfen
(nl. daB der erzeugende Katalog sich durch ihre endlichen Anfangs-
segmente mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit approxi-
mieren lasse), so daB die betrachteten Riume stets kompakt sind.
Das Erfiilltsein dieser Bedingung hat den Vorteil da8 der Raum
sich durch einen Fiacher darstellen 148t; somit kann man den
Fachersatz anwenden und beweisen, dal jede wvolle Abbildung
(d.h. eine Abbildung die auf dem ganzen Raum definiert ist)
eines katalogisierten kompakten metrischen Raumes in einen
ebensolchen Raum gleichmiBig stetig auf dem ganzen Raume ist.

Die Notwendigkeit zur Verallgemeinerung der Brouwerschen
Definition erscheint erst wann man mit einem unkompakten
unlokalkompakten metrischen Raum zu tun hat. So z.B. wenn
man den Stetigkeitssatz fiir den separablen unendlich-dimensio-
nalen Hilbert-Raum beweisen will, denn der iibliche Beweis daf3
jede iiberall definierte lineare Abbildung des Hilbert-Raumes
stetig ist, ist sehr unkonstruktiv und fiir den Intuitionist ganz
unbrauchbar, und der unendlich-dimensionale Hilbert-Raum 1483t
auch keine Darstellung durch einen Ficher zu (was erst streng
in diesem Aufsatz bewiesen wird) so daf3 der Fichersatz nicht zur
Verfiigung steht. So bedarf man einer anderen Spreizungsdar-
stellung die den Stetigkeitssatz zu beweisen gestattet. Eine
weitere Verallgemeinerung wird benétigt wenn man lineare
metrische Rdume errichtet mit umfangreicheren Indizesmengen
als die Spezies der natiirlichen Zahlen. So z.B. ist der Raum aller
vollen linearen Funktionalen auf dem separablen unendlich-
dimensionalen Hilbert-Raum oder das intuitionistische Analogon
des Hilbert-Raumes mit iiberabzihlbarer Dimension nicht in
natiirlicher Weise als metrischer Raum aufzufassen und man
bedarf eines anderen Mittels um die Konvergenz in solchen
Réumen zu erkldren. Somit entsteht der Begriff einer Abstands-
beschrinkung die den iiblichen Abstandsbegriff als Spezialfall
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umfafBt. Nun entsteht auch die Frage ob der Begriff einer Ab-
standsbeschrinkung noch niitzliche Verallgemeinerungen hat.
Scheinbare Verallgemeinerungen lassen sich jedoch auf den
urspriinglichen Begriff zuriickfithren.

2. Katalogisierte kompakte metrische Riume

Brouwer hat katalogisierte kompakte metrische Raume defi-
niert in [3], [11], [14]: die Definition wird hier wiederholt. Eine
Folge von mathematischen Objekten wird eine katalogisierte
Folge erster Art oder ein (den Rawm erzeugender) Katalog erster
Art K :¢q, Cy, -+ - genannt, wenn zu je zwei Elementen c,, c,
ein Abstand p(c,, ¢,) = p(c,, ¢,) = 0 definiert wird, der folgenden
Bedingungen geniigt:

1. Es ist stets p(c,, ¢,) = 0 wenn ¢, = c,.
2. ple,, ¢) = p(e,s ¢;)+p(css ¢;) (Die Dreiecksungleichung.)

8. Zu jedem n gibt es eine natiirliche Zahl m(n), so da wenn
wir die endliche Menge {c;, * * *, €,y } mit P, bezeichnen, so ist
p(c,, P,) = 47" fiir jedes r. (Die Folge ¢,, - - - 14Bt sich durch ihre
endlichen Anfangssegmente mit jedem beliebigen Grade der
Genauigkeit approximieren.) Gentigt der Katalog K tiberdies der
Bedingung.

4. Wenn ¢, # ¢,, so kann eine solche natiirliche Zahl f(r, s)
bestimmt werden, daB
p(e,, ¢g) > 2779,
so heillt er getrennt zusammengesetzt.
Sei K ein Katalog erster Art. Eine unbegrenzte Folge
Qyy Qgy = v v v 0t von Elementen von K heiBt konvergent (und damit

ein Limeselement von K), wenn zu jedem mn, eine natiirliche Zahl
k(n) bestimmt werden kann, derart daB

p(@uiny> @) < 27" fiir jedes r > k(n).

Zwei Limeselemente a,, a5, * - - und by, b,, + - - von K gehiren
susammen (oder fallen zusammen) wenn zu jedem n eine natiirliche
Zahl m(n) bestimmt werden kann, so daB

p(a,, b,) < 27 fiir jedes r > m(n).

Die Spezies der mit einem vorgegebenen Limeselement von K
zusammengehorigen Limeselemente von K heiBt ein Punkitkern
von K. Die Spezies R(K) der Punktkerne von K heit der durch
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K erzeugte katalogisierte kompalkte metrische Raum, wobei wir den
Abstand je zweier Elemente von R(K) in auf der Hand liegender
Weise definieren.

Eine Teilspezies R’ von R = R(K) heillt in bezug auf K von
bekannter Stelle wenn die Entfernung p(R’, ¢,) zwischen R’ und
einem beliebigen Element ¢, von K existiert und sich mit jedem
beliebigen Grade der Genauigkeit approximieren laBt d.h. die
folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. Fiir jedes Element ¢ von R’ ist p(q, ¢,) = p(R', ¢,).
2. Zu jedem n gibt es ein solches ¢, in R’ daB
p(qns ) < p(R’, ¢,)+27"
(1) Ist eine Teilspezies R’ von R = R(K) von bekannter Stelle
in bezug auf K, so lift sie eine Katalogisierung erster Art zu und

kann sogar durch einen Teilkatalog K' des Katalogs K erzeugt
werden. (s. [11]).

Also ist R'(K’) selbst ein katalogisierter kompakter metrischer
Raum wenn es vorgegeben ist daBl R’ abgeschlossen ist.

Zu jedem katalogisierten kompakten metrischen Raume kann
man eine bekleidete Facherrichtung FR(K) (s. [14], S. 16—17)
aufbauen deren Pfeile Limeselemente von K sind. Umgekehrt
fallt jedes Limeselement von K mit einem Pfeil von FR(K) zu-
sammen. Weiter gilt

(2) Jeder natiirlichen Zahl r kann man eine solche natiirliche
Zahl s zuordnen daf zwei beliebige voneinander weniger als 27°
entfernte Punktkerne von R(K) bzw. zwei Pfeile von FR(K)
enthalten die ein gemeinschaftliches Knopfgefiige r-ter Ordnung
haben. ([14], S. 16, Lemma 1.)

Umgekehrt gilt

(8) Jeder natiirlichen Zahl p kann man eine solche natiirliche
Zahl q zuordnen daf zwet beliebige gemeinschaftliches Knopfgefiige
g-ter Ordnung besitzende Pfeile von FR(K) zu zwei voneinander
weniger als 277 enifernten Punktkernen von R(K) gehoren. ([14],
S. 17, Lemma 2.)

Wenn es zu einem Raum R eine solche Spreizung SR (bzw.
einen Facher FR) gibt, daB jeder Pfeil von SR (bzw. FR) mit
einem Punktkern von R zusammenfillt und jeder Punktkern von
R mit einem Pfeil von SR (bzw. FR) zusammenfillt, so sagen
wir, R lasse eine Spreizungsdarstellung (bzw. Fdcherdarstellung) zu.
(Brouwer hat in [3] das Wort “‘limitierbar”’ verwendet; diesen
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Terminus wollen wir jedoch bei ‘““Limitierungsverfahren” ver-
wenden.) Geniigt SR (bzw. FR) den obigen Forderungen (2)
und (3), so sagen wir, R sei spreizbar (bzw. fdcherbar).

Es gilt der fundamentale Stetigkeitssatz:

(4) Jede wvolle Abbildung eines katalogisierten kompakten me-
trischen Raumes in einen ebensolchen Raum ist gleichmdpfig stetig.
([10], S. 67; [13], S. 145—146; [14], S. 17.)

3. Katalogisierung zweiter Art

Fiir unkompakte, unlokalkompakte Rdume (z.B. der unendlich-
dimensionale separable intuitionistische Hilbert-Raum, s. [15],
[16]) kann man miihelos den Katalogisierbarkeitsbegriff erweitern.

Eine Folge von mathematischen Objekten wird eine katalogi-
sierte Folge zweiter Art oder ein (den Rawm erzeugender) Katalog
weiter Art K : ¢y, ¢y, - - - genannt, wenn zu je zwei Elementen
¢, und ¢, ein Abstand p(c,, ¢,) = p(c,, ¢,) = 0 definiert wird der
folgenden Bedingungen gentigt:

1. Es ist stets p(c,, ¢;) = 0 wenn ¢, = ¢,.

2. p(e,, ;) = pley, ) +ples, ¢y)-

3. Es gibt eine natiirliche Zahl m, so daB wenn {c,,- ", ¢, }
eine endliche Teilspezies von K ist, es ein solches Element ¢, von
K gibt, da

p(css ¢,,) > 4~™ fiir jedes © =1, - -, m.

Fir jedes ¢,, zu jedem n, kann man der Reihe nach fiir die
Elemente ¢y, ¢y, - - - von K, aus den zwei Aussagen

(A) p(css ;) > 247"
und
(B) plc;, c,) < 8.4 (G=1,2-+ - )

genau eine als giltig erkannte wéhlen. Ein Element ¢, wird
gewahlt oder unwihlbar erklirt je nachdem fiir ¢; (B) oder (A)
gewdhlt wird. In dieser Weise bestimmt man eine abtrennbare
Teilspezies ¢,(c,) von K, derart daB jedes ¢, fiir welche

ple,, ¢) = 247"
gilt ¢,(c,) liegt, und jedes ¢, fiir welches

pley, c)) = 8.4
gilt auBerhalb von ¢,(c,) liegt. Fiir jedes n ist die Vereinigung
von ¢,(¢;), #.(¢s), - -+ mit K identisch, denn ¢, liegt in jedem
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é.(¢,) (n=1,2,---). Die letzte von K zu erfiillende Bedingung
ist:

4. Jedes ¢,(c,) ist abzdhlbar unendlich. Geniigt der Katalog
K iiberdies der Bedingung

5. Wenn ¢, # ¢,, so kann eine solche natiirliche Zahl f(r, s)
bestimmt werden, so daB

P(cr’ cs) > 2779,
so heiBt er getrennt zusammengesetzt.

AuBerdem nennen wir einen Katalog K (sowie den von ihm
erzeugten Raum) beschrdnki wenn er der folgenden Bedingung
geniigt:

6. Es gibt eine solche reelle Zahl C = 0, daB fiir je zwei ¢,, ¢,

ple, ¢) = C.

Es sei ein Katalog K zweiter Art gegeben. Limeselemente,
Punktkerne, und den von K erzeugten katalogisierten (positiv-
unkompakten) metrischen Raum R(K') definieren wir in dhnlicher
Weise als fiir einen Katalog erster Art. Wir konstruieren eine
bekleidete Gesamtspreizungsrichtung GSR(K) die den Raum
R(K) darstellt. Zu diesem Zweck verfahren wir als folgt:

1. Der Knopf (r) erster Ordnung wird mit ¢, bekleidet.

2. Ist dem Knopf p n-ter Ordnung (n = 1) der bekleidete
Knopf (b,b, b,” - - - b") zugeordnet so wird die Néachstfolgerreihe
Q, von p mit ¢,(bi") bekleidet.

(1) Jeder Pfeil B :bgzby --- - -- von GSR(K) ist ein Limes-
element von K, denn jedes b{" ist von jedem b (m > n) weniger
als (8.47"4-8.47" 14 - .. ...} = 4=+ entfernt.

(2) Jedes Limeselement L :ay,ay,- - - von K fdllt mit
einem Pfeil von GSR(K) susammen.
Sel 8, <ty <<ty <<+vv --- eine unbegrenzte Folge wachsender
natiirlicher Zahlen, derart da3
pla; , a;) < 472 fir jedes ¢ > i,.
Wird jedem @, ein Element b, von K zugeordnet, das
= 47"+47""1 von a, entfernt ist, so folgt aus
p(a,, b,) < 47441
play,, a,, ) <42

p(atn-u’ bﬂ+1) g 43_n_1+45—n_’2
daB
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P(bn’ bn+1) <247

so daB b,., in ¢,(b,) liegen muB, und damit bildet b,, b,, - - -
einen Pfeil von GSR(K), der, wegen

p(ba @) S 4747
mit L zusammenfallt.

Sind zwei Limeselemente L :a,,a,,-+- und L':ay,ap, "
weniger als 47"—2 voneinander entfernt, so ist

pla,,s ab,) < 847,

so daB wir g, und a,',,n dasselbe b, zuordnen konnen. Hieraus
ergibt sich

(8) Jeder natiirlichen Zahl r kann man eine solche natiirliche
Zahl s zuordnen, daf zweti beliebige voneinander um weniger als
27 entfernte Punktkerne in R(K) bzw. zwei Pfeile von GSR(K)
enthalten die dasselbe Knopfgefiige r-ter Ordnung haben.

Umgekehrt haben zwei Punktkerne, die mit zwei ein gemein-
schaftliches Knopfgefiige n-ter Ordnung besitzenden Pfeilen von
GSR(K) zusammenfallen, in R(K) einen Abstand =< 2.47"+1,
so daB

(4) Jeder natiirlichen Zahl p kann man eine solche natiirliche
Zahl q zuordnen daf zwei beliebige gemeinschaftliches Knopfgefiige
g-ter Ordnung besitzende Pfeile von GSR(K) zu zwei voneinander
< 27°? entfernten Punktkernen in R(K) gehoren.

Durch Zusammensetzung von (1)—(4) erhalten wir
(5) Jeder katalogisierte Raum zweiter Art ist spreizbar.

Man kann sogar eine Gesamtspreizung zur Darstellung eines
katalogisierten Raumes zweiter Art verwenden. In [16] (S.
10—11; 54—55) ist bewiesen daB der unendlich-dimensionale
separable intuitionistische Hilbert-Raum eine Katalogisierung
zweiter Art zulaf3t.

(6) Ein katalogisierter Rawm zweiter Art ist unfdcherbar.

Es sei eine bekleidete Facherrichtung F gegeben derart daB
ein katalogisierter Raum R(K) zweiter Art in bezug auf F
facherbar ist. Also bildet die bekleidete Facherrichtung F einen
Katalog der den Raum R(K) erzeugt: R(K) = R(F). Die Knopfe
n-ter Ordnung von F bilden eine endliche Teilspezies F, von F,
derart daB jeder Punktkern von R(F)= R(K) von F, um weniger
als 4N entfernt ist, wobei N = N(n) eine von n abhéngige und
mit » nach unendlich wachsende natiirliche Zahl ist. Ordnen wir
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jedem Element P von F, ein Element ap von K zu, so daB
p(P, ap) < 47N, so ist die Spezies aller ap eine endliche Teilspezies
von K, derart daB jedes Element von R(K) und damit auch jedes
Element von K von ihr < 4=N+! entfernt ist, was, wenn n ge-
niigend groB gewahlt wird, wegen der von K geniigten Bedingung
8. unmoglich ist.

A sei eine volle Abbildung eines katalogisierten metrischen
Raumes R(K) zweiter Art in einen ebensolchen Raum R'(K’)
d.h. eine Zuordnung eines Punktkerns von R’'(K’) zu jedem
Punktkern von R(K). Eine solche volle Abbildung enthilt die
Zuordnung A4 eines Pfeiles A(B) von GS’ R'(K') zu jedem Pfeil B
von GSR(K) in solcher Weise daB zusammenfallenden Pfeilen
B, B’ zusammenfallende Pfeile A(B), A(B’) zugeordnet werden.
Bei festem B had das Knopfgefiige g-ter Ordnung von A(B)
bei einem Knopf (dessen Ordnung wir r nennen) von B bekannt
zu werden.

(7) Bet festem B in GSR(K) gibt es zu jedem q eine natiirliche
Zahl r =r(q, B), so daB jedem Pfeil B’, der ein Knopfgefiige
g-ter Ordnung mit B gemeinsam hat, ein Pfeil A(B') zugeordnet
wird, der ein Knopfgefiige r-ter Ordnung mit A(B) gemeinsam hat.

Durch eine Verwendung von (4), (7) und (3) folgert man daB
jeder natiirlichen Zahl p eine natiirliche Zahl s entspricht so daB
wenn der Abstand zwischen dem B enthaltenden Punktkern P
in R(K) und einem beliebigen Punktkern Q in R(K) weniger als
2% betridgt, der Abstand zwischen A(P) und A(Q) weniger als
277 ist. Somit ist der fundamentale Stetigkeitssatz bewiesen:

(8) Jede volle Abbildung eines katalogisierten metrischen Raumes
zweiter Art in einen ebensolchen Rawm 1ist stetig auf seinem
Definitionsbereich.

Eine abgeschlossene Teilspezies R’ eines katalogisierten Raumes
R(K) zweiter Art, die in bezug auf K von bekannter Stelle ist,
braucht nicht einen erzeugenden Katalog erster oder zweiter Art
zu besitzen. Wir verfahren um einen mit R’ verwandten Katalog
zu erhalten, ganz dhnlich wie in [11]. Jedem Element ¢, von K
geben wir entweder das Priadikat eines A,-Elementes (in welchem
Falle es Elemente von R’ in einer Entfernung =< 4—"+42.4"1
von ¢, gibt), oder das Priadikat eines B,-Elementes (in welchem
Falle jedes Element von R’ in einer Entfernung = 4—"44"!
von ¢, gelegen ist), mit der Bedingung dafl die beiden Préadikate
sich gegenseitig ausschlieBen. Die A4 ,-Elemente bilden eine zihl-
bare abtrennbare Teilspezies 4, von K. Jedem A,-Element e,
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ordnen wir ein in der Entfernung =< 4™42.4 "1 gelegenes
Element d, von R’ zu. Die Spezies aller den A4 ,-Elementen
entsprechenden Elemente d, von R’ wird mit A, bezeichnet. Die
Vereinigung K’ aller A, ist zahlbar und bildet einen den Raum R’
erzeugenden Katalog K’ :d, ,d,, -+ - (ry, rg, v v == bilden
eine abtrennbare Teilspezies der natiirlichen Zahlen), denn jeder
Punktkern von K’ fallt mit einem in R’ enthaltenen Punktkern
von K’ zusammen, und umgekehrt fillt jeder in R’ enthaltene
Punktkern von K mit einem Punktkern von K’ zusammen. Also
kénnen wir R’ = R’(K’) schreiben.

Wir stellen eine allgemeine Definition der Katalogisierung auf,
von der Katalogisierungen erster und zweiter Arten als Sonderfille
erscheinen. Eine abtrennbare zédhlbare Teilfolge I : ry, ry, - - - der
natiirlichen Zahlen bestimmt eine katalogisierte Folge oder einen
zdhlbaren Katalog K' = K;:d,,d,, - - wenn zu je zwel
Elementen ein nicht-negativer Abstand definiert wird, so daB
der Abstand zwischen gleichen Elementen Null ist und die
Dreiecksungleichung gilt.

Fiir jedes d,, zu jedem n, konnen wir die Spezies ¢, (d,) bestim-
men ganz ahnlich wie bei einem Katalog zweiter Art. Eine
abtrennbare teilweise Bekleidung der Gesamtspreizungsrichtung die
den katalogisierten Raum R'(K’) darstellt erreichen wir wie folgt:

1. Aus den Knépfen erster Ordnung werden die Knopfe

(ry), (rg), === = (ry> 795 -+ in I) mit K;:d,, d, , - - - bekleidet.
2. Dem Knopf p n-ter Ordnung (n = 1) sei der bekleidete
Knopf b,b, - -+ byY zugeordnet. d,,d,,--- sei die natiirliche

(d.h. mit der Zéhlung von K’ iibereinstimmende) Zihlung der
zéhlbaren Spezies ¢, (b{"). Aus den Knépfen in Q, werden die-
jenigen deren letzte Knopfglieder s,, s,, - -« sind, mit ¢,(b{)
bekleidet.

Diese abtrennbar teilweise bekleidete Gesamtspreizungsrichtung
bezeichnen wir mit ATBGSR’'(K'). Offensichtlich ist der Néchst-
vorgénger (und damit alle Vorginger) jedes bekleideten Knopfes
in ATBGSR'(K’') auch bekleidet. Andererseits besitzt jeder
bekleidete Knopf in ATBGSR'(K’) mindestens einen bekleideten
Nichstfolger, so daB es durch diesen Knopf gehende Pfeile gibt.
Ganz dhnlich wie im Falle der Katalogisierung zweiter Art kénnen
wir die Aussagen (1)—(4) beweisen, und wir wollen in der Folge
diese Aussagen fiir eine allgemeine Katalogisierung auch mit
8. (1)—(4) bezeichnen. (1)—(4) fassen wir folgenderweise zu-
sammen:
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(5’) Jeder katalogisierte Raum ist abtrennbar teilweise spreizbar
(oder kurz spreizbar).

Von der Giiltigkeit von (6) im Falle allgemeinerer Katalogisie-
rung kann nicht die Rede sein. (7) gilt jedoch wenn es iiberhaupt
einen Pfeil in ATBGSR'(K') gibt. Aus (1)—(4) und (7) ergibt
sich der fundamentale Stetigkeitssatz:

(8') Jede volle Abbildung eines katalogisierten metrischen Raumes
in einen ebensolchen Raum ist stetig auf seinem Definitionsbereich.

Insbesondere gilt (8') fiir abgeschlossene Linearmannigfaltig-
keiten bekannter Stelle des unendlich-dimensionalen separablen
intuitionistischen Hilbert-Raumes (s. [16], Kap. 2).

4. Katalogisierte Riume mit Abstandsbeschrinkungen

Auf einer Spezies S ist eine Abstandsbeschrinkung erklart wenn
zu je zwei Elementen a, b von S ein Abstandsbeschriankungsbe-
reich d.h. eine Spezies 2(a, b) = 2(b, a) natiirlicher Zahlen (die
leer sein kann) definiert wird die folgenden Bedingungen geniigt:

1. Mit jeder natiirlichen Zahl enthilt 2(a, b) auch jede kleinere.
2. Ist a = b, so ist 2(a, b) die Spezies aller natiirlichen Zahlen.

8. Fir jedes n (n = 1) gilt: Entweder » liegt in 2(a, b), oder
n-+1 kann nicht in Q(a, b) liegen (in welchem Falle Q(a, b)
beschrinkt heiBt und n+41 eine Schranke von 2(a, b) heilt).

4. Fir jedes p =0 gilt: Ist m > 1 in Q(a,, ay), m+1 in
Q(ay, ag), -+ ,m—+pin a,,, a,.), soist m—1in Q(a,, a, ).
(Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung.)

Jede natiirliche Zahl in 2(a, b) heiBt ein Abstandsbeschrinkungs-
bestimmer fir a und b.

Ist Q(a, b) beschrankt, so sagen wir, a sei von b entfernt. Ist a
von b entfernt so ist jedes ¢ entweder von a oder von b entfernt,
denn ist m eine Schranke von 2(a, b), so gilt es daB, entweder
m~+1in 2(a, ¢) (bzw. 2(b, ¢)) liegt, oder m—+2 eine Schranke von
Q(a, c) (bzw. 2(b, c)) ist. Liegt m+1 in 2(a, ¢) sowie in 2(b, ¢),
so muBl m in 2(a, b) liegen. Dies ist aber unméglich, da m eine
Schranke von (a, b) ist. Also ist m-+2 eine Schranke entweder
von £2(a, ¢) oder von 2(b, ¢), so daB ¢ entweder von a oder von b
entfernt ist.

Z.B. erhilt man eine Abstandsbeschrankung auf einem me-
trischen Raum durch die Vorschrift: m sei in Q(a, b), wenn
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pla, b) < 27™; ist p(a, b) = 271, so sei £2(a, b) leer.

Eine unbegrenzte Folge a,, a,, - - - von Elementen von S heif}t
Q-konvergent (und damit ein Q-Limeselement von S), wenn zu
jedem n, eine natiirliche Zahl k(n) bestimmt werden kann, derart
daB n in Q(ay,,, a,) fiir jedes r > k(n) ist. Ahnlicherweise definiert
man das Zusammenfallen zweier 2-Limeselemente von S, und die
Q- Punktkerne von S. Die Spezies der 2-Punktkerne von S wird
mit R“)(S) bezeichnet. (Ist 2 einmal festgelegt, so schreiben wir
auch kurz “Limeselement”’, ‘“Punktkern”, und R (S))

Sei K :d,,d,, - ein zihlbarer Katalog auf dem eine Ab-
standsbeschrinkung £ definiert ist. Seien d, in K und eine
natiirliche Zahl n gegeben. Fir jedes d, gilt entweder

(A) n—1 ist in 2(d,, d,),
oder
(B) n kann nicht in 2(d,, d,) liegen.

Fiir jedes d, kann man aus den wie giiltig erkannten von den zwei
Aussagen (A), (B) genau eine wahlen. Die Spezies aller Elemente
d, fur die (A) gewdhlt wird bezeichnen wir mit ¢,(d,); sie ist eine
solche abtrennbare zéhlbare Teilspezies von K, daf jedes d, fiir
das n in Q(d,, d,) ist, in ¢,(d,) liegt, und jedes d, fiir das n—1 eine
Schranke von £2(d,, d,) ist, au8erhalb von ¢,(d,) liegt.

Es sei R = R(K) = R™(K) der durch K erzeugte katalogi-
sierte Raum. Die Abstandsbeschrinkung 2 kann man folgender-
weise auf den ganzen Raum R(K) erweitern. Es seien

Ll:al, Qg,y * * 5 L2 :bl’ bz,'

zwei Limeselemente von K. Gibt es ein r so daB fiir jedes s =1,
n zu Q(a,, b,) gehort (bzw. 2(a,, b,) leer ist), so sagen wir, n
gehore zu Q(L,, L,) (bzw. Q(L,, L,) sei leer). Es ist klar, daB
die Erweiterung von 2 auf ganz R den Bedingungen 1., 2., und 4.
geniigt. 8. gilt jedoch in der schwicheren Form: 8'. Fiir jedes
n (n = 1) gilt: Entweder n liegt in 2(L,, L,), oder n+38 kann
nicht in 2(L,, L,) liegen. Wir kénnen némlich ein % bestimmen
derart daB3 n+5 in jedem Q2(ay, ., a;), sowie in jedem 2(by, .., by)
(fiir m = 0) liegt. Entweder n+1 liegt in 2(ay, by), oder n+2
kann nicht in Q(a;, b;) liegen. Im ersten Falle, liegt n in
2(axim> birm) fur jedes m = 0, so daB n in (L,, L,) liegt. Im
zweiten Falle kann n+438 in keinem Q2(a;.p;s brim) liegen, denn
sonst wire n+42 in Q(a;, by).

Eine abtrennbar teilweise Bekleidung der Gesamtspreizungs-
richtung die den Raum R(K) darstellt bauen wir ganz dnhlich
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wie im Falle eines metrischen Katalogs auf. Es gelten die folgenden
Aussagen:

(1) Jeder Pfeil B :bg,bg, -+ von ATBGSRD(K) ist ein
Limeselement von K, denn n—1 ist in Q(bY, bE+tY), n ist in

Q(bg‘*‘”, bg‘“)), ...... , n+m—2
ist in Q@(F+™ Y, bE*+™), so daB n—2 in jedem Q(bY, bE+™)
(m > 0) liegt.
(2) Jedes Limeselement L : ay, ay, - -+ von K fallt mit einem
Pfeil von ATBGSR(K) zusammen.

t; <<ty <t3<<--- sel eine unbegrenzte Folge wachsender
natiirlicher Zahlen, derart daB n+5 in jedem £(a,,a,) (fir
t >t,) liegt. Wird jedem a, ein Element b, von K zugeordnet,
so daB n42 in Q(at“, b,) liegt, so liegt n+2 in Q(atn, b,), n+5 in
a,,, a,.,), und n+8 in .Q(at,m, bui1)s so daB n+1, n4+2, n438
bzw. in 2(b,,a,), 2a,,a, ) 2(a,,,, bpy1) liegen, so daB
sich aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung ergibt daB3
n in 2(b,, b,,;) liegt, und damit liegt b,.; in ¢,(b,). Also bildet
by, by, * - - einen Pfeil von ATBGSR(K), der mit L zusammenfillt
da n+2 in (a, , b,) ist.

Nun seien zwei Limeselemente L : a;, a,, - -, und L’ : a;, a,, - -
gegeben derart daB n+4 in Q(L, L') liegt. Also ist n+5 (und
damit auch #438) in .Q(atn, L), n4+4 in 2(L,L’), und n+5 in
(L, “;',.)’ so daB n+2 in (a, , a;,”) liegt so daB8 wir @, und a;,"
dasselbe b, zuordnen kénnen. Hieraus erhalten wir

(8) Jeder natiirlichen Zahl p; kann man eine solche natiirliche
Zahl p, zuordnen, daf zwei beliebige Punktkerne in R(K) fir die
P, ein Abstandsbeschrinkungsbestimmer ist, bzw. zwei Pfeile von
ATBGSR(K) enthalten die dasselbe Knopfgefiige ps-ter Ordnung
haben.

Umgekehrt ist n—38 ein Abstandsbeschrankungsbestimmer fiir
je zwei Punktkerne von R(K) die mit zwei dasselbe Knopfgefiige
n-ter Ordnung besitzenden Pfeilen von AT BGSR(K) zusammen-
fallen, so da3

(4) Jeder natiirlichen Zahl p, kann man eine solche natiirliche
Zahl p, zuordnen daf zwei beliebige dasselbe Knopfgefiige py-ter
Ordnung besitzende Pfeile von ATBGSR(K) zu zwei Punktkernen
von R(K) gehiren fiir die p, ein Abstandsbeschrinkungsbestimmer
ist.

Wir fassen (1)—(4) zusammen:
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(5) Jeder katalogisierte Raum (mit einer Abstandsbeschrinkung)
ist (abtrennbar teilweise) spreizbar.

Sei A eine volle Abbildung eines katalogisierten Raumes
R = R")(K) mit einer Abstandsbeschrinkung 2 in einen eben-
solchen Raum R’ = R'?)(K’). Eine solche Abbildung A heiBt
stetig im Punktkern P von R wenn zu jedem % eine natiirliche
Zahl N = N(k; P) angegeben werden kann, derart dal wenn N
ein Abstandsbeschrinkungsbestimmer fiir P und einen beliebigen
Punktkern Q in R(K) ist, so ist k ein Abstandsbeschrinkungs-
bestimmer fiir 4(P) und A(Q).

Unschwer beweist man das Analogon von 8. (7) und dann
folgert man daB fiir jeden Punktkern P in R(K) jeder natiirlichen
Zahl p, eine solche natiirliche Zahl p, = p,(p,; P) entspricht,
daB wenn p, in Q(P, Q) liegt, so liegt p, in ' (A(P), 4(Q)).
Somit ist der fundamentale Stetigkeitssatz bewiesen.

(6) Jede volle Abbildung eines katalogisierten Raumes mit einer
Abstandsbeschrinkung ist stetig auf seinem Definitionsbereich.

5. Die Eindeutigkeit der Abstandsbeschriinkung
eines Raumes

Sei R = R¥(K) ein in bezug auf die Abstandsbeschrinkung
2 katalogisierter Raum, und sei X(P, Q) eine andere auf ganz R
definierte Abstandsbeschrinkung. Sei P,, P,, - - - eine £2-konver-
gente unendliche Folge von Punktkernen in R deren £2-Limes P
ist, d.h. zu jedem %k kann man eine natiirliche Zahl N(k) be-
stimmen, derart daB k in Q(P,, P) fir jedes r > N(k) liegt.
Sei B ein mit P zusammenfallender Pfeil in der R darstellen-
den abtrennbar teilweise bekleideten Gesamtspreizungsrichtung
ATBGSR®)(K). Sei B’ ein mit einem Punktkern P’ in R zu-
sammenfallender Pfeil von ATBGSR*)(K). Fiir jedes P’ und
jede natiirliche Zahl n gilt entweder

(I) n liegt in 2(P, P'), oder
(II) n-4-8 kann nicht in Z(P, P’) liegen.

Fiir jedes P’ kann man aus den wie giiltig erkannten von den
zwei Aussagen (I) und (II) genau eine wihlen. Wir definieren
eine volle Abbildung g, von ATBGSR in die natiirlichen Zahlen:

g.(B’') = n wenn (I) gewahlt wird,
g.(B’) = 1 wenn (II) gewshlt wird.
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Bei festem B hat die natiirliche Zahl g,(B) = n bei einem
Knopf (dessen Ordnung wir I = I(n) nennen) von B bekannt zu
werden. Hat B’ also einen Knopf I-ter Ordnung gemein mit B,
so ist g,(B’) = n (denn g,(B) = n), und somit liegt n in (P, P’).

Aus dem Beweise von 4.(8) geht hervor daB:

4.(8’). Jeder natiirlichen Zahl p; kann man eine solche natiirliche
Zahl p, zuordnen, daBB wenn p, in Q(P, P’) ist, der Punktkern P’
einen Pfeil B’ von ATBGSR™(K) enthilt der das Knopfgefiige
ps-ter Ordnung mit B gemein hat.

Hieraus ergibt sich daB sich eine natiirliche Zahl
k = k(n) = k(n)
bestimmen 148t, so daB wenn & in 2(P, P’) liegt, der Punktkern

P’ einen Pfeil B’ enthalt, der das Knopfgefiige I-ter Ordnung mit
B gemein hat. Somit haben wir bewiesen:

(1) Jedem m kann man eine solche natiirliche Zahl k = kx(n)
zuordnen, daf wenn k in Q(P, P') liegt so liegt n in X (P, P').

Es sei eine natiirliche Zahl n gegeben, und es sei kz(n) die ihr
nach (1) zugeordnete natiirliche Zahl. Wegen der 2-Konvergenz
von P, P,, - - gibt es eine solche natiirliche Zahl

N(k) = N(ks(n)) = M(n),
daB wenn m > M(n) ist, so ist ky(n) in 2(P,,, P), so daBl n in

Z(P,,, P) liegt, womit die X-Konvergenz von P, P,,---
erwiesen worden ist. Jetzt ist bewiesen:

(2) Set R = R“(K,) ein katalogisierter Raum mit einer
Abstandsbeschrinkung Q2 und sei X eine andere auf ganz R erkldrte
Abstandsbeschrinkung (in bezug auf die der Raum R mnicht
katalogisiert zu sein braucht), so ist jede Q-konvergente Folge auch
2-konvergent.

(2a) Ist insbesondere R auch katalogisiert in bezug auf X' d.h.
R = R™(K,) = R®(K;), so sind Q-Konvergenz und X-Kon-
vergenz dquivalente Begriffe.

AuBerdem sind alle vollen Funktionen des Raumes R sowohl
Q- als X-stetig, so daB Q-Stetigkeit und X-Stetigkeit dquivalent
sind. Somit heiBen 2 und X topologisch dquivalente Abstandsbe-
schrdnkungen.

Der Satz (2) hat fiir die Funktionalanalysis wichtige Folge-
rungen. So, z.B. im Hilbert-Raum 12 der aus allen Folgen
(@4, @y, * - *) komplexer Zahlen mit konvergentem |2, |2+ |z,|2+ - * -
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besteht, kann man zwei verschiedene Abstandsbeschriankungen
definieren:

(I) »ist in Q(f, 0) wenn ||f|]| < 27" ist; Q(f, g) = 2(f—g, 0);

(IT) m ist in X(f, 0) (wobei f = (2, @y, - -)) wenn

21|24 - - - @l < 27" ist; 2(f, g) = 2(f—g, 0)-

(I) entspricht der starken und (II) der schwachen Konvergenz.
Bekanntlich ist /2 katalogisiert in bezug auf Q ([16], S. 10—12;
54—55). Wire [? katalogisiert auch in bezug auf X, so wire jede
schwach konvergente Folge auch stark konvergent. Hieraus ergibt
sich

(8) Es ist kontradiktorisch dafB 1* schwach vollstindig ist. ([16],
S. 15—16; 59—60).

6. Indexbereiche

Zur Verallgemeinerung des Katalogisierbarkeitsbegriffes ver-
wenden wir allgemeinere Indexbereiche an Stelle von den zahl-
baren Teilspezies der Folge natiirlicher Zahlen.

In der Gesamtspreizungsrichtung GSR definieren wir folgender-
mafBen eine Halbordnung.

p = (ay, a3, - * *, a,) und p’ = (by, bas -+ 5 by)
seien zwei Knopfe n-ter Ordnung. Gilt
@y =by,a,=by, 8, =0>0,,,a <b, (r=mn)

so heiBt p < p’ (p liegt links von p’). Offenbar, wenn p < p’,
so liegt jeder Nachfolger von p links von jedem Nachfolger von p’.
Ein Pfeil B : p,, p,, * -+ heiBt links von B’ :py, py, - gelegen
(B < B’) wenn es ein n gibt so daB p, < p,. Wenn fiir jedes n,

n = Pu, SO sagen wir B < B’. Diese Halbordnung 148t sich
einfach auf abtrennbar teilweise bekleidete Gesamtspreizungen
ubertragen.

Sei D eine diskrete Spezies (d.h. eine Spezies von der je zwei
Elemente entweder als gleich oder als verschieden erkannt werden
kénnen). Sei A = ATBGSR eine ordnungstreu abtrennbar teil-
weise bekleidete Gesamtspreizungsrichtung in der jeder zu beklei-
dende Knopf der Gesamtspreizungsrichtung GSR mit Elementen
von D bekleidet wird und zwar so daB wenn zwei Knopfe p, p’
n-ter Ordnung (p < p’) mit gleichen endlichen Folgen von
Elementen von D bekleidet werden, so wird jedes p”’ n-ter
Ordnung, p < p” < p’, mit derselben Folge von Elementen von
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D bekleidet. Die Spezies aller bekleideten Pfeile von 4 nennen
wir einen Indexbereich I d.h. I = w(A4).

I sei ein Indexbereich, und %, § seien zwei Indizes (d.h. Elemente
von I). Mit 6(¢, §) = 6;(¢, j) bezeichnen wir die Spezies aller
natiirlichen Zahlen m so daB %, j gleich bekleidete Knopfgefiige
m-ter Ordnung besitzen. Offensichtlich ist J; eine Abstandsbe-
schrinkung auf I.'] ist in bezug auf &; separabel d.h. es gibt eine
zéhlbare Teilspezies I, von I (die sogar so gewdhlt werden kann,
daB zwei verschiedene Elemente von I, voneinander entfernt sind),
so daB jedes Element von I mit einem §-Limeselement von I,
zusammenfillt. Eine solche Spezies ist z.B. die Spezies I, aller
Pfeile 4, von A die durch Bekleidung von solchen Pfeilen B, von
GSR entstehen, in denen es einen Knopf gibt so daB die letzten
Knopfglieder aller Nachfolger dieses Knopfes alle gleich sind.

7. Verallgemeinerte katalogisierte R4ume

Ein Indexbereich I wird ein katalogisierter Indexbereich oder ein
verallgemeinerter Katalog K; (dessen Elemente wir mit ¢; bezeich-
nen, wobei ¢ in I ist) wenn auf ihm eine Abstandsbeschrinkung
2 erklart wird.

Es sei K; die Spezies aller ¢; mit ¢ in I, (wobei I, die im vorigen
Paragraphen aufgebaute, mit I verwandte Spezies ist). Jeder
Punktkern von K; ist in einem Punktkern von K; enthalten.
Umgekehrt fallt jedes Limeselement von K; mit einem Limes-
element von K; zusammen. Sei ¢; ein festes Element von K; und
sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Fiir jedes ¢; wird aus den als giiltig
erkannten von den zwei Aussagen (A) und (B) genau eine gewéhlt:

(A) n ist in Q(c;, ¢;),
(B) n+1 kann nicht in Q(c;, ¢;) liegen.
Wir definieren eine volle Abbildung g von I in die natiirlichen
Zahlen:
g(j) = n wenn (A) gewéhlt wird,
g(j) = 1 wenn (B) gewahlt wird.

Die natiirliche Zahl g(¢) hat bei einem Knopf in der Richtung 4
bekannt zu werden. Also kann man ein ¢, in I, finden so daB n
in Q(c;, ¢, ) liegt. Hieraus ergibt sich daB jedes Limeselement von
K; mit einem Limeselement von K; zusammenfillt und daB jeder
Punktkern von K; einen Punktkern von K; enthilt. Also kénnen
wir den zéhlbaren Katalog K; einen den Raum R @)(K;) erzeugen-
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den Katalog nennen und, wenn wir von Isomorphien absehen,
ROY(K;) = R9(K,) schreiben. Somit haben wir bewiesen

(1) Jeder katalogisierte Rawm mil einer Abstandsbeschrinkung
ist separabel d.h. er kann durch einen zdhlbaren Katalog erzeugt
werden.

Dieses Ergebnis ist implizite in [16], Kap. 4 enthalten. Eine
ausdriickliche Formulierung (falls I das Einheitskontinuum und
K; ein metrischer Katalog ist) verdanke ich Herrn Dr. C. G.
Gibson.

8. Beispiele

In der Funktionalanalysis entstehen wichtige Rdume in denen
die natiirlichen Normen unvereinbar mit der Linearitit sind. In
solchen Riumen kann man das Benachbartsein leicht durch
Abstandsbeschrankungen mit der Eigenschaft

Qz,y) = Lz—y, 0) = L(y—=, 0)

erkliren.

(A) Auf der Spezies K aller von 1 beschrinkten Folgen kom-
plexer Zahlen (d.h. in der Einheitskugel des Raumes I aller
beschrinkten Folgen komplexer Zahlen) erklart man folgender-
weise eine Abstandsbeschriankung 2. Sind f= (2y, 25, * - *);
g = (Y1, Ys, * * *) zwei beschrankte Folgen (lz,] = 1; |ly,| =1 fir
alle 7) so sagen wir, n sei in Q(f, g), wenn Sup; ., |2;—y,| < 27"
Diese Abstandsbeschrinkung laBt sich mittels der Linearitit
leicht auf den ganzen Raum erweitern. Die abzihlbar unendliche
Spezies aller von 1 beschriankten Folgen rationaler komplexer
Zahlen mit nur endlichvielen von Null verschiedenen Elementen
bildet einen die Spezies K erzeugenden Katalog.

(B) Im zweiten Raum H? von [16], Kap. 4, S. 41 —42; 83—84,
kénnen wir eine Abstandsbeschriankung £ erkliren durch die
Vorschrift: ist f—g <, 27", so sei n in Q(f, g). H! ist ein voll-
stindiger katalogisierter Raum in bezug auf diese Abstandsbe-
schriankung, obgleich er keine iiberall definierte Norm zulaBt.

(G) Der Raum aller Folgen komplexer Zahlen f = (2, @5, * - )
mit beschrinkten |,|?+|2y|?+ -+ - ist ein unmetrisierbarer
linearer Raum auf dessen Einheitskugel folgenderweise eine
Abstandsbeschrankung Q erklirt werden kann. Sind

f= @@, ) 8= Y1, Ya> ") (leilp =1 Z|yi‘? = 1)
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zwel Vektoren derart daB

> |le;—y,|? < 277", so sagen wir, n sei in Q(f, g).
i=1
Auch die Ergebnisse des vorliegenden Aufsatzes haben fiir die

Funktionalanalysis wichtige Folgen. Eine Folgerung aus 7.(1)
wird nun formuliert. Sei R ein linearer Raum auf dem eine
Abstandsbeschrinkung @ erklirt ist. Sei I ein Indexbereich und
sei gegeben eine Spezies F; von Vektoren f, (¢ in I) derart daB3
die Spezies endlicher rationaler Linearkombinationen von f;
dicht in R liegt in bezug auf Q. Es ergibt sich aus 7.(1) daB es
eine zdhlbare Teilspezies G von F; gibt die in bezug auf 2 dicht
in Fj liegt. Somit ist F; separabel in bezug auf 2. Somit ist auch
der Raum R selbst separabel in bezug auf 2, da die Spezies aller
endlichen rationalen Linearkombinationen von Vektoren in G
dicht in R liegt. Somit ist bewiesen worden:

(1) Ist die Spezies aller endlichen rationalen Linearkombina-
tionen von Vektoren f, (¢ in einem Indexbereich I) in einer Spezies
F; dicht im linearen Raum R in bezug auf die auf R erklirte
Abstandsbeschrdnkung £, so ist R in bezug auf Q separabel.

(D) Wir betrachten nun den Raum L% aller wesentlich be-
schrinkten fast iiberall auf dem Einheitskontinuum erklirten
meBbaren Funktionen. Bekanntlich ist dieser Raum in der
klassischen Mathematik inseparabel. Wir beweisen jedoch daB
in der intuitionistischen Mathematik, dieser Raum ein separabler
unmetrisierbarer linearer Raum ist auf dem eine Abstandsbe-
schrankung £ erklart ist.

Wir gebrauchen die Definition gegeben in [17], S. 29. Sei f
eine fast iiberall beschrinkte meBbare Funktion. Zu jedem k%
gibt es elementefremde meBbare Teilspezies DX, - - -, D¥ des
Definitionsbereiches von f auf der |f(z)| 2~*+1-beschrdnkt ist (d.h.
rationale obere und untere Schranken besitzt die voneinander
weniger als 27%+! entfernt sind ), und eine meBbare Spezies S; vom
MaBe > 1—27% so daB |f(z)] < 27* fiir alle # in S, die auBerhalb
von DY, - - -, Dk liegen. Sei M% (1 < p < m) eine rationale obere
Schranke von [f(z)| auf D% derart daB M7} —2~*+1 eine rationale
untere Schranke von [f(z)| auf D% ist, und sei Dj = das Komple-
ment der Vereinigung von D%, ... D¥: M% = 2-* Wir setzen
I¥ = das MaB der Vereinigung aller derartigen D! fiir die
M > ME4-27%+1, Fiir jedes p (0 < p < m) konnen wir aus den
wie giiltig erkannten von den zwei Aussagen I¥ > 2~*1und I} <2-*
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genau eine wihlen. Sei r die kleinste natiirliche Zahl fiir die I} < 2*
gewihlt wird, und sei M* = Sup (M%, - - -, M¥). Jede meBbare Teil-
spezies der Spezies aller z fiir die |f(z)| >M?" ist hat ein MaBl < 27*.
Ist nun fir ein n, M" < 27" so sagen wir, n sei in Q(f, 0), und
definieren weiter Q(f, g) = Q(f—g, 0). Besitzt die Funktion f ein
wesentliches Supremum M, so ist offenbar jedes M* < M, und
dann konvergiert die Folge MY, - - - gegen M. Umgekehrt, wenn
die Folge M1, M2, --- gegen einen Grenzwert M konvergiert,
so ist M das wesentliche Supremum von f.

Die Spezies aller endlichen rationalen Linearkombinationen
der characteristischen Funktionen der abgeschlossenen Teilinter-
valle des Einheitskontinuums bilden eine in L* in bezug auf Q
dichte Linearmannigfaltigkeit, denn zu jedem D% kénnen wir
eine in D} enthaltene endliche Vereinigung C% von elemente-
fremden Teilintervallen des Einheitskontinuums angeben, so daf
das MaB von (Di—C¥%) kleiner als 27*/r ist. Bezeichnen wir die
characteristische Funktion der Spezies C% mit ¢, so ist offenbar
E—1 in Q(f, D7 Muck). Also ist nach (1) des vorliegenden
Paragraphen der Raum L* separabel in bezug auf Q.

Wir beweisen zunichst daf3 es kontradiktorisch ist daB jede fast
iiberall beschrankte meBbare Funktion ein wesentliches Supremum
besitzt. Wir nehmen an daB jede fast iiberall beschriankte meBbare
Funktion ein wesentliches Supremum besitzt. Jedem a im Ein-
heitskontinuun ordnen wir eine fast iiberall beschrinkte meBbare
Funktion f, = die characteristische Funktion des Intervalls
[0, a] zu. Besitzt jedes f, ein wesentliches Supremum M,, so ist
M, =1 wenn a von Null entfernt ist, und M, = 0 wenn a = 0
ist. Fiir jedes a ist entweder M, < % oder M, > %. Ist M, > 1,
so kann a nicht gleich Null sein, so daB a 7% 0. Ist jedoch
M, < %, so kann a nicht von Null entfernt sein, also ist a = 0.
Hieraus ergibt sich das bekanntlich kontradiktorische Ergebnis,
daB jede reelle Zahl ¢ im Einheitskontinuum entweder = 0 oder
£ 0 ist.

(E) Wir formulieren nun eine allgemeine Definition eines
linearen Banach-Raumes auf dem eine Abstandsbeschrinkung
definiert wird.

Eine zahlbare Spezies I wird ein zédhlbarer normierter rational-
linearer Katalog G wenn

1. auf G eine fiir je zwei Elemente von G erklarte kommutative
und assoziative Addition 4+ erklirt wird;

2. fiir jede rationale komplexe Zahl a und jedes g in G das
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a-fache ag von g erkliart wird, das wieder ein Element von G ist,
so daB gilt: (i) (a+b)g = ag+bg, (ii) a(g+h) = ag+tah, (iii)
(ab)g = a(bg), (iv) 1 - g = g; und

3. jedem g in G eine rationale Zahl ||g|| = 0, die Norm von g
zugeordnet wird mit den folgenden Eigenschaften: (i) aus ||g|| = 0
folgt g = 0, (ii) ||ag|| = l|a| - ||g|| fir jedes rationale komplexe a,
(iii) |lg+2|| = |lgl|+1|k||- Auf dem normierten rational-linearen
Katalog G wird eine Normbeschrinkung erklart wenn auf ihm eine
Abstandsbeschrankung Q(f, g) = 2(f—g, 0) = N(f—g) erklirt
wird die mit der Norm in G vertréglich ist d.h. zu jedem k gibt es
ein m(k) das mit k£ nach Unendlich strebt, so daB aus |[f]] < 2-™®
folgt daB k in N(f) liegt. N(f) heit der Normbeschrinkungsbereich
von f. Die vollstindige Hiille B von G in bezug auf die Norm-
beschrankung N heiBt ein Brouwer-Banach-Raum.

Ahnlicherweise kann man Brouwer-Hilbert-Riaume definieren.
Im Aufbau der intuitionistischen Funktionalanalysis spielen der
Begriff einer Abstandsbeschrankung und verwandte Begriffe
eine duBerst wichtige Rolle.

9. Ein unkatalogisierbarer Raum

Wir geben nun ein einfaches Beispiel eines unkatalogisierbaren
Raumes.

Eine volle Funktion f des reellen Linearkontinuums heiB3t
streng monoton insbesondere monoton wachsend (bzw. monoton
abnehmend) wenn aus z <y, f(z) < f(y) (bzw. f(z) > f(y)) folgt.
Sie heiBt schwach monoton insbesondere monoton nichtabnehmend
(bzw. monoton nichtwachsend) wenn aus @ < y, f(z) < f(y) (bzw.

f(z) = {(y)) folgt.

(1) Eine streng monotone volle Funktion f des Intervalls [a, b]
besitzt eine eindeutige Umkehrfunktion in dem Intervall [f(a), f(b)]
(bzw. [f(b), f(a)]).

Sei f monoton wachsend, und sei y irgendeine reelle Zahl
zwischen f(a) und f(b) d.h. f(a) <y < f(b). Wir geben eine
konvergente Intervallschachtelung I’, I, I'”, - -+ an, die eine
reelle Zahl # bestimmt, so daB f(z) = y. Wir bestimmen in dem
Intervall I = [a, b] die zwei Teilintervalle

I, = [¢;, 44] = [a, a—|—%(b—a)],
I, = [c;, dy] = [a‘l"%(b_“)a bl;

in jedem Intervall I, = [¢;, d;] (¢ = 1, 2) die zwei Teilintervalle
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Iy = [enr dl = [ey, e+ 3(di—c,)],

I, = [Ci2s dip] = [c;+1(d;—c;), d,];
usw. Aus den wie giiltig erkannten von den zwei Aussagen
(A") f(d,) >y, und
(B') f(ee) < 9,

(von denen mindestens eine giiltig zu sein hat) wéhlen wir genau
eine. Wahlen wir (A’) so setzen wir I’ = I,, sonst I' = I,. Ist
I' = I, gewahlt worden, so wihlen wir aus den wie giiltig erkann-
ten von den zwei Aussagen

(A") f(di) = ys
(B”) fe) < ys

genau eine und setzen I' = I,; oder I,, je nachdem (A'’) oder
(B"") gewahlt wird. Die in dieser Weise bestimmte Folge von
Intervallen I',I"”,--- ist offenbar eine konvergente Intervall-
schachtelung die eine eindeutig bestimmte reelle Zahl 2 enthilt
fir die f(z) offenbar gleich y ist. Wegen der Monotonie ist ein
solches z eindeutig und also auch unabhingig von den Wahlen
I', 1", -« - Fiir ein beliebiges y in [a, b] kénnen wir ein 2 mit der
Eigenschaft f(z) = y, durch die Stetigkeit der vollen Funktion f
bestimmen. Somit ist unsere Behauptung vollstandig bewiesen.
Man ersieht leicht dafl eine @hnliche Behauptung nicht fiir alle
schwach monotonen Funktionen gelten kann.

Zwei positiv-wertige monoton nichtabnehmende volle Funk-
tionen f und g heillen von der gleichen Grofenordnung (des Unend-
lichwerdens) wenn es rationale Zahlen C; > 0, Cy > 0 und eine
reelle Zahl z, gibt, so daB f(z) < C,g(z) und g(z) < C,f(x) fir
& = xy. Die Spezies der mit einer vorgegebenen monoton nicht-
abnehmenden Funktion f gleiche GroBenordnung besitzenden
monoton nichtabnehmenden Funktionen heilt ein Grofenord-
nungskern und wird mit f bezeichnet. Die Spezies von GroéBSen-
ordnungskernen wird mit G* bezeichnet. Der GréBenordnungskern
der eine konstante Funktion enthilt heift Null und wird mit 0
bezeichnet. Strebt f(x)/g(x) gegen Null wenn « gegen Unendlich
strebt so schreiben wir f < §. Bleibt f(x)/g(x) beschrinkt wenn 2
gegen Unendlich strebt so schreiben wir f < §; und f < § bedeutet
daB f < g, jedoch f # . Es gilt

(2) Ist xy, xy, -+ - irgendeine Folge von Elementen von G* die
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alle > 0 sind, so gibt es stets ein x > 0 in G+ so daf x, > z > 0
fiir jedes n.

Da alle z, > 0 sind, enthalten sie monoton wachsende
Funktionen f;, f,, - - -. Schreiben wir g, = f;, g, = inf (f, f),
gs = inf (fy, fas f3)s = - (WObei gn=1nf (fy, fa, - - " fa) bedeutet
daB g,(a) = inf (f;(a), - - -, fo(@)) fir jedes a), so ist g, g, - - -
eine monoton nichtzunehmende Folge von monoton wachsenden
Funktionen. Wir bezeichnen die Umkehrfunktion von g, mit 4,.
hy, by, - - - ist eine monoton nichtabnehmende Folge von monoton
wachsenden Funktionen. Sei 2 eine volle monoton wachsende
Funktion derart daB hk(1) = 2h,(1), h(2) = 2%2hy(2),--- - - - R
h(n) = 2"h,(n), - - . Es ist offensichtlich % > %, fiir jedes n.
Die Umkehrfunktion ¢ von h ist monoton wachsend so daf3
x = g » 0 gilt und tiberdies gilt # = § < g, fiir jedes n, so daB
x < f, = x, fir jedes n.

Wegen der Eigenschaft (2) unterscheidet sich die Spezies G*
stark vom Linearkontinuum: Wir sagen, G* sei nicht-archimedisch.

Es sei G* katalogisierbar, d.h. es gebe einen zihlbaren Katalog
K und eine auf K erkliarte Abstandsbeschrankung £, so da8
Gt = RO (K). Es sei ferner die Abstandsbeschrinkung 2
vertrdglich mit der Ordnung von G* d.h. die folgenden fiinf
Bedingungen seien erfiillt:

1. Wenn z > y gilt, so sind # und y 2-entfernt.

2. Sind z und y Q-entfernt, so ist entweder # < y oder z > y.

8. Ist z < y < 2, und liegt »n in (2, 2), so liegt n in Q(y, 2).

4. Ist # < y und liegt n in Q(z, y), so gibt es ein 3, x < 2z < ¥,
so daB n--1 in Q(a, z) liegt.

5. Zu jedem z gibt es ein y so daB # < y und 1 in Q(z, y) liegt.

Es gibt also ein #; > 0 so daB 1 in 2(x,, 0) liegt. Weiter gibt
es ein @, so daB x; » @, > 0 und 2 in (x,, 0) liegt; usw. In dieser
Weise erhalten wir eine gegen 0 Q-konvergierende Folge von
Elementen @,, @, - - - von G* derart daB z; > @, > - - -, und jedes
z, > 0 ist. Wegen (2) gibt es ein 2 > 0 so daB jedes z, > 2 > 0.
Da n in 2(z,, 0) liegt, liegt jedes n in Q(a, 0). Dies ist jedoch mit
der Vertriglichkeitsbedingung 1. unvereinbar. Somit ist bewiesen
worden daB3

(8) Es gibt keine mit der Ordnung von G* vertrigliche Katalogi-
sterung von G™.

Man erhilt jedoch eine mit der Ordnung von G vertragliche
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Hausdorffsche Topologie von Gt wenn man Umgebungen eines
Elementes # von G* erklart als Spezies aller z derart daB
<z <a'”, wobei ' und 2" Elemente von G* sind, derart daB
' <z < a'". Wir sagen, G™ sei ein unkatalogisierbarer topologischer
Raum.

Ich mochte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. A. Heyting auf-
richtig danken fir kritisches Durchsehen und wertvolle Auf-
merkungen sowie fiir das Interesse das er fiir diese Arbeit gezeigt
hat und das fiir mich eine groBe Aufmunterung bedeutete.
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