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Umkehrsitze fiir Spline-Approximationen

von

J. Nitsche

Abstract: Using an appropriate measure for the approximation by spline-
functions inverse theorems including estimates for the moduli of continuity and the
approximation errors of higher derivatives of a given function are derived. The
application to the Ritz-method in case of a second order Sturm-Liouville-problem
is shown.

1

In der Approximationstheorie werden unter dem Begriff
Umkehrsétze diejenigen Aussagen zusammengefasst, die aus der
Approximierbarkeit einer Funktion durch Elemente einer Folge
endlich dimensionaler Teilrdume auf Stetigkeits- und weitere
Approximationseigenschaften der Funktion schliessen lassen.
Dieser Fragenkreis ist fiir die trigonometrischen und algebraischen
Polynome eingehend studiert.

In den letzten 20 Jahren haben neben diesen Systemen die
Spline-Funktionen eine zunehmende Beachtung gefunden. Zu
ihrer Definition wird von einem in dem zugrundegelegten Intervall
£ definierten und endlich dimensionalen Funktionenraum &
ausgegangen. Eine Spline-Funktion # = a(x) € B(x, &) zu einer
Unterteilung = von I ist eine solche Funktion, die in den Teil-
intervallen von = jeweils mit einer Funktion aus & tibereinstimmt.
Im allgemeinen treten noch gewisse Ubergangs- und Endbe-
dingungen wie die Stetigkeit von 2 mit Einschluss gewisser
Ableitungen hinzu. Fir & bieten sich primir Polynome eines
bestimmten Grades an, weitere Beispiele sind die trigonometri-
schen Polynome oder allgemeiner die Losungen einer homogenen
Differentialgleichung. In einer Vielzahl von Arbeiten wurden die
Fragen der Existenz von speziellen Spline-Interpolationen wie
der dabei auftretenden Fehler studiert, die Nummern [1]—[22]
der Literaturzusammenstellung geben einen Uberblick dafiir.

Umbkehrsitze fiir Spline-Approximationen stehen mit Aus-
nahme von [30], worin der Fall linearer Funktionen fiir & be-
handelt wird, im wesentlichen aus. Auf gewisse Ansatzpunkte in
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den Arbeiten von Ahlberg-Nilson [1], Ahlberg-Nilson-Walsh [2],
Malozemov [14] und Schoenberg [18] sei jedoch hingewiesen.
Neben der aus der Approximationstheorie bekannten Rolle
derartiger Satze zur Charakterisierung von Funktionenklassen im
Sinne der konstruktiven Funktionentheorie sei ihre Bedeutung
an einem Beispiel illustriert, welches den urspriinglichen Anlass
fiir die vorliegenden Untersuchungen gab. Beim Ritzschen Ver-
fahren zur angendherten Losung eines Sturm-Liouville-Problems
einer Differentialgleichung 2. Ordnung wird ein quadratisches
Funktional, gebildet mit der Funktion und ihrer 1. Ableitung,
minimiert. Mit Hilfe direkter Approximationssidtze lassen sich
Fehlerabschitzungen fiir die Anndherung der Funktion und
ihrer 1. Ableitung herleiten, vgl. dazu Birkhoff-de Boor-Schwartz-
Wendroff [8], Birkhoff-Schultz-Varga [9], Ciarlet-Schultz-Varga
[12], Schultz-Varga [19], Varga [22] sowie Nitsche [29]. Uber das
Verhalten der 2. Ableitung und somit auch tiber das Erfiilltsein
der Differentialgleichung ist zunichst nichts bekannt. Genau dazu
werden Aussagen bendtigt, die aus dem Verhalten der Approxima-
tion der Funktion Folgerungen auf dasihrer Ableitungen gestatten.

Das bei Spline-Funktionen zugrunde zu legende Approxima-
tionsmass ist nicht evident. Sicher ist die Beschrinkung auf die
Spline-Funktionen zu einer bestimmten Folge von Unterteilungen
nicht zweckmadssig. Im Hinblick auf die iibliche Formulierung
direkter Sétze iiber Spline-Interpolation bzw. -Approximation
bietet sich
(1.1) E(h, f, B) = sup inf [|f—a]],

7<h @ep(n)

als Mass an. E charakterisiert ja die Aussage, dass zu jeder Unter-
teilung zz mit einer A nicht iibersteigenden maximalen Gitterbreite
7 in P(w, &) eine solche Spline-Funktion x(x) existiert, die von f
in der L,-Norm um héchstens E, (k) abweicht. Wie sich zeigt,
spielt dann das Problem der zugelassenen oder unterdriickten
Unstetigkeiten in den Stiitzstellen eine untergeordnete Rolle,
insbesondere lassen sich die Spriinge im g¢-ten Mittel bei best-
approximierenden Funktionen # durch E, abschétzen. Zentraler
Punkt fiir die gesamte Entwicklung ist eine benétigte Eigenschaft
des Teilraumes &, die wir als Voraussetzung formulieren wollen:

VoRAUSSETZUNG. Fiir jedes 2 € & und jedes Teilintervall I' C I
der Breite 4 gilt

(1.2) Max

gel’

=< CA47* Max |a(s)|.

gel’

i a(s)
s
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(1.2) ist fiir trigonometrische Polynome die Bernsteinsche
Ungleichung bzw.im algebraischen Fall die von Markov.Siamtliche
hier abgeleiteten Satze gelten, wenn & — abgesehen von der
Differenzierbarkeit und gegebenenfalls der entsprechenden Be-
ziehung fiir die Ableitungen — diese Voraussetzung erfiillt.

Schliesslich sei noch hervorgehoben, dass auch im vorliegenden
Fall die typischen Methoden der Approximationstheorie volle
Anwendung finden. In dieser Hinsicht sei etwa auf die Darstel-
lungen bei Lorentz [28] und Timan [84] verwiesen.

2

Dem Folgenden legen wir das Intervall I = [0, 1] zugrunde und
bezeichnen mit

m= {80 =8, < 8 <0 <5 =1}

eine Unterteilung von I in die Teilintervalle I}, = [s;, $;4,) bzw.
I,y = [8¢_1, 1]. Das Maximum bzw. Minimum der Intervall-
breiten A4, = s;,;—s; wird durch % bzw. z angezeigt. Unter
Festhalten eines endlich dimensionalen Raumes £ von in [
definierten und hinreichend oft differenzierbaren Funktionen sei
B(z) = PB(n, &) der Raum der Funktionen, die in I, jeweils mit
einer Funktion aus & iibereinstimmen. P’, P’ usw. geben die
Réaume an, deren Elemente durch Differentiation von « € P in
den Intervallen I, gewonnen werden. Durch angehingte Indizes
wie ¢ usw. werden die Normen bzw. Stetigkeitsmoduli in L,
angegeben, ein zweiter Index wie I’ gibt den Hinweis auf das
Intervall:

fler = ([ toeas]

1/a
onlf Wer =sup ([ az)ieas)
t<h s, strtel”

Die Bezugnahme auf das Intervall unterbleibt bei I’ = I. ¢;, ¢y, **
oder c4(p, q) bedeuten numerische Konstanten, die Angabe von
p, q deutet die Abhingigkeit von diesen Parametern an. Die ¢,
sind aber stets unabhiingig von der approximierten Funktion,

den Spline-Funktionen sowie den Unterteilungen.

Fir das Weitere unterstellen wir die oben formulierte Voraus-
setzung und, soweit hohere Ableitungen auftreten, die ent-
sprechende Beziehung (1.2) fiir die Ableitungen ™ bei 2z € &.
Zunéchst ldsst sich aus (1.2) eine interessante Beziehung herleiten,
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die die L, -Norm eines # €& durch die L,-Norm bei ¢ <p
abschatzt:

LEMMA 0. Es sei @ € & Dann gilt fur jedes Intervall I' C I der
Breite Abeil =g <p < ©

(2.1) .0 = ex(p, A7)l g -

Der Beweis ist fiir algebraische Polynome bei Timan [84], S. 236
durchgefiihrt und lésst sich wortlich iibertragen. Es ist

o = {e(Lha)erre,

Nach dieser Vorbereitung wollen wir fiir Spline-Funktionen
zeigen

LemMmMa 1. Es sei 2eP(n, &) und 1 =g <p = . Dann
bestehen die Ungleichungen

(2.2) lzll, = ll2ll,,
(2.3) llzll, = elp, )m /e 17||al]s
(2.4) ll2'l], = ea(p)z™H |2l

Zunichst ist (2.2) wegen der Léange 1 von I nach der Hélderschen
Ungleichung klar. Weiterhin ist mit Lemma 0

lall3 = 3 llall3.s, < ot 3 457 allZ.s,
< o2/ jal |27 3 |fal|g.s,
=t~/ a2,

womit (2.3) gezeigt ist. Schliesslich ist

2|3 = 2 112'117.1, = 2 4ull2’l1% 1,
s 2 3 A47l% g,
= c?ei(o0, p) X A7\ |2]15.1, = {eer (o0, plm}ll[5-

Die Spline-Funktionen # €  kénnen je nach Wahl von  an
den Stiitzstellen s; Spriinge haben. Um die spateren Konvergenz-
beweise zu vereinfachen, werden wir z in folgender Weise glitten:
Mit

2(1+s) fir -1 <s<0
O(s)={ —3(1—s) fir 0<s=<1
0 sonst

und 1 > 2 werde gesetzt
(2.5) zy(s) = a(s)+ 3 [2]p P(Az Y (s—szi)).
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Hierbei gibt

(2.6) [z]x = lim {&(s;+e) —a(sp—e)}

den Sprung von z bei s, an. Mit der Abkiirzung

(2.7) ]l = { X | [@:l"3/”

lasst sich die Abweichung #—ax, bequem darstellen, denn es gilt
Lemma 2. Es sei 2xeP(n, &) und A > 2. Dann gilt bei

1=p=o

(2.8) llz—mp|l, = es(ps A)m*”||[2]l],

(2.9) llz’—a}ll, < calp, )t/ (2],

Der Beweis ergibt sich unmittelbar, da sich bei 4 > 2 die von den
verschiedenen Sprungstellen herrithrenden Korrekturen in (2.5)

nicht iiberlappen. Es ist
21—p 1/p (r-1)/
C3=1{——t , ¢,= (24)-V/2,
T

Ist # e P(w, &) nicht beliebig gewihlt sondern best-approxi-
mierend zu einer Funktion f e L, so lasst sich die Sprunggrosse
||[]]|, durch das Approximationsmass E, der Funktion ab-
schétzen:

LemMma 8. Es sei E_(t) = E (¢, f, 'B) das Approximationsmass
einer Funktion f € L, und x € P(n, &) gemdss

lle—7fll, = E,(7)
gewdhlt. Dann gilt fiir die Spriinge von x
(2.10) 2], = es(p)a/? E (7).

Bevor wir Lemma 3 beweisen, wollen wir noch eine Konsequenz
formulieren:

LeMMA 4. Die Bedeutung von E (t) und x sei wie in Lemma 8,
und x, gemdss (2.5) eine Gldttung von x. Dann gilt bei A > 2

(2.11) llo—zll, < co(p D E,(T),
(2.12) o' —a}ll, < ¢r(p, Dt E, ().

Zum Beweis von Lemma 8 betrachten wir neben = eine zweite
Unterteilung =;, die ausser den Punkten s = 0 und s =1 die
Mittelpunkte der Intervalle I, von = als Stiitzstellen hat.
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7y = m U 7, enthalte die Stiitzstellen von # und z;. Dann gilt

m =3, 7 =T,

Die Funktion , € B(r,, &) sei gemiss

lley =11, = E (%) = E,()

gewahlt. Da nun z—a, € B(n,, ) gilt, folgt wegen

Hw_mlup é 2Ep(ﬁ)
nach Lemma 1

(2.14) lla' il < 4yt E (7).

Wir betrachten jetzt eine Stiitzstelle ¢ = s;,. In einem offenen
Intervall der Breite 3z um ¢ ist , stetig, wihrend 2 hochstens
in o unstetig ist. Fir 0 < ¢ < 4z gilt daher mit y = z—a,:

oit
y(o-£t) = y(o0) + f ¥ (v)de

bzw.
o+t

(2.15) (@] = y(0+£)—y(o—t) — f ¥ (v)dr

o—t

Das Integral lasst sich gemiss

f ydr

abschitzen. Die Integration der p-ten Potenz von (2.15) fiihrt
daher auf

tae < o) ([

o—7n/4

<ty [yrar

o+ /4
P dt+a? f rat).

o-m/[4

Die Intervalle (s;—mx/4, s;+m/4) tiberlappen sich nicht, so dass
sich nach Summation

1zll[2]ll} = es(p)lle—a| |5 +a?ll2' —all7})

ergibt. Unter Beriicksichtigung von Lemma 1 bzw. (2.14) ist
damit Lemma 8 bewiesen.

3

Wir wollen uns jetzt mit Abschatzungen fiir die Stetigkeits-
moduli beschaftigen und beweisen
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Satz 1. Es sei fe L, und es gelte E (t, f, B) < E(t) mit einer
monotonen Funktion E(t). Dann ist

(51) 0l 1), = eolps ) (EW)+ [+ [ B0 .

Im Laufe des Beweises wird sich speziell ergeben

Zusatz 1.1. Im Falle von polinomialen Spline-Approzimationen
vom Grade c gilt bei r > 1

(3.2) @,(f, h)p = €10(p> 7)E(R).

Zum Beweis betrachten wir zu einem natiirlichen » die 2 Unter-
teilungen =; und m,, wobei z; die dquidistanten Stiitzstellen
8y = hk mit h = 1/N = 27" besitze, wihrend =, als innere
Stiitzstellen die N—1 Punkte s;, = h(k+3) firk =0,1,---,N—2
aufweise. Daneben fithren wir noch die Unterteilungen =;.,
(t=1,2)firy =1,2, -, n—1 ein, die aus &; durch sukzessives
Zusammenlegen je zweier benachbarter Intervalle hervorgehen.

Dann ist
(3.3) Ty =, = 27,
. gv—n—1 é Ty, < ﬁz-v < Qr—n+l,

x;., € B(w,.,, &) seien optimale Approximationen an f in L,.
Das Intervall I zerlegen wir in die 2 disjunkten Teile

N—2
It = { U[#k, hlk+3))} o [1—h, 1],

I =Nl6—Jz[h(Ic+ 1), h(k+1)).

Fiir ¢ < h/2r liegen die Argumente s, s+t, - - -, s+t von Ajf(s)
bei s € I* ganz in einem Teilintervall von #,. Daher ist fiir solche
tund 7 =1, 2

N4 5.1 = Al |y s+ || AL(f—@ )| o1
= t'|la{||,+2" E(,),
woraus unmittelbar
(8.4) o,(f, k[2r), < ey {E(ZR)+-R [ |20, 4112 11,1}

folgt.

Wir wollen zunichst den Zusatz erledigen. Sind namlich x;
Polynome vom I-ten Grad in den Teilintervallen, so ist 2{” = 0
bei r > I. (8.4) reduziert sich daher auf
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(8.5) o, (f, hj2r), < ¢33 E(3h).
Sei nun ¢ < 1 vorgegeben. Wir wihlen 7 so, dass die Beziehungen
t<h=2"<%

erfiillt sind. Dann folgt aus (8.5) wegen der Monotonie von w
und E

o,(f, t/6r), = 1 E(?)
und daher auch

(3'6) wr(f’ t)p é cll(GT)rE(t)a

womit (8.2) gezeigt ist.
Allgemein konnen wir die Normen in (8.4) in folgender Weise
abschitzen. Wir verwenden die Darstellung
n—1
®; = Z;pat ; (@iy1—2;.,)
und erhalten
n—1

21, < [l all,+ g 25—l

n—1
= c;z:rn—lllmi-n—lllp'i'c; ? E;I_-rv—lnwi-v—lh_wi-v”p

n—1

= wG2|fll,+ 3 2D - 2E(2r-w))
1

n—2

= 20 {2]ifll,+ ;2'”13(2'”)}-

Dabei haben wir E(t) < ||f||, und damit auch ||z,.,_,|| = 2||fl],
beriicksichtigt. Wegen der Monotonie von E ist bei r > 0
n—2 r

1
S 27 E(2) < -1 E(t)dt.

1 1—27"J o

Es gilt somit
11, = e 11+ f;t-'-lE(t)dt},
und daher nach (8.4) fiir alle & der Gestalt 2™
(41)  o,lfs hf2r), < ey [EGR+ @Y 111+ f;ht-'—lEmdt]}.

Der Ubergang von (8.7) zu (3.1) erfolgt wie der von (3.5) zu (3.2).
Aus Satz 1 konnen wir speziell folgern
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Zusartz 1.2. Gilt fiir eine Funktion fe L,
E (h, {, B) = 0(h%),
so erfiillt der r-te Stetigkeitsmodul

o(h") r<a
w,(f, k), = { O(k | In & r=a
0(h*) r> o

Im Falle r < o kénnte daraus mit Hilfe von Satzen der reellen
Analysis auf die Existenz der r-ten Ableitung und f™elL,
geschlossen werden. Da sich diese Aussage zusammen mit Ab-
schiatzungen der Approximierbarkeit durch die entsprechende
Ableitung der Spline-Funktionen im né#chsten Paragraphen
direkt ergibt, gehen wir hier nicht naher darauf ein.

4

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, inwieweit fiir ein fe L,
aus dem Verhalten von E (h, f, ) auf fe L, fiir Werte g #~ p
bzw. ' € L, usw. und auf die entsprechenden Approximations-
masse geschlossen werden kann. Zunéchst ist

E (R, },B) = E,(h, }, B) bei 1=¢g=p
offensichtlich. Interessant ist erst der Fall ¢ > p. Hier gilt

Satz 2. Es sei E (h) = E_(h, [, B) das Approximationsmass
einer Funktion f € L,. Existiert fiir ein o > 0

1
(4.1) lim | t=1E, (t)dt,

E-0JE

so gilt fir jedes q mit ¢ = p~t—o auch f € L, und es ist bei ¢ > 0

(1+&)h
(42)  Eyhf,B) < culps g €) f 1L E (1),

Ausser feL, ist zu zeigen, dass zu jeder Unterteilung n mit
T < h ein € P(xn, &) existiert, so dass ||f—=z||, die Schranke in
(4.2) nicht tbersteigt. Da die Unterteilung = keinen weiteren
Bedingungen als # < & unterliegt, miissen wir eine Hilfskonstruk-
tion beniitzen, die das Verhiltnis z/7 nach unten beschriankt.
Nach Wall eines « > 0, das spiater mit dem ¢ in (4.2) gekoppelt
wird, gehen wir von einer gegebenen Unterteilung = durch Ver-
groberung zu einer solchen Teilung =, iiber, die
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kh = 7y < 7y < (14-2x)h

erfiillt. Dazu legen wir gegebenenfalls jeweils benachbarte Inter-
valle so lange zusammen, bis die Breite xk nicht unterschritten
wird. Beginnend am linken Rand ist die maximale Breite (1 «)h,
allerdings kann das letzte Intervall iibrigbleiben, so dass die
obere Schranke (14-2x)h sich ergibt. Nach Konstruktion ist
B(7y) C P(x). Zum Nachweis von (4.2) wird es geniigen, nur
Funktionen aus B(x,) heranzuziehen.

Weiterhin betrachten wir die Folge {»,}, die aus =, durch
fortgesetzte Halbierung der Teilintervalle entsteht. Fiir sie gilt

analog
kh2™ <, <7, = (142«)h27".

z, € B(n,, L) seien best-approximierend:
Hf—*wva = Ep(ﬁv)'

Da 2, € L, fir jedes g gilt, braucht fiir f € L, nur die Konvergenz
in L, der Reihe

Z (wv—rl—mv)

nachgewiesen zu werden. Es gilt dann auch

lleg—1lle < § 1211, e

Die =, gehen durch Verfeinerung auseinander hervor, daher ist
Zy1—a, € B(n,1q, &). Lemma 1 liefert daher bei ¢ > p und
¢t =ptow

“mV-H—wqu = 01(% p)z;‘“llw,,ﬂ——w,,llp
=< c15(¢, p)*h 2 E ((14+-2k)h27),

und somit ist
% N2y —a,|l, = g 2 h_“2“”E,,((1—|—2:<)h2—").
0
In der iiblichen Weise liasst sich diese Summe durch
(1436)h
¢yq(at, K)f t*1E (t)dt
0

abschitzen. Bei « = ¢/3 ergibt sich so der Satz 2. Aus dem
Beweisgang ist ersichtlich

Zusatz 2.1. Die Voraussetzungen von Satz 2 seien erfillt.
x € P(n, &) sei best-approximierend in L, und es gelte fiir die
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Untertetlung & < «'z. Dann gilt bei ¢ = p~'—u:

(1+36)7
@3)  lf=all S culpog.30) [ LE @)

Im wesentlichen mit der gleichen Schlussweise konnen wir
weiterhin zeigen

Satz 8. Eaistiert mit E (h) = E ,(h, f, B) das Integral

1
(4.4) lim | t2E,(t)dt,

E-0JE

s0 besitzt f fast iiberall eine Ableitung f' € L, und es ist bet ¢ > 0
18R
@5) B[\ %) Sedpac) | rrE0d

Die Konstruktion der &, und die Bedeutung der z, seien wie beim
Beweis von Satz 2. Wir schalten jetzt aber die Glattungen (2.5)
zwischen, um Unstetigkeiten zu umgehen. Zunichst haben wir

nach Lemma, 4
Hf_m/\-vnp é (1+06(p’ l))Ep(ﬁv)'

Daher konvergiert {z,.,} in L, ebenfalls gegen f. Weiter ist
| Im),( v+l—m:1- vl l D é I ‘wx’:-H_ mxl;l ‘ p+ C’I{E;:l Ep(ﬁv+1)+£:1 Eﬂ(ﬁv)}
=< e E,(T)
< cyoh 127 E ,((14-2k)h27%).
Daher konvergiert die Folge {z;.,} in L,, d.h. f ist differenzierbar
und f' € L,. Die iibliche Umformung fiihrt auf

, (14+-3x)h
HFﬁdbé%L -2, (t)dt.

Das Ersetzen von )., durch z, bewirkt einen Fehler
. o—pl], < c7(kh)LE ,((1+2k)h)
(1+43k)h
< c7K—2(1+2K)(1+3K)J 12 E (t)dt,

(14+2€)h

womit Satz 3 bewiesen ist. Wieder gilt

Zusatz 8.1. Es sei x € B(w, &) best-approximierend in L,. Der
Fehler ||f'—a'||, tibersteigt die Schranke (4.5) nicht, wenn fiir die
Unterteilung T < 3x/e gilt.

In Erweiterung zu Satz 38 lasst sich zeigen
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Zusarz 8.2. Existiert
1
(4.6) lim | ¢ 1E (¢)dt
E-0J68

so ist f e L, und
(14+€)h
@7)  E,(h {7, BO) < ca(p, 7 ) f -1 E (t)dt.

Dariiber hinaus ist auch ||f"—a™||, durch die rechte Seite in (4.7)
beschrinkt, wenn x € B(w, &) best-approximierend in L, ist und
T < zfk, (14-8k)" = 14-¢ gilt.

Fiir » = 1 handelt es sich um Satz 8. Beir > 1 existiert jeden-
falls [¢2FE, d.h. es gilt f € L,. Sei nun ) e L, und

(1+36)" h
(4.8) E (b, {*, BP) = czaf 171 E ,(t)dt
)

fiir ein » mit 1 < » < r bewiesen. Wir wollen f*+1 € L, und eine
(4.8) entsprechende Beziehung fiir v+1 zeigen. Dazu setzen wir

glt) = f 2 E (v)d,

nach (4.6) ist g(0) = 0. Fiir f*+) ¢ L  miissen wir nach Satz 3
zeigen, dass

1 1 mi

f t2E (¢ [, Bt < c23f t“2dtj g’ (v)dv

& & 0
existiert (m = (14-8k)”). Durch partielle Integration ldsst sich
fiir das rechts stehende Integral die Schranke (1+4m)g(m) finden.
Weiter ist

(1+30)n (1+36)n mt
f 12 E (4, {9, POt < e f 124t J <d (v)dv
0 0 0
= ¢p58((1438k)"+1h).
Durch vollstindige Induktion ergibt sich so der Zusatz. Durch
Spezialisierung finden wir

Zusatz 38.8. Es sei E (h, [, B) = 0(h*). Dann besitzt f Ab-
leitungen bis zur Ordnung ry << «, und es gilt fiir die Approxima-
tionsmasse (v = r,)

E,,(h, f(v)> SBM) = 0(h*™).

Werden nur solche Unterteilungen herangezogen, die T < n/x
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erfiillen, so gilt mit den in L, best-approximierenden Funktionen
z € P(m, B)

" —2||, = (7).

5

Im Folgenden wollen wir eine Anwendung der vorangehenden
Satze besprechen. Wir betrachten das Randwertproblem

Ly = —(py') +qy = f(s) sel
(5.1) y(0) =y(1) =0
p=p>0,9g=0).
Beim Ritzschen Verfahren mit Spline-Funktionen als An-
satzfunktionen wird zu einer Unterteilung = die Néherung

z(7) € P(x, &) als Minimallosung in P(w, &) des Variations-
problems

J (pm'2+qm2)ds—2f fxds = Min !
1 4

bestimmt. Dann ergibt sich unmittelbar fiir den Fehler 2(x)—y
die Abschéitzung !

lly'—a'lls =< cay Inf |ly'—&'ll,
Eep(m, )

S e Ex(T, y', B).

Die Voraussetzungen i.) p™*1), ¢ beschrinkt und messbar in
I und ii) f™ e Ly(I) sichern y"*+2) e L,(I) fiir die Losung von
(5.1). Nach Birkhoff-Schultz-Varga [9] kann daher bei Verwenden
geeigneter polynomialer Spline-Funktionen

(5.2) lly' —a'|ly = cos®"[IfI1

gezeigt werden, wobei rechts die Sobolev-Norm in W3(I) zu
nehmen ist.
Hinsichtlich des Fehlers in schwécheren Normen konnte in [29]

(5.3) lly—ally = eae®+|If1]
(5.4) ly—allo = ear™2|Ifll

gefolgert werden. Wahrend sich (5.3) mit Hilfe eines allgemeinen
Satzes beim Ritzschen Verfahren aus (5.3) ergab (vgl. [28]),

1 Vgl. dazu z.B. MIHLIN [25], [26].
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wurde (5.4) mit Hilfe der fiir alle die Randbedingungen (5.1,)
erfiillenden Funktionen giiltigen Beziehung

2]l = 2{/l2la112"I12}

gewonnen. Der Satz 2 liefert mit p =2 und ¢ = oo dieses
Resultat allein aus (5.8) bei der Annahme 7T < 7/« mit festem
k> 0.

Von besonderer Bedeutung ist die Frage, ob La(x) bei T — 0
gegen f konvergiert. Fiir die Konvergenz in L, zu jedem f € L, ist
dafiir die sogenannte Polskii-Bedingung (vgl. Polskii [82], [88])
notwendig und hinreichend. Im vorliegenden Fall ware

(5.5) lim ne APrEell
70 sepm  ||L2ll

nachzuweisen, wobei P, die Orthogonalprojektion in L, auf
PB(w, &) angibt. Unseres Wissens ist die Giiltigkeit von (5.5)
bislang in der Literatur nur fiir eine Klasse von Ansatzfunktionen
nachgewiesen worden, wenn namlich die approximierenden
Teilrdume von den Eigenelementen eines zu L dhnlichen Operators
erzeugt werden, vgl. dazu Mihlin [24], v. Plehwe [81]. Zwar
konnten wir fir die quadratischen und stetig differenzierbaren
Spline-Funktionen den Beweis fithren. Da dieses Ergebnis aber
sehr speziell ist, unterblieb bislang die Publikation.

Der vorliegende Satz 8 umgeht nun diese Schwierigkeiten, denn
wir erhalten unmittelbar

Sarz 4. Die Losung y des Randwertproblems (5.1) lasse sich
gemdss (5.2) approximieren. Dann gilt y"tD e L,. Werden nur
Unterteilungen mit © < nfx (x > 0) verwendet, so gilt weiterhin
mit den Ritz-Ndherungen x(z) fur v < n+1

lly®—a®||, < e, @+||f||*
lly® —2®||o = e, 7" +|f|].
Der Satz beinhaltet insbesondere, dass bei » =1, d.h. f e L,

und geeigneten Spline-Funktionen, Lz(x) —f in L, bzw. L, gilt
und zwar mit der Ordnung n bzw. n—1.
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