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Perfect systems
by
K. Mahler (Canberra)

During the years of 1934-5, while working as a refugee from
Germany at the University of Groningen (Netherlands), I wrote
a longish paper on the formal approximation theory of analytic
functions by rational functions. Both then and in later years, I
have repeatedly and in different places lectured on the results
of this paper, but for one reason or the other the paper so far has
not been published.

In recent years, H. Jager (1964) and J. Coates (1966), to whom
I had given access to my paper, extended my results in different
directions and obtained interesting results of their own. Neither
of them dealt in detail with the later sections of my paper which
are concerned with the transfer matrices P and . Since these
matrices seem to me to be of importance, both for theoretical
reasons and for possible use in numerical work, I have now decided
to publish the paper, but to leave it in its original German form
without any essential changes.

My work goes back to three basic papers by Hermite (1873a,
1873b, and 1893) which deal with the best possible formal rational
approximations of exponential functions. The problem I consider
deals with general analytic functions, and in a slightly specialised
form can be stated as follows.

Let m = 2, and let f,(z), . . ., f.(z) be m analytic functions that
are regular in a neighbourhood of the point z = 0 and do not all
vanish at this point. Let p,, ..., p,, be any m non-negative in-
tegers of the sum o = p,+ ... +p,. Then there exist, firstly,
m polynomials

(1) a(3) = @2 | prs - pm) (B=1,2,...,m)

at most of the degrees p,—1, ..., p,,—1, respectively, which do
not all vanish identically and have the property that

2) 7(3) = 7(Z | p1» - -+ Pm) =§1ak(z>fk(z)
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96 K. Mahler [2]

vanishes at z = 0 at least to the order ¢—1. Secondly, there also
exist m polynomials

(3) 0,(2) = ax(2 | p1> « - o5 Pm) (k=1,2,...,m)

at most of the degrees o—p,, ..., 0—p,,, respectively, which
likewise do not all vanish identically and for which all the func-
tions

(4) () = TR | p1s - - o Pm) = @1(3)fi() —0ax(2)f1(2)
k,1=1,2,...,m)

have zeros at least of order 6}+1 at z = 0.

We now say that the m functions f,(z), . . ., f,.(z) form a perfect
system if, for every choice of the parameters p,, ..., p,,, €ach of
the polynomials a(z) can only have the exact degree p,—1. As
is proved in this paper, this implies analogous properties for the
polynomials a,(2), and many other non-obvious properties of the
functions (1), (2), (8), and (4).

The simplest example of a perfect system is given by the m
functions

e, . . ., e“n*, where w, # w, for k # 1.

This is the system of functions studied by Hermite, and it was
essentially their property of perfectness which allowed his classical
proof of the transcendency of e. In a paper of many years later
(Mahler 1982) I applied the perfectness of this system to the study
of the rational and algebraic approximations of algebraic powers
of e.

Another example of a perfect system is given by

(14=)es, ..., (1-+=)“", where w,—w, # integer for k1

(Mahler 1931). Further examples have recently been obtained
by Jager and Coates in the papers quoted above.

In the case of perfect systems, each of the two sets of poly-
nomials a,(z) and a,(z) is determined uniquely up to a common
constant factor which is at our disposal. Of particular interest is
now the question how these polynomials depend on the para-
meters p,, ..., p,. One possible way of studying this question
is as follows.

Denote by (pu)niz1,s,..., » a0 mXm matrix of non-negative
integers p,;. With this matrix of integers one can then form the
two matrices of polynomials
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(ak(zlphv DAY th))h,k=l, s,...,m and (ak(ZIP)u’ ) th))h,k=1,2,...,m

which are obtained by allowing the parameters py, . . ., p,, to run
successively over the m rows of (p,,). In this paper, one chooses

Pre =\ po-1 if h =k,

for the polynomials (1), and
[~ if hAE,
Pre =\ p—1 if h =k,
for the polynomials (8), respectively. The resulting polynomial
matrices, denoted by
A@ | pys - - pm) and Az | py, - - oy pr)s

can be normed so as to have determinants equal to 2" and z(™~1?,
respectively, and then further

(5) A@ | pys e pm)W (2] p1s - - o pm) = 2°E,

where E is the unit matrix, and the dash denotes the transposed
matrix.
Let now py, . . ., p,, be a second system of parameters satisfying

m m ,
o=3p S0 =3 p.
k=1 k=1

It can then be proved that all the elements of the two matrix
quotients

P(z

P’9"'9P, ’ ’ _
: ﬁ=AmewmmmhwwMV

P> - + s Pm
and
P1, MR Pm ’ ’ —
B (|70 UG bl U s )
P15« v o P

are again polynomials.
Of particular interest is the case when p; = p,--1 for all k,
for now it is found that

1,..0pm
P(z p1+ Pmt1

P1se- Pm
where P(py, ..., p,) is a certain constant matrix depending on
the parameters p,, ..., p,,, which has the determinant z™. Thus,

) = ZE—I—P(p]_, ..o Pm)’
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on putting p; = ... = p,, = p say, this suggests the following
construction.
Denote by P,, P,, P;,... an infinite sequence of constant

m X m matrices such that, for every suffix p, the determinant of
RE+P,is equal to 2™, and put

(6) A(x|p)=(E+P,)GE+P,1)... RGE+P;) (p=1,2,3,...).

The matrix A(2 | p) is non-singular. One can now put the question
whether there exists a perfect system f,(z), . . ., /() such that

Az |p,..np)=4(z]p) (p=123,...)?

If this conjecture should prove to be correct, the sequence (6)
would lead to the construction of perfect systems by means of a
simple algorithm.

My paper raises other questions, in particular that of gener-
alising the notion of perfect system. I shall mention only one of
the possible generalisations which seems to be of particular
interest.

Let f,(z), ..., fn(z) be again functions that are regular in a
neighbourhood of z = 0. These functions need not now form a
perfect system, but they are assumed to have the following
weaker property.

There exists a positive constant integer ¢ such that, for every set
of m non-negative integers py, . . ., p,, and for every set of m poly-
nomials a,(2), . . ., a,,(2) that do not all vanish identically and have
at most the degrees p,—1, . . ., p,,—1, respectively, the function

r(z) =§ (@) ()

vanishes at the point 3 = 0 at most to the order p,+ ... +p,+ec.

If this condition is satisfied, f,(z), ..., f,.(2) will be said to
form a near-perfect system. Such near-perfect systems seem to be
of importance in analysis, as the following example shows.

It is implicit in work by A. G. Shidlovski (1959 and 1962) that,
if f1(2)y .. . fu(z) are regular in a meighbourhood of z = 0, are
linearly independent over the field of rational functions, and if,
further, they satisfy a system of homogeneous linear differential
equations

fi(@) =§ @) (h=1,2,...,m),

where the coefficients q,,(3) are rational functions, then f,(2), . . ., ()
form a near-perfect system.
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The proofs of this paper make it evident that there holds for
near-perfect systems a theory which is very similar to that for
perfect systems. The main difference in the definition of the
polynomial matrices A(2|pys ..« Pm) and (R | pys « « o Pm) 1S
now expressed in a different choice of the parameter matrices
(prz)- One would take for the 4-matrix

Pr for h #£k,

P = {pk-|—C for h =k,

and for the A-matrix,

[P for h £k,
P = :pk-——C for h = k.

Here C denotes a sufficiently large positive integer which does
not depend on the parameters p,, ..., p,,. With this choice of
(prz), the new polynomial matrices A(2]|py, ... pn) and
A(z | p1s - « +» Pm) Temain non-singular; but their determinants
become now powers of z multiplied by polynomials of bounded
degrees. Similarly, the elements of the matrices P and f are
now rational functions with denominators of bounded degrees.

Vollkommene Systeme
I

1.) Sei G ein Gebiet in der z-Ebene und
s Bgs Bgy o o o

eine unendliche Folge von gleichen oder verschiedenen Punkten
in diesem Gebiet, ferner zur Abkiirzung

A
P(3) =1, () =TI (x—=z,) (A=1,2,8,...).
p=1

Eine in G reguldre Funktion f(z) heisse von der Ordnung 1, wenn
wohl die Funktion

1(2)
ya(z)
noch in G reguldr ist, nicht aber mehr die Funktion
1(z)
Yaa(3)
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Dafiir werde in Zeichen

1) = 2

geschrieben.
Entsprechend werde der genaue Grad eines Polynoms a(z) mit

a(?)
bezeichnet und, wenn dieses Polynom identisch verschwindet,

gleich —1 gesetzt.

2.) Seien im Folgenden 1)

11(2)s f2(2)5 -« os f(%) (m = 2)
endlich viele Funktionen, die in G regulér sind und die in keinem
der unendlich vielen Punkte

By Bgs Bgs ¢ o o
alle gleichzeitig verschwinden. Ferner seien

P1s P25+« +> Pm

m beliebige nicht-negative ganze Zahlen, etwa mit der Summe

m
0=2 p.
k=1
Wir bezeichnen mit
(2 | pys P2s « o5 Pm) (k=1,2,...,m)

irgend ein System von m Polynomen, die nicht alle identisch
verschwinden und zusammen mit der Funktion

m
7(2 | P1s P2s -+ + s Prm) =kElak(z | P15 Pas + « o Pm)fx(3)

den Ungleichungen

(2] p1s pos -« o pm)| =Pe—1 (B=1,2,...,m),
I r(zlpla P2a . ey Pm)| g 0'_1

geniigen. Es gibt immer solche Systeme. Denn die Polynome be-
sitzen zusammen o Koeffizienten, und diese sollen offenbar o—1
homogenen linearen Gleichungen geniigen; ein solches Gleichungs-
system ist aber immer losbar, ohne dass alle Unbekannte ver-
schwinden. )

1 Der Fall m = 1 ist uninteressant.
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Weiter bezeichnen wir mit
0(2 | Py, P2s + « o3 Pm) (k=1,2,...,m)

irgend ein System von m Polynomen, die nicht alle identisch ver-
schwinden und zusammen mit den Funktionen

a2 | P15 P2s + + s Pm) =

=;(2] p1; P25 + + o Pm)fe(®) — (2] p1s P25 « « o5 pm)fil?)
k,1=1,2,...,m)
den Bedingungen

[0:(2 [ p1s P2 - s )| S 0—pp (K =1,2,...,m)
| a2 1p1s p2s - - s pu)| Z 041 (kI=1,2,...,m)

geniigen. Auch solche Systeme gibt es immer. Denn offenbar be-
sitzen die Polynome zusammen (m—1)(c+1)+1 Koeffizienten.
Andrerseits bestehen die Identitdten
U2 | P1s Pos o o Pm) =0  (E=1,2,...,m),
T2 ] P15 Pas  + o5 Pn) H T2 | P1s P2s « « s pw) =0
k,1=1,2,...,m),
1iR)0a(Z | p1s p2s -« s Pm) HFu(2)005(2 | P1s Pas -+ o5 Pm) +

+ Fi(R) (2 | p1s P25« - s Pm) = O
(f,k,l=1,2,...,m).

Bestehe jetzt die Zerlegung

Yor1(z) =TT (z—2®)on,
Ks=1

und zwar seien

’ 7’

2,2, ..., 3"
die simtlichen verschiedenen unter den Zahlen

215 Zgs o o 0 Bpay
und

815825+« s &5

die Anzahlen ihres Auftretens. Dann muss z.B. bei 2 = z® jede
der Funktionen

La(2 | P1s P2s « « o5 Pm) (k,1=1,2,..., m)

mindestens von der Ordnung g, verschwinden. Nach Voraus-
setzung ist aber mindestens eine der Funktionen

11(2)s 12(2)s -+ s fu(2)
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an dieser Stelle von Null verschieden, etwa die Funktion
fi(z).
Also ergibt sich aus den letzten Identitidten, dass alle Funktionen
L2 | P1s P25+ + o5 Pm) (ks1=1,2,..., m)

bei z = 2* von selbst mindestens von der Ordnung g, ver-
schwinden, wenn man dies auch nur von den Funktionen

tik(z | P15 P2s + s Pm) (B=1,2,...,m, k#7)

verlangt. Dazu miissen aber die Koeffizienten der Polynome
ax(2 | P15 P2s + « 5 Pm) (k=1,2,...,m)

offenbar héchstens (m—1)g, unabhingigen homogenen linearen
Gleichungen geniigen. Beriicksichtigt man die simtlichen Nullstel-
len von y,.;(2), so kommt man demnach auf héchstens (m—1)x
X (g1+8&+ ... +8,) = (m—1)(c+1) unabhingige homogene li-
neare Gleichungen fiir die (m—1)(c+1)-+1 Koeffizienten dieser
Polynome; ein solches Gleichungssystem ist aber immer lsbar,
ohne dass alle Unbekannte verschwinden.

8.) Im Folgenden werden hiufig Summen der Gestalt

o[z

auftreten. Dabei durchlaufe a,(2) und a,(z) je ein System von m
solehen Polynomen, dass zusammen mit den Funktionen

TiTg oo T

") = 3 a@n)

... 17,8 k=1

@) = 3 ay(@)he),
ta(2) = a,(R)fi(2) —a(2)fi(z) (K, 1=1,2,...,m)
die Ungleichungen

Iak(z)| <r.—1 (k=1,2,...,m),

r(z)] =s—1,
bzw. die Ungleichungen

[a0,(z)] < 8—1, k=1,2,...,m),
1 (2)] = 341 (k,1=1,2,...,m)

bestehen. Also gelten fiir j = 1, 2, . . ., m die Identititen
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179 ... T,,,S) — T(Z)aj(z) + kglak(z)tjk(z).

%,...7,8

fae (=

Offenbar ist erstens

e(z
Ferner sind in den letzten Identititen die rechten Seiten minde-

stens von der Ordnung

min(s—1, 3+1);

< max ((r,—1)+(8—1)).

k=1,2,..., m

4Ty v o rms)
L% ...1,8

von mindestens dieser Ordnung miissen demnach auch die linken
Seiten

T17s « « « rms)
t... 1,8

fiee (=
sein. Nach Voraussetzung verschwinden aber die Funktionen

11(2)s f2(2)s « - s fm(2)
in keinem der Punkte
21, %95 2gs -

alle gleichzeitig. Folglich gilt zweitens auch

o[z

Damit ist Grad und Ordnung dieses Polynoms e(z) abgeschétzt.

TiTg e oo TpyS

= min (s—1, 341).
tlrz...rmé)‘ < main (s +1)

I1.

4.) Im Folgenden sollen nur noch vollkommene Funktions-
systeme

1(2) k=1,2,...,m)

betrachtet werden. Diese sind durch folgende zwei Eigenschaften
definiert:
a: In keinem der Punkte

215 B9y Bgy e e o
verschwinden alle Funktionen

h(2)s f2(2)s - o5 f(2)
gleichzeitig.
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b: Fiir jedes System der m Parameter
P1s P25 - - = Pm
soll es unter den Polynomsystemen

(3| p1s P25 « - o Prm) (k=1,2,...,m)

mindestens eins geben, das den Bedingungen

Iak(z | P1s P2s o Pm)' =p—1 (k=12,...,m)
geniigt.

5.) Aus den Polynomsystemen

(2 | P15 Pas  + v Pm) (k=1,2,...,m)

mit dieser Eigenschaft b werde fiir die Zukunft zu jedem System
natiirlicher Zahlen

P1s> P25+« s Pm

ein fiir allemal ein festes, im Uebrigen beliebiges System heraus-
gegriffen und mit

Ay(z ] p1s P2s + « > Pm) (k=1,2,...,m)

bezeichnet; ferner sei

R(z | P15 P2s - + *s Pm) ZkZIAk(Z | P> P25 + = o Pu)f2(R)-

Dann gelten also die Relationen

I

IAIc(z [ P1s P2s - o P

N =p—1 (k=1,2,...,m),
| R(z ] p1s pas - - - pm)l g—1

v

Weiter moge der Koeffizient der (p,—1)-ten Potenz von 2z des
Polynoms

I(Ik.(z l P1s P2s =« o Pm)
fir k=1,2,..., m mit
Ay(p1s P2s - - Pm)

bezeichnet werden; wegen b verschwindet er nicht.
Es ist zweckmadssig, neben dem Parametersystem

P1s P2> s Pm

gleichzeitig die Parametersysteme
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P1+0n1s patbnes v s Pt Oam (B=1,2,...,m)
zu betrachten; dabei sei wie iiblich

1 fir b =Ek,

P I—
hie {o fiir b £ k.

Zum Zweck einer Normierung setzen wir

A (2| p1+0415 p2t+0s2s « - o5 PmtOnm)
Ay (p1+0415 P2at0hss -+ o5 Pt Onm)
(hyk=1,2,...,m),
Ry(2| pyp pr)= R(2]p1+0n15 patOnas « - +s Pt Onm)
" e o Au(p1+0n15 Pat025 -« « o5 PtOnm)
(h=1927-°-9m)’
_ Aw(prt0n15 pat0uzs - - o PmtOnm)
An(pr+0n15 pat0nzs « « o Pt Onm)
(h,k=1,2,...,m),

Ahk(zipl P2s « - Pm)=

Ahk(Pl P2« - Pm)

so dass also

Ry(2]p1s P2s+-vsPm) =k_21 Ape(3[P1s P25+ s Pm)fi(2) (R=1,2,...,m),

Ap(p1s P2s + + o5 Pm) =1 (h=1,2,...,m)

ist. Unter A (2|py» pas - - - Pm) Verstehen wir die Matrix

A(=|p1s pas -+« +s Pm) =

A11(Z]p1s P25« - o5 Pm)s A12(R1 P15 P2s o+ o3 Pm)s + o o3 A1m(Z] P15 P2y + s Pm)
A (=p1s P2s e Pm)s A2a(2|p1s Pas o Pm)s - s Aom(3]p1s P2y« Pm)

Am1(]p1sPas-- s Pm)s Ame(2]P1s P2s e o os Pm)s -+ s Amm(Z] P15 Pz" -

und unter D(2|py, Py, - - «» pm) deren Determinante

D(2]p1s p2s + - s Pm) = [A(2|p1s P2s - - 5 Pm)l-

6.) Diese Determinante lisst sich unschwer bestimmen. Ihr allge-
meines Element

A(2]p1s P2s - + o5 Prm)

ist nach Potenzen von z entwickelt gleich

Ane(3lp1s P25+ + o5 Pm) =
= Auu(p1s Pas - - o> Pm)3PEH1 plus niedrigeren Potenzen von ;

es sind demnach die Diagonalelemente jeweils von héherem Grad
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als die anderen Elemente derselben Spalte; ferner ist nach 5.) ihr
hochster Koeffizient gleich Eins. Somit besteht eine Entwicklung

D(2| pys P2y + + +» Pm) = 27 plus niedrigeren Potenzen von z.

Diese niedrigeren Potenzen lassen sich auch bestimmen, indem
man die Ordnung der Determinante abschitzt. Bedeute

A3(2)
die Unterdeterminante des Elementes
Ahk(z | P1s Pas - « = Pm)

in der Determinante D(2 | py, pas - - - Pm); €S ist also

m

h_zl (=1 4,35(2|p1s P2s - + o5 Pm)Ana(2) = 6, D(3|py1, Pas « « o3 Prm)
k,1=1,2,...,m).

Folglich lassen sich die Gleichungen

Ry(z| p1s Pas « + o Pu) = kglAhk(z [ P15 P2s + « o5 Pu)fu(R)
(h=1,2,...,m)
nach den Funktionen

1(2); fa(2)s + - o5 fon(2)

auflosen, und man erhilt

D(z] p1s p2s + « +» Pu)fi(3) = gl(_l)hHAhl(z)Rh(z | P1> P2s + = +s Pm)
(I=1,2,...,m).

Hier besitzen alle Summanden der rechten Seite mindestens die
Ordnung o; von mindestens dieser Ordnung miissen also auch
die linken Seiten

D(z | p1s p2s - + - Pu)fa(2) l=12...,m)
sein. Nach Voraussetzung a verschwinden aber die Funktionen

fl(z)’ f2(2)9 AR ] fm(z)

in keinem der Punkte
25 Zg5 235 -

alle gleichzeitig. Demnach muss die Determinante D(z|p; pa « « « pr)
selbst mindestens von der Ordnung ¢ und somit teilbar durch das
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Polynom yp,(z) vom Grad ¢ sein. Da ihr Grad auch nicht grosser
und ihr hochster Koeffizient nach oben gleich Eins ist, so folgt
also schliesslich die Gleichung

D(= | p1s pas « « +» Pm) = ¥o(2).

Die Determinante verschwindet somit nicht identisch und besitzt
Nullstellen allein in der vorgegebenen Folge

%y Bgs Bgs « o«
7.) Fiir vollkommene Funktionssysteme kann jetzt der fol-

gende Satz bewiesen werden:
Erster Eindeutigkeitssatz: Set

(2 | P15 P25 - - =5 Pm) (k=1,2,...,m)

etn System von m Polynomen, die nicht alle identisch verschwinden
und die zusammen mit den Funktionen

(2 | P1s Pas « « o5 Pm) =

= 0;(2 | P15 Pas - + o Pu)fi(3) k(% | P15 P25 « + o5 P )fi(R)
(k,1=1,2,...,m)

den Ungleichungen

Iak(zIPth""’Pm)' So—p (k=12,...,m),
| ta(21p1s pas - - pm)| =>o+1 (k,1=1,2,...,m)
geniigen. Dann gelten folgende drei Behauptungen:

a: Jedes Polynomsystem mit deselben Eigenschaften wie das Sy-
stem

0(2 | p1s P2s « « o Pm) (k=1,2,...,m)

geht aus diesem durch gliedweise Multiplikation mit derselben nicht-
verschwindenden Konstanten hervor.
b: Es bestchen die similichen Gleichungen

|?k(3|P1’ P25« Pm)l =o—p (k=12,...,m)
¢: Mindestens eine der Funktionen
(2| P1s Pas « « o Pm) ky1=1,2,...,m)

ist genau von der Ordnung 1.

8.) Der Beweis erfordert mehrere Schritte. Zunéchst werde
gezeigt, dass Behauptung a aus Behauptung b folgt.
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Gibt es namlich neben dem System
0(2 | p1s P25+« s Pm) (k=1,2,...,m)
noch ein zweites
(=] p1spaseenpm) (B=12...,m),

das denselben Voraussetzungen geniigt, so kann man zwei Kon-
stante « und o* bestimmen, die nicht beide verschwinden, so dass
das Polynom

30,(3 | prs Pas « « o p) ¥ (2 | 1 pas - - s P)
nur noch héchstens vom Grad o—p;—1 ist. Das System der

neuen Polynome

a;:”l‘(z | P1s Pas « - o Pm) =
= “ak(z | P1s P2+ » o Pm)+°‘*alt(z | p1s P2s - - sPm)
(k=1,2,...,m)

und der daraus abgeleiteten Funktionen
I:l?l*(z [ P15 P2y« o s P) =

= a;k*(z [ P1s Pas -« Pm)](lc(z)”‘al’:i“k(z | P1s P2s « « o Pm)fl(z)
k,1=1,2,...,m)

geniigt dann den Ungleichungen

‘a;:*(z | p1s P2s +« o Pm)l =0—pp—0n (k=1,2,...,m),
la;:,*(z | p1s Pas + « s Pum)| = 01 (ky1=1,2,...,m).

Das ist nach Behauptung b nur dann maoglich, wenn alle Funk-
tionen des neuen Systems identisch verschwinden, und das sollte
gezeigt werden.

9.) Weiter kann man Behauptung b leicht aus den Ergebnissen
in 8.) ableiten. Wenn nicht alle Gleichungen

62z [ 1 p2s - o pu)| = 0—px (B =1,2,...,m)

erfiillt sind, so ist etwa

lal(z [ P1s P25+ v Pm)l =o—p,—1.

Als dann ist die A-te der Summen

@h(z) =k§1Ahk(z|P1+5ll7 Pat0i2s « « o Pm_l_élm)ak(zlpl’ P2s e Pm)
(h=1,2,...,m)
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gleich einem Ausdruck

e (s

mit den Parameterwerten

s =042, 1= ppt+0u—t+9os k=1,2,...,m),

T1sTos oo oy rms)
T 0oy 0 v 0y T8

8=o0 , T;=pe+0y k=1,2,...,m).
Man hat also
I@h(z)l ék_ln;ax ((prt0uet-0—1)+ (0 —p—011)) = o,

I@h(z)l = min (6+1, 0+1) = 0+1
und somit miissen alle Polynome
@1(3), @2(2), LIRS @m(z)

identisch verschwinden. Das liefert m homogene lineare Gleich-
ungen mit der nicht identisch verschwindenden Determinante

D(z | pr+0us pat0i2s -« o Put0im) = Yoia(?)
fiir die Funktionen
C(k(z | P1s P25 -« < Pm) (k = 1, 2, o« o ey m).

Diese miissen also alle identisch gleich Null sein, und es folgt die
Behauptung b.

10.) Die Behauptung c schliesslich ist wieder eine Folge aus Be-
hauptung b. Sind nimlich alle Funktionen

Li(R | P1s P25+« s Pm) (k;1=1,2,...,m)

mindestens von der Ordnung o+2, so kann man offenbar das
Polynomsystem

(% | p1s P25 + -+ > Ps) (k=1,2,...,m)
als ein ebensolches System mit den Parametern

P1t1l,pas e s P

auffassen. Das liefert sofort einen Widerspruch zu Behauptung b.

11.) Entsprechend wie in 5.) werde jetzt aus den Polynom-
systemen
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(2 | P15 P2s « « o5 Pm) (k=12,...,m),
die zu den Parametern
P1s> P25+« s Pm

gehoren, ein fiir allemal ein festes, im Uebrigen beliebiges her-
ausgegriffen und mit

(2 | p1s P2s + + o3 Pm) (k=1,2,..,m)
bezeichnet; alsdann sei weiter

Ria(2 | p1s P2s v - o5 Pm) =

= W2 | p1s P2s + + » P )fi(2)— W2 | P15 P25 « « o5 P )fi(R)
k,1=12,...,m).

Es gelten also die Relationen

lmk(z | P1s P2s« v o Pm)l =0—p (k=1,2,...,m),
Imkz(zlpla P2s « o Pm)l =041 (k1,=1,2,...,m).

Weiter moge der Koeffizient der (6—p,)-ten Potenz von z des
Polynoms

QIlc(z [ P1> P25 + = o5 Pm)

fur k=1,2,... m mit

Wie(p1s P25 « + > Pm)

bezeichnet werden. Es folgt aus dem ersten Eindeutigkeitssatz
sogleich, dass die Funktionen

Wl | P15 P2s -+ o5 Pm)s RialB | P15 P2« - 5 P)
k,1=1,2,...,m)

bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor eindeutig bestimmt
sind und dass alle Zahlen

Ulprs pos - s pw) k=12, ...,m)
nicht verschwinden, dass ferner mindestens eine der Funktionen

Rz p1s pas « - s pm) (B 1=1,2,...,m)

genau von der Ordnung o1 ist.

12.) Neben dem Systems mit den Parametern

P1> P25 - - o5 Pm
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betrachtet man zweckmissigerweise auch die Systeme mit den
Parametern

P1—01s Pa—0has « « o, Pm— 04 (R =1,2,...,m).
Zum Zweck einer Normierung werde gesetzt:

(2 | pr—041> Pa—0n2> - + ©» Pm—0m)
Wy (p1— 041> P2—0has + - o Pm—Onm)
(h,k=1,2,...,m),

2[hk(z | P1s P25 - - o Pm) =

Rir(2 | p1—0n1> P2—0n2s « + s Pm—m)
Ruea(2 | p1s P25« - o Pm) = =
e e %[h(lh“ 1> P2—On2s + - o P Onm)

(b, 1=1,2,... m),

Wi(p1—0n1» Pa— 025 + - Pm_ahm)

QIh(Pl‘“éma P2—0n25 - « +s Pm—Onm)
(hk=1,2,...,m),

chk(Pl’ P2s + o5 Pm) =

so dass also

Ruei(3 ] P15 Pas « -« o Pm) =
= Wpi(% | P15 P2s « « o Pu)fi(3)—Wni(Z | P1> P25 - « o2 P )2(R)
(hs byl =1,2,...,m),

Wpn(P1s P2s -+ s Pm) =1 (h=12,...,m)
ist. Es sei (2 | pys pas - « +» pm) die Matrix

Az | p1s Pas « + o Pm) =
Wy1(2]p1s P2s « - o5 Pm)s Usa(R1P1s Pas « - o5 Pm)s -+ 5 im(R]P1s P2s - o5 Pm)
Us1(21P1s P2s + - -5 Pm)s Aa(®[P1s P2s - < o5 Pm)s + -+ -5 Ao (3l P15 Pas + + o5 Pm)

Uiz (21 P15 P2s -+ o> P )s s @1 P1s P2s << os P -+ o Lo (&1P1s Pas <« s Prm)
und D(z | py, psgs - - -» p) deren Determinante
Dz p1s P2s -+« o Pm) = A= | p1s P2s + - o5 Pl
Der erste Eindeutigkeitssatz lehrt, dass die Matrix
Az | p1s P2y« + s Pm)

fiir jedes System der Parameter

P1s P25+« Pm

vollstindig eindeutig bestimmt ist.
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18.) Auch die Determinante D(2 | py, pas - + +» pm) Uisst sich leicht
bestimmen. Es ist

Wy (2) 5 1(2)Uz2(2) 5« - o f2(3) Ay (2) |
fE)"1D(z) = %mgz) s [1(2)Upa(R) 5 - - -5 f1(R) QI2m(z) .

Wpna (2)s F1(2) Wi (2)s - - o5 Fu(2) Ay (2)

Subtrahiert man hier der Reihe nach von der zweiten, dritten, . . .,
m-ten Spalte die erste, multipliziert mit f,(2), f5(2), . - ., f(2), sO
kommt man wegen

ERhkl(z | P1s Pas « - = Pm) =
= Wi | P15 P2s « + o> Pu)f(3)— War(3 | P15 P2s - + o5 Pm)fi()
(R, 1=1,2,...,m)

zu der Formel

Wpq(2)s Ryg2(z) 5 -0 or Ryam(?)
f1(2) 1D (z) = Az (%), 9{21:2(2) 5 0o m21:m(z) .

Wpur(2)s Ra(B)s - o5 Rypam(®)

In dieser Determinante sind alle Elemente ausser denen der
ersten Spalte mindestens von der Ordnung o. Also muss

[(R)" D= | p1s P2s - - =5 Pm)
Yo (z)"1

eine regulire Funktion in G sein. Ebenso zeigt man, dass auch die
Funktionen

fh(z)m—l@(z | p1s Pas « + o Pm)
Yo (z)™ 1

in G regulir sind. Nach Voraussetzung sind aber die Funktionen

1(2), f2(2), -+« o5 F(2)

in keinem der Punkte

(h=2,8,...,m)

s Ry Zgy e s e

alle gleichzeitig Null. Also muss die Determinante D (2 |py,p55 > Pm)
durch

Po(2)"

teilbar sein, d.h. durch ein Polynom genau vom Grad (m—1)o.
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Andrerseits ist das allgemeine Glied

Wne(2 | P15 2> + - o3 Pm) (b k=1,2,...,m)

der Determinante ®(z | py, pss - - -5 p) Dach Potenzen von 2z ent-
wickelt gleich Wy (2] 015 Pas - « s Pra) = Wni(P1s Pas « « o5 P )37 PEHIM1
plus niedrigeren Potenzen von z; es sind demnach die Diagonal-
elemente jeweils von hoherem Grad als die anderen Elemente
derselben Spalte; ferner ist nach 12.) ihr hochster Koeffizient
gleich Eins. Nach Potenzen von z entwickelt ist also die De-
terminante ®D(z|p;, pas - - -» pn) gleich

D(R|p1s P25+ « s Pm) = ™17 plus niedrigeren Potenzen von z.

Diese niedrigeren Potenzen ergeben sich direkt aus der Teilbarkeit
der Determinante durch das Polynom g, (2)™! gleichen Grades;
man bekommt

D(= [ P15 Pas - + o5 Pm) = wu'(z)m_l‘

Die Determinante verschwindet somit nicht identisch und hat
Nullstellen allein in der vorgegebenen Folge

B> Ry Bgy v o o

14.) Es ist jetzt moglich, fiir vollkommene Funktionssysteme
eine weitere allgemeine Eigenschaft zu beweisen:
Zweiter Eindeutigkeitssats: Sei

(2| pys Pas -« o Pm) (k=1,2,...,m)

ein System von m Polynomen, die nicht alle identisch verschwinden
und die zusammen mit der Funktion

m
7(2 | p1s P2s + « +s Pm) =k21ak(z [ P1s P25 « + s Pm k(%)

den Ungleichungen

lak(ZIPv P25+« Pm)l =p—1 (k=1,2,...,m),
lr(z | P1s P25« - s Pm)l =0—1

genugen. Dann stimmen folgende drei Behauptungen:
a: Jedes Polynomsystem mit denselben Eigenschaften wie das
System
(3 | P1s P2s -+ +s Pm) (k=1,2,...,m)

geht aus diesem dvrch gliedweise Multiplikation mit derselben nicht-
verschwindenden Konstanten hervor.
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b: Es bestehen die Gleichungen

lak(z [ P1s P25 -+ o Pm)l =p—1 (k=12,...,m)

¢: Die Funktion
r(z [ P15 P25« - Pm)

ist genau von der Ordnung oc—1.

15.) Der Beweis erfordert mehrere Schritte. Zunéchst werde
gezeigt, dass Behauptung a aus Behauptung b folgt.
Gibt es nédmlich neben dem System

ay(z | p1s P25 - - -5 Pm) (k=1,2,...,m)
noch ein zweites
a; (2| p1s Pas - « o> Pm) k=1,2,...,m),

das denselben Voraussetzungen geniigt, so kann man zwei Kon-
stante B und g* bestimmen, die nicht beide verschwinden, so dass
das Polynom

Bai(z | P15 pas -« o5 Pm)FB*L (2 | P15 P25 - - s Pm)

nur noch hdochstens vom Grad p,;—2 ist. Das System der neuen
Polynome

ar*(z [ P15 Pas -« o Pm) =
= fay(z | P15 P25« + o Pm)+/3*a;:(z [ P15 P25+ + »s Pm)
(k=1,2,...,m)

und der daraus abgeleiteten Funktion

m
r**(z | P15 P2s + « s Pm) =kz a;ck*(z [ P15 P2s « - = Pm) k(z)
=1

geniigt dann den Ungleichungen

Ia';:‘*(z [ 1> Pas -« Pm)l =p—0u—1 (k=12,...m),
|7**(z ] p1s P2y - - Pm)| = 0—1.

Das ist nach Behauptung b nur dann moglich, wenn alle Funk-
tionen des neuen Systems identisch verschwinden, und das sollte
gezeigt werden.

16.) Weiter kann man Behauptung b leicht aus den Ergebnissen
in 8.) ableiten. Wenn nicht alle Gleichungen
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lak(zlpl9p29""Pm)| = pr—1 (k=1,2,...,m)

erfiillt sind, so ist etwa

|a,(z [ P15 P2s - o Pm)l =p—2

Alsdann ist die k-te der Summen

E,\(z) =k§19[hk(z|f’1_‘sua P2—0125 + + s P—01m)Ak(2] P15 P25 - + 3 Pm)
(h=1,2,..-,m)|

gleich einem Ausdruck
e (z

§ =0, T,= pp~—0g k=1,2,...,m),
8=0—2, t,=p—0u—0; (k=1,2...,m).

T1sToy v e o rms\)
Ty Tgs e v oy LB

mit den Parametern

Man hat also

IEh(z) = max ((Pk_‘skl—lH‘("—2_Pk+5hk+5kz)) =02,

=1,2,...,m
IEh(z)I = min (6—1,6—1) = 0—1,
und somit miissen alle Polynome

E (), Eo(2), . . ., E(z)

identisch verschwinden. Das liefert m homogene lineare Glei-
chungen mit der nicht identisch verschwindenden Determinante

D(z | p1—0115 pa—0135 + + s Pm—01m) = Y1 ()"}
fir die Funktionen
(2 | pys P2s « « +s Pm) k=1,2,...,m).
Diese miissen also alle identisch gleich Null sein, und es folgt die

Behauptung b.

17.) Die Behauptung c schliesslich ist wieder eine Folge aus
Behauptung b. Ist nidmlich die Funktion
7(2 | p1s P2s « + o5 Pm)

mindestens von der Ordnung o, so kann man offenbar das Polynom-
system
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ax(2 | p1s Pas - + s Pm) (k=1,2,...,m)

als ein ebensolches System mit den Parametern

P11, pas e oo P

auffassen. Das liefert sofort einen Widerspruch zu Behauptung b.

18.) Der zweite Eindeutigkeitssatz zeigt, dass fir jedes System
der Parameter

P1s P25+« +s Pm
die Funktionen
A(B ] p1s Pas -« s Pu)s R(Z| P15 P2s v o Pmi) (k=1,2,...,m)
bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor bestimmt sind
und dass die Matrix
Az | p1s Pas « + s Pm)
sogar vollstindig eindeutig festgelegt ist. Die beiden Matrizen

AR p1s pas « - o pm) und A2 | py, p2s -+ o5 )

-amt den Funktionen

Ru(2 ] p1s p2s « « s ) und Rypy(2 | p1, pss - - o P)
(hkyl=1,2,...m)

sind also schon festgelegt mit der Angabe des vollkommenen

Funktionssystems
1e(2) k=12...m).

Unser Ziel im Folgenden wird sein, die formalen Eigenschaften
dieser Matrizen eingehend zu studieren.

Schon jetzt sei als triviale Folge aus der Behauptung c des
zweiten Eindeutigkeitssatzes erwidhnt, dass die Funktionen

fl(z)s f2(z)a LR ] fm(z)

eines vollkommenen System offenbar linear unabhéngig in bezug
auf den Korper der rationalen Funktionen von 2z sein miissen.

I11.

19.) Die Definition des vollkommenen Systems, die an die
Spitze des letzten Kapitels gestellt wurde, liasst sich durch andere
Definitionen ersetzen, die manchmal schneller zur Entscheidung
fiihren, ob ein Funktionssystem vollkommen ist.
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Zu einer neuen Definition kommt man sofort, wenn man von
den Eigenschaften der Polynome

ak(z | P1s P2s -« o Pm) (k =12..., m)‘
Gebrauch macht. Es gilt nadmlich:
1. Kritertum: Ein System von in G reguliren Funktionen
f(2) (k=1,2,...,m)

ist dann und nur dann vollkommen, wenn es folgende zwei Eigen-
schaften hat:

a: In keinem der Punkte
215 %95 235 -

verschwinden alle Funktionen

11(2)s f2(2)s - - o5 fu(%)

gleichzeitig.
b: Fiir jedes System der Parameter
P1s P2s « « = Pm
gibt es unter den Polynomsystemen
0,(2 | p1s Pas + + o> Prm) k=12,...,m)

mindestens eins, das den Gleichungen

lak(z | P15 Pas -+ - Pm)l =0—p, (k=1,2,...,m)

geniigt.
Beweis: Ist dieses Kriterium erfiillt, so ldasst sich ein Polynom-
system
Wz | prpas + o p) (b =1,2,...,m)
mit

|z | prs pos o e s p)| = 0= (B=1,2,...,m)
und eine normierte Matrix
A(z | p1s p2s + - » Pm)
entsprechend wie in 12.) und 13.) zu jedem Parametersystem
P1s P25+« +5 Pm

angeben. Alsdann kann man die Determinante

D p1s 2> -« o Pm)
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wie in 18.) berechnen und zeigen, dass dieselbe nicht identisch
verschwindet. Das erlaubt weiter, den zweiten Eindeutigkeits-
satz wie in den friitheren Paragraphen herzuleiten; also gentigt das
Funktionssystem

14(2) (k=1,2,...,m)
der alten Definition des vollkommenen Systems in 4.).

20.) Weitere Definitionen erhidlt man, wenn man von Eigen-
schaften der Restfunktionen

7(2 | pys P2s « « o Pm) UNd (2 | p1, Pas - -+ o5 Pm)
Gebrauch macht.
2. Kriterium: Ein System von in G reguliren Funktionen
1:(2) k=12,...,m)

18t dann und nur dann vollkommen, wenn es kein System von m
Polynomen

ax(2 | p1s Pas « « o5 Pm) (k=1,2,...,m),

die nicht alle identisch verschwinden, gibt, das zusammen mit der
Funktion

r(z | P15 P2s « « *s Pm) =kzlak(z | P1s P2y« - o Pm)fk(z)

den Bezichungen

Iak(zlpl’p29"'7pm)l sSp—1 (k=12,...,m)
|r(z [ P1s P2s «« s Pm)| >o0—1

gentigt.
Beweis: Gentigt das System von m Funktionen
f(2) k=1,2,...,m)

den Voraussetzungen dieses Kriteriums, so muss offenbar jedes
System von m Polynomen

(2 | p1s P25 + - 5 Pm) k=12,...,m)

die nicht alle identisch Null sind und zusammen mit der Funktion

m
T(2 | prs Pas + v o P) = 2 @x(3 | p1s P2s + + o5 P )fi(?)

k=1
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den Ungleichungen

Iak(z | P15 P25+« o Pm

N=<p—1 (k=1,2,...,m),
[ 7z 1 p1s Pos - - s pm)| Z 0—

1

IV IA

geniigen, auch die Gleichungen

Iak(z|p1,p2,...,pm)| =p—1 (k=12...,m)
|T(z | p1> P2s - o Pm)l =0—1

befriedigen. Denn die Ordnung von 7(2 | py, ps, . « + p) kann nicht
grosser als 0—1 sein, wie unmittelbar aus dem Kriterium folgt.
Andrerseits kann aber auch der Grad keines der Polynome
a,(2 | p1s P2> - + -» Pm) Kleiner als p,—1 sein. Denn wire etwa

|a,(z [ P15 P25+« o Pm)l =p—2,

so liesse sich das Polynomsystem auffassen als zugehdorig zu den
Parameterwerten

P1— 01> P2—0s25 - + o Pm—01m

und man kdme wieder zu einem Widerspruch gegen das Kriterium,
denn jetzt wire die Ordnung von 7(z | py, pg, - - -» Pr) abermals
zu gross, ndmlich grosser als

E (Pr—0i)—1 = 0—2.
k=1

Beriicksichtigt man noch den Existenzsatz in 2.), so folgt also
endlich, dass es zu jedem System der Parameter

P1s P2+ - s P
ein System von m Polynomen
(3 | p1s Pas -+ o5 Pm) (k=1,2,...,m)

gibt, die zusammen mit der abgeleiteten Funktion

/

m
T(2 | P15 Pas « « o5 Pm) =k21ak(z [ P15 P2s « « s Pm)f2(%)

den Gleichungen

Iak(zlest---aPm)' = pp—1 (k=1’ 2.0, m)
lr(z Il p1> P25 - - Pm)l =01

geniigen. Speziell miissen also die Funktionen
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(2| p1s Pas -+« o Pm)

jeder Ordnung fihig sein, wenn man nur fiir die Parameter ge-
eignete Zahlen einsetzt. Das besagt aber, dass die Funktionen

11()s f2(2)s -+ o5 f(?)
an keiner der Stellen
Zl, zz, Z3, ..

alle gleichzeitig verschwinden koénnen. Denn sonst hitte auch
jede Funktion
(2| p1s Pas + + o Pm)

an dieser Stelle eine Nullstelle. Tritt nun diese Stelle in der Folge
Zl, 22, 23, o

zum erstenmal als das Glied 2, mit dem Index A auf, so kénnte
infolgedessen keine Funktion

7(2 | p1s P2as « - v Pin)
genau von der Ordnung
A—1

sein, gegen die vorige Bemerkung.
Ein Funktionssystem

fe(2) (k=1,2,...,m)

das dem zweiten Kriterium gentigt, befriedigt also auch alle
Forderungen, die in 4.) an ein vollkommenes System gestellt
wurden; also ist die Behauptung bewiesen.

21.) Indem man die Schliisse des letzten Paragraphen in ganz
entsprechender Weise bei den Funktionen

0%(2 | P15 P2s « o> Pm) UDd T4 (2 | 1, P2s - - o5 Pom)

wiederholt und von dem 1. Kriterium Gebrauch macht, zeigt
man:

3. Kritertum: Ein System von in G reguldren Funktionen
fx(2) k=1,2,...,m)

ist dann und nur dann vollkommen, wenn es kein System von m
Polynomen
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(2 | P1s P2s -+ o5 Pm) (k=1,2,...,m),

die nicht alle identisch verschwinden, gibt, das mit den Funktionen

Ta(3 | p1s P2s « « s Pm)
= a;(2 | p1s P2s « - o> Pu)f1(®)— (2 | P15 P2s + - 5 P )fi(%)
k,1=1.2,...,m)
usammen den Beziehungen

|ak(z|P19 P2s - o Pm)l = o0—p; (k=1,2,...,m),
|rk,(z|p1, Pas - - o pm)l >o0—1 (k,1=1,2,...,m)

genuigt.

22.) Von den letzten Kriterien kann man z.B. leicht den fol-
genden Satz ableiten.
“Ist 3, = 2y = %3 = ..., und bilden die Funktionen

1(2) k=1,2,...,m)

ein vollkommenes System beziiglich dieser Punkte, so sind fir alle
Werte der Parameler py, pg, - « «» pm SOwO0hl die Polynome

Ak(z'Pl’ P2s « =5 Pm) (k=1,2,...,m),

als auch die Polynome

Wl [ prs pas - - s ) (kK =1,2,.. . m)
teilerfremd.”
Denn hitten etwa die Polynome
Ax(2 | p1s p2s -+ s Pm) (k=1,2,...,m)

den gemeinsamen Teiler P(z), wo P(z) ein Polynom vom Grad
p = 1 ist, so geniigten die Polynome

AX(z) = k(zlpnf(’i’)---’l’m) k=1,2,...m)

zusammen mit den Funktionen

R 15 M2+ FPm < *
Re(e) = <P fr o e) 8 x )

den Beziehungen
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Dies steht jedoch wegen m = 2 und
m
2 (p—p) =o—mp < o—p

im Widerspruch zum 2. Kriterium.
In derselben Weise schliesst man bei den Polynomen

Up(Z | p1s P2s + + +s Pm) (k=12,...,m)
und erhélt einen Widerspruch, indem man von dem 3. Kriterium
Gebrauch macht.

Dieser Satz braucht micht mehr zu gelten, wenn die Punlkte
2y, Ry, %, . . - nicht alle 2usammengallen.
Iv.
23.) Sowohl die Funktionen
Az [ p1s P25+« s Pm)s R(2 | p1; P2s - - s P)s
als auch die Funktionen
W2 [ pys P2s - v s Pm)s R | P15 P25+« s Pm)s
die zu einem vollkommenen Funktionssystem
1x(2) k=1,2...,m)

gehoren, geniigen einer grossen Anzahl von Relationen. Einige
von diesen Identitdten sollen hier abgeleitet werden und zwar
zunichst diejenigen, die die Funktionen mit A-Index mit denen
ohne A-Index verkniipfen.

24.) Es bestehen die Gleichungen

m

(2—2,)A41(zlp1s P25+ - s Pm) = zlAh(Pl’ P25« s Pm)Ank(2lP1s P2s e v s Pm)
h=

k=12,...,m),

(z_za)R(zlpl’ Pas++es Pm) = zlAh(Pla Pas -+ Pm)Ru(2lP1s P25+ s Pm)
h=

m

Wp(2lpys Posevos Pm) = 2 Wlprs Pas - - o Pon) Wn(RlP1 P25 -+ o5 Pm)
r=1

k=1,2,...,m),

m
Rer(2lp1s pas oo s Pm) = 2 Wnlp1sP2s - s P ) Rara(21p15 P25 -+ s Pm)
r=1
k,l=1,2,...,m).
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Denn werde der Reihe nach die Differenz der linken Seite minus
der rechten Seite in diesen Formeln mit

AZ(Z), R*(z)’ 2[:(2), §R;::l(z)

bezeichnet, so dass also

R*(z) =k7§ni A (2)fe(2), Rf(2) = W (2)flz)— U (2)fa(2)
(k1=1,2,...,m)

ist. Dann bestehen offenbar die Ungleichungen

[4F@)| =p—1  (k=1,2...m),
IR*(z)I = o,

A (z) So—pp—1 (k=1,2,...,m).
|§R,f,(z)| >0 (k1 =1,2,...,m).

Das kann aber nach Kriterium 2 und 8 nur dann gelten, wenn alle
Ausdriicke

gleichzeitig identisch verschwinden, und das sollte gezeigt werden.

25.) Die Ergebnisse in 8.) fithren zu einer sehr einfachen Formel
fiir den Ausdruck

Lon(2) :k_zlAak(z [ P1s P2s - - s Pu) Uni(B | P15 P2s + o5 Pm)-

Offenbar ist derselbe gleich einer Summe

e (s

und zwar mit den Parameterwerten

s =o0+1, 7,=ppt0 (k=1,2,...,m),
=o0—1, 1T, = p;—0u (k=1,2,...,m).

T1s Toy oo o rms)
Ty Toy e ny T8

Es gilt somit

fean@] = _max ((purt8,—1)+(o—purt-d—1) =

m

= max (o+0,+;—2),

k=1,2,...,m

|e,,h(z)| = min(o, ) = 0.
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Daraus folgt sofort fiir g = A

Ieah(z)l < Ie""(z)l’ d.h. e,(z) =0,

hingegen fir g =h

o = |en(z) I | on(3 | =0, dh enu(z) = cy,(z)

mit einem konstanten Faktor c¢. Dieser Faktor muss gleich Eins
sein, denn aus der Definition von e, () folgt, dass dieses Polynom
eine Potenzreihe ¢,,(3) = 2" plus niedrigere Potenzen von z be-
sitzt.

Also gelten die m? Identititen

m
kE Az P15 Pas + - o Pu) U3 | P15 P25 - - o3 Pm) = 0,30 (2)
=1
(g, h=1,2,...,m).
Bezeichnet wie ublich ein Akzent die transponierte Matrix und
ist E die Einheitsmatrix, so lassen sich die letzten Formeln zu-
sammenfassen in die Matrizengleichung
AR p1s Pas « o Pu)W (R | P15 P25 o o3 Pm) =
— Uz | prs pas « + o Pu) A" [ Prs Pas - « s P) = Vo(3)E.

Nun steht rechts bis auf einen skalaren Faktor die Einheitsmatrix;
die Faktoren der linken Seiten miissen also vertauschbar sein,
und es gelten auch die Matrizengleichungen

AR p1s pas v o P) AR | P15 P25« - o3 P) =
= QI'(z l P1s P23« - o pm)A(z l P1s P2s =+« Pm) = wo-(z)E

oder ausgeschrieben

kzlAhk(z [ P15 P2s - + o Pu) Wni(R | P15 P25 - + o5 Pm) = O ¥o(R)
k,1=1,2,...,m).

Die so bewiesenen Formeln bringen zum Ausdruck, dass das
Polynom

(—=1)"*Wpie(2 | p1s P2> = « +5 Pmi)

die Unterdeterminante des Elementes

Anx(2 | 1> P25« + > P)
in der Determinante

D(z | p1s p2s « - +s Pm)

ist; dadurch wird die frithere Berechnung dieser Determinante
verstandlich.
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26.) Nach den Formeln in 25.) sind die beiden Matrizen

A(z | pys pas - - pm) und A'(z ] p1s P2s « s Pm)s

1
Yo (%)
wie auch die beiden Matrizen

1

¥ (3)

zu einander reziprok. Daraus ldsst sich eine sehr allgemeine
Relation ableiten, die gleichartige Matrizen mit verschiedenen
Parametern verkniipft.

Seien

A(2 | p15 pas -+ pm) und A"z | p1s 2>+« o Pm)

4

P1> P25 + + > P und Pi’ Pé’ s oo P

je m natiirliche Zahlen mit den Summen

m m
’ ’
o=3p und o =3 p
k=1 k=1
und zwar moge

’

[y

v

o
sein. Alsdann werde gesetzt:

P(z

P;aP;9°'~9 P, ’ ’ ’ _
m) = A(z]p1s P2s -+ Pm)A(R|P1s P2s - v os Pm) L=
P15 P2s + + o Pm

1 ’ ' ’ ,
= AR | pys pas v v o Pm)W (R | P15 P2y« v s Pm)s
¥ (2)

P1> P25+« Pm

P15 P25 - + > Prm

-1 —

) = Ql(zlpi, P;s R p;n)%r(zlpl,pg,.--, Pm) =

%z

= v (?) Az | P{, P;a ) P;,.)A’(Z|P1s P2« s Pm)s

so dass

’

’ ’
P1s P25 -+ Pm

P1> P25+ + *s Pm
P1s P25+« s P

’ r
P1s P25+« Pm

A(El pis - ) = P ) AGloss pas - o,

%(zlpiﬁ Pé5 s P;n) = s’B(z ) A(zlp15 p2s « + 5 Pm)

ist. Die Elemente

.Pgh(z P1s P25« + pm) und qsyh(z
P15 P2s <« «s Pm

P15 P25 - - = Pm)
P1> P25+ -+ P
(gh=1,2,...,m)
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dieser beiden Matrizen sind durch die Gleichungen

P;’ P;9 D) P:n)
P1s P23+« 5 Pm
1 = ’ ’ ’
= —— 3 Au&lp1s P2s - - 5 Pm) Wni(3lp1s P2s -+ o5 Pm)

'/"o(z) k=1
(g,h=1,2,...,m),

P, (z

P1s P25 <« o Pm)
P13 P2s -« > Pm

Bon (z

m
= = 2 QIz;lc('zll’19 P;’ cee P;n) Aw(zlp1s p2s « + > Pm)
wv(z) k=1
gh=1,2,...,m)
festgelegt; sie sind also rationale Funktionen mit dem Nenner

¥o(2)-
Nach 3.) ist nun jeder der Ausdriicke

’ ’ ’ ' .
e ) und (e B | 72 )
P1s P25 =+ +s Pm P1s P>+« Pm

(s

und zwar sind die Parameter im ersten Fall gleich

Pole) Par

gleich einer Summe

T15Tay oo os TS
b
) PR PR -

s=d+1, r,=p+06, Kk=12,...,m),
8 = 0'_1, rk = pk——ahk (k = 1, 2, PERIRT m),

im zweiten gleich

s=o04+1, 7= ppt+du k=12,...,m),
g == 0',_1, rk - p,'c-—-(sﬂk (k - 1, 2 9 0 eey m),

so dass man erhalt:

P> P2s - P:n) <
P1s P25« -+ Pm

< max ((prt0,—1)+(0—pptdu—1)) =

k=1,2,...,m

= max (o+4pp—prt+0,ut0u—2),

k=1,2,...,m

w,(z)P,,h(z | Prs P e ”m)
!Pl’ P25 s s o Pm

«p,<z)P,h(z

= min (o', ¢) = o,
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und
P1s P25 «+ s P
wole)Bn (2|73 P2 Pl <
P1s P23+« s Pm
¥ 7
= max ((pptou—1)+(o —pet0,—2)) =
k=1,2,...,m
= max (6'+Pk—Pl:+6gk+6hk—2),
k=1,2,...,m
pole)Ban (=[50 0200 )| 2 min (o1, ) = o
P1s P25+« Pm

Aus den unteren Schranken fiir die Ordnung der Polynome

P1> P2s+ - Pm) und 'l/)a,(z)%”h(z

P1s P25+ - = Pm)
P1> P25+« 5 Pm

!’ ’ ’
P1s P25+« 5 Pm

Pol2)Paz

folgt sogleich, dass dieselben ohne Rest durch y,(z) teilbar sind;
die Ausdriicke

P15 P2+« o Pm)

’ ’

P1s P25 - - - Pm) and S-Bah(z "
P1>P2s + « s Pm

P1> P25+« > Pm

P,h(z

'sind demnach nicht nur rationale Funktionen, sondern sogar ganze
rationale Funktionen von z. Fiir ihre Gradzahlen gelten die Un-
gleichungen

p', p’, .o ey y ’
Pgh(z e Pm) < max (pe—pptOotOm—2)
P1s P2+« s Pm k=1,2, - ., m
ghrh=1,2,...,m),

P1s P25+« 5 Pm ’ ’
éB,,,(z e ,) Sd'—o + max (pe—prt0st0om—2)
P1sP2s ++ 5 Pm k=1,2,...,m
(8 h=12,...,m),

-and zwar verschwinden diese Polynome jedesmal identisch, wenn
die obere Schranke fiir ihren Grad negativ ist.
Aus den frither berechneten Determinanten der Matrizen

A= py; pas -+ o pm) und AR | py, pos - - s P)

lassen sich auch die Determinanten der beiden Matrizen
P(z P1s P2s « o Pm) und ﬂs(z

P1> P25+« +s Pm
.ableiten; man erhilt

’ ’

P1s P2s - - o Pm)
P1> P2+ + o P:n
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lp(z P1sPas e e p;.) Yo (2) (z)

P1s P25« - +3 Pm ¥o(2)
Pla P25+« Py _ %f(z) -

S'B ’ =\ 5

P1s P2s -+ o Prm v.(2)

Ferner liefert die Reziprozitidtsbeziehung zwischen den Matrizen

Az | p1s pas -+ o p) und AR | pys P2y« v o5 Pm)

leicht folgende Matrizengleichungen
P(z P;, P;’ R P;:’) ;B,(
P1sP2s> -« P
- SB(Z P}a P?, R P:n) P'(z P1s Pas - s P:n) Vo (2)
P1s Pos s ooy Pm P1sP2s s+ Pm wa'(z)
PLs Pos -+ o Pfln) ‘B(z
P1s P25+ -5 Pm

27.) Von den Ergebnissen in 26.) sind hauptséchlich einige
Sonderfalle von Interesse. Bevor wir diese angeben, ist es jedoch
zweckmissig, noch gewisse neue Bezeichnungen einzufiihren.

Nach Definition besitzen die Polynome

Pl’ P2’ s Pm)
P15 Pas -+ s Prm

P1s P25+ + o Pm)
Pi’ P;’ ce P:n
o|PrPe s Pm) P(z P1> Pas - o pin) ¥o(?) &
Pvaa s P P15 P2s « + 5 Pm '/’a(z)

P'(z

Ap( 2] p1s pas - - o pm) Und Wpio(2 | p1;s pas -« o5 Pm)
als hochsten Koeffizienten die Zahlen
Ase(p1s P2s + + o ) U Wr(py, P25« - o5 Pm)s

die alle nicht verschwinden und fiir 2 = k gleich Eins sind. Statt
dieser Zahlen werde jetzt das vollstindige Koeffizientensystem
eingefiihrt durch die Definitionsgleichungen

Ap(B | p1s P2s v v o3 pr) = 3P 3 Af(p1s pas -+ o Pm)F™
k=0
hk=1,2,...,m),

o0
Wsse(2 | prs Pas v v os P) = 2777 3 UK (p1s 2> + + o3 P )3
k=0
(hk=1,2...,m).

Aus ihnen bilden wir die Matrizen
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AN p1s pas - o3 Pm) =
A(ﬁ) (P15 Pas - Pm)s Ag;)(Pv Pas«+ s Pm)s - A{ﬁ(f’l’ Pas. - Pm)
Agi) (Ply P25+ Pm)s Ag;)(Pl’ Pas -5 Pm)s -« o A;ﬁ(Pl’ Pas+ -« Pm)
A:ﬂ(f’l’ Pas .- Pm)s Af(rfﬁ?(Plﬁ Pase s Pm)s« s A’(:,)”(pl, P25 Pm)

(«k=0,1,2,...)

und

A (pys pas - - Pm) =
Q’I(ﬁ)(f’l’ Pas+« s Pm)s ;*)1(1;)()01’ Paseevs Pm)seeos 9'[ (P19 Pas-++s Pm)
21;?(”1’ P2+ s Pm)s %g;)(f’ls Paseees Pm)seeo %[ (Pla P2""5 Pm)
UL (P15 P2s « « os Pm)s U (P15 Pas -+ o5 Pm)s - mm(Pl’ Pas -« s Pm)

(k=0,1,2,...),

von denen natiirlich nur diejenigen mit hinreichend kleinem «
nicht gleich der Nullmatrix sind; fiir x = 0 stimmen belde gerade
mit der Einheitsmatrix iiberein.

Fiihrt man noch die beiden Diagonalmatrizen

g, 0, ..., 0

0, zf2,..., 0

Z(z,pl’P2’°"9pm)= . . . )
0, O, ., gfm
2771, 0, ..., 0
0,397P2, ., 0
BRlp1spes - - pm) =1 7 .
0, 0,...,27 Pn
ein, so wird jetzt gerade
A2 | p1s p2s ooy Pm) =
AD(py, pay ooy pr)  A®P(py, pgs e o
=(E+ (p1> ps P )+ (p1 p22 Pm)Jr
3 3
A®(py, pas+ v oy Pr)
+ :3 + ) Z(2 | p1s P25+« o Pm)s
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AR [ p1s pas o+ s Pm) =

AD (py, Pas -« « o5 P AD(py, Py e v Prm
=(E+ (plpz Pm) (PIP:2 Pm)

A (1, Pas e« vs Prm
4 (p1 P:3 P)+...)8(zlpl,pz,---,pm)

28.) Die zu den beiden Matrizen

AR | p1s P2y -+ o pm) und Az | pg, pys -

reziproken Matrizen

«+s Pm)

1
A' (2] pys p2s + - s pm) und A'(2 ] p1s Pas -+ o Pm)
Yo (3) Ve Yo (2) v

lassen sich gleichfalls nach fallenden Potenzen von 2 entwicklen.
Es gibt eine Reihe nach fallenden Potenzen von z:

3
?
Yo (2) k=0

deren erste Koeffizienten die Werte

o o o
0) __ 1) (2) 2
¢ =1,c! _,\2 2y, € —,\2 23 + AZAE B Bap - - -
=1 =1 y Ag=1
AirtAg

haben. Bildet man mit ihrer Hilfe die konstanten Matrizen

K
A-(K)(Pv Pas -« s Pm) =AZ cc(rx—A)A(A) (P1s P25 + + +s Pm)
=0
(«k=0,1,2,...),
~ K A Ay
A py,s pas « « o5 Prm) =AZ AN (py, pas v v ey Pm)
=0

(k=0,1,2,...),
so wird gerade

APy p2s - - o p) =

1
QI'Z > s 000 Ppy) =
Vo (?) (2] p1s P2 Pm)

b 9’:[(’() b EERAR S
= Z(z | pla P29 o o oy pm)_l 20 (Pl ’:K Pm)’
K=

gI(zIPIS P29"'9Pm)—1= A,( zl Pla P2’°'°9 pm)=
«(%)

s A(K)(Pla P23 L '9pm)
=8(2|P1aP23"" Pm) "t z ’

k=0 2"
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Diese neuen Matrizen

A(K)(Pl’ Pas -« +s Pm) und g.VI(K)(PD Pas « s Pm) (k=10,1,2,...)

sind fiir x = 0 wieder gleich der Einheitsmatrix; sie sind sowohl
untereinander, als auch mit den Matrizen

A" pys pas -+ pm) und AR (py, py, py) (¢«=0,1,2,...)

durch eine grosse Anzahl von Relationen verkniipft. Die ein-
fachste hiervon lautet:

AW (py, pgy - o oy Pm)+9~l(1)(l’1’ Pas « o Pm) =
= AV (py, pgs - o3 Pm) FAD (P15 P35+« o3 P) =0,

AD(py, pgs- - Pm)"'%[u),(f’ls P2s v s Pm) = _cn(rl)E-

29.) Es bleibt noch iibrig, auch fiir die beiden Matrizen

A P1s Pys -+ - Pm) und Az | py, P25 -+ 5 P)

eine Entwicklung nach Potenzen von z aufzustellen.
Offenbar sind die Elemente der beiden Matrizen

A2 1Py Pho - s P)Z(% | Prs Pas - - o5 Pr) ™
und

Az | py> P;9 e oo P)B(R | Prs P25+« o5 p)

rationale Funktionen von z und zwar mit einem Nenner, der eine
reine Potenz von z ist. Es gibt demnach zwei doppelt unendliche
Folgen von konstanten Matrizen

’ ’ '
A(K)(pl’ P2s - - o pm) und Q,I(K)(p];, P?’ AR P:n)
P1s P25« « «s Pm P15 P25 -+ 5 Pm

(k =0, F1, F2,...),

so dass die Entwicklungen

Az | P;’ P;’ s P:n)Z(z | P1s P2s + o s Pm) L =
+ ’ ’ ’
= ZOOA(K)(,)I’ Pas -« p’:)z_l‘l,
Kk=—00 P15 P2s++ 5 P

QI(z | P;.a P;a see P;n)B(z | P15 P2s s« o Pm)_—1 =

+00
=3 Q[(x)(P}9 P?a s P:n)z_x
k=—00 P15 P2s « + 5 Pm

bestehen. Diese beiden Reihen sind nur scheinbar iiber unend-
lichviele Summationsindizes erstreckt; denn es sind jeweils nur
unter ihren Summanden endlichviele von Null verschieden.
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30.) Fiir die beiden Matrizen

P(z

kommt man jetzt sehr leicht zu expliziten Ausdriicken. Dazu
braucht man in den Formeln

P(z
Bz

rechts fiir die Faktoren nur ihre Potenzreihen einzusetzen und
alsdann auszumultiplizieren. Da die Elemente der beiden Matrizen
lauter Polynome sind, ist es hierbei nur nétig, in den Ausdriicken,
die nach der Ausmultiplikation entstehen, allein die nicht-
negativen Potenzen von z zu beriicksichtigen.

Auf diese Weise kommt man zu folgenden Formeln:

P(z

’ ’ ’
P15 P2s « - = Pm) und ‘B(z

P1s P> - - o Pm)
P1s P2s ¢ - = Pm 4

P1s P2s « + Prln

P1s Pas + - s Py .o , -
1 e m)’—‘A(zlPl’Pz’"'9Pm)A(zlP1aP2"",Pm) 1

P1s P25+ = s Pm

P1s P2s - - 5 P ’ ’ ’ —
r :n) = gI(zlplﬂoza-'me)%[(zlPl’P2’"'9 Pm) 5
P15 P25 < - s Pm

P;’ Pas - - - P:») -

P1> P2s « + o5 Pm
00 00 ’ ' '
— zzx Z A(_K_A)(zl’ Pas « oo Pm)ﬂm(PpPz’ e Pm)s
k=0 A=0 15 P2y « + s Pm

P1s P25« -+ Pm)

’

Pi’ P;’ <+ Pm

oo 0
—xny[P1> P25+« o5 Pm) =
= zzx E QI( * A’( ’ ’ T)AM)(PD P25« o pm)‘

k=0 A=0 15 P23« « =3 Pm

%=

Auch diese Summen sind nur scheinbar iiber unendlichviele
Glieder erstreckt, denn hochstens endlichviele Summanden sind
von Null verschieden.

81.) Nunmehr kann dazu iibergegangen werden, einige Einzel-
fille zu untersuchen, die besonders wichtig sind.
Erstens sei

p1=p1+1, py = pat1, .. p = pmt1L

Dann ist offenbar gerade
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A(K) (P1+1’ P2+1’ o 00y Pm+l)

P1> P2s -+ Pm
= A (p, 41, po+1,. . ., put1) (¢k = —1,0,1,...),

(K)( P1> P2> > Pm )=
pit1, pptl, ... prtl)
= Yt+m—1(p +1, py+1,...,pn+1) (k=1—m,2—m,...),

denn es gelten die beiden Gleichungen
Z(z| prt1, potl, oo oy putl) =2 Z(2] pys P25 -+ s Pm)s
Bzl p1+1, potl, .. pput1) =2"713(2 | p1s P25+ - o3 Pm)-

Die gesuchten Uebergangsmatrizen sind somit bestimmt durch
die Formeln:

P(Z prt+1po+1, .., Pm+1)
P1> P2s -+ Pm
1 3

=223 A(K'—M(pl_{"l’ patLls .o oy pmt1)AN (o1, P2y - - o Pm);

k=0 A=0
P1> P2s <+ Pm
Bi=

p1t+1L pat+1, ..., ppt1

m—1 K
= %z"’_l"‘}t};’ AR (o1 +1,p5+1, s P +1)AN (p15 P25 - - o3 Pm)-
K= =

In beiden Fillen ist hiernach der Matrix-Koeffizient der hochsten
auftretenden Potenz von z, d.h. bei der ersten Matrix der von 21,
bei der zweiten Matrix der von 2™, gleich der Einheitsmatrix.
Auch der nachstfolgende Koeffizient lasst sich auf eine einfache
Gestalt bringen. Dazu ist es zweckmaissig, mittels der drei
Gleichungen

A‘(D(Pls Pas -« Pm) =AY (py, pg, - - pm)—{—cg_l)E,
AD(p1s pas + « o5 pm) = — AN (o1, p3s v+ o Pm)s
AD (o1 +1, pat1, . . pPmt1)=
= —AW (41, pp+1, . . o, ppt1)—cfInE

alle auftretende Koeffizienten-Matrizen durch die beiden speziel-
len

AMD(pq, P2+« v Pm) Und AM(p; 41, po+1, ..., p,+1)

auszudriicken.
Dann nehmen die obigen Formeln folgende Gestalt an:
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( pit+1, po+1, ..., Pm+1)
Piz =
Pi1s P2y c+ Pm

= Ez—l—(A‘”(pl—l—l, P2+l .o prut1)—AD(py, pgy - o Pm))°

P1> P2s - Pm
(= -
pitL pet1, .. ppt1
= Ez"1— (AW (p1+1, pyt 1, oo put1)— AN (py, pas v v s pr) +
+ (¢!, —cV)E)z™2 plus niedrigere Potenzen von z.
Die Matriz

pt+1L, pa+1, ..o, Pm+1)
P1, P25 <+ Pm

P(z
ist hiernach bereits eindeutig bestimmt, wenn man die beiden Koef-

fizientenmatrizen

AN (py+1, po+1, . . o, ppt+1) und AP (py, pg; - - o5 P)
kennt. Dasselbe gilt aber auch fiir die Matriz
P1> P2 ++ Pm )

|
%=

pit+L pet1, ..o pptl
denn sie geniigt der Gleichung

P(z p1t+1, pa+1, ..., Pm+l) r(z

P15 P2s o Pm
so dass auch ihr Wert aus dem der Matrix
P( p1t+1, pat+1,. .., Pm+1)
2
P1>s P2s -+ Pm
und folglich dem der beiden Koeffizientenmatrizen
AD(p, 41, po+1, ..., ppt1) und AV (py, pgs -« s Pm)

folgt. Man kann dieses Ergebnis folgendermassen aussprechen:

P1> P2s - Pm)
p1t+1, pot1, .. Pt

Yorm(3)
— Yorm¥ E,
vo(2)

“Stnd die betden Matrizen
A(z | p1> pas -« o5 pm) und AW (py+1, pp+1, ..oy prt1)
bekannt, so ist die Matriz

A(Z l pl—{_l’ P2+1’ MR pm—'_]-)
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etndeutig bestimmt. Kennt man auch noch die Matriz
A(z | s p2s - -
so ldsst sich die weitere Matrix
Az | pr+1, pa+1, .. o, put1)
ebenfalls auf eindeutige Art angeben’.

s Pm )9

82.) Zweitens sei

Pr = P11, Py = P25+« s Pm = P
In diesem Fall sind beide Uebergangsmatrizen

P(z ? p"’) und ‘,B(z
* Pm

p1tL, pas ..
P1> P25 - -

P1> P2s .-
p1t1, pgs -

135

* Pm)
s Pm

von erstem Grad in z. Die allgemeinen Formeln nehmen die

Gestalt
P(z P11, pgs .oy pm) _ zA(_l,(er, Pas - o pm) n
P1s P25 -+ Pm P1s P23 Pm
_ofPr L pes - o pm) &
- (oo W 10
P1s P25+ Pm
+ A(O)(Pl+19 P2s ++ Pm))
P1s P25+« Pm
P1s P25+« Pm _ P1s P>+ Pm
‘,B(z ) = Y 1’( ) +
P1t1, P25 o P P11, pgs e v o5 P
_ P1> P2s -+ P
+ (91‘ 1’( "’) ADpy, pyy - oy pm) +
P1t+1L pgs e v o P
+ 2[(0)( P1> P25 Pm))
P11, P25 o v o3 P
an und zwar ist dabei
1 0
A(—l)(P1+13 P2as o o o pm) — 0 0
Pis P25 Pm
0 0

und
A (P11, pas -+ s P
AW (P1+1’ P2s + o PM) _ Aé.)ll)(/’l'!‘l’ P25+« o5 Pm)s
P1> P25 - - o Py :
AR (p1F1, pas -+ s P

0 0
1 0
0 1
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ferner
m(_l)( P]_ ’
P

und

9[(0) ( P1s Pzre e P'm) —
P11, P25 e e s P

1, 2[(1}‘!)(101"*"19 P25 - -
0, Q1(212)(001'*"1’ P35 - -

0, A (p1+1, ps, .

Mittels der Gleichungen

fI(l)(Pv Pes - -
AV (py, ps - -
AW (p, 41, py, -

P2s + -
111, ps -

o Pm) = AV (py, pa, - -
Y Pm) =
o Pm) = —AD (py+1, py, .

K. Mahler [42]
o 0 ... O
* Pm) _ O 1 o o 0 0
s Pm : :
0 0 1
s Pm)9 ooy QISIZ(PI—{—I, P2s =« Pm)
5 Pm)s e oo 91)22(!’1"‘1’ Pas « + +5 Pm)
e Pm)s oo mgf)n(l’l_f‘l’ P25+« +3 Pm)

* Pm)+c¢(1‘1)E’
-A(I)(Pls P2s s« Pm)»
Rt pm)—'cc(rli)-lE

lassen sich alle auftretenden Koeffizientenmatrizen durch die

beiden speziellen

AD(py, ps - -

ausdriicken.

o Pm) und AV(p;+1, py, . .

* Pm)

Alsdann wird in ausgerechneter Form:

p1+1, pas - -
P1s P25 - -

s Pm
s Pm

) Pm)

s Pm:

p1t1,p25 .0 oy Pm)
P1s P2s - Pm

1, p55 000y
Phh(z p1t+1, py Pm)
P1s Pas - Pm

Py (z

p1+1, pas - .
P1> P2s--

P1s P25 Pm

I

(z P1tL, pas v e o Pm) _
& =

) = z+A(111)(P1+ls P2s « v s Pm)—

—AF(p1s P2> - - » Pm)s
*A%c)(/’ls Pas « + *s Pm)
(k=2,8,...,m),
+A$;11)(P1+1’ P2s s+ = Pm)
(h=2,8,...,m),
1 (h=2,8,...,m),
0 (h,k=2,8,...,m;h F#Ek),
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und entsprechend

P1> P25+ Pm
B (z ) =1
o1, p2s e - o5 P ’

P1> P25+ Pm
Bz )
1 P11+, p2s v oy Py

P1s P25+ Pm
B
" P1t1 P25« - o P

= "Agc)(l’l‘i‘l’ P23« + > Pm)
(k=2,3,...,m),

= +A(1}z)(Pl’ P2> -+ s Pm)
(h=2,8,...,m),

Pis P2s - Pm
S’B}m(z pit+Lp P ) = z+A$a)(P1, Pas s s os Prm)—
1 s 29 o ¢ oy m
_A;l}t)(pl_'_l, Pas o o o p"')+c¢(rl)_cé-21
(h=2,3,...,m),

= A&)(Pl’ P2 =+ s Pm)—
'_A&)(PI_FI, P2s -+ o Pm)

(hy bk =2,8,...,m;h #Ek).
Die beiden Matrizen

19 s oo Py ’ s e e Py
P(z P1t1, ps P ) und ‘B(z P1s P2 P")
P1> P25+ Pm prt1lpes e up
sind hiernach eindeutig bestimmt, wenn man die beiden Koef-
fizientenmatrizen

AD(pys 3y -+ s pm) und AN (py+1, pg, -« os Pm)
kennt. Man kann demnach folgenden Satz aussprechen:

M E

P1> P25 Pm)
P11, p2s e ooy P

“Sind die beiden Matrizen
A(z | pys pas -+ o pm) und AN (py+1, pyy o o oy pr)s
bekannt, so ist die Matriz
Az | p1+1, pas - o5 Pu)
eindeutig bestimmi. Kennt man auch noch die Matriz
Az [ p1s P>+« o5 Prm)s
so ldsst sich die weitere Matriz

Az | p1+1, pas - - o Pm)

ebenfalls auf eindeutige Art angeben”.
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83.) Drittens sei
pr = P11, Py = pa—L p3 = P3; - - s P = P

Auch in diesem Fall sind beide Uebergangsmatrizen
1, pa—1, ... py,
P(z Pl pe P ) und ‘,B(z

Pis  P2s -+ Pm
von erstem Grad in z. Die allgemeinen Formeln nehmen die
Gestalt

P(z p1t+1l,p,—1, ..., Pm) — zA‘—l’(p1+1’ pe—1, ..., Pm) +
P1> P2s oo P P1s P25+ Pm

P1s P25 +e pm)
p1t+1, p2—1, . .o Py

(Pl pp—1, .., p ~
+ (A( D( p p pm AV (o1 Py - + o Pm) +
1 25 o0 Py p

p1+1,p2—1, .., Pm))

+ A(O)(
P1>s P2s -« Pm

P1s P2s - - Pm) _ 2;%((—1)( P1> Pas -« o Pm) +

p1t1l, pp—1, .05 py p1t+1Ll, pa—1, o P

— P1s P2s =+ Pm
+ (e n(P O ) Ao o) +
1 s P2 900 ey Py

n (QI“” ( P1>  Pa2s ---,pm))
prtlpp—1, .. py

an, und zwar ist dabei

Bz

1 0 O 0
0 0 0
P+1’P_19-"9 m
A(—l’(1 ? P)z 0 0 0 0
P1> P2s <+ P .
0 0 O 0
und
AO (P1+1a pa—1L, ..., Pm) _
P1s  Pas - P

AW (py+1, po—1, .., p,), 0,0...0
Ag]]-.)(pl—l"l, Pz—l, ] Pm)’ 0,0..
= A (p1+1, pa—1, .., pp), 0,1...0 |,

=]

AN (o141, po—1, .. 4 pp), 0,0...1
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ferner entsprechend hierzu:

0
0 1
9[(__1)( Pi1s P2’ A Pm) — 0 0
p1t+1, p2—1, ... pp T
0 0

und

9[(0)( P1> P2> M pm)=
p1t+1, pa—1, .. s P

=]

0, 9[&12)(})1—[-1, pa—1, ..
0, 2[(212)(P1_}'1a pa—1, ..
= | 0, A (p+1, po—1, ..

0, %ﬁr}z)(f)l"l_l, p2—1,.

Mittels der Gleichungen

(=]

©Pm); 0.
o Pm) 0.
o Pm)s L.

c e Pm)s 0.

“I(l)(PI’ P2s + s Pm) = A(”I(Pls P2s ¢+ Pm)+c¢(rl) E,
s‘)/I(l)()"l’ P2s s o Pm) = —A(l)(Pb P23+« o Pm)s

AV (p,+1, po—1, ..., pp) = —AD'(p;+1, pp—1, ..

139

) pm)_cz(rl) E

lassen sich alle auftretenden Koeffizientenmatrizen durch die

beiden speziellen

AN (py,s pgs -+ o pm) und AP (p+1, py—1, .. ., py)

ausdriicken.
Alsdann wird in ausgerechneter Form:

1, p,b—1, ...,
Pu(z P1+ » P2 Pm
P1>  Pas -+ Pm

p1t+1, pp—1, ..., pm)
P1> P2s -« Pm

Pit1l,po—1, ..oy pp
Pis  Pas -+ Pm

sz(z P1+1’ Pz_ly LIRS} pm)
Py Pas c v P

- —A(ﬁc)(Pp P2s - -

)=z+A%Wn+Lpr-L--

2 ) = +A$zll)(P1+1’ p2—1, ..

— A% (p1; pas - -

v Pm)

(h=2,8,..

23 Pm)_

v Pm)

o Pm)s

(k=2,8,...,m),

* m)s



1 —-1,...,
PM(Z PitlL Py ””‘) =1 (h =8, 4,...m)
P1> P25 -+ Pm
1, p,—1,...
P,,k(z Prt1s by ”’"‘) =0 (hk=28,..,mh#k),
P1> P25+ P

und entsprechend

P1> P2s  + e Pm
B (z ) =0,
- pritl,pp—1, ..., pp,

p1tL pe—1, ... py
(k=1,8,4,...,m),

P1> P2y P
Ba(s] P ) — AR b )
P1> P2s oo Pm)

( pitl, pa—1, ... pr = _Aé}s)(f’l'{_l, pe—1, ... pp)
(h=1,8,4,...,m),

(z P1> P2s o v Pm) _

P11, pp—1,. .0, py

= 24+A5 (p15 P25 - - pm)—Aélz)(pl—l-l, pe—1, ..\ Pm)s

P1> P25 -+ Pm
B (z ):1 (h =38,4,...,m)
" p1t1Llpp—1, ... pp T

‘—Bhk(z P P2 ""P"‘)=0 (bl =8,4,...,m;h #Fk).
P11, po—1, .. o oy,

Die beiden Matrizen
L ps—1, ... pp
P(z p1t+1, p2 P ) und $(z

P1> P2s + 5 Pm
sind hiernach eindeutig bestimmt, wenn man die beiden Koef-
fizientenmatrizen

AD(pys pgs « « o pm) und APV (py+1, po—1, .. ., py)
kennt. Man kann demnach auch folgenden Satz aussprechen:
“Sind die beiden Matrizen
A(2 | p1s pas + + s pm) und AV (p+1, po—1, . . ., py)
bekannt, so ist die Matriz
AR | p1+1 pa—1, ..o pm)
eindeutig bestimmi. Kennt man auch noch die Matriz

P1> P2s - Pm)
p1t+1L po—L .. pp

AR | p1s Pas « « »s Pm)s
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so lasst sich die weitere Matrix

Az | p1+1, pa—1, .« o, pr)
ebenfalls auf eindeutige Art angeben”.

84.) Die drei letzten Paragraphen fithren zu einem merk-
wiirdigen Ergebnis. Nach ihnen lassen sich aus der Matrix

A2 | p1s p2s + - o Pm)
die Matrizen

Az | pr+1, ppt+1, .oy putl), Az | py+1, pas o o P)s
Az | pr+1 pe—1, . . 5 py)

eindeutig bestimmen, wenn man die zugehorigen ersten Koef-
fizientenmatrizen

AN (py+1, po+1, . o oy ppt1), AD(p1+1, pyy -+ o P)s
AV (py+1, po—1, . . .y py)

kennt; aus Symmetriegriinden miissen sich also auch die Matrizen

Az | p1+95, P2+_6f2’ oo Pt Opm)s
A2 | p1+01—041, p2t+075—0g2s -+ s Pt Orm—05m)
(fe=1,2,...,m;f+£g)

eindeutig bestimmen lassen, wenn man ihre ersten Koeffizienten-
matrizen

AN (py+0p1, pat0sa, - + 43 Put-Orm)s
AW (py+071—0,1, P20 0525 + + o3 Pt Orm—0gm)

kennt. Wendet man diesen Schluss mehrmals hintereinander an,
so folgt, dass man aus der Matrix

A | p1s P2s - + o5 Pun)

in eindeutiger Weise alle Matrizen

Az ] P;s Pé’ R Pr'n)
mit

m , m
2P =2 P
k=1 k=1

bestimmen kann, wenn die ersten Koeffizientenmatrizen

ADE, 0, plD) (=01, 1)
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tiir eine Kette von Parametersystemen

{0, i, L, plD (r=0,1,...1%)

P1 i

s P2
mit

) . (t) — ) _

(0) _ . !’ !’ ’
1 Pm s P1 P1s P2" = Pas + + *s Pm’ = Pm

p® = p1, P =Py - s

gegeben sind, von denen jedes aus dem vorangehenden hervor-

geht, indem man entweder alle Parameter gleichzeitig oder nur

einen einzelnen um Eins vermehrt oder indem man zu einem der

Parameter Eins addiert und von einem anderen Eins subtrahiert.
Nun ist aber

©0)
m

A(z|0,0,...,0)=EFE,
wie aus der Definition und den Eigenschaften dieser Matrix un-
mittelbar folgt. Wegen der allgemeinen Identitét
A2 ] p1s pas o+ s P)W (]| P15 P25 - o5 Pm) = Yo ()E

ist folglich auch
A(z]0,0,...0)=E.

Also lasst sich der folgende Satz aufstellen:

“Wenn die erste Koeffizientenmatriz

AD(py, pgs v o5 Pm)
fiir alle Werte der Parameter bekannt ist, so sind sowohl die Matrizen
Az [ p1s 2> - o Pm)s
als auch die Matrizen
AR | p1s Pas - o> Pm)

gleichfalls fiir alle Werte der Parameter eindeutig bestimmt’.

Es geniigen also schon die siamtlichen ersten Koeffizienten-
matrizen, um auch die beiden Néherungsmatrizen fiir alle
Parameterwerte auszurechnen. Dabei ist bemerkenswert, dass dann
bei dieser Ausrechnung kein Gebrauch gemacht werden muss von
diesen Funktionen

11(2)s 12(2)s « « o5 fn(2),

die angenéhert werden sollen.

85.) Alle bisherigen Ergebnisse nehmen eine besonders einfache
Gestalt an, wenn m = 2 vorausgesetzt wird. Dann bestehen die
Identititen
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Au( 2] p1s p2)fa(2)+A12(2 | p1s p2)fa(z) = Ry(2 | p1s P2)s

Ag1(2 | p1s p2)f1(2)+A2a(2 | p1s p2)f2(2) = Ra(2 | p1s p2)s

Woo(2 | p1s p2)f1(3) —Uaa(2 | p1s p2)f2(2) = Rara(2 | P15 p2)s
~Wso(2 | p1s p2)f1(R)+U1s(3 | p1s p2)fa(z) = Riar(2 | P15 p2)s

und die Gleichungen

[A4( ]| pl,p2)| = p1, |A12(z | p1 pa)| = pa—1,
[ 4212 1 p1s p2)| = pr—1, [Aae(z [ p1, p2)| = pos
| Ry (z1p1,p0)| =0, |R: (21 p1> p2)| = o
[Tl r el =pu  [Tale o )] = pet,
Wpo(2 | p1s p2)| = p1—1, [m = P2
|Raz(z | p1spa)| =00 |Ramlz] p1ops)| = 0,

so dass man auf Grund der beiden Eindeutigkeitssitze zu den
folgenden Uebereinstimmungen kommt:

A (2] p1s p2) = + ooz | p1s pa)s A12(2 | p1s p2) = —Uay(2 | P15 P2)s
A (2| p1s p2) = —Waa(2 | p1s p2)s A2a(2 | p15 p2) = +U1a(3 | P15 p2)s
Ry (2] p1s p2) = Rana(2 | p1s p2)s Ra (3] p1s p2) =  Riz(2 | p1s p2)-

Diese Beziehungen sind wegen
D(z|py1» p2) = A11(2|p1s p2)A2a(2]p1s p2)—A1a(2]p15 p2)Aa1(2] P15 p2)
= wp1+p3(z)
auch eine unmittelbare Folgerung aus der frither bewiesenen
Beziehung
Az ] p1s pa) W (2| p1s p2) = wp1+p2(z)E'

Es ist also hinreichend, sich auf die Untersuchung der einzigen
Matrix
A(2 ] pys p2)

zu beschrianken, wenn m = 2 ist. Alsdann nehmen di€ Funktional-
gleichungen aus den letzten Paragraphen die einfache Gestalt
A | prF1, pet1) =
3+ A (p1+1, pat1)— A (p1; pa)s AR (141, po+1)—AF (o1 p2)
(Aél)(Pl_l—l pat1)— A21 (P15 P2); z'|'A%)(l"1“|‘1 pat1)— A (Pl’ Pz)) %
X A(z | p1s p2)
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und

A(z | p1+1, pp) =
= (Z‘I‘Aﬁ)(f’l‘f'l, p2)—AY (P15 p2)y —AE (P15 Pz)) A (2] pys p2)
+45 (p1+1, p2), 1 o

und

Az | pr+1, py—1) =
_ (2+A‘1§)(91+1, pa—1)—AR (p1, p2)y — AL (p15 p2)
+A(211)(P1+1’ Pz—l)a 0

an. Man kommt in diesem einfachen Fall auf die gewohnlichen
Kettenbruchentwicklungen fiir das Verhiltnis

—h(2) : f2(2)

) A(z | p1s p2)

zuriick.

V.

86.) Durch die bisherigen Ergebnisse wird ein Einblick in die
Eigenschaften der Matrizen
A | p1spy- o pm) und Az | py, pae v v Pm)

gewihrt. Es soll nun gezeigt werden, wie man dieselben wirklich
berechnen kann.

Diese Berechnung kann auf zweierlei Arten geschehen, ent-
weder nach Hermite durch ein rekursives Verfahren, indem man
die Matrizen

1, 1,...,pnt1 1L, p5...
P(z p1t1, pa+ Pmt )), P(z P11, pa P:n)’
P1> P2s < v Pm P1s P2+ P
P(Z p1i+1,po—1,..., Pm)’

P1s P25 <+ Pm
Pi1» P2s s Pm ) (
p1t+1l, pat1, ..oy ppt1 ’
Bz

aus den Werten der Funktionen

P> Pas -+ Pm)
p1t1, pas v s P ’
P1s  Pas e Pm)
p1itl,pe—1, ..o ppm

Bz

Ry(2 | p1s pas + + »» pm) Und Rppy(2 | p1s P25+« o5 Pm)

berechnet und alsdann von den Formeln
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1s51]
A(z]0,0,...,0) = E und %(2]0,0,...,0)=E

zu immer grosseren Parameterwerten aufsteigt, oder indem man
.alle Matrizen

A(2 | p1s P2s -« pm) und A(Z | py, 3y -« o5 Prm)

in geschlossener Form mittels Determinanten ausdriickt. Diese
beiden Verfahren sind besonders einfach bei den Matrizen

Az [ p1> Pas - o3 Pm)s

aus diesem Grunde beschrinken wir uns im allgemeinen auf ihre
Betrachtung.

87.) Seien

!

P1s Pas + + s Pm U Py pos v s Py

zwel verschiedene Parametersysteme mit
m m
14
2P =2 P
k=1 k=1

Alsdann ist nach Definition

A3 | p1s o> + + o3 Pm) =

m !’ ’ 14
P1s P2sc - P
= Z P,,,(z 1T m) A2 | p1s P2 + o5 Pm)
i=1 P1s P2s « + «s Pm
(h,k=1,2,...,m),
mhk(z | Pi’ P;’ L) P:n) =
m
Pi1sP2s -« P
=zs~]3m'(z ’ ? ’ :n) W(Z | p1s P2s « « s Pm)
j=1 P1s P25+« Pm
(hyk=1,2,...,m),
ferner ist
m
Ry(z | p1s> P2s - + s Pm) =kZ A2 | P15 P2s + + o5 Pm)fi(2)
=1
(h=1,2,...,m),
’ ’ ’ i ’ ’ ?
Ry(2 | p1s Pas « + o Pm) =kZ Ape( ] P15 p2s « + o5 Pm)fe(R)
=1
(h=1,2,...,m)

and
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Rour(2 | prs p2s - + s Pm) =

= Wpi(2 | 15 P2s + + o P )(3) — Ware(2 | P15 P>+ « o5 P )fi(2)
(h, K, 1 =1,2,...,m),

ERhlcl(Z l P;a P;’ .o oy P;n) =
= Wer(2 | p1s P2s + + s P )R — W2 | P15 Pgs + + os P )o(2)
ol l=1,2,...m)

Also miissen auch die Transformationsformeln
Rh(z | P;s P;’ D) P:n) =

m ’ ’? ’

P13 P2s -+ s P

= E Pha‘(z T m) Ra‘(z [ P1s P2s + « o Pm)

J=1 P1s P23 + + «s Pm

(h=1,2,...,m)

9"}hkl(z | P;s P;9 ooy P;nE) =

m
P15 P25+« s Pm
=2 SBh:‘(z , r) Rz | p1s P2s + « s Pm)

’ ’
=1 P1s P25+« +5 Pm

(hy 1 =1,2,...,m)

bestehen.
Gemaiss den Voraussetzungen sind die Funktionen

Rh(z [ P1s P2s < - o Pm)'/’o-(z)_l9 Rh(z | Pi9 P;’ e P;n)’pa-’(z)‘ls
Rcr(2 | P15 P2s + « o5 P )W (2) 7Y, Ry (2 | Pi, P;a s P:n)’/’a'(z)_l’

die in diesen Gleichungen auftreten, in allen Punkten
1 2p5 Zgy - -

reguldr. Sie lassen sich also in endliche Interpolationsreihen
Ry(3 ] p1s Pas v+ os P) =

=3 R0 oispas -+ PR s s+ (3]
Ry(2 | p1s Pas v o3 Pm) =

=A§1,R§“(Pi’ Pas - + s Pm)PA(R)FRIN(= | pls iy - - s P )Pu(R),
P2 | P15 P25« « o5 pu) =

#—-1
= Z SR;:}c)l(Pl’ P2s +« Pm)'/’/\(z)’{‘m;[‘l‘c%(z | P1s Pas + « o Pm)wﬂ(z),

A=0

R (2 | P{a P;, cee P;n) =

a1
= 2 5}{;‘),3(;)1, P2s - Pm)'l’/\(z)“i‘g{}%%(z | P15 Pas -« o Pm)’/’/t(z)

A=o’
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entwickeln, wobei die Restfunktionen

R;»l‘)(z | P1s Pas « « o Pm)ﬁ R;f‘)(z | PL P;9 R Pf'h)3
m;r,ll‘c;(z | P1s P2s « + s Pm)s m;l;c%(z I P;, P;: D P;y.)

in G reguldr und die Koeffizienten

R;:\)(Pl’ P2+ s Pm)s R;;A)(P;, P;s PERY P:n)ﬂ
%gsc)z(Pl’ P2s + =+ Pm)s m;;/}c)z(Pi’ P;s e Pm)

von z unabhingig sind.

38.) Die letzten Ergebnisse fithren leicht zur Berechnung der
sechs Matrizen

PG

pit1, p+1, ..., Pm+1) P(z prt+1, pas v o Pm)
P1s  Pas - Pm [ P1s P2s - Pm

P(z prt+1lp2—1, ..., Pm)

P1s P2s + 2 Pm
P1s  Pa» s Pm ) (z
p1t+1, po+1, ... ppt1 ’
%z
Zuerst werde die Matrix

P(z p1+1, pt1, .., Pm+1)

P1s P25 <+ Pm
betrachtet. Ihre Elemente haben nach 81.) die Form

p1+1, po+1,.. ., pm-l-l) _
Pis P25 - Pm

P1s P25+ Pm)

P11, p2s - s P
P1> P2 e Pm)

p1tL pe—1, ..o P

%z

P,,,,(z

p1t1, pat1, ..oy pputl

= hkz+Phk(
P1> P2s <+ Pnm

) (hk=1,2,...,m)

mit von 2 unabhingigen Gréssen
P (P1+1, pet+1,..., Pm+1)
hk
Pi1> P25 ++ Pm
(hyk=1,2,...,m).
Es ist
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Az | pr+1, pat1, oy ppt1) =
m 1, 1,...,pn+1
=5_21Pm(z p1t+1, pa+ Pmt

P1s P25 -+ Pm

) A2 | p1s p2s + + 5 Pm)
(h,E=1,2,...,m),
Ry(2 | p1t+1, pat+1, ..o, ppt1)=

— % P (z p1t+1l pat1, ooy ppt1
-3 P,
P N I T

)Rj (2] P1s P25 -« o5 Pm)
(h=1,2,...,m);

ferner muss nach Definition

IAhk(z [ p1t+1, pot1, ..., Pm+1)l = petOme
hEk=1,2,...,m),
[ Ry (2| prt1, patl, .., putl)| = 04m
(h=1,2,...,m)

sein. Hiervon folgen aber die Gradungleichungen ohne weiteres
aus den Voraussetzungen

IAhlc(z | P> P25+« o Pm)l = prtOu—1
(h,k=1,2,...,m),

)léa,.,,

(hEk=1,2,...m).

p1t+1, pat1, ..oy ppt1
P1, P2s <o Pm

P, (z

Also muss die Matrix

p@

schon bestimmt sein durch die Ordnungsungleichungen

p1t+L pa+1,. ., pm+1)
Pi1s P2y e Pm

IRh(z [ p1+1, po+1, ..., Pm+1)‘ = o+m
(h=1,2,...,m)

und wegen der Eindeutigkeit dieser Matrix miissen sich die Kon-
stanten '

(hk=1,2,...,m)

P (Pl‘l‘ls pat1, ..., Pm"_l)
hk

P1> P2s -+ Pm

schon allein aus diesen Ungleichungen erhalten lassen.
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Jetzt ist nach 37.)
Ru(2 | p1s P2s + -+ Pm) =

=3 RO s par - PIAEEREG L par s W)
(h=1,2,...,m),
Ry(z | P+l pet1, .o pptl)=
= R;rH»)(z [ p1+1, pa+1,... Pt 1)¥oim(R)
(h=1,2,...,m).

Setzt man diese Werte in die Identitidten

Ry(z | prt+1, pat1, ..y pptl)=
m 1, po+1, ..., ppt1
_3 P,,j(z p1t1, pat Pmt

) R;(z | p1s p2s « + > Pm)
P1s P25 -- Pm

(h=1,2,...,m)

ein, so folgt, dass jedes der m Polynome

On(z) =
et z P1+1’ p2+19 . ooy pm+1 ()
= AE '/’A(z)j% Py\z 0 o 0 R (p1s Pas + s Pm)
=0 == 19 29 o o oy m

(h=1,2;...,m)
durch das Polynom
wd+m(z)

teilbar sein muss. Das sind genau m? lineare Gleichungen fiir die
m? Ausdriicke

P (P1+1’ pat1l, ... pptl
hk

) (hyk=1,2,...,m)
P1s P2 -+ Pm

und wegen der Eindeutigkeit der letzteren muss die Determinante
des Systems von Null verschieden sein.

89.) Um nun zu einfachen Losungsformeln zu kommen, beachte
man, dass

P+l pot1, ..o ppt1

P1s Pz> cees Py

2 Ph"(z ) Rﬁ'A)(Pl’ P2s « « o Pm) =

=1

= (3—21) RV (p15 P25 - + o> Pm) +
kel +1, p2+1,..., put1
+ Z (‘5uza+1 +P M(pl P2 P

))R;M(Pl’ P23 Pm)
i=1 P1> P2s -+ Pm
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ist; es wird somit
o+m 2
0:(z) =A§ SNE)) (h=1,2,...,m)

mit den Abkiirzungen

kid pt+1,p+1, ... p,+1
Qg.a) = z (6Mzc+1+th( ' : " Rga)(pl’PZP"’Pm)’
j=1 P1s P2s - Pm

kid p1+1,p+1, ..., 0,11
Q;.M = Z (6hiz/\+l+PM( ! p 2p o RSA)(pl’pZ""’Pm) +
19 29 oo oy m

j=1
+ BREprs pys - o pm)  (A=o0+1 042, .., 04m—1),
Q§.¢Y+m) = R;‘am—l)(f’lq P2s s« o Pm)'

Offenbar konnen aber die Polynome

o+m
2 OVn) (h=1,2,...m)

nur dann durch vy, (2) teilbar sein, wenn die m? Gleichungen
oM =0 (h=1,2,...,m;A=o0,0+1,...,04+m—1)

erfiillt sind. Es miissen also folgende m? inhomogenen linearen
Gleichungen von den Konstanten

111, p2+1, ..oy ppt1

) (hk=1,2,...m)
Pi1s P2s ++ Pm

P
befriedigt werden:

0=73 P,

J=1

(P1+1’ pat1l, ..o ppt1
P1> P2> -+ Pnm
+ zo-+1Rgr)(P19 Pas -+ > Pm) (h=1,2,...,m),

)R$"’(Pp Pas - Pm)

m
P1+1, P2+19 e P +1
0=3 7, ") RN s )+
i=1 P1s P2y c v Pm

+ zA+1R;x“(P1’ P25+ Pm)+R;;A—~1)(P1’ P2> « > Pm)
( h=1,2,....,m )
A=o0+1,04+2,...,04+m—1)"
Dieses Gleichungssystem kann durch Matrizen sehr leicht in
expliziter Gestalt aufgelést werden. Dazu werde zur Abkiirzung
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P(Pl’ P25+ o Pm)

R (p1spas -« s Pm)s RETV(p1spas e e Pm)s oo oo R (1, P25+ o5 Pm)
R(za)(Pl’ P2seees Pm)’ Réﬂ-l) (Pl’ Pgs e Pm)9 ooy R(zﬂ‘m_l)(/’vpz’ woey Pm)

R 01525+« Pm)s REFV(P15 P2« o 0sPm)s oo s REF™ (01,025 5 Pm)
und
ZBgr1y 1, o ... O 0

0, Zyyp» 1 ... O,
0, 0, 2,.30 ... O, 0

=]

Z(py, Pas « » s Pm) = . . . .
0, O, 0 ... Z%im-p 1
0, O, 0o ... O, Lgim /

gesetzt. Die vorigen Gleichungen sind dann gleichwertig der einen
Matrizengleichung

pi+1, po+1, ..o, ppt-1
P( 1T P P P(p1s P2s - - +» Pm) +
P1> P2y -+ Pm

+ P(p1s P25+« o Pm) Z(P1s P2s + - o3 Pm) = O

und lassen sich also 16sen in der Form

P(P1+1’ p2t1, ..., Pm+1)

P1> P2s <+ Pm
= —P(p1, P2 - - > Pm) Z(P1s P25 - + > Pm)P(P1s P2 - - - )™

oder auch

P(z prt+L pet+1, .., pm+l)

P1> P2y -+ Pnm
= P(p1, pas -« o Pm) (EZ—Z(py, Pas - - s Pm)) P(P1s P2s + + s Pra) ™

Wegen der Eindeutigkeit der Matrix

Pz

folgt hieraus erstens, dass die Determinante jeder Matrix

P11, pp+1,..., Pm+1)
P1> P2y -+ Pm

P(p1s P2s - + s Pm)

ungleich Null sein muss; dies ist eine neue Eigenschaft, wodurch
sich die vollkommenen Funktionssysteme auszeichnen.
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Zweitens folgt aus den letzten Gleichungen als Probe wieder
beim Uebergang zu den Determinanten

'P(Z prt+L pot1,.. ., Pm+1 ’ _ Yoirm(?)

P1> P2s oo Yo z)
p1+L patl, .o p +1
!P( P p 7:) = (_l)m RBo+15%0+25 + * *» Rgtm>
1 29 e e ey m

wie schon frither bewiesen wurde.

40.) Die Formel fiir

P(z
ergibt wegen
P(Z p1t+1L pet+1, .., Pm+l) ,(z P1> Pas -+ Pm ) —
P1s P2s -+ Pm pi+1, po+1, .., ppt1
— w¢7+m(z) E
¥o(2)

p1+1,p5+1, ..., Pm+1)
P1> P2s <+ Pm

die weitere Gleichung
P1s P2s <+ Pm )=

®(:
pit1, pa+1, .o ppt1
— Wa+m(i)
vo(2)

Es ist aber auch moglich, die Matrix

Bz

in independenter Weise als Funktion der Koeffizienten

P1> P2s -+ Pm )
pit+1, pat1, . .oy ppt1

A
R4 (p1s Pas « + » Pm)

darzustellen. Es ist dazu nur nétig, ihre Elemente

S:Bhk(z = 03"t

P15 P25 - pm)
pit1,pe+1, ..o ppt1

plus niedrigere Potenzen von z

so zu wahlen, dass die simtlichen Polynome in z

P(p1s pas - Pm)(Ez‘“Z(Pl’ Pzs o Pm)) T P(p1s P2y v vs p)h
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D (3) =
o+m—1

S ] e e

prb L, oy, « o o put 1) A(PL P e )
(h’k;l=1,2,...,m)

gleichzeitig durch
wrr—l-m (Z )

teilbar werden. Die hierzu notwendigen Rechnungen scheinen
jedoch sehr umstédndlich zu sein; es werde daher darauf ver-
zichtet, sie wirklich durchzufiihren.

41.) Zweitens werde die Matrix

P(z p1it1, pss ey Pm)

P1s  P2s 5 Pm
bestimmt. Nach 82.) besitzen ihre Elemente die Form

]-’ s FPm 19 s Fm

Pn(z P11, p2 P ) — Pn(pﬁ— P2 P )’
P1s P25+ P P1s P2s -+ Pm
19 9 e e ey 1, s 000 Pm

Plk(z p1t+1, py pm) _ Plk(Prl— P2 P )
P1s P25+ - Pm P1>  P2s -+ s Pm

(k=238,...,m),

1, pas e v v Py 1, Py e - o
Pm( | P11 P2 P ) _ Pm(ler s P2 Pm)
Pis P25+ Pm P1> P2s -« Pm

(h=2,8,...,m),

1, pgs -« o
P,,,,(z pr1s pe P"‘): 1 (h=28,...,m),
Pis P25+ Pm
41, pas v v es Py
m4z“ Pe> P): 0 (hk=238,....,mh+#k),
Pis P25« Py

und zwar war bereits festgestellt worden, dass

Loy oo P
Plk(P1+ P2 P

) = _A;(l%c)(Pl’ P25« Pm)
P1> P2s -+ P

(k=28,...,m)

ist. Um auch noch die Elemente mit & — 1 zu erhalten, werde
von den Gleichungen
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IRh(z I P1+1, P2s o o oy pm)l = g+1
(h: 1,2,...,m)’

Ru(z ] p1F1, pas « v vy ) =

m
pitl,ps e 0p
=23 Py (z m) R{2|p1s pas « « +s Pm)
i=1 P1> P2s -+ Pm

h=1,2,...,m),

Ry(2 | p1s Pas - - o5 Pm) =

= Rg‘”)(pl, Pas -« Pm)'/’a(z)‘{‘R;.”‘!—l)(z [ P1s> P2s + + +s Pm)¥Poi1(R)
(h=1,2,...,m)

Gebrauch gemacht. Es miissen hiernach das Polynom

%(z>(zR<f><pl, Par + + o pm)

(Pl‘l_ls P2s = s Py

m
+ 2 Py
P1s Pz -+ s P

=1

) Rg'”)(Pl’ P2s + - Pm))

und die Polynome

P11 P2s oo o3P\ 1o -
9@ (PP P ROy, B 1)
P1s P25+ Pm
h=1,2,...,m)

durch y,,,(2) ohne Rest teilbar sein; das fiihrt auf die Gleichungen

m
1+l pgs .. p
Z Pli( : m)Rg'ﬂ) (P1s P2s + « +5 Pm) +
i=1 P> P2 s+ o Pm

+ za+1R§a)(p1, P2as ¢ oo Pm) =0,

P1tL pas .o P

)R(lol)(pIQ P2s o« o Pm)+R§La.)(P1’ P2s P'")=O
Pis P25+ o Py

(h=2,8,...,m)

Pm(

und liefert also die Werte

P1tLs Pas oo P
Pn( P> P P )=
15 P2s - Pm
m AR p1s P25 - - Pu)RE (P15 P2s « - 5 Pm)

= —Zpa+ D
MR~ R (pys Pas « « o> Pm) ’
p1t1l,pos s p R(v)(Pl’ P2s -+ s Pm)
Phl( ’ m) = — R?o') (h=2, 3, oo ey m),
P15 P2s+ - Pm 1 (P13 P2s + o> Pm)

womit auch die restlichen Koeffizienten bestimmt sind.



[61] Perfect systems 155

42.) Man kann die letzten Formeln zusammenfassen in eine
einzige Matrizengleichung. Seien zu diesem Zweck zur Abkiirzung
die Matrizen
AR | pys P2s -+ o3 Pm) =

B—Rgt15 _'A:(llz)(Pv Pas e Pm)s o v o _A&Z(Pl’ P2s  + +s Pm)

_ o, 1, cen 0
o, o, v 1
und
1 0, ..., 0
RY (p1s pas + + -5 Prm) . 0
R pys pas e v pm)’
R(Pl’ P2s + o Pm) = .
Rg)(f’v P25+« o Pm) 0 1
R (pys pas -+ +» Pm)

eingefiihrt. Es ist dann offenbar

P(s

und also schliesslich

P(z

Beim Uebergang zu den Determinanten folgt hieraus wieder

P(z P1tL, pay e e s Pm)

P1> P25+« Pm
wie es sein muss.

p1t1, P55« v oy P

) R(p1s pas - « s pm) = A2 | p15 P25 - + s Pm)
P1> P2s « ¢« «s P

P11l py s -
’ ) = A(2]p1, P25+« »» Pm)R (P15 P2y« + s P)7H
P1s P25+ s Pm

= &8 —Rg511>

43.) Wegen
1, EER m ’ b EER AR S ] m

P(z P11, pe P )S'B (z P1s P2 P ) — (2 — 2,,,)E
P11, pas e os P

P1s P25« P
ergibt sich aus den letzten Formeln die Gleichung

¥

P1s  P2s .- Pm) —
P1+1’ P2s o+ o5 Py
= (2—2541) R(p1s P2s « + s Pm) AR | P15 P25« s Pm)
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Aber es ist auch moglich, diese Matrix in independenter Weise als
Funktion der Koeffizienten

g[5;%:)(/)19 P2s s+ o Pm)’ m;ﬁ(ﬁ’l’ P2s + o s Pm)
ok l=1,2,...m)

darzustellen. Es ist ndmlich nach 382.)

P1s P23« ¢ s Py
sBll(z ) —_— 1’
P1+13 P2s + ¢+ «s Pm
P1s P2s - Pm
SBhl(z i+l p ) ) = _%[;lll)(Pl’ P2s o oo Pm)
1 s P23y o o vy Poy

h=2,8,...,m)

und ferner

%@

P1» P29'°"Pm) P15 P25+ s P
= 6hk2+$hk( )
P11, pos v s Py P1t1L, pas « v s P

h=l,2,...,m)
sz&“”m’
wobel die Ausdriicke

B ( P1s P25 .- Pm)
hk
P11, p2s e oo P

im Augenblick noch unbekannte Konstante sind. Weiter erhilt
man hieraus und aus den Formeln

Rei(2 | P15 P2s + v s P) =
= }(:;c%(pl’ P25« e o Pm)‘Pa(z)+m;¢l;c;rl)(z [ P15 P2s - + = Pn)Wota(R)
(b, 1 =1,2,...,m),

R | p1+1s pas - o oy p) =

= 3 s

P15 P25+ Pm
P1t1, P25+ o Py

)ma‘kl(z [ P15 P2s + - o5 Pm)
(hy byl =1,2,...,m),

Ig{hkl(z I P1+1, P2s o o Pm)l 2 U+1 (h, k, l = 1, 2, o ooy m)

die linearen Gleichungen
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< P1> P2s-- P
121 5-1315(3 pr+1, p ) Rz (p1s Pas « + s Pm) = O
= 1+1, pas - v o5 P
k,1=1,2,...,m)
m
Pi> P2s- < Pm
) ls‘Bhi(z pi1, p p ) gﬁ(Pl, Pas + + s Pm) =
= 1 s P22 * 9 FPm
h=2,8,....,m
= =B s 0n) (1 vm )
Das System der m? Indizespaare
k1 (k,1=1,2,...,m)

werde jetzt in einer ein fiir allemal festen Reihenfolge ange-

ordnet und symbolisch mit

P15 Pas - -

- Pu (M = m?)

bezeichnet. Fiihrt man dann die beiden Matrizen aus m Zeilen

und m?2+1 Spalten

R(P1> P2s - - +s Pm) =
L, RE) (p1s p2s - -
0, ER;‘;)I (P15 P25 -

-

> Pm)s -+

0, MI(PU Pas o Pm)s -
und
(2] p1s P2> + + s Pm) =
1, 0,
—-Q[;ll) (P1>P2> s Pm)s (R—Roia )%g:(Pl’ P2

— U1 (P1s 2>+ os Pm)s (B—Zon )mg,:l(l’l ' P2>

ein, so ist offenbar gerade

Bz

ist

P1s  Pas .-
P1t+1, pa. -«

s Pm

R*(p15 p2s - -

e s Pm)s e

s Pm
) R(py> P2s + -

s Pm)
o> Pm)

s 9{%),, (P15 P2> - -
) m;:)M (P15 P25 « -

. ER(I::M(PI’ P2s - o> Pm)

0
coor P s erer (B=2041) RS, (P15 P25 o3 Pm)

cepmheees (2203 )R (s pase s o)

o Pm) = L (3] P15 Pas + « s Pu)s

v Pm)

irgend eine m-spaltige quadratische Untermatrix von

R(p1s P> - -

s Pm)
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und
H*(2| P15 Pas - + o Pm)

die kongruente m-spaltige quadratische Untermatrix von

L (3| p1s P2+« s Pm)
so gilt also auch

Bz

oder

Bz

wenn die Matrix

P1> P25+ P
m)ﬂ*(m, Pas + v s Pm) = Z*(2] p1 P2s - - s Pm)
P11 P2y e v s P

P1s P25+ Pm
P1+1, P29 oo P

) = *(2]p1:P2s - - 0 Pm) ¥ (P1s P25 o o Pm) s

Z*(p1s P2s « + > Pm)

nichtverschwindende Determinante hat. Man kann aber leicht
zeigen, dass

R(p1s P2s + + 5 Pm)
wirklich solche Untermatrizen mit nichtverschwindender De-
terminante, also den Rang m hat. Denn wire der Rang geringer,
so miissten die letzten m—1 Zeilen von einander linear abhéngig
sein; es gibe also m—1 Konstante
Cyy C35 o« oy Cpy
die nicht alle verschwinden, so dass
m
> e R8s por - pn) =0 (B1=1,2,...,m)
Je=

ist. Sei zur Abkiirzung

m
Wy (= [ P15 Pas « + s Pm) = _Ezca'%ﬂc(z | P1> P2s + « = Pm)
J=
k=1,2,...,m),

m

R (21 p1s pas « + s Pm) = zzcjmjkl(z | P15 P2s «  +s Pm)
=
(k,1=1,2,...,m)
so dass also die Gleichungen

RE(21P1s pas « - s Pm) = U (2] P15 Pas + + or P )ie(R) — Ui (2] P15 P2s v ovs Prm)
(k,1=1,2,...,m)
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und die Ungleichungen

I%:(z |P1’ Pgs s s s Pm)l = O'_pk—(slk (k =12,... m),
| RE (21 p1s pos - - pm)| Z 0+1 k,1=1,2,...m)
bestehen.
Es ist nun

° Pm)l = o—pyt+d—1
G, k=1,2,..

I%m(z | p1s P2> - -
. m)

und also kénnen die Polynome

%:(3|P1,P2’---spm) (k=2,8,...,m)

nicht alle identisch iﬁ z verschwinden. Das steht aber, zusammen
mit den oberen Schranken fiir die Grade der Polynome

Wz | prs> P2s « > Pum) k=1,2,...,m)
und den unteren Schranken fiir die Ordnungen der Funktionen
2“,?,(2 [ P1s P2s v - s Pm) (B 1=1,2,...,m),

im Widerspruch zum 3. Kriterium. Also folgt, dass

Z(p1> P2s + + > Pm)
wirklich vom Rang m ist.
44.) Drittens soll die Matrix
1, po—1, ... py
P(z p1+1, pp P )
(P1s  P2s -+ Pm

allein als Funktion der Koeffizienten der Polynome

A2 | prs Pas -+ s ) (B =1,2,..,m)

bestimmt werden. Es ist nach 83.)

1,p,—1,...,p, 1, po—1, ..., p,
P,,l(z p1t1, p2 P ) =6h1z+Pm(pl+ pz—1, P )
P1> P25 - Pm P1s P2s +*s Pm.
(h=1,2,...,m),
prtL pe—1, ..., p,
Pu«(z = —AR(p1s pas - + 5 Pm)
Pi1> P2s - Py
k=238,...,m),
1, py—1, ...,
sz(z P11, pp—1, Pm) —o,
P1> P2> * s Pm




160 K. Mahler [66]

1, pp—1, ...,
Ph,,(z prtls by p”‘):l (h = 3,4, ...m),
P1s P2s -+ + 0 P
1, pp—1, ...,
P,,,,(z patLs P, ”"‘):o (h k=238, ...,mh#k),
P1> P2s e P

wobei die Koeffizienten
1L, p,—1,...,
P,u("’“L P2 ”m) h=1,2,...,m)
P15 P2> -+ Pm
nicht von z abhéngen. Ferner gelten die Gleichungen

Apg(z | p1+1, pa—1, ooy pp) =

pit1l pe—1, ..., oy
— 3 P
P1s P25 = Py

) A2 ] p1s pas« v o> Pm)

(h=1,2,...,m)
und die Gradbeziehungen

lAhz(Z lp1+1,po—1, .., Pml = py+0Ou—2

(h=1,2,...,m),
und zwar ist der hochste Koeffizient des Polynoms
A22(Z [ p1+1, pp—1, ..., Pm)

gleich Eins. Daraus folgt durch Einsetzen der Potenzreihen fiir

die samtlichen Polynome das System von Gleichungen:
pit+1lpe—1, .. pp

m
2 Phi(z )A%)(Pp Pas o o Pm) =
i=1 P1> P2s -+ Pm

{A(112)(P1’ P2s -« o Pm)z_A(122)(P1’ Pas -+« +s Pm) fir h =1,

1 fir h = 2,
0 firh=38,4,...,m

und daraus fiir die noch unbekannten Polynome

Pn(z p1it1l,p—1, ..., Pm) — e A(122)(P19 Pas « + > Pm) +
P1> P25 - P A(112)(P1’ P2+« s Pm)
+ % A P]a P2s s o Pm)A%)(PD Pas + « * Pm) ,
i=2 Allz)(Pp P>+« s Pm)
le(z p1F1,p—1,..., pm) _ 1
Piy P e pn) AR (P pas e pm)
Pm(z prt1, p—1, .., Pm) _ AR prspas e Pm)
P1> P2s e Pm A(llz)(:ol’ P25+« + Pm)

(h =8,4,...,m),
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so dass damit die Matrix

P(z

jetzt vollstindig bekannt ist. Es gelingt wieder leicht, alle diese
Formeln in einer einzigen Matrizengleichung zu vereinigen. Dazu
sei

pit1l,p2—1, ..., Pm)
P1> P2r -+ Pm

0, A8 (p1sparevwspm) 0, ..oy O
1, A(zlz)(Pl’ PoseewsPm)s 0, .., O
a1(p1s Pase-vs Pm) =1 0, Agzlz)(Pl, PaseewPm)s 1, .., O

0, Af,}z)(pl, PasevosPm)s 0 oo 1

und

ay(2 | P1s Pas « « +s Pm) =

AR (p1r Pas + + s Pu)s A (P1s Pos + + o3 Pr)Z— AR (P2 P2 + + 03 Prm)s

0, 1,
0, 0,
0, 0,
AR 1> por -+ s Pr - » AP P -+ > Pm)
0, - 0
1, - 0
0, : 1

Dann ist offenbar

P(z P1+1, pa—1, . . ., py,

)al(Pl’ Pzs+ + o Pm) = @3(3 | P15 Pas+ - Pm)
P1> P25 e Pm

und also

1, po—1, ..., pm
P(z p1t+1, pp P

) = @y(% | p1s P2  + 5 P )B(P1s P2> + + 5 Pr)
P1> Pzs e Pm

45.) Das letzte Ergebnis liefert auch den Wert der Matrix

Bz

.

b

P1> P2s oo Pm)
prtLl pa—1, .0 P
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wegen
P(z p1t1l pp—1, ..., pm);B,(z P> Pas e Pm) - E
P15 P25 <+ Pm pitl pe—1, ..o P
ist ndmlich

P1s P2 < v Pm

oL, pa—1, ... Pm) =a1(P1s P2s + - +» P )B2(3| P1s P2s « + o Pm) L

®(s
Es ist hier moglich, die Koeffizienten

Agzz)(Pl’ P2s+~ +s Pm)s A&)(pl, P25+ o> Pm)s A;}z) (Pl, P2s ¢ o Pm)
(k#£1, b #£2)

durch die Koeffizienten

2[gzl)(f’l’ P25+ Pm)s 9’[5‘:11)(/’1’ P2s - - s Pm)s Q[gz)(.‘:’l’ P2> + « s Pm)

(k#1, b #2)
zu ersetzen, vermoge der Gleichungen
AR prs pas + + o5 Pm) = — U (P15 Pas + « -5 Pm)
(k=12,8,...,m),
A p1s pos -+ s pm) = — UG (P15 pas - + o5 Pm)
(h=1,8,...,m),

A:(122)(P1’ P2s o Pm) = _QIéll)(Pls P2s ¢ oo Pm) -+

+ 3 UR(p1s pas s Pr) U (P15 P2s + + s P ) F P UL (P15 P2s - - o3 Pm)-

j=1

Es werde darauf verzichtet, die so entstehende explizite Form von

Bz

wirklich hinzuschreiben; Schwierigkeiten treten hierbei nicht auf.

P1> P2y« - Pm)
p1t1,ps—1, ..., pp

46.) Die Ergebnisse der letzten Paragraphen zeigen bemerkens-
werte Unterschiede zwischen den drei Matrizen

1, pp+1, ..., 1 1, P35« v» P
P(z p1t+1; pot Pmt ) P(z p1+1, p; P )’
Pis P> -+ Pm P1s P25 -+ Pm
P(z p1t1, pp—1,.. ., Pm).

P1> P25 - Py
Um die erste zu bestimmen, ist es gar nicht nétig, die Matrix
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A p1s P2+ - o Pm)
zu den Parameterwerten
P1s P25+« o Pm

wirklich zu kennen; dagegen miissen die Funktionen

Rz pyspyr--opm)  (h=12...,m)
in den Punkten

By Bgt1s + o Botm

gegeben sein. Um die zweite Matrix auszurechnen, muss man

dagegen die erste Zeile der Matrix

A(Z [ P1s P2s = o Pm)
und die Funktionen
R, (2] p1s P2s  « > Pm) (h=1,2,...,m)
in den Punkten
Za., za’+1

kennen. Am allermerkwiirdigsten ist schliesslich die dritte Matrix

P(Z prtl, pp—1, .. Pm).

Pi: P2 - Pm
Ihr Wert ist schon dann eindeutig bestimmt, wenn von der Matrix

A(z l P1s P2s + - o Pm)

die erste Zeile und die zweite Spalte bekannt sind; dagegen ist
es in keiner Weise nétig, die Funktionen

f1(2), fa(R), -« oy fm(2)
oder die Funktionen
Ry(z | p1spas -+ s Pm) (h=1,2,...,m)
oder auch nur das Punktsystem
By Bgs Bgs ¢ o s
zu kennen. Allgemeiner folgt, dass sich die simtlichen Matrizen
Az | p1sp2s -+ s Pm)
eindeutig bestimmen lassen, die dieselbe Parametersumme

m
2p=0

k=1
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wie die bekannte Matrix

A(z | prs Pas « + s Pm)
haben.
Aehnlich ist die Lage bei den drei Matrizen

P1s P2 ce Pm
p1t1, pa+1, ..y ppt1

§B(z P1s P2s ---,pm)_

pitL pa—1, ..\ pm
von ihnen ist z.B. die erste bestimmbar, wenn man die Werte der
Funktionen

P15 Pas - pm)
?
P11, pos e v s P

R | p1s P2s o oo pm) (R K 1=1,2,...,m)
in den Punkten

2gs Bgg1s + + » RBotm
kennt.

47.) Durch die expliziten Formeln fiir die Matrizen

1, Pos -+« s P
P(z p1t1, ps P )
P1s P2s -+ Pm

ist auch theoretisch die Aufgabe gel6st, alle Naherungsmatrizen

A(z pitl,pgs e Pm)

P1s P2s - Pm
nach einander zu bestimmen. Man kennt die Matrix

A(z|0,0,...,0)=E.

Sind ferner die Matrix
A(Z | P15 P25« - = Pm)
und die Funktionen
Ry(2 ] p1s pas + + o5 Pm) (h=12,...,m)

bekannt, so ldsst sich nach den bisherigen Entwicklungen die
Matrix
P(z

aus Symmetriegriinden also jede der Matrizen

P11, pgs ey Pm)
P1> P25+ - Pm ’
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P(z ‘ P1+0x15 P2+ 0k2s - + o Pm+6lcm)
P1> P25 «ee  Pm
k=1,2,...m)

bestimmen; damit ergeben sich aber auch die neuen Matrizen

A(2 | p1+051s P2t0k2s - + 5 Pt Okm)
k=1,2,...,m)
und die Funktionen

Ry(2 | prt+0x1s p2t0k2s « o5 PutOm)

(hyk=1,2,...,m).
Man kann also schrittweise die Matrix

A2 ] p1s p2s - - o3 Pm)

fiir immer neue und zwar fiir alle iiberhaupt denkbaren Parameter-
systeme

P15 P25+« o5 Pm
bestimmen, indem man jedesmal genau einen der Parameter um

Eins vermehrt.
Sind aber erst einmal die Matrizen

A | p1s pas -+ o3 Pm)

gefunden, so liefert die Formel

A(Z [ P1s Pas + « = pm)%['(z [ 1> P2s =« o5 Pm) = w,(z)E

auch die Matrizen

AR | p1s p2s - - o3 Pm)-

Praktisch ist das Verfahren allerdings nur schwierig durchfiihrbar.
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