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Über eine Verallgemeinerung
der Schouten-Haantjesschen Räume

von

Arthur Moör

Einleitung

J. A. Schouten und J. Haantjes begründeten im Jahre 1936
(vgl. [6]) eine metrische Übertragungstheorie in denjenigen
Mannigfaltigkeiten, deren Grundelemente ko- bzw. kontravariante
Vektordichten ui bzw. ui vom Gewicht ( -p ) bzw. (+p) sind.
Diese Übertragungstheorie wurde in mehreren Arbeiten weiter
entwickelt; ausser unserer Arbeit [5] verweisen wir in erster Reihe
auf die Untersuchungen von E. T. Davies und R. S. Clark, die
diese fundamentale Theorie der Übertragungen wesentlich weiter
entwickelt haben (vgl. [1], [2]).

In dieser Arbeit wollen wir eine solche Verallgemeinerung der
Schouten-Haantjesschen Rame der Vektordichten durchführen,
die vom geometrischen Standpunkt aus sowohl als ein Basisraum
von allgemeineren Grundelementen, als auch derselbe Raum,
aber mit einer allgemeineren Transformationsgruppe interpretiert
werden kann. Diese Verallgemeinerung erreichen wir nàhmlich
dadurch, dass wir zu den Grundtransformationen xi - = xi(0153),
welche im Schouten-Haantjesschen Raum Punkttransformationen
waren, noch eine Transformation der Richtungen der Vektor-
dichten = tl(ài) hinzufügen, die aber homogen von erster

Ordnung sein sollen. Für eine gewissermassen âhnliche Verall-
gemeinerung der Finslerräume, die unter den Schouten-Haantjes-
schen Rumen durch p = 0 gekennzeichnet sind, verweisen
wir auf die Arbeiten von A. Kawaguchi und S. Hokari [3], [4].
Das Ziel unserer Arbeit ist nun die Bestimmung der Parameter

einer linearen affinen Übertragungstheorie der Vektoren und
Vektordichten vom Gewicht: h, die dann auch für beliebige
Tensordichten erweitert werden kann. Dann wollen wir zeigen,
wie in gewissen Fâllen diese Übertragungsparameter der Vektor-
dichten vom Gewicht: h aus den Übertragungsparametern der
Vektoren gebildet werden kônnen.
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Bezüglich der Bezeichnungen bemerken wir, dass wir durch
(xi, ui ) bzw. (xi, ui ) immer die Grundelemente - die also den
Transformationsformeln (1.2a) bzw. (1.2b) genügen (vgl . den
nachstel1 §) - bezeichnen wollen. Ist das Grundelement eine

kovariante Vektordichte, so bezeichnen wir diesen Fall durch (a).
Entsprechend werden wir den Fall der kontravarianten Vektor-
dichten immer durch (b) bezeichnen.

1. Grundtransformationen

Zu Grunde gelegt sei eine ( 2n -1 )-dimensi onale Mannigfaltig-
keit der ko- bzw. kontravarianten Vektordichten (xi, ui ) bzw.
(xi, ui) vom Gewicht ( - p ) bzw. (+p). Nach einer differenzier-
baren Punkttransformation

verândern sich die Grundelemente nach den Transformations-
formeln

Nach diesen Punkttransformation führen wir noch eine Transfor-
mation der Grôssen û durch, so dass für die Grundelemente

(xi, us) bzw. (xi, Ui) die folgenden Grundtransformationen ent-
stehen :

Bezüglich der Transformationen tl(ài) wollen wir voraussetzen,
dass sie homogen von erster Ordnung, hinreichend oft differen-
zierbar und ausserdem umkehrbar sind, d.h. Det ( 8tlf8d1) ~ 0.
Nach den gestellten Forderungen bezüglich der Transforma-

tionen (1.2) existieren auch die inverse Transformationen, und
diese haben die Form:

a,v.s
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wo die Funktionen ü(û) homogen von erster Ordnung sind. 1
Der Basisraum unserer nachfolgenden Untersuchungen ist

somit die Mannigfaltigkeit der Grundelemente (xi, ui ) bzw.

(xi, ui ) die dem Transformationsgesetz (1.2) genügen. (xi, Ui)
bzw. (xi, Ui) kann als eine Verallgemeinerung der ko- bzw. kontra-
varianten Vektordichten betrachtet werden, da für îc == ü die
Transformationsformeln (1.2) eben in die Transformations-
formeln (1.1) übergehen. Für il « ii erhâlt man hiernach den

Basisraum der Schouten-Haantjesschen Theorie.

2. Vektoren- und Tensorenbegriff

In diesen Paragraphen definieren wir den Begriff der Vektoren
und Tensoren bezüglich der Transformationen (1.2).

DEFINITION. Die n Funktionen ei(x, u) bzw. ei(x, u) sind die
Komponenten einer kontra- bzw. kovarianten Vektordichte vom
Gewicht : h, falls im Falle (a ) bzw. (b ) die folgenden Trans f ormations-
gesetze gelten:

Auf Grund der Transformationsformeln (1.2) bzw. (1.3) kann
unmittelbar verifiziert werden, dass die Formeln (2.1 ) in die ge-
wôhnliehen Transformationsformeln der Vektordichten über-
gehen, falls îc =-= ù gilt.
Aus den Formeln (2.1) sieht man schon, wie der Tensorbegriff

bezüglich der Transformationen (1.2) definiert werden muss. Im
Transformationsgesetz einer gemischten Tensordichte kommt

mit jedem kontra- bzw. kovarianten Index je ein A--" bzw. 4°’-
Faktor hinzu. Z.B. im Falle (a) hat man:

1 Ist nàmlich u, = ç, (vl, ..., vn) ein Gleichungssystem, wo die qqi(v) homogen
von erster Ordnung sind, existiert ferner die Losung Vk = Vk (ul, ..., un) so ist
auch ipk wegen

eine homogene Funktion erster Ordnung.



86

3. Das invariante Differential für kontravariante
und kovariante Vektordichten

Das invariante Differential der kontravarianten Vektordichten
vom Gewicht: h habe die Form:

wo die Übertragungsparameter L bzw. M in den u homogen von
nullter bzw. (-1 )-ter Ordnung sind, es sollen ferner die Relationen

bestehen.
Die Transformationsformeln der Übertragungsparameter L und

M erhâlt man aus der Forderung, dass Dei wieder eine kontra-
variante Vektordichte vom Gewicht: h sein soll. Beachten wir,
dass nach (2.1)

ferner dk = ~k/~xl dxl und

bestehen, so wird auf Grund der Relationen

wenn wir noch die Koeffizienten von dXk und duk bzw. duk in den
Formeln

gleichsetzen:
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und

Nun gehen wir zur Bestimmung des invarianten Differentials
der kovarianten Vektordichte vom Gewicht: h über. Das in-
variante Differential soll die Form

haben. !1 bzw. N sollen in den u homogen von nullter bzw. (-1)-
ter Ordnung sein. Die Transformationsformeln der Übertragungs-
parameter ll und N erhâlt man wieder aus der Forderung, dass
D03BEi wieder eine Tensordichte vom Gewicht: h sei. Wenn wir

jetzt - wie vorher - aus (2.1) dei berechnen und die Koeffizienten
von dxk, duk, dUk in der Formel

gleichsetzen, so erhalten wir, dass die Transformationsformeln der
Übertragungsparameter N mit denen von M, d.h. mit (3.4a) bzw.
(3.4b ) übereinstimmen. Im folgenden werden wir also nur Mi’k
bzw. Mi’k benützen, auch für die kovarianten Vektordichten.

Hingegen hat man für die Übertragungsparameter A :
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Beachten wir noch, dass nach (3.2)

bestehen, so bekommt man durch Vergleichung von (3.3a) mit
(3.6a) bzw. (3.3b) mit (3.6b) den

SATZ 1. Die Trans f ormations f ormeln der Übertragungsparameter
L der kontravarianten Vektordichten vom Gewicht: h, stimmen mit
denen der Übertragungsparameter A der kovarianten Vektordichten
vom Gewicht: (-h) überein. Die Transtormations f ormeln der Über-
tragungsparameter M und N stirnmen für beliebiges h überein.
Auf Grund dieses Satzes werden wir die Übertragungsparameter

immer mit L und M bezeichnen. Dementsprechend bedeutet also
(3.3a) bzw. (3.3b) die Transformationsformel der Übertragungs-
parameter der kontravarianten Vektordichten vom Gewicht h
und gleichzeitig die der kovarianten Vektordichten vom Gewicht
( -h ).
Wir umformen nun noch die Formel des invarianten Differen-

tials. Nach (3.5a) und (3.1b) gilt

wo wir in (3.7a) schon L und M statt A und N gesetzt haben.
Nehmen wir jetzt an, dass

bezüglich Jba eindeutig lôsbar ist. Dann kônnen wir aus (3.7a)
bzw. (3.7b) nach einer Überschiebung mit Jü bzyu. Jil die Grôssen
du, bzw. duz bestimmen. Substituieren wir das in (3.1), so wird:

2 Der Index "o" bedeutet Kontraktion mit u.
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wo die Übertragungsparameter M* und L* durch die folgenden
Formeln definiert sind:

wo der Index "o" die Überschiebung mit ui bzw. Ui bedeutet.
Wir beweisen noch den

SATZ 2. Die Übertragungsparameter M und L sind durch M*
und L * eindeutig bestimmt.

Beweis. Da die Gleichungssysteme (3.8a) bzw. (3.8b) nach
unserer Annahme bezüglich j@a eindeutig lôsbar sind, muss die
Determinante

von Null verschieden sein. Nach (3.8) ist aber somit

gültig, woraus |Jdc| ~ 0 folgt. In beiden Fällen existiert also der
inverse Tensor von Jdc, woraus folgt, dass (3.10) bezüglich M
lôsbar ist; das bedeutet die erste Hàlfte des Satzes.
Aus (3.11) folgt nun nach einer Überschiebung mit u:

Auf Grund von (3.8a) bzw. (3.8b) gilt nach wohlbekannten Sätzen
der Tensorrechnung, dass auch

besteht, woraus im Hinblick auf (3.10a) bzw. (3.10b) folgt, dass

Aus (3.12a) und (3.12b) erhâlt man somit

Da der inverse Tensor von Jht wie wir das schon gezeigt haben -
existiert, kann der Übertragungsparameter L aus (3.15) durch
L* ausgedrückt werden.
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Bezüglich der Transformationsformeln bemerken wir, dass

M,ok bzw. Moik nach (3.4) Tensoren sind, da die Transforma-
tionsformeln (1.2) nach der Annahme in dem 2c homogen von
erster Ordnung sind. Auf Grund der Formeln (3.8) bestimmen die
Jki auch Tensoren, da die 03B4ik wegen (3.2a) bzw. (3.2b) auch bezüg-
lich der Transformationen (1.2) einen Tensor bestimmen.

Die Transformationsformeln der L*-Übertragungsparameter
bekommt man aus (3.3a) bzw. (3.3b), die wir aber nur im nàchsten
Paragraphen im einem wichtigen Spezialfall berechnen wollen.

4. Über die Konstruktion von L* aus den zum h = 0

gehôrigen Übertragungsparametern

Wir wollen jetzt denjenigen Fall untersuchen in dem die
Formeln

gelten, wo A k bzw. Ak eine kontra- bzw. kovarianten Vektor-
dichte vom Gewicht: p bzw. (-p ) bedeutet, für die noch A° = Ao= 0
besteht. Dieser Typ der Verallgemeinerung der Schouten-Haant-
jesschen Rame ist eine unmittelbare Verallgemeinerung, da
(4.1a), (4.1b) in den Schouten-Haantjesschen Rumen immer
erfüllt sind. Offenbar sind die Relationen (4.1) invariant bezüglich
der Grundtransformationen (1.2), wie das nach (3.4) leicht be-
stâtigt werden kann.
Die Lôsungen von (3.8a) und (3.8b) sind auf Grund von (4.1a)

und (4.1b):

Im Hinblick auf (3.10a) bzw. (3.10b) wird jetzt M* = M be-
stehen. Die Transformationsformel von M* ist somit durch (3.4a)
bzw. (3.4b) bestimmt.
Für die Bestimmung der Transformationsformeln der Über-

tragungsparameter L* beachten wir, dass nach (3.3a) bzw.

(3.3b) wegen der Homogellitat erster Ordnung der Fundamental-
transformationen (1.2):
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besteht, wo wir bei der Berechnung von (4.3a) auch die Relation

beachtet haben. Nach den entsprechenden Formeln (3.3), (3.4),
(3.11) und (4.3) werden in Hinblick auf

die Transformation sformein

bestehen.

Wir spezialisieren noch die Grundtransformation (1.2) durch
die folgende

Forderung: Die Grundtrans f ormationen (1.2) sollen in den u

homogen linear sein.
Nach dieser Forderung sind also die Grundtransformationen

die folgenden:

wo in beiden Falle

besteht. Wir beweisen nun den folgenden

SATZ 3. Haben die Grundtransformationen die Form (4.5), so
sind die Übertragungsparameter L* der Vektordichten vom Gewicht :
h aus den zum Falle h = 0 gehurigen Übertragungsparametern be-
stimmbar.

Beweis Bezeichnen wir die inversen Grôssen von hba durch f ba,
d.h. gelten die Relationen:
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bezeichnen wir ferner die zum Falle h = 0 gehbrigen Übertragungs-
parameter durch 03BBijk, so wird auf Grund von (4.4)-(4.6):

Verjüngung bezüglich der Indizes i, i gibt im Hinblick auf

in beiden Falle:

Beachten wir jetzt die aus (4.5a) und (4.5b) leicht verifizierbaren
Relationen:

so folgt aus (4.7a), (4.7b) und (4.8), dass die Grôssen

dieselbe Transformationsformeln haben, wie L*, ik bezüglich der
Transformationen (4.5a) und (4.5b). Das kann nach (4.4a) und
(4.4b) unmittelbar verifiziert werden. Das beweist aber unseren
Satz, da jetzt bestimmen die Ausdrücke (4.9) eben die Übertra-
gungsparameter L*jik-

5. Die fundamentalen kovarianten Ableitungen

Die fundamentalen kovarianten Ableitungen erhâlt man aus
der Formel (3.9a) bzw. (3.9b) des invarianten Differentials, wenn

3 Diese Relation folgt aus

nach partieller Ableitung nach aek.
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gesetzt wird, und du mittels (3.7) durch Du ausgedrückt wird.
Eine Überschiebung von (3.7a) bzw. (3.7b) mit Jai bzw. Jil be-
stimmt du, bzw. dul. Das invariante Differential wird somit die
Form

haben, wo im Hinblick auf die Formeln (3.10) und (3.15 )

Wir bemerken, dass (5.3a) eine kontravariante Ableitung be-
stimmt. Die Transformationsformeln dieser Grôssen kônnen aus

(5.1a) bzw. (5.1b) bestimmt werden, wenn man beachtet, dass
De’ eine kontravariante Vektordichte vom Gewicht: h sein muss
und ferner auf Grund der entsprechenden Formeln von (2.1)

gilt, da u und Du dasselbe Gewicht haben müssen. Die Transfor-
mationsformeln der Grundelemente sind nàmlich

Es wird somit
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