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Uber eine Verallgemeinerung
der Schouten-Haantjesschen Riume

von

Arthur Moér

Einleitung

J. A. Schouten und J. Haantjes begriindeten im Jahre 1936
(vgl. [6]) eine metrische Ubertragungstheorie in denjenigen
Mannigfaltigkeiten, deren Grundelemente ko- bzw. kontravariante
Vektordichten u; bzw. u* vom Gewicht (—p) bzw. (+p) sind.
Diese Ubertragungstheorie wurde in mehreren Arbeiten weiter
entwickelt; ausser unserer Arbeit [5] verweisen wir in erster Reihe
auf die Untersuchungen von E. T. Davies und R. S. Clark, die
diese fundamentale Theorie der Ubertragungen wesentlich weiter
entwickelt haben (vgl. [1], [2]).

In dieser Arbeit wollen wir eine solche Verallgemeinerung der
Schouten-Haantjesschen Riaume der Vektordichten durchfiihren,
die vom geometrischen Standpunkt aus sowohl als ein Basisraum
von allgemeineren Grundelementen, als auch derselbe Raum,
aber mit einer allgemeineren Transformationsgruppe interpretiert
werden kann. Diese Verallgemeinerung erreichen wir nahmlich
dadurch, dass wir zu den Grundtransformationen & = #(x),
welche im Schouten-Haantjesschen Raum Punkttransformationen
waren, noch eine Transformation der Richtungen der Vektor-
dichten % = @(#%) hinzufiigen, die aber homogen von erster
Ordnung sein sollen. Fiir eine gewissermassen @hnliche Verall-
gemeinerung der Finslerrdume, die unter den Schouten-Haantjes-
schen Raumen durch p = 0 gekennzeichnet sind, verweisen
wir auf die Arbeiten von A. Kawaguchi und S. Hokari [3], [4].

Das Ziel unserer Arbeit ist nun die Bestimmung der Parameter
einer linearen affinen Ubertragungstheorie der Vektoren und
Vektordichten vom Gewicht: h, die dann auch fiir beliebige
Tensordichten erweitert werden kann. Dann wollen wir zeigen,
wie in gewissen Fillen diese Ubertragungsparameter der Vektor-
dichten vom Gewicht: k aus den Ubertragungsparametern der
Vektoren gebildet werden kénnen.
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Beziiglich der Bezeichnungen bemerken wir, dass wir durch
(¢, u;) bzw. (2, v’) immer die Grundelemente — die also den
Transformationsformeln (1.2a) bzw. (1.2b) geniigen (vgl. den
nichsten §) — bezeichnen wollen. Ist das Grundelement eine
kovariante Vektordichte, so bezeichnen wir diesen Fall durch (a).
Entsprechend werden wir den Fall der kontravarianten Vektor-
dichten immer durch (b) bezeichnen.

1. Grundtransformationen

Zu Grunde gelegt sei eine (2n—1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit der ko- bzw. kontravarianten Vektordichten (a%, u;) bzw.
(', u*) vom Gewicht (—p) bzw. (4p). Nach einer differenzier-
baren Punkttransformation

a -1
Fo— (.. 2", A% (Det (—x)) 0,
oz

verdndern sich die Grundelemente nach den Transformations-

formeln

_ ox" . 0%t

(1.1a) @, =47 PP u, bzw. (1.1b) 4’ = A4?
xb

u’.

wr

Nach diesen Punkttransformation fiihren wir noch eine Transfor-
mation der Grossen # durch, so dass fiir die Grundelemente
(2%, u;) bzw. (2, u*) die folgenden Grundtransformationen ent-
stehen:

B =g =z @,...,a"), b4 =14, (@y... %),
(1.28.) ox"
M-i = A—p =7 Ups
0%t
B =& =7z (@,...,a"), 4 =da{d,... 4",
(1.2b) oF
@ = A? u'.
ox"

Beziiglich der Transformationen (%) wollen wir voraussetzen,
dass sie homogen von erster Ordnung, hinreichend oft differen-
zierbar und ausserdem umkehrbar sind, d.h. Det (0d/0%) # 0.

Nach den gestellten Forderungen beziiglich der Transforma-
tionen (1.2) existieren auch die inverse Transformationen, und
diese haben die Form:
ox*
oz’

A

Ag(Wyy « o o5 Uy)s

(1.3a) @' = a¥(Z) = 2(£), wu, = A
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i

. . . 2
(1.8b)  af = oi(&) = ai(), w = AP

ozr°

@ (4@, . ., 4"),

wo die Funktionen (%) homogen von erster Ordnung sind. 1

Der Basisraum unserer nachfolgenden Untersuchungen ist
somit die Mannigfaltigkeit der Grundelemente (2%, u;) bzw.
(2%, 4*) die dem Transformationsgesetz (1.2) geniigen. (%, u,)
bzw. (z, ut) kann als eine Verallgemeinerung der ko- bzw. kontra-
varianten Vektordichten betrachtet werden, da fiir 4 =4 die
Transformationsformeln (1.2) eben in die Transformations-
formeln (1.1) iibergehen. Fiir & =4 erhilt man hiernach den
Basisraum der Schouten-Haantjesschen Theorie.

2. Vektoren- und Tensorenbegriff

In diesen Paragraphen definieren wir den Begriff der Vektoren
und Tensoren beziiglich der Transformationen (1.2).

DeFINITION. Die n Funktionen &(z, u) bzw. &z, u) sind die
Komponenten einer kontra- bzw. kovarianten Vektordichte wvom
Gewicht: h, falls im Falle (a) bzw. (b) die folgenden Transformations-
gesetze gelten:

o 0 i,

(2.13) E‘l = Ar? __l;': Er, é—‘ = AM+» a’ll/z Er’
Ji; ¢ ou,
R ont i r

(2.1b) Py L R S L
ou” ont

Auf Grund der Transformationsformeln (1.2) bzw. (1.8) kann
unmittelbar veritiziert werden, dass die Formeln (2.1) in die ge-
wohnlichen Transformationsformeln der Vektordichten iiber-
gehen, falls 4 = 7 gilt.

Aus den Formeln (2.1) sieht man schon, wie der Tensorbegriff
beziiglich der Transformationen (1.2) definiert werden muss. Im
Transformationsgesetz einer gemischten Tensordichte kommt
mit jedem kontra- bzw. kovarianten Index je ein 4=? bzw. A4?-
Faktor hinzu. Z.B. im Falle (a) hat man:

o, u, ou,

1 Ist ndmlich u; = ¢; (v, ..., v,) ein Gleichungssystem, wo die ¢;(v) homogen
von erster Ordnung sind, existiert ferner die Losung v, = y;, (4, ..., 4,) so ist
auch y, wegen

wr(pu) = pr(pp(v)) = yi(@(pv)) = pox = pyr(u)

eine homogene Funktion erster Ordnung.
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3. Das invariante Differential fiir kontravariante
und kovariante Vektordichten

Das invariante Differential der kontravarianten Vektordichten
vom Gewicht: & habe die Form:

(3.1a) D& = dgi L, & daek 4+ M * & du,,

(8.1b) D& = dgi+4-Lf & da®+ M 7 & duF,

wo die Ubertragungsparameter L bzw. M in den % homogen von

nullter bzw. (—1)-ter Ordnung sind, es sollen ferner die Relationen
(a) M/ u,=0 (b) Mj u*=0

bestehen.

Die Transformationsformeln der Ubertragungsparameter L und
M erhalt man aus der Forderung, dass D& wieder eine kontra-
variante Vektordichte vom Gewicht: & sein soll. Beachten wir,
dass nach (2.1)

X ou 0 ou Pu, 0i,
di:Ah—p_"dr o T da® 9r
() dE (aa,.H(aka‘)g s £
0 lo V| 3u
+h—p) o S s )
R o4’ 0%t o
b d&t = Ar—» T Ik T du®
(b) de (Bu' + ou’ ox”® §rde™ ou” ou® & du
dlog A ot
h— rdx®) ,
+l—p) = ¢ w)
ferner di* = 0&*/ox, do’ und
. ot o1 . out ot
(a) di, = — ,jd ki ——tduk (b) dat = ﬁdwk—[— gﬁcdu"
bestehen, so wird auf Grund der Relationen
ou, 04, . o’ ou’ .
8.2 T =¥, 3.2b) — — = ¢,
(8.22) i, au, 00 BP) Gagm =

wenn wir noch die Koeffizienten von dz* und du, bzw. du® in den
Formeln

%3

. 0 R
(a) D¢t = Ar-? —Tf' D¢ (b) Dgt = Ar—» o D¢
o4, ou’

gleichsetzen:
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ot ol; ou, i 0 ou,\ od
3.3 L =12 — Mt ) i
(38a) Ljionm =Ly, od, ' ox* (3w"3u u,
310 a,
+(p—h) -
ot our ¢ . oGt o onf\ dur
3.3b) L; =L%—— —M},— — (— ) :
( ) it ok "k odl dus It dak (Bw"au' o
310 A
+(p—h) =]
und
. oh,; ou, ou 2w, o4,
3.4 Mo — Mot "s"7t  _~ v 73
(8.4a) M, r o, 04, 04, 04,00, ou,
our o4 dut Pa¢ our o’
84b) Mjf =M}, — — — — ——— — —
(8.4b) k Tt o0 out OF  Ouous Ol oGF

Nun gehen wir zur Bestimmung des invarianten Differentials
der kovarianten Vektordichte vom Gewicht: h iiber. Das in-
variante Differential soll die Form

(8.5a) D§; = dé,— A} & de*—N * &; du,
(3.5b) D'fi == df,"'/l,’k 5,' dmk—'Nijk 51 duk

haben. A bzw. N sollen in den # homogen von nullter bzw. (—1)-
ter Ordnung sein. Die Transformationsformeln der Ubertragungs-
parameter 4 und N erhilt man wieder aus der Forderung, dass
D¢, wieder eine Tensordichte vom Gewicht: A sei. Wenn wir
jetzt — wie vorher — aus (2.1) d§, berechnen und die Koeffizienten
von dz*, du,, du® in der Formel

(a) DE = a2l (b) D& = ams 2% pg,
ou, oat

gleichsetzen, so erhalten wir, dass die Transformationsformeln der
Ubertragungsparameter N mit denen von M, d.h. mit (3.4a) bzw.
(8.4b) iibereinstimmen. Im folgenden werden wir also nur M
bzw. M7, beniitzen, auch fiir die kovarianten Vektordichten.
Hingegen hat man fiir die Ubertragungsparameter A:

of? ot ou . oh 0 od,\ ou,
3.6 Af, —— — A8 Z 3778 __pyrit ¢ ( J) r
(B.0) e o* " ou, o4, "o T \owk 2w o,
310
+pth) L,
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A L L LA aur) od
(3.60) Afe g = "Eod, out ' oat (amksz our
dlog 4

Beachten wir noch, dass nach (8.2)

o ou,\ o4, ou, [ 0 04,

(@) (@c au) ou,  od, (5?076 au,)’

o) (_3_?’1) our _ _aaf(_a_ aur)
ot ow) ol ow \oa* od

bestehen, so bekommt man durch Vergleichung von (3.3a) mit
(8.6a) bzw. (3.8b) mit (3.6b) den

SaTz 1. Die Transformationsformeln der Ubertragungsparameter
L der kontravarianten Vektordichien vom Gewicht: h, stimmen mit
denen der Ubertragungsparameter A der kovarianten Vektordichten
vom Gewicht: (—h) diberein. Die Transformationsformeln der Uber-
tragungsparameter M und N stimmen fiir beliebiges h iiberein.

Auf Grund dieses Satzes werden wir die Ubertragungsparameter
immer mit L und M bezeichnen. Dementsprechend bedeutet also
(8.8a) bzw. (8.8b) die Transformationsformel der Ubertragungs-
parameter der kontravarianten Vektordichten vom Gewicht A
und gleichzeitig die der kovarianten Vektordichten vom Gewicht
(—h).

Wir umformen nun noch die Formel des invarianten Differen-
tials. Nach (3.5a) und (3.1b) gilt

(8.72) Du, = (68 —M )du,—L D, do* *
(3.7b) D = (8i4+My)dub+ Lo, da* 2

wo wir in (8.7a) schon L und M statt A4 und N gesetzt haben.
Nehmen wir jetzt an, dass

(8.8a) (fF—M )] =6}, (3.8b) (SL+My) ]} = 6.

beziiglich J,* eindeutig losbar ist. Dann kénnen wir aus (3.7a)
bzw. (8.7b) nach einer Uberschiebung mit J, bzw. J,! die Gréssen
du, bzw. du' bestimmen. Substituieren wir das in (3.1), so wird:

(8.92) D& = dgi+ M *i% & Dy, +L* ¢, & da*
(8.9b) DE = d&+M*f, & Dub+L* 7, & da*

2 Der Index ,,0” bedeutet Kontraktion mit u.
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wo die Ubertragungsparameter M* und L* durch die folgenden
Formeln definiert sind:

(3.10a) M* ik S 5t T
(3.10b) M*i = ML T,
(8.11a) L*f, = Lj+M**LY,,
(8.11b) L*iik = Liik—'M*fitLOtk’

wo der Index ,,0” die ﬁberschiebung mit %; bzw. u? bedeutet.
Wir beweisen noch den

Satz 2. Die Ubertragungsparameter M und L sind durch M*

und L* eindeutig bestimmd.

Beweis. Da die Gleichungssysteme (3.8a) bzw. (8.8b) nach
unserer Annahme beziiglich [, eindeutig 16sbar sind, muss die
Determinante

{ 10— M|
|0+ g%l
von Null verschieden sein. Nach (3.8) ist aber somit
(@) 10 —M02- 1]l =1,  (b) [65+Mo%l- 1]l =1

giiltig, woraus |J,;°| 5= 0 folgt. In beiden Fillen existiert also der
inverse Tensor von J,° woraus folgt, dass (8.10) beziiglich M
16sbar ist; das bedeutet die erste Hilfte des Satzes.

Aus (8.11) folgt nun nach einer Uberschiebung mit u:

(3.12&) L*jok == (6§+M*a‘0t)l‘tok’
(3.12b) L*, = (0;—M*¢*)) Lo

Auf Grund von (8.8a) bzw. (8.8b) gilt nach wohlbekannten Sitzen
der Tensorrechnung, dass auch

(8.18a) (F—MM)Jd =6  (3.15b) (Si+My)J k= o
besteht, woraus im Hinblick auf (8.10a) bzw. (3.10b) folgt, dass

(8.14a) M*0 = J -4 (8.14b) M*, = 8;—J .
Aus (3.12a) und (8.12b) erhilt man somit
(8.15a) L*9 = J*LJ, (3.15b) L*g, = JLy%.

Da der inverse Tensor von J,* — wie wir das schon gezeigt haben —
existiert, kann der Ubertragungsparameter L aus (8.15) durch
L* ausgedriickt werden.
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Beziiglich der Transformationsformeln bemerken wir, dass
M % bzw. My% nach (8.4) Tensoren sind, da die Transforma-
tionsformeln (1.2) nach der Annahme in dem % homogen von
erster Ordnung sind. Auf Grund der Formeln (3.8) bestimmen die
Jit auch Tensoren, da die 4,* wegen (8.2a) bzw. (8.2b) auch beziig-
lich der Transformationen (1.2) einen Tensor bestimmen.

Die Transformationsformeln der L*-Ubertragungsparameter
bekommt man aus (8.8a) bzw. (8.8b), die wir aber nur im néchsten
Paragraphen im einem wichtigen Spezialfall berechnen wollen.

4. Uber die Konstruktion von L* aus den zum h =0
gehorigen Ubertragungsparametern

Wir wollen jetzt denjenigen Fall untersuchen in dem die
Formeln

(41a) M =u,A*  (41b) My, = uid,

gelten, wo A* bzw. A, eine kontra- bzw. kovarianten Vektor-
dichte vom Gewicht: p bzw. (—p) bedeutet, fiir die noch A°=A4,=0
besteht. Dieser Typ der Verallgemeinerung der Schouten-Haant-
jesschen Réume ist eine unmittelbare Verallgemeinerung, da
(4.1a), (4.1b) in den Schouten-Haantjesschen Riumen immer
erfiillt sind. Offenbar sind die Relationen (4.1) invariant beziiglich
der Grundtransformationen (1.2), wie das nach (8.4) leicht be-
statigt werden kann.

Die Losungen von (8.8a) und (8.8b) sind auf Grund von (4.1a)
und (4.1b):

(4.2a) Jj=0di+tu,A* (4.2b) J}!=0l—u'd,.

Im Hinblick auf (8.10a) bzw. (3.10b) wird jetzt M* = M be-
stehen. Die Transformationsformel von M* ist somit durch (8.4a)
bzw. (8.4b) bestimmt.

Fiir die Bestimmung der Transformationsformeln der Uber-
tragungsparameter L* beachten wir, dass nach (8.3a) bzw.
(8.8b) wegen der Homogenitét erster Ordnung der Fundamental-
transformationen (1.2):

o ol od 310 4
(480) Lo, g = LS ==t — M 2 *+~+< —h) ==,
r
. . Of , o . odt oW dlog A
(480) Lo gn = Lo g ~Moi g = g TP M) 1 @
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besteht, wo wir bei der Berechnung von (4.8a) auch die Relation
0 Z)u) oh; 0 Bu) ou,

(aw" od 3u (Z)m" ou,) 04,

beachtet haben. Nach den entsprechenden Formeln (3.8), (8.4),

(3.11) und (4.8) werden in Hinblick auf
(a) M’_Ot =, A4 (b) My, =@4,

die Transformationsformeln

o4t ot du od, 04, Pu
4.4 i* z — L*38 J sS_Lo t J 3
(4.4a) ¢ ot " ou, 04, " ou, ou, 04,04,

(2 312)

(aw"au
a‘t a ra"z 3"ta 1 32 8

(4.4b) E*;ta—’”k=L*s Rl X Rt e
i

Tk ot dut °F dur ous odf odt

0 o4\ ou’ 0 log 4
—|— — — o
(am" au) o’ T P—h) —g %

dlog A4
og 5

7

)

bestehen.
Wir spezialisieren noch die Grundtransformation (1.2) durch
die folgende

Forderung: Die Grundtransformationen (1.2) sollen in den u
homogen linear sein.

Nach dieser Forderung sind also die Grundtransformationen
die folgenden:

(a.58) ;= hti, = Ah} — u,

‘ ¢ ¢ oxt
h,* = konstant,

o 2
(4.5b) @' = hjat = A} Sy

wo in beiden Fallen
Det (k) # 0

besteht. Wir beweisen nun den folgenden

SaTz 8. Haben die Grundtransformationen die Form (4.5), so
sind die Ubertragungsparameter L* der Vektordichten vom Gewichi:
h aus den zum Falle h = 0 gehorigen Ubertragungsparametern be-
stimmbar.

Beweis Bezeichnen wir die inversen Gréssen von h,* durch f,°,
d.h. gelten die Relationen:
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(4.6) bt = 6, hiff =0,
bezeichnen wir ferner die zum Falle 2 = 0 gehorigen Ubertragungs-
parameter durch 1/, so wird auf Grund von (4.4)—(4.6):

L, 0 o, 0u, S 0&° , , 9Em

4.7 At — = 2 2 ,
W78) Ao = M 2. T we ™
@by i o8 owoadt . »& |, dar

) Tt oxk TR ofi duws ! dardxt’? o

Verjiingung beziiglich der Indizes ¢, § gibt im Hinblick auf
o0&t ox"  0x' ox™ OPa” 3
daOx* 0F°  Oa da* 0F°OE™
in beiden Féllen:
a ~, OF ,  Olog4
(4.8) (b) 1o = Wit o

Beachten wir jetzt die aus (4.5a) und (4.5b) leicht verifizierbaren
Relationen:

Pa’ o0x* 0T™ ( 0 Bﬁ,j) ou, dlog 4

pp 28O _ oo d 5,
@ N m ™ w ~\rw) s, TP e O

orxt | oam ( 0 312") ou” dlog 4

—hi— _f = — —— —= 5,

* oaroar ! o oat ow) 260 P aar
so folgt aus (4.7a), (4.7b) und (4.8), dass die Grossen
(4.9a) A5 —hojA% (4.9b) 2,5, —hoiAt,

(b)

dieselbe Transformationsformeln haben, wie L*j, beziiglich der
Transformationen (4.5a) und (4.5b). Das kann nach (4.4a) und
(4.4b) unmittelbar verifiziert werden. Das beweist aber unseren
Satz, da jetzt bestimmen die Ausdriicke (4.9) eben die Ubertra-
gungsparameter L*f .

5. Die fundamentalen kovarianten Ableitungen

Die fundamentalen kovarianten Ableitungen erhdlt man aus
der Formel (8.9a) bzw. (8.9b) des invarianten Differentials, wenn

3 Diese Relation folgt aus
oFt dar
dar O

nach partieller Ableitung nach a*.

t



(111 Uber eine Verallgemeinerung der Schouten-Haantjesschen Riume 93
(a) d& = dpfida*4d, Edu,  (b) d& = dué&idat+ 08 dut

gesetzt wird, und du mittels (3.7) durch Du ausgedriickt wird.
Eine Uberschiebung von (3.7a) bzw. (8.7b) mit J,/ bzw. ]! be-
stimmt du, bzw. du’. Das invariante Differential wird somit die
Form

(5.1a) D¢t = V, EidakV*: & Dy,
(5.1b) D&t = V, Eidak 4 V*, & Du®

haben, wo im Hinblick auf die Formeln (3.10) und (8.15)

def

(5.2a) Vi€ = 0,0 640, EL* 0 A L* 18,

(5.2b) V&t S8 0 E1— 0, 8 L* A L* 5.8,

(5.8a)  VHRREIZ 9, & JrLM*EE = (0, E4+ME)] L,
(5.8b)  VAE S 98 - M* LS = (0,84 M L E)

def

Wir bemerken, dass (5.8a) eine kontravariante Ableitung be-
stimmt. Die Transformationsformeln dieser Grossen kénnen aus
(5.1a) bzw. (5.1b) bestimmt werden, wenn man beachtet, dass
DE% eine kontravariante Vektordichte vom Gewicht: A sein muss
und ferner auf Grund der entsprechenden Formeln von (2.1)
_oz* 0ty ou*

da’, Dd, = Du,, Dg* = — Du?

dz* k
T ou, out

gilt, da w und Du dasselbe Gewicht haben miissen. Die Transfor-
mationsformeln der Grundelemente sind namlich

(a) = g};iu (b) i = zz .
Es wird somit '
(5.4a) V& — Aro gff: zu
(5.4b) V& = Ar Z””: Z“: v,
(5.5a) VHEE — ph—p Zu Zif VHsgr,
(5.5b) VE £ — fro ou® out Ve

ouk our °
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