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Algebraische Kennzeichnung
freier Wortarithmetiken

von

B. van Rootselaar, Amsterdam

§ 1. Einleitung

In (1] wurde der Zusammenhang zwischen der in [2] beschrie-
benen rekursiven Wortarithmetik und Fastringe kurz angegeben,
und zwar unter Beschrinkung auf Additionen und Multiplika-
tionen. Es wird jetzt genauer die volle rekursive Wortarithmetik
aus [2] axiomatisch gekennzeichnet werden. Es wird sich heraus-
stellen, dass die in [2] beschriebenen (freien) Wortarithmetiken
gewisse, durch das multiplikative Zentrum bestimmte Fasthalb-
ringe sind mit besonders einfachem Zentrum. Die so erhaltene
Kennzeichnung gestattet es die freien Wortarithmetiken in
einfacher Weise zu iiberblicken, insbesondere auch einige nicht in
[2] enthaltene Resultate betreffs der multiplikativen Kiirzung
herzuleiten und weitere Verallgemeinerungen zu betrachten.

§ 2. Fasthalbringe

Wir betrachten Systeme versehen mit einer Addition und einer
Multiplikation. Beziiglich der Addition sollen sie Halbgruppe mit
Einheit (die 0) sein in der das rechtsseitige Kiirzungsgesetz gilt.
Beziiglich der Multiplikation sollen sie Halbgruppe mit Einheit
(die 1) sein, wihrend das linksseitige Distributivgesetz
2 (y+3)=a -y+ax-z gilt. Wir setzen ferner voraus dass
0 -z = 0 gilt fiir jedes z und dass es keine Nullteiler gibt. Die
Abwesenheit von Nullteiler wird iibrigens erst im Beweis von
Satz 8 benutzt. Ein System das obigen Forderungen geniigt wird
kurz ein Fasthalbring genannt.

Weil die Kommutativitit der Addition nicht vorausgesetzt
wird, muss man bei Verwendung des Summenzeichens linksseitige
und rechtsseitige Summen unterscheiden. Wir machen darum
folgende Verabredung:

k
12 a; steht fir a,4a,4 ... +a,
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und
k
>’ a; steht fir a4 ...4ay,+a,.
1

Um an die Darstellung in [2] anzuschliessen arbeiten wir haupt-
sdchlich mit linksseitigen Summen, obschon das an sich ein
bischen unnatiirlich ist.

Die Kennzeichnung der freien Wortarithmetik erfolgt durch
schrittweise Einschrinkung der betrachteten Fasthalbringe.

DEFINITION 1: Ein Fasthalbring H heisst ein A-Fasthalbring,
wenn es eine Abbildung o : H —~ Z von H in das multiplikative
Zentrum Z = Z(H) gibt mit folgenden Eigenschaften:

Al oa(zty) =aly) fir y+#o0
A2 a(z-y) = a()- aly)

A3 a(c) =c fir alle ceZ
A4 Aus a(z) =0 folgt = =0.

BEMERKUNG 1: Setzt man A4 nicht voraus, so gilt fiir die Menge
M der # mit «(z) =0 nach A2 jedenfalls M -HCM und
H M CM,d.h. M ist sowohl links- wie rechtsinvariant, doch ist
damit noch nicht so viel anzufangen. Es sei ferner bemerkt, dass «
nach A8 eine idempotente Abbildung auf Z ist.

Die von Z in H (endlich) erzeugte additive Halbgruppe be-
zeichnen wir mit 4(Z).

Satz 1: In einem A-Fasthalbring H mit multiplikativem Zen-
trum Z ist A(Z) eine freie Halbgruppe.

BeEwErs: Esseiz = Y'a;, mita, #0unda,e Z (i =1,...,k)
und ebenso y = 3'b, (j =1, ..., 1), so folgt aus « = y nach Al:
«(2) = a; = a(y) = b;.

Nach dem rechtsseitigen Kiirzungsgesetz gilt also:
Sa;=2'b;(1=2,...,k 1=2,...,1), usw,,
(auch k =1).
Sarz 2: Ist H ein A-Fasthalbring mit multiplikativem Zentrum
Z, so gilt das linksseitige (additive) Kiirzungsgeselz in A(Z).
BewEIs: Nach Satz 1 haben z+« und 2-+y als Summen von

Zentrumselementen gleichviel Glieder, welche der Reihenfolge
nach einander gleich sind. Darum ergibt sich z = y.

BeMERKUNG 2: Die Giiltigkeit der linksseitigen Kiirzung kann
nicht fiir H behauptet werden. Die Ordinalzahlen bilden ein
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Beispiel eines A-Fasthalbrings (sogar eines AL-Fasthalbrings
vergl. dazu Def. 2). Es ist a(z) = 1 zu setzen fiir jede Ordinal-
zahl, es gelten dann die beiden Kiirzungsgesetze in 4(Z) (die end-
lichen Ordinalzahlen), aber nicht allgemein (vergl. 14w = 2+ w;
man beachte die Vertauschung von links und rechts). Dieses
Beispiel zeigt zugleich, dass E von A und L unabhingig ist.

Satz 8: Sind ¢ und y zwei Abbildungen eines A-Fasthalbrings
in sein multiplikatives Zentrum Z, welche den Bedingungen Al und
A8 geniigen, so stimmen sie auf A(Z) iuberein.

Beweis: Esseiz = >'a;mita, #0und a,e Z (1 =1, ..., k).
Daun ist ¢(z) = ¢(a;) = a, nach Al und A8, und dasselbe fiir y.

DEFINITION 2: Ein AL-Fasthalbring ist ein A-Fasthalbring H
in dem folgende Losbarkeitsbedingung erfiillt ist

L:y+a(x) =  ist losbar fir jedes x € H.

Nach dem rechtsseitigen Kiirzungsgesetz der Addition ist die
Gleichung dann eindeutig losbar und es ist mithin in jedem AL-
Fasthalbring H eine Abbildung g:H — H erklairt durch
p(x)+«(x) = @ fir alle z € H.

Satz 4: Es gilt fa(z) = O fiir jedes x des AL-Fasthalbrings H.
Beweis: Es sei 2 € H, alsdann a(z) € Z(H), und o?(z) = a(z).
Nach L hat man
pa(z)+o*(2) = «(z)
also
Ba(z)+ «(z) = a(a)
und nach rechtsseitiger Kiirzung also fa(z) = 0.

SATz 5: x gehort genau dann zum multiplikativen Zentrum Z(H)
des AL-Fasthalbrings H wenn f(z) = 0.

Bewels: Ist z € Z, so ist nach A8 «(z) = @, und nach L ist
B(z)+z = @ = 0+4=. Also nach rechtsseitiger Kiirzung f(z) = 0.

Ist B(z) = 0, so ist nach L : a(z) = 2. Es ist «(z) € Z, mithin
zelZ.

Satz 6: Es gilt ¢ - f(x) = P(c - ) fiir jedes ¢ des multiplikativen
Zentrums Z eines AL-Fasthalbrings H und jedes x € H.
Bewzis: ¢z = ¢+ (B(z)+a(z)) =c- B(@)+c- a(z)

= ¢ fla)+alc) - a(z) = ¢ - f(a)+ulc - a).
Wegen der cindeutigen Losbarkeit ist also ¢ - g(z) = f(c- z).
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Satz 7: Es gilt f(z+y) = x+P(y) fiir jedes x und jedes y # 0
eines AL-Fasthalbrings H.

Beweils: Nach L hat man f(z+y)+a(z+y) = z+y. Wegen
y # 0 gilt also nach Al:
Bla-+y)+aly) = z+(B(y)+a(y)) = (z+B(y))+=(y)-

Also nach rechtsseitiger Kiirzung:

B(z+y) = z+B(y).
Wiederholte Anwendung ergibt den
Zusatz: Fiir alle x € H und y € H mit Y (y) # 0 gilt

Bi(z+y) = z+F'(y)-
Satz 8: Fiir jedes © und y eines AL-Fasthalbrings gilt

B(@-y) =z B(y)+«(y) - B(2)

Beweils: Ist 2 = 0 oder y = 0 so gilt die Gleichung, wegen
«(0) = B(0) = 0(0 € Z(H)). Es sei also %0 und y # 0, also
(nach A4) a(y)# 0, und wegen der Abwesenheit von Nullteiler
auch z - a(y) # 0.

Dann ist

B(z-y) = Bz - (B(y)+a(y))) = Bz B(y)+z - «(y))
=z p(y)+p(z - a(y)) =z p(y)+p(x(y) - 2)
=z p(y)+a(y) - B(x).
(Nach L, Distributivgesetz, Satz 7, Satz 6.)
Wiederholte Anwendung ergibt den

Zusatz: Fiir alle y € H und z € H mit 1 (x) # 0 gilt

Bz y) =z B(y)+a(y) - B'(x).

Beweis: Fiir y = 0 ist die Behauptung klar. Es sei also y # 0,
also nach A4 auch «(y) % 0. Es sei ferner f(z) # 0, dann ist

Bz y) = B(z - B(y)+a(y) - (=) = 2 B(y)+B(a(y) - B(z))
=z f(y)+a(y) - (=)
nach Satz 8 und Satz 6. U.s.w.

DEFINITION 8: Ein ALE-Fasthalbring ist ein AL-Fasthalbring H
in dem folgende Endlichkeitsbedingung erfillt ist:
E: Zu jedem x e H existiert eine michi-negative ganze Zahl 1,
derart dass pi(z) = 0.
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Die kleinste unter den Zahlen 7 mit 8*(z) = 0 bezeichnen wir mit
I(z).

BEMERKUNG 8: In der Definition des AL E-Fasthalbrings kann
man auf A2 und A4 verzichten, denn es ist A4 von L und E, und
A2, von L, E, Al, A8 abhingig. Die Abhangigkeit von A4 ergibt
sich einfach so: ist «(z) = 0, dann ist nach L auch f(z) — =,
mithin g¢(z) = zfiir jedes ¢ = 0, also z = 0 nach E. Die Abhingig-
keit von A2 ergibt sich aus der Darstellung II (siehe unten) unter
Beriicksichtigung von Al und AS3.

Die Bedingung E erzwingt, dass jedes Element eines ALE-
Fasthalbrings als endliche Summe von Zentrumselementen
darstellbar ist (vergl. Satz 10).

Satz 9: Ist H ein A-Fasthalbring mit multiplikativem Zentrum
Z, so ist A(Z) ein ALE-Fasthalbring.

Bewers: A(Z) ist abgeschlossen in Bezug auf Addition und
Multiplikation. Die erste Behauptung ist klar, die zweite ergibt
sich aus:

(g'a.‘) : (kZ'bk) = g’bk : (z'ai) = gl(zIai * by).

Wenn Y'a, € A(Z) und 3'b, € A(Z), so steht rechts eine endliche
Summe deren Glieder a; - b, Elemente von Z sind. Das multipli-
kative Zentrum von A(Z) ist Z, also ist die Beschrinkung zu
A(Z) der auf H erkliarten Abbildung « eine Abbildung von A(Z)
in das multiplikative Zentrum von A(Z), welche ebenfalls Al
bis A4 geniigt. Es ist klar, dass auf 4(Z) auch L und E erfiillt sind.

Satz 10: Ist H ein ALE-Fasthalbring, so ist H = A(Z), d.h.
ein ALE-Fasthalbring wird durch das multiplikative Zentrum
additiv erzeugt.

BewEIs: Es sei # € H, alsdann hat man nach L und E:

B(z)+u(z) =z
B (@) +op(2) = B(z)

................

aB19-1(z) = fi0-1(g).
Wiederholte Einsetzung ergibt also:
2z = aft® Y 2)+ ... faf(@)to(z) = D «fi(2)
mit ¢ =0,...,1(z)—1.
BeMmERKUNG 4: Nach Sitze 9 und 10 sind die ALE-Fasthalb-
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ringe genau diejenigen A-Fasthalbringe H, fiir die gilt H =
A(Z(H)).

BEMERKUNG 5: Nach Sédtze 2 und 10 gelten in einem ALE-
Fasthalbring die beiden additiven Kiirzungsgesetze.

SaTz 11: In einem ALE-Fasthalbring gibt es genau eine Abbil-
dung o : H —~ Z, welche Al bis A4 geniigt.

Bewers: Klar nach Satz 8 und Satz 10.

Es ergeben sich folgende Darstellungen firr z4y und -y
mittels der Darstellungen von z und y eines ALE-Fasthalbrings:

z+y = X' af'(@)+2" af*y) I
roy= % (;’(aﬁ‘(w) * «f*(y))) (I1)

mit ¢ =0,...,l(z)—1 und £k =0,...,1y)—1.

Die Darstellung IT berechnet man unter Benutzung des (links-
seitigen) Distributivgesetzes und der Tatsache dass « eine Abbil-
dung in das multiplikative Zentrum ist.

§ 3. Rekursive Wortarithmetik

Betrachten wir jetzt die in [2] beschriebene freie rekursive
Wortarithmetik, fiir die wir die Bezeichnung V(n) einfiihren
(n = 2). Es steht also V(n) fiir die freie Wortarithmetik iiber dem
endlichen Alphabet S, - - -, S,_;; die freie Wortarithmetik iiber
dem abzihlbar unendlichen Alphabet Sg, S;, ... soll mit V(w)
bezeichnet werden.

Es gibt in V(n) n Additionen (0) und 7 Multiplikationen ( )

Fiir » > 0 sind die Additionen nach [2], (4.4), S.18 abhanglg von
0,= + und die Multiplikationen sind nach [1], (2.13), S. 193
abhéngig von 0 = - .

V(n) ist ein Fasthalbring (ohne Nullteiler, mit Null und Eins)
nach [2], (4.2), S. 18; (4.5), (4.7'), (4.9), (4.10), S. 14; (4.11),
(4.12), (4.18), S. 15; (12.10), S. 38.

Wir werden nun beweisen, dass V(n) sogar ein ALE-Fast-
halbring ist. Zu diesem Zweck bestimmen wir erst das multipli-
kative Zentrum von V(n) (bzw. V(w)).

Sarz 12: Das multiplikative Zentrum Z(V (n)) von V(n) besteht
genau aus den Elementen 0, S, ..., S,_;. (Man beachte, dass
n>1 iSt; Vergl. [2], S. 11.) Z(I/(Q))) st {0, 50, 51, 52, . .}-
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BEWEISs: 0 -y = y + O fiir jedes y € V(n), nach [2], (4.9), S. 14
und [2], (4.11), S. 15. Ferner ist S, e Z(V(n)), was wir durch
Rekursion unter Verwendung von Bezeichnungen aus [1] und [2]
zeigen. Insbesondere fiir ¢ siehe [1].

Es ist:

Si*(Sey) =S y+S:- S =S, y+Sinx
und

(Sey) S;i=0i(Sry) = Sizu(osy) =0, y+Si =Yy Sit+Siix-

Wir zeigen nun, dass Z(V(n)) keine weiteren Elemente enthilt.
Es sei x ein Wort, dass wenigstens zwei Buchstaben enthilt, d.h.
® = S,;5;25. Man wihle nun k und ! derart, dass j+Fk # i+l
Diese Wahl ist wegen # > 1 immer moglich. Man hat nun:

25,8, = (5;5;2) S S, = Si+kSf+k(°'kz)5i+lsi+l(‘fzz)
und
S$iSicx = 5,5, (5;5;2) = SixSera(SeSe S;%).

Wegen j+k = i+1 ist also nach dem Regularitdtsaxiom ([2],
g, S.18) - S;S; # S.S, - 2.
Es gibt also ein Element, das nicht mit 2 vertauschbar ist, d.h.

x gehért nicht zu Z(V(n)). Dieser Beweis ist auch fiir V(w)
zutreffend.

Sarz 18: V(n) (bzw. V(w)) ist ein ALE-Fasthalbring.

Beweis: Nach Satz 12 ist die in [2], (5.19), S. 18 erklirte
Funktion a(z) eine Abbildung von V(n) auf Z(V(n)) (bzw. von
V(w) auf Z(V(w))). Dass a(z) den Forderungen A3 und A4
geniigt ist ohne weiteres klar. Dass Al erfiillt ist folgt aus [2],
(11.5), S. 88. Die Eigenschaft A2 wurde in [1], S. 195 ohne Beweis
mitgeteilt. Wir holen den Beweis hier nach.

Erstens: a(o(z)) = o(a(z)).
Es ist a(o(S;z)) = a(S;y1(02)) = S,y
und
a(a(S;z)) = a(S;) = Sipa-
Zweitens: a(z*y) = a(z) * a(y).
Fiir 2 = 0 oder y = 0 klar. Es sei @ # 0, dann ist

a(e- S, y) = al@ - y+0,) = a(0,(2)) = o,(a(@))
und

a(z) - a(S; y) = a(z) - S, = o,(a(z)).
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a(z) geniligt der Bedingung L, und es ist tatsdchlich die in [2],
(5.7), S. 16 eingefiihrte Funktion v(z) die l6sende Abbildung.
Dass V(n) (bzw. V(w)) der Bedingung E geniigt ist eine unmittel-
bare Folge der Definition (vergl. [2], S. 11). (Fiir A2 konnte man
sich auf Bemerkung 3 berufen.)

Umgekehrt ist nicht jeder ALE-Fasthalbring einer V(n)
(bzw. V(w)) isomorph. Das findet seine Ursache darin, dass wir
noch nichts iiber das Zentrum vorausgesetzt haben. Die von Null
verschiedenen Elemente des multiplikativen Zentrums eines
ALE-Fasthalbrings bilden unter Multiplikation eine Halbgruppe
mit Einheit. Weil ein AL E-Fasthalbring nach Satz 10 bestimmt
ist durch Angabe des multiplikativen Zentrums, so geniigen zur
weiteren Prézisierung auch Forderungen an das Zentrum. Wir
betrachten im Folgenden nur die multiplikative Struktur des Zentrums
und lassen dabei die Null ausser Betracht. Das multiplikative Zen-
trum einer V(w) ist abzédhlbar unendlich und das einer V(n) ist
jedenfalls endlich. Dariiber hinaus kann man aber behaupten:

Satz 14: Z(V(n)) ist eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung
n. Z(V(w)) ist eine unendliche zyklische Halbgruppe mit Einhest.

BewEers: Nach dem Multiplikationsgesetz in V(n) (und V(w))
ist S;-S; = S,,;. InV(n)ist S, -2 = S, losbar fiir jedes ¢ und 7,
mit der Losung S;_; (j—7 mod n). S, ist das Einselement in
V(n) wie in V(w). S, ist erzeugendes Element von Z(V(n)) wie
von Z(V(w)). In V(w) sind die S, alle verschieden voneinander.

Eine zyklische Halbgruppe wird bekanntlich so erklart:

Die zyklische Halbgruppe mit Einheit soll die kleinste Halb-
gruppe mit Einheit sein welche die nicht-leeren Produkte aus
einem einzigen Element (das erzeugende Element) enthélt. Ist sie
unendlich so sind all diese Produkte verschieden. Jede unendliche
zyklische Halbgruppe mit Einheit ist der additiven Halbgruppe
der natiirlichen Zahlen mit Null isomorph.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich der

SaTz 15: Jeder ALE-Fasthalbring H dessen multiplikatives
Zentrum eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n(> 1) ist,
ist einer V(n) isomorph.

Beweis: Die Isomorphie von Z(H) und Z(V(n}) lasst sich zu
einer Isomorphie von H und V(n) erweitern, indem man setzt
D(c+c') = D(c)+D(c') fiir jedes ¢ und ¢’ in Z(H). Daraus ergibt
sich @(z+y) = D(z)+P(y) fir beliebiges  und y in H. Es gilt
ferner @(«(z)) = a(P(z)), und aus der Darstellung II erhélt man
P(z - y) = D(z) - P(y).
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In gleicher Weise erhédlt man den

Zusatz: Jeder ALE-Fasthalbring H dessen multiplikatives
Zentrum eine unendliche zyklische Halbgruppe (mit Einheit) ist,
ist einer V(w) isomorph.

§ 4. Kiirzung, Differenz, Ordnung
1. Untersuchen wir, wie sich die multiplikativen Kiirzungs-
gesetze von Z(H) zu H iibertragen lassen.

Satz 16: Gilt im multiplikativen Zentrum Z eines A-Fasthalb-
rings H das (multiplikative) Kiirzungsgesetz, so folgt aus 3 - x = 3+ ¥,
dass ® =y, fiir jedes z % 0 in H und 2,y e A(Z).

Bewess: Esseiz-Y'a; =z 3"b; und 2 # 0, dann ist nach A2
«(2) - «(3'a;) = «(2) - a(3'D,).

Linksseitige Kiirzung in Z gibt:

a(X'a;) = a(3'b;), also a, =b,.
Man kann nun schrieben:

2o (Xa) =2 (3a;)+z-a,=2-(2'by)
i=1 i=2 j=1
=z (X b)+z-b

=2

also, nach rechtsseitiger additiver Kiirzung
2 (2 a;)=2-(3 b)), usw.
=2 i=2

Man findet also @, = b,, mithin Y’,_; a, ="', b;.

Zusarz: In einem ALE-Fasthalbring H zieht das Kiirzungsgesets
fir Z(H) das linksseitige Kiirzungsgesetz fiir H nach sich, weil
H = A(Z) nach Satz 10.

SaTz 17: Gilt im multiplikativen Zentrum Z eines A-Fasthalb-
rings H das Kiirzungsgesetz, so gilt das rechtsseitige Kiirzungsgesetz
n A(Z).

Bewers: Es sei -2 =y -2 und 2 #% 0. Ferner z,y, 2 € A(Z),
dh.z =3"a;,y = 3'b;,2 =3 ¢, mita,, b;,c,e Zundi=1,...
Li=1....mk=1,...,n.

Wie im Beweis von Satz 9 kann man fiir 2 - 2 = y - 2 schreiben

;’(E’ai cCy) = %’ (;’b, )
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Nach Satz 1 ist die Anzahl der Glieder zur linken Seite gleich der
Anzahl zur rechten Seite, alsol-n = m + n, also I = m. Aus der
Gleichheit der Summen folgt die Gleichheit der korrespondierenden
Glieder, also

a;*c,=0b; ¢,
wegen c,, 7% 0 folgt also mit Kiirzung in Z:a, =05, fir 1 St <!=
=m, d.h. 2z =y.

Zusarz: Gilt im multiplikativen Zentrum Z eines ALE-Fasthalb-
rings H das Kiirzungsgesetz, so gilt es in H (Sétze 10, 16 und 17).

BeMERKUNG 6: Weil in Z(V(n)) das Kiirzungsgesetz gilt, so
gilt es in V(n), und dasselbe fiir V(). Dieses Resultat ist nicht in
[2] enthalten. Man kann fiir ¥ (n) (bezw. V(w)) auch einen rekur-
siven Beweis hinschreiben.

2. Die in [2] eingefiihrte Differenz gestaltet sich fiir ALE-
Fasthalbringe folgendermassen:

DEriNITION 4: Sei H ein ALE-Fasthalbring mit multiplikativem
Zentrum Z. Die Abbildung x—y: HXH — H sei erklirt durch:

1. Fiir a, be Z ist a—b =0 im Falle a=0b und a—b = a
tm Falle a # b.

2. Fir 2 =3'a, und y =3'b, in H ist x—y = 3'(a;—b;).
Fiir spiatere Verwendung (Satz 21) erwihnen v;rir den
Sarz 18: Es gilt in jedem ALE-Fasthalbring H
(y+z)—2x =y fir jede x und y.
(Vergl. [2], (5.12), S. 17).
Beweis: Klar nach Definition 4.

Satz 19: Gilt im multiplikativen Zentrum Z des ALE-Fast-.
halbrings H das Kiirzungsgesetz, so ist

3 (x—y)=2g-2—2"y fir alle 2,y,z€ H.

BewEls: Wir zeigen erst ¢+ (a—b) = ¢-a—c - b fira, b, cin Z.
Fiir ¢ = 0 ist die Gleichung trivial und auch fiir a = b. Es sei
also a # b, dann ist ¢ (a—b) = ¢ a. In Z gilt nun nach Vor-
aussetzung das Kiirzungsgesetz, also folgt aus @ # b, dass ¢ - a %
¢-b und es ist also

c-a—c-b=c-a.
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Es seien nun z = Y’a;, y = >'b, und z = 3¢, beliebig in H.
Dann ist

ra—z-y = (3e) (Ta)—(Fe) (T
= 'z'(g'c,,) . a,.—g'(g’ck) - b;
- I YEa )
=3 (x4 - b))
=3(e (@—b)
_ ;'(ai—bi) . (kz'ck) = ;'(‘::’ck) - (a;—b;)
= ('e) - X' (a=by)
=z (2—y).

BeMERKUNG 7: Weil das Kiirzungsgesetz in Z(V(n)) (bzw.
Z(V(w))) gilt, so gilt in ganz V(n) (bzw. V(w)), dass z - (z—y)
=z-a2—=2-y. Auch dieses Resultat findet sich nicht in [2],
es kann aber auch rekursiv hergeleitet werden. Man iiberzeugt
sich sofort davon, dass (x—y)+-2 = @ - 2—y - 2 nicht gilt.

BeEMERKUNG 8: Die in [2] in V(n) eingefiihrte Besendifferenz
(vergl. [2], (5.15), S. 17) lisst sich besonders einfach fiir allgemeine
ALE-Fasthalbringe erkliren. Es ist namlich z ~y = "% ().

8. Wir erwihnen noch die Funktion R aus [2], (5.1), S. 16.
Das Analogon p von R lédsst sich folgendermassen erkldren:

DEeFINITION 5: Esseifiir den AL E-Fasthalbring H die Abbildung
p: H — H erklirt durch die Festsetzung: Fiir x = Y'a, in H ses
p(x) = Da, (rechtsseitige Summe).

Die Abbildung p hat folgende Eigenschaften, die wir im Beweis
von Satz 21 verwenden, und darum zusammenbringen in den

SATz 20: Es gelten die Identitdten:
p(z+y) = p(y)+p(e) (vergl. [2], (5.2'), S. 16),

p(p(2)) = (vergl. [2], (5.8), S. 16),
p(zy) = p(a) - ply) (vergl. [2], (5.5), S. 16).

Bewers: Nur die dritte Eigenschaft bedarf der Erlauterung.
Es sei 2 = Y'a, und y = ¥'b; mit a; und b, in Z. Dann ist

oy =(2'a;) (2'b) = g'(Z'as *by)
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also nach der ersten Eigenschaft:
p(z-y) = gp(g'ai “by) = % ('Z a; b)
=(2a)- (g bi) = p(2) - p(y)-

Die in [2], (9.8), S. 26 eingefiihrte (partielle) Ordnungsrelation
ist transitiv und invariant beziiglich linksseitiger Addition, Mul-
tiplikation und linksseitiger additiven Kiirzung. Wir zeigen tiber-
dies, dass sie auch invariant ist beziiglich linksseitiger multiplika-
tiven Kiirzung.

DEFINITION 6: Es heisst ® < y im Fasthalbring H, wenn es ein
te H gibt, derart dass z+t =y.

BEMERKUNG 9: Ist H eine freie rekursive Wortarithmetik, so
stimmt diese Definition mit der in [2], (9.8), S. 26 angefiihrten
Definition iiberein. Fiir ALE-Fasthalbringe kann man gleich-
wertig definieren: # < y wenn es eine nicht-negative ganze Zahl ¢
"gibt mit z = gi(y).

SaTz 21: Wenn im multiplikativen Zentrum Z des ALE-
Fasthalbrings H das Kiirzungsgesetz gilt, so folgt aus z- ¢ <2+ y,
dass © < y fir alle 2, y,z e H mit 3 # 0.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es also ein ¢ mit
g+t =2"y.
Dann ist nach Satz 20:
p(t)+p(z-z) = p(z - y).
Daraus nach Satz 18 und Satz 20:
p(t) = p(z-y)—p(z-z) = p(2) * p(y)—p(2) - p(2),
also nach Satz 19:
p(t) = p(2) * (p(y)—p(2))
und wiederum nach Satz 20:

t=2-p(p(y)—p(z)) =2"s.
Wir haben also
Bex43-8=2°Y
mithin

2+ (x+s)=z2-y
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also mit linksseitiger Kiirzung nach Satz 16, Zusatz:
z+s=y, dh. z=uy.

BeMERkUNG 10: Weilin Z(V (n)) (bzw. Z(V (w))) das Kiirzungs-
gesetz gilt, ist in diesem Fall Satz 21 anwendbar und es ergibt sich
die Invarianz der partiellen Ordnung gegeniiber linksseitiger

Kiirzung in ganz V(n) (bzw. ganz V(w)). Auch dieses Resultat
geht iiber 2] hinaus.
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