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Démonstration d’'une conséquence de I’hypothése
de Goldbach.

par

André Schinzel

M. W. Sierpinski a déduit récemment (d’une fagon élémentaire)
de I’hypothése connue de Goldbach la proposition suivante:

THEOREME 1. k et m étant deux nombres naturels donnés quelcon-
ques, il existe des nombres premiers p et q aussi grands que I’on veut
et tels que

(1) 2k = p+¢q (mod m)1).

M. Sierpinski m’a posé la question si I’on pourrait démontrer le
théoréme 1 sans faire appel & ’hypothése de Goldbach. La méme
question il a posé pour le théoréeme 2 qu’on obtient en remplacant
dans le théoréme 1 la formule (1) par la formule

(2) 2k = p—q (mod m).

Je donnerai ici une démonstration tout & fait élémentaire des
théorémes 1 et 2, en utilisant le théoréme de Lejeune-Dirichlet
sur la progression arithmétique (dont les démonstrations élémen-
taires sont connues).

LeMME. St f(z) est un polynéme en x aux coefficients entiers, tel
qu’il n’existe aucun nombre naturel d > 1 qui divise f(z) quel que soit
Ventier z, et si m est un nombre naturel, il existe un entier x, tel que

(3) ~ (f(@o), m) = 1.

Démonstration du lemme. Pour m = 1 le lemme est évident.
Soit donec m > 1 et soit m = ¢i2g3r . . . ¢¥* le développement de m en
facteurs premiers. Soit ¢ un des nombres 1, 2,...,s. D’apres
Phypotheése sur le polyndme f(z), le nombre g, ne peut pas étre un
diviseur de f(z) quel que soit entier z. Il en résulte qu’il existe un
entier z, tel que f(z;) % 0 (mod ¢,). D’aprés un théoréme connu sur

1) Voir l'article de W. Sierpinski Sur une éq de Uhypothése de Goldbach
qui paraitra (en polonais) dans le journal Wiadomosci Matematyczne.



(2] Démonstration d’une conséquence de I’hypotheése de Goldbach 75

les restes, il existe un nombre z, tel que 2z, = 2, (mod ¢,) pour
t1=1,2...8 ce qui donne

f(zo) = f(z;) #£0 (mod gq;) pour it =1,2,...,s,

d’ou (f(x,), ¢;) = 1 pourt =1,2,...,s, ce qui donne I’égalité (3)
et notre lemme se trouve démontré.

Soit maintenant k£ un entier donné et soit f(z) = x(z+42k). On
aura f(1) = 2k+1 et f(—1) =—(2k—1) et, comme évidemment
(2k—1, 2k+1) =1, il en résulte qu’il n’existe aucun nombre
naturel > 1 qui divise f(z) quel que soit ’entier . Le polyndme
f(z) satisfait donc aux conditions de notre lemme, d’apres lequel
on conclut que, m étant un nombre naturel donné, il existe un en-
tier x, tel que (zy(2y+2k), m) = 1, d’o (zg, m) = (2y+2k, m) = 1
et aussi (—ay, m) = 1. D’apres le théoréme de Dirichlet il existe
donc des nombres premiers p, p, et g aussi grands que ’on veut et
des entiers ¢, f, et u tels que p = mittaz, p, =mt—=z, et
q = mu—+zy+2k, d’ott p—q = 2k (mod m) et p,+q = 2k (mod m).
Les théorémes 1 et 2 se trouvent ainsi démontrés.

Il est & remarquer que, dans le méme ordre d’idées, M. W.
Sierpinski a récemment démontré les deux théorémes suivants:

THEOREME 8. m élant un nombre naturel donné, il existe pour
tout nombre premier p suffisamment grand, un nombre premier q
ausst grand que U'on veut et tel que 2°—1 = q (mod m).

THEOREME 4. m étant un nombre naturel donné et n un nombre
naturel suffisamment grand, il existe une infinité de nombres pre-
miers p tels que 22" +1 = p (mod m).

Démonstration du théoréme 8. Comme on sait, si p et p’ sont
des nombres premiers distincts, on a (22—1,2”—1)=1. Il en
résulte tout de suite que pour tout nombre naturel m il existe un
nombre u,, tel que pour tout nombre premier p > u, on a
(2?—1, m) = 1. Donc, si p est un nombre premier > u,, il résulte
du théoréme de Dirichlet ’existence des nombres premiers g aussi
grands que I’on veut qui sont termes de la progression arithmétique
mk+2°—1 (k=1,2,...), donc tels que 2?—1 = ¢ (mod m).
Le théoreme 8 est ainsi démontré.

Démonstration du théoréme 4. Comme on sait, si k et n sont
des nombres naturels distinets, on a (22'—|—1, 22"+1) =1.1l en
résulte tout de suite que, m étant un nombre naturel donné, on a
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pour n naturels suffisamment grands: (2*"+1, m) = 1. D’apres le
théoreme de Dirichlet il en résulte I’existence d’une infinité de
nombres premiers p tels que 22"+1 = p (mod m). Le théoréme 4
est ainsi démontré.

(Oblatum 25-7-58). Sandomierz (Pologne).



