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Sur la représentation intégrale des certaines
opérations linéaires. II.

par

Nicolae Dinculeanu

Introduction

Ce travail est divisé en deux parties. Les premiers deux para-
graphes traitent de la représentation intégrale des certaines fone-
tionnelles linéaires et les deux derniers de la représentation inté-
grale des certaines opérations linéaires.

1. Soient T un espace localement compact et E un espace de
Banach de type dénombrable. Si yx est une mesure de Radon posi-
tive sur T et m une forme linéaire continue sur I'espace Ly (T, )
(des applications u-intégrables x de T dans E), alorsm peut s’écrire
sous la forme

(1) m(x)=[<x(2), X (t)>du(t)  pour X e LK(T, p),

ou X, est une application de T dans le dual E’ de E telle que
N (Xh, ) = [Im].

Ce résultat est connu ([8], [5], [10], [11]). On I’énonce (théo-
réme 1) dans le §1 qui a un caractére introductif. Dans le §2 on
utilise ce résultat pour donner une représentation intégrale de la
forme (1) pour certaines formes linéaires m sur I’espace HAy des
applications de T dans E continues et & support compact (théo-
réme 2). Pour ce faire, on attache & m une mesure de Radon posi-
tive u sur T, de la méme maniére qu’on attache & une mesure de
Radon réelle ou complexe son module.

2. Soit F un espace de Banach de type dénombrable, dual d’un
espace de Banach, T et E étant comme plus haut. Si u est une
mesure de Radon positive sur T et m est une application linéaire et
continue de L%(T, u) dans F, alors m peut s’écrire sous la forme

(2) m(x) = [ Un(0)x(t)dp(t)  pour X e Ly(T, p),

ou U,, est une application de T dans I’espace Z(E, F) (des appli-
cations linéaires et continues de E dans F). Ce résultat que nous

vons démontré dans [7], est énoncé dans le §8 (théoréme 3).
Lorsque E = F = A, ol A est une algébre de Banach & élément
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unité, on donne une condition nécessaire et suffisante (théoréme
4) pour que U, soit & valeurs dans 4 et non plus dans £ (4),
savoir la condition suivante

(8) m(ax) = am(x) pour ae A et x e LL(T, u).

Dans le §4 on donne une représentation intégrale de la forme (2)
pour certaines applications linéaires (les applications linéaires
majorées) de Hx dans F (théoréme 5). On considére aussi le cas
des algébres (théoréme 6).

Ces résultats sont, en fait, démontrés dans le cas plus général o1,
au lieu d’un seul espace E, on considére une famille E((2));¢r
d’espaces de Banach, donc au lieu des fonctions définies sur T &
valeurs dans E, on considére des champs de vecteurs x définis sur
T, tels que x(t) € E(t) quel que soit ¢ € T. Les démonstrations pour
ce cas général ne sont en rien plus compliquées.

Nous aurons pu déduire les résultats concernant les fonctionnelles
des résultats analogues sur les opérations; nous avons préféré les
traiter séparément pour mettre en évidence certaines propriétés
particulieres des fonctionnelles.

I. FONCTIONNELLES LINEAIRES
§ 1. Fonctionnelles linéaires sur L?,

Soient T un espace localement compact, & = (E(t)),cr une
famille d’espace de Banach et (&) I’ensemble des champs de
vecteurs 1) x définis sur T, tels que Xx(t) € E(t) quel que soit 2 e T.
Soient &' = (E’'(t));er la famille des duals des espaces E(t), et
%(&’) 'ensemble des champs de fonctionnelles x’ définis sur T, tels
que x'(t) € E'(t) quel que soit £ € T. La norme d’un élément a ap-
partenant & I'un des espaces E(t) ou E’(t) sera notée par |a|; si z
est un champ de vecteurs ou de fonctionnelles défini sur T, on
notera par |z| la fonction numérique ¢ — |z(2)].

Supposons qu’il existe une famille fondamentale &/ C €(&) de
champs de vecteurs continus ([10], p. 80). Un champ de vecteurs
X € (&) est continu au point ¢, e T (relativement & la famille
fondamentale &), si pour tout nombre ¢ > 0 il existe un y € & et
un voisinage V de ¢, tels que

x(@t)—y@) = ¢ pour teV.

Désignons par #¢(T) ou Ay I’ensemble des champs de vecteurs

1) Pour ce qui concerne les champs de vecteurs et les espaces Li’a{ voir [10].

NI
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X € (&) continus sur T et & support compact, et pour toute partie
compacte K de T, désignons par A (T, K), ’ensemble des champs
de vecteurs X € .z dont le support est contenu dans K. On munit
les espaces Ay et X (T, K) de la topologie définie par la norme

|1x]| = sup [x(2)]-
teT

Si tous les espaces E(t) sont identiques & un méme espace de
Banach E, on prendra toujours pour famille fondamentale <,
Pensemble des applications constantes de T dans E. Une applica-
tion x de T dans E est continue au point £, € T relativement 3 7,
si et seulement si X est continue en #, au sens habituel. Les espaces
Ay et Ay (T, K) sont alors les espaces Xy et Hg (T, K) des
applications de T dans E, continues et & support compact.

Si E = R, on écrit 2" au lieu de Hy; A, est le sous-espacede ¢,
formé des fonctions positives.

Dans le §2 nous aurons besoin du lemme suivant:

LEMME. Soit X e X s €t g e K, tels que 0 < g < |X|. Le champ
de vecteurs oy défint sur T par les égalités o (t) = 0 si x(t) = 0 et

x(2)
=0 = o

DE¥MONSTRATION. Puisque 1° est évident, on va démontrer 2°.
Soit ¢, € T. Si x(,) # 0 on a X(¢) # 0 dans un voisinage V de ¢,.
La fonction k() définie sur T par:

st X(t) # 0, est tel que 1° oy|X| = X et 2° gog € Hy.

1
——— pour teV
h(t) = { 1x(2)|

1 pour t¢V

est continue en f,.

Alors o, (¢) = h(t)x(t) est continue en £, donc aussi go,. Si x(¢,) =0,
alors g(t,) = 0. Soit ¢ > 0; il existe un champ de vecteurs y e &
et un voisinage V de f, tels que pour ¢t e V l'on ait:

& € €
xO)-yWI < et <5 WO <5
On a alors, pour teV,
2ot~y (0)| < gl +HYO <2 +5 ==,

donc go, est continu en #,, ce qui achéve la démonstration.

On va supposer parfois que la famille &/ vérifie I’axiome de
Godement ([10], p. 94):

(G): I1 existe une partie dénombrable £, C A, telle que pour tout
te T, Uensemble {X(t)|x € o} est dense dans E(t).
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Dans le cas ou les espaces E(t) sont identiques & un espace de
Banach E, Paxiome (G) signifie que E est de type dénombrable.

Pour une famille fondamentale &/’ C €(&’) de champs de fonc-
tionnelles continus, on suppose parfois vérifié I’axiome suivant:

(T) La fonction scalaire t — (X(t), X'(t)) est continue quels que
soient X e A et X' e ',

Si tous les E(t) sont des espaces hilbertiens, et si I’'on prend
o' = o, Vaxiome (T') est vérifié. Si tous les espaces E(f) sont
identiques & un espace de Banach E, on prend pour &/’ I’ensemble
des applications constantes de T dans E’ et I’axiome (T') est trivi-
alement vérifié.

11 s’ensuit de ’'axiome (T) que si X et X’ sont continus (respecti-
vement, relativement & &/ et &/’) au point ¢, € T, alors la fonction
t — (x(t), x'(t))> est continue en £,, et que si X et X’ sont mesurables
pour une mesure de Radon 2) positive u sur T, alors la fonction
t — (x(t), x'()> est u-mesurable ([6], p. 136).

Nous allons utiliser le théoréme suivant di a C. T. Ionescu
Tulcea ([11], théoréme 2).

THEOREME 1. Soit u une mesure de Radon positive sur T. Si la
famille fondamentale £ vérifie Uaxiome (G), toute forme linéaire et
continue m sur L%/(T, u), (1 = p < o) peut s’écrire sous la forme

m(x) = [ Cx(t), X4(E)>du(t) pour X € L2 (T, p)

1 1
ol X,, € €(8') et No(X,,, p) = Hmll,(; + 7 = 1). En outre, x,, est

déterminé localement u-presque partout.

On convient d’identifier deux champs égaux localement u-
presque partout, en remplagant I'intégrale par l'intégrale essen-
tielle ([2], chap. V).

REMARQUES: 1° Pour tout champ de vecteurs x e €(£) me-
surable (pour x et &), la fonction scalaire ¢t — {(x(¢t), X,,(¢)> est
u-mesurable, et puisque & vérifie I’'axiome (G), la fonction
numérique ¢ — |X,,(t)| est u-mesurable.

2°. Supposons qu’il existe une famille fondamentale &/’ C €(&”)
telle que: a) la fonction ¢ — (X(t),x'(t)) est u-mesurable quels que
soient X € & et X’ € &/’'; b) il existe une suite (x; ) d’éléments de &’,
telle que pour tout € T, X,,(t) soit contenu dans le sous-espace
fermé de E'(t), généré par ’ensemble {x;(t)}. Alors, X;, est mesu-
rable (relativement & u et &/’), donc X,, € L%, (T, ). Pour la dé-

%) Pour ce qui concerne 1’Intégration, voir [2] et [10].
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monstration voir [11], p. 109. En particulier, la condition a) est
satisfaite si &7’ vérifie ’axiome (T') et la condition b) est satisfaite
si &’ vérifie ’axiome (G).

8°. Si tous les espaces E(t) sont des espaces hilbertiens, le théo-
réme 1 et les remarques précédents sont valables sans supposer
Paxiome (G). Dans ce cas on prend &/’ = & et 'axiome (T) est
vérifié. Ce résultat est di & R. Godement [10] p. 91—92.

4° Si tous les espaces E(t) sont identiques & un méme espace de
Banach E de type dénombrable, le théoreme 1 est d & J. Dieu-
donné [8] (théoréme 3, p. 88) et [5] (théoréme 2, p. 134). Si dans ce
cas, T = [0, 2n] et p = 1, S. Bochner et A. E. Taylor [1] ont re-
présenté m comme intégrale de type Stieltjes par rapport & une
fonction définie sur T et & valeurs dans E’.

On a aussi le théoréme réciproque suivant:

THEOREME 1'. Soit u une mesure de Radon positive sur T. S’il
existe une famille fondamentale ' C € (&) vérifiant la condition a)
de la remarque 2°, pour tout élément X' e L%,,(T, u) la fonction m
définie par

m(x) = [<x(2), X'(t)>du(t)  pour X e Lo/(T, )

est une forme linéaire continue sur L%/ (T, u) et ||m|| = N (X', p).

COROLLAIRE. Soit u une mesure de Radon positive sur T. Si
& vérifie Vaxiome (G) et s’il existe une famille fondamentale
o' CE(&') vérifiant Uaxiome (G) et la condition a) de la remarque 2,
alors le dual de L%/(T, u) est isomorphe etisométrique & L%, (T, u).

§ 2. Fonctionnelles linéaires sur Xy

Soit m une fonctionnelle linéaire sur X, telle que pour chaque
ensemble compact K C T, la restriction de m a I’espace Xy (T, K)
soit continue. On attache & m une mesure de Radon positive u sur
T, en posant pour chaque fonction ¢ € X,

(1) u(p) = sup {im(x)| | x c K, x| S o).
On déduit aussitdt
(2) m(x)| < u(ix])  pour X ¢ K.

ProrosiTioN 1. La fonction u est additive sur Uensemble XA,.

DEMONSTRATION. Soient ¢, € X', et ¢, € . Pour tout nombre
& > 0, il existe deux champs de vecteurs X, et X, de Xz tels que
[X1] = @1, %] < @y €t

M) < Imee)l 4, alen) < Im(xy)|4+
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11 existe deux nombres complexes 6, et 6, de module 1, tels que
Im(x,)| = 0;m(x,) = m(6,%,),
m(%5)] = Oym(%,) = m(6;%,).

Alors

(@) +u(pe) = m(0;X,4-0,X,)+¢6 = p(p1+9,)+¢
done
(*) #(p1)+u(pe) = plert+@s)-

Inversement, pour tout nombre ¢ > 0, il existe un champ de vec-
teurs x e X o tel que |xX| =< ¢, +¢, et

w1 t@s) = Im(x)|+e.

Posons g, = inf (|x], ¢,) et g, = |x|—g;; g, et g, appartiennent &
XA, et l'on a:

0=g=0q, 0=g = ¢ x| = g +8-
Du lemme ‘du §1 on déduit:
X = 0x 811t 0x 8 lox 81l = @15 lox gsl = o

Alors

w(@1+@a) = Im(oggy)|+Im(ox @)l +e = plpr)+p(pe)+e
done
(**) w1 +92) < ple)+u(Pe)-

Des inégalités (*) et (**) on déduit
#(p1t-2) = ulpr)+u(e2)

ce qui acheve la démonstration.
On prolonge ensuite la fonction x en une mesure de Radon posi-
tive sur T, notée toujours u, en posant pour f, ge A",

u(f—g) = u(f)—n(@)-
On va noter parfois par |m| la mesure u définie par ’égalité (1).
REMARQUES. 1°. La mesure p définie par Uégalité (1) est la plus
petite mesure de Radon positive sur T qui vérifie Uinégalité (2).
2° On a
(3) Ikl = sup {u(p)| ¢ € £ (T), llpll = 1}
= sup {{m(x)|| x e Ko (T), |Ix]| =1} = |Iml|

done m est continue sur Ay (T) si et seulement si u est bornée.
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Considérons alors Pespace L' (T, ) des champs de vecteurs
X € €(&), pu-sommables ([10], p. 87), et la topologie de la conver-
gence en moyenne induite sur Sy par la topologie de L} (T, u).
L’inégalité (2) montre que la fonctionnelle m est continue sur J¢,
pour cette topologie, et comme ¥ est dense dans L (T, u), on
peut prolonger m, d’une maniére unique, par continuité, en une
fonctionnelle linéaire et continue, notée toujours m, sur P’espace
L' (T, p) tout entier, et.de I'inégalité (2) on déduit

(4) Im(x)| < [Ix(¢)ldu(t)  pour x € LL/(T, p).
Si I'on note par ||m||; la norme de m sur LY/ (T, u), on a
(5) llm]l, = 1.

En effet, de (4) on déduit que ||m]||; < 1; d’autre part, si p e X",
et u(p) =1,

|lm|l, = sup {{m(x)|| x € L (T, p), Ny(x, u) < 1}
= sup {{m(x)|| x e X(T), |X| <} =p(p) =1

d’ou il résulte (5).

THEOREME 2. St la famille fondamentale o vérifie Uaxiome (G),
pour toute forme linéaire m sur Ay, continue sur Xy (T, K) quel
que soit Uensemble compact K C T, il existe une mesure de Radon
positive u sur T et un champ de fonctionnelles x,, ¢ €(&') déterminé
jocalement u-presque partout, tels que ||u|| = ||m||, |X,() =1 et

m(x) = [<X(2), X,(8)>du(t) pour x e LLY(T, p).

En outre, la fonction scalaire t — (X(t), X,,(t))> est u-mesurable pour
chaque champ de vecteurs X € € (&) mesurable (relativement d p et ).

DfMONSTRATION. On prend p = |m| et les affirmations du théo-
réme résultent du théoréeme 1 et des considérations précédentes.
On déduit que N (x;,, #) = 1. Il reste & prouver que [x,,(f)| = 1.
Tout d’abord, la fonction ¢ — |X;,(¢)| est u-mesurable. En effet,
soit &7, une partie dénombrable de &, telle que pour tout ¢ e T,
ensemble {X(¢)|x e o/} soit dense dans E(t). Alors la fonction
|X,,| est u-mesurable, comme borne supérieure de la famille dé-
nombrable de fonctions u-mesurables (hy|<{X, X;,>|)xe o, OU pour
chaque X € &/, h, est la fonction u-mesurable définie sur T par

hy(t) =

1
x(0)] six(t) # 0 et hy(t) = 0 si x(¢) = 0. Ilenrésulte que

la fonction [x,,| est localement u-intégrable. Posons dw(t) =
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[X,,(¢)|du(t). On a v < u. Pour chaque champ de vecteurs X e
on a alors

 Im()] < [Ix@)] x(@)ldp() = »(x]).

Comme p est la plus petite mesure de Radon vérifiant cette con-
dition, on déduit » = u, donc |x,,(¢)] = 1 localement u-presque
partout, donc partout si 'on modifie X,, sur un ensemble locale-
ment u-négligeable. Ceci achéve la démonstration.

REMARQUE. S’il existe une famille fondamentale &' c €(&’)
vérifiant les conditions a) et b) de la remarque 2 suivant le théo-
réme 1, alors X,, est mesurable (pour u et &’), donc x,, € L%, (T, u).
Si la famille fondamentale &/’ vérifie les axiomes (G) et (T), alors
X,, est |m|-mesurable, quel que soit m.

On a aussi les théorémes réciproques suivants:

TrEOREME 2'. S’il existe une famille fondamentale ' C €(&’)
vérifiant Uaxiome (T ), pour tout couple (u, X') formé d’une mesure de
Radon positive p sur T, et d'un champ de fonctionnelles X' € € (&)
mesurable relativement d p et ' et tel que |xX'(t)] =1, la forme
linéaire et continue m définie sur L%, (T, u) par Végalité

m(x) = [<x(t), X'()ydu(t)  pour X € Liy(T, p)

est telle que la restriction de m a Uespace X (T, K) est continue quel
que soit Pensemble compact K C T, et u = |m|. (On ne suppose pas
que &/ vérifie Iaxiome (G)).

D£MONSTRATION. On a pour tout X € Xy

m(x)| < [1x(t)ldu(t)

donc |m| < p.

Inversement, soit 0 < @ < 1 et K un ensemble compact de T.
Il existe ([8], Proposition 1) un champ de vecteurs y e (&)
mesurable relativement & u et &7, tel que

alx' ()] < <y(t), X'(8)> et a < |y(t)] < 2—a,
u-presque partout sur K.

Soit £ > 0; il existe un ensemble compact K' CK tel que
, €
mE—K') = P—ate
donc aussi la fonction ¢ — (y(t), x'(¢)). Il existe aussi ([10], Pro-
© position 7, p. 82) un champ de vecteurs y, € €(£), continu sur T,
tel que y(£) = y,(¢) pour ¢ € K', et la norme de y, ne dépend pas de
K’, mais seulement de y, par exemple ||y,|| = 2—a-e&. Pour toute

et tel que y et x’ soient continus sur K’,
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fonction @ € (T, K) on a
afpdu = [alx'@)lp)du(t) < [<y(t), X'(0)>p(t)dn(t)
= [ <Vol), X'(0)> @(O)ap(t)+ [, <Y(O), X' (1)>p(t)du(c)
< | [<wott) X' @) 9t)ap(t)—[_y, Tolt) X @>p(Edp(t)

Higlle < | [<vo®), x'()> 9()du(t) |+2llglle

< sup {{m(px)|| X € K, |xX| < 2—a+e}+2]|glle

= (2—a+¢) sup {Im(gx)| | X € Hip, x| < 1}+2(lglle;
¢ et a étant arbitraires, on a

(@) < sup {Im(x)| | X e X, x| < ¢} = Im|(p)

ce qui achéve la démonstration.

Désignons par A o(T) ’ensemble des fonctionnelles linéaires m
sur Xy, continues sur Ay (T, K) quel que soit I’ensemble com-
pact KCT.

Pour une famille fondamentale &' C %(&’), désignons par
M(’, T) ’ensemble des couples (u, x') formés d’une mesure de
Radon positive x sur T et d’un champ de fonctionnelles x’ mesura-
ble relativement & u et &', tel que |x'(t)] = 1. Deux couples
(¢, X1) et (u, X;) seront considérés identiques si x;(¢) = x; (¢) loca-
lement u-presque partout.

Des théoremes 2 et 2’ on déduit le résultat suivant:

CoROLLAIRE. St la famille fondamentale S/ vérifie Vaxiome (G)
et s’il existe une famille fondamentale o' C €(8') vérifiant les
azxiomes (G) et (T), alors la correspondance m — (|m|, X,,) établie par
le théoréme 2, estune application biunivoque de M o (T ) sur (', T).

THEOREME 2. Si la famille fondamentale &£ vérifie I'axiome (G),
pour tout couple (u, X') formé d’une mesure de Radon positive u sur
T et d’un champ de fonctionnelles x' € €(8') tel que |X'(t)| =1 et
que la fonction t — (x(t), X'(t)) soit u-mesurable quel que soit le
champ de vecteurs X € €(&) mesurable relativement & u et A, la
fonction m définie par Uégalité

m(x) = [ <x(2), X'(¢)>du(t)  pour X e Liy(T, p)

est une forme linéaire et continue sur L'/ (T, p) et |m| = p.
DEMONSTRATION. On déduit aussitdt que |m| < pu, done
dim|(t) = a(t)du(t) ot 0 = «(f) =1 et a est u-mesurable. Du
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théoréme 2 on déduit que m s’écrit sous la forme
m(x) = [<x(t), X,(t)>diml(5)  pour X e LL(T, p) C L%/(T, |m])

ol [x. ()] = 1.
On a alors

m(x) = f X(t), Xp(t)e(t)ddp(t)  pour x e Liy(T, p)

done, d’apres le théoréme 1, X;,(¢)x(¢) = x’(t) localement u-pres-
que partout, donc «(t) = 1 localement u-presque partout, d’ol on
déduit que |m| = u. Ceci achéve la démonstration.

Désignons par IM(&’, T') Pensemble des couples (u, x') formés
d’une mesure de Radon positive u sur T, et d’un champ de fonc-
tionnelles x’ e €(&’), tel que [x'()] =1, et que la fonction
t — (x(t), X'(t)) soit u-mesurable quel que soit x ¢ #(&) mesurable
relativement & u et &. Si X; = X, localement u-presque partout,
alors les couples (u, X;) et (4, X;) seront considérés égals. S’il existe
une famille fondamentale &/" C €(&”) vérifiant les axiomes (T) et
(G), alors 9(&’, T) = M(', T).

Des théorémes 2 et 2’ on déduit le résultat suivant:

CorOLLAIRE. Si la famille fondamentale of vérifie 'azxiome (G)
la correspondance m — (|m|, X') établie par le théoréme 2 est une
application biunivoque de M o(T) sur M(S', T).

REMARQUES. 1° Si tous les espaces E(t) sont hilbertiens, les
résultats précédents sont vrais sans supposer I’axiome (G). On
prend &' = & et I'axiome (T) est vérifié.

2°. Supposons que tous les espaces E(t) sont identiques & un
méme espace E qui soit un espace hilbertien ou bien un espace de
Banach de type dénombrable. Supposons encore que T est compact.
Alors espace 7} est I’espace €5 des applications continues de T
dans E. Dans ce cas on peut préciser la correspondance m — (u, X,,)
établie par le théoréme 2. On peut plonger E isométriquement dans
€5, en identifiant un élément a de E avec la fonction constante
X(t) = a. Considérons la restriction m' de m & E. Alors m’ ¢ E’.
Pour tout ae E on a

m'(a) = [ <a, %3,(6)>du(t)

et comme X;, est une application de T dans E’, bornée et faible-
ment u-mesurable (par rapport & E), on déduit

m' = [x,(8)du(t),

ou 'intégrale du second membre est I'intégrale faible (par rapport
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a E). Si maintenant E’ est de type dénombrable, X, est aussi
mesurable, donc intégrable.

La norme |m'| de m’, comme élément de E’, vérifie la relation
lm'| = |lm|| = ||ull.

Inversement, tout élément m’ de E’ peut étre prolongé, d’apres
le théoréme de Hahn-Banach, en une forme linéaire et continue m
sur €g, telle que |m'| = ||m||. Il existe alors, d’apres le théoreme 2,
une mesure de Radon positive x sur T et une application faiblement
p-mesurable X’ de T dans E’, tels que ||u|| = |m'|, |X'(t)] =1 et

m = Ix’(t)d,u(t).

Si E’ est de type dénombrable alors x’ est u-mesurable, done
Pintégrale du second membre est I'intégrale habituelle (forte).

8°. Si tous les espaces E(t) sont identiques & I’espace C des
nombres complexes (ou & I’espace R des nombres réels), alors m
est une mesure de Radon complexe (ou réelle) sur T, et u est le
module |m| de m. Le théoréme 2 nous dit qu’il existe une fonction
complexe u-mesurable g définie sur T telle que |g(t)] =1 et
dm = gdpu, résultat qui s’obtient d’ailleurs en utilisant directement
le théoréme de Lebesgue-Nikodym.

Lorsque m est une mesure réelle, la fonction g est de la forme
¢4—@p ou A et B sont disjoints, u-mesurables et A UB = T,
donc m =@ u—e@pu, p =@ u-+pgu; ilenrésulte que m* =g, u
et m~— = gppu.

II. OPERATIONS LINEAIRES
§ 3. Opérations linéaires sur L',

1. Le cas général

Soit F un espace de Banach. Pour tout ¢ € T, soit G(t) I’espace
ZL(E(t), F) des applications linéaires et continues de E(t) dans F;
soit ¢ la famille (G(¢)),ep. Si F = C, ’espace G(t) est le dual E’(¢)
de E(t) est ¥ est la famille &’. Désignons par €(¥) I’ensemble des
champs d’opérations U définis sur T, tels que U(t) € G(t) quel que
soit £ e T. Si 9 est une famille fondamentale de champs d’opéra-
tions continus, on désigne toujours par (7)) ’axiome suivant: la
fonction t — U (t)x(t) est continue quels que soient X e £ et U € 9.

On dit qu’un champ d’opérations U e (%) est simplement
mesurable pour une mesure de Radon positive u sur T, si la fone-
tion ¢ — U(t)x(t) est u-mesurable, quel que soit le champ de vec-
teurs X € €(&) mesurable relativement & u et .
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On a le théoréme suivant ([7], théoréme 1)

THEOREME 8. Soit u une mesure de Radon positive sur T. Si la
famille fondamentale o vérifie Uaxiome (G) et F est de type dénom-
brable et dual d’un espace de Banach, pour toute application linéaire
et continue m de L' ,(T, u) dans F, il existe un champ d’opérations
U,, € (%) simplement u-mesurable, déterminé localement u-presque
partout, tel que N (U, u) = ||m|| et

m(x) = [Un(O)x()du(t)  pour x e LL(T, p).

La fonction numérique t — |U,,(t)| est u-mesurable.

REMARQUES. 1° Supposons qu’il existe une famille fondamentale
29 C¥(¥9) telle que:

a’) La fonction ¢ — U(¢)x(t) est u-mesurable quels que soient
XeAd et UeD;

b’) il existe une suite (U,) d’éléments de 2, telle que pour tout
teT, U,(t) soit contenu dans le sous-espace fermé de G(t) généré
par P’ensemble {U,(t)}.

Alors U,, est mesurable relativement a p et 2, done
Un € LH(T, p). En particulier, la condition a’) est satisfaite si 2
vérifie 'axiome (T), et la condition b’) est satisfaite si & vérifie
Paxiome (G). Pour la démonstration voir [11] p. 109.

2°. Pour le cas ou E(t) = F quel que soit ¢ € T, le théoréme 3
est di essentiellement & J. Dieudonné ([8], théoréme 2, p. 86).

8°. Pour le cas ou E(t) = C quel que soit ¢ € T, voir [3] (théo-
réme 1, p. 80), [4], [8], [9] et [12]. Dans ce cas Z(C, F) est iso-
morphe et isométrique & F, donc on peut considérer U,, & valeurs
dans F.

4°. Considérons le cas ol tous les espaces E(t) sont identiques &
un espace gquelconque F. On peut plonger isométriquement I’espace
C des nombres complexes dans #(F), en identifiant un nombre
« € C avec 'opérateur U, : @ — aa de multiplication par « dans F.
Soit m une application linéaire et continue de L% (T, u) dans F et
supposons que m s’écrit sous la forme

m(x) = fx(t)a(t)dy(t) pour X e LY(T, u)

ou « est une application de T dans C et N(«, ) = ||m||. Alors «
est u-mesurable (donc localement y-intégrable) done m est I’ex-
tension aux fonctions & valeurs dans F, de la mesure complexe
dy(t) = a(t)du(t), de base u et de densité «. En effet, pour tout
a ¢ F et tout ensemble compact K C T, on a apg € L(T, u) done
apg o est u-mesurable, et par suite gx o est y-mesurable. En vertu



(18] Sur la représentation intégrale de certaines opérations linéaires 13

du principe de localisation, on déduit que « est u-mesurable. In-
versement, si m est '’extension d’une mesure » de base u et de den-
sité a e LF (T, ¢) on sait qu'on a

m(x) = fx(t)oc(t)d,u(t) pour X € LL(T, u)

et |Imll = No(os ).

Il en résulte que pour une application linéaire et continue m de
L%(T, p) dans F, la fonction U,, qui lui corresponde par le théo-
réme 3 est & valeurs dans C'si et seulement si m est une mesure de
Radon sur T.

On a aussi le théoréme réciproque suivant:

TatorEME 8'. Soit u une mesure de Radon sur T. S’il existe une
famille fondamentale 9 C €(9) vérifiant la condition a') de la
remarque 1°, pour tout U e LZH(T, u), la fonction m définie par

m(x) = J.U(t)x(t)d,u(t) pour x € LL/(T, p)
est une application linéaire et continue de L' (T, u) dans F et
[lm|] = Noo(U’ ©)-

COROLLAIRE. Soit u une mesure de Radon sur T. St o/ vérifie
Paziome (G), F est de type dénombrable et dual d’un espace de Ba-
nach, et s’il existe une famille fondamentale 9 C €(¥9) vérifiant
Paxiome (G) et la condition a’) de la remarque 1°, alors U'espace
F(LLY(T, u), F) des application linéaires et continues de L* (T, p)
dans F, est isomorphe et isométrique a Vespace LH(T, u).

2. Cas des algébres

Soit 4 une algébre de Banach, ¢ une mesure de Radon positive
sur T et y une application localement u-intégrable de T dans 4.
Pour toute fonction ¢ e o (T) posons

(1) (9) = [y(E)p(t)dut);

m est une application linéaire de A" dans A et continue sur
A (T, K), quel que soit I’ensemble compact K C T. En effet, soit
K un ensemble compact et ¢ € # (T, K). Posons

My = [ly(®)ldu(t)-
Alors

(9)] < [ly@)] lp(®)ldp(t) < Mxllgl.
Pour toute fonction x e #,(T") posons

(@) m(x) = [x(0)y(t)dp(t).
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ProposiTiON 2. L’application X — m(X) définie par Uégalité (2)
est la seule application linéaire de A4 dans A qui satisfait aux deux
conditions suivantes:

(i) pour tout élément a € A et toute fonction ¢ e X (T) on a

m(ap) = am(p);
(ii) pour toute partie compacte K de T, la restriction de l’applica-

tion X —> m(x) d H4(T, K) est continue.
Pour tout élément a e A et toute fonction X e X, on a alors

m(ax) = am(X).

DEMONSTRATION. Il est évident que m est linéaire.
Soit a e A et p e #". Alors ([2] chap. III, §4, no. 2, prop. 4)

m(ag) = [ap(t)y(t)du(t) = [V.(p(t)y(t)du(t)
= Vo [y ()du(t) = a [pt)y(t)du(t) = am(p)

ou V, est 'opérateur de multiplication a gauche par a, dans 4, ce
qui établit (i).
Soit K une partie compacte de T et x e #,(T, K). Alors

m(x)| < [Ix ()] ly()ldu(t) = Mglix||

ce qui établit (ii).

Soit m’ une autre application linéaire de £y dans A qui vérifie
les conditions (i) et (ii). Désignons par 5 le sous-espace de #,
formé des combinaisons linéaires finies X = ) a,p, des fonctions
de X, & coefficients dans A. On a d’apres (i) *

m'(X) = ;m'(ai¢i) = Z a;m(p;) = Zm(ai(pi) = m(x)

donc m' et m coincident sur ;. Comme toute fonction x de %}
3 support contenu dans un ensemble compact K de T, peut étre
approchée uniformément par des fonctions de #, a4 support dans
un voisinage compact U de K ([4], chap. III, §2, lemme 2) et
comme, d’apres (ii), m et m’ sont continues pour la topologie de la
convergence uniforme sur S (7, U), m et m’ coincident sur %,
tout entier, ce qui montre 'unicité de m.

Enfin, si a e A et X € #4(T), on a ([4] chap. III, §4, prop. 4):

m(ax) = [ax()y(e)du(t) = [V x(O)y()dpc)

= Vo [x(t)y(®)du(t) = a [x(t)y(t)du(t) = am(x)

et ceci achéve la démonstration.
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REMARQUE. Pour toute fonction x ¢ /; posons
(2') m'(x) = [y(t)x(t)du(t).

On démontre que m'’ est la seule application linéaire de A 4(T) dans
A qui vérifie (ii) et
(j) pour tout élément a € A et toute fonction ¢ € X on a
m'(ap) = m(p)a.
Alors pour tout ae A et x € Ay(T) on a aussi
m'(xa) = m'(X)a.

Dans le cas ou 4 est commutative, évidemment m = m/'.

Supposons maintenant que 4 soit une algebre & élément unité e,
de type dénombrable, et dual d’un espace de Banach. Une telle
algébre existe, par exemple ’algébre de groupe d’un groupe discret
et dénombrable.

Puisque 4 a un élément unité on peut plonger isométriquement
A dans I’espace £ (A4) des opérateurs linéaires et continues sur 4,
en identifiant un élément a ¢ A avec 'opérateur U, de multiplica-
tion & droite par a dans A.

Lorsqu’on prend, dans le théoréme 3 les espaces E(t) et F iden-
tiques & 4 on peut se demander dans quelles conditions la fonction
U,. est une fonction a valeurs dans A.

THEOREME 4. Sott u une mesure de Radon positive sur T, A une
algébre de Banach a élément unité, de type dénombrable, et dual d’un
espace de Banach, et m une application linéaire et continue de
LY(T, u) dans A. Alors, la condition nécessaire et suffisante pour
que m s’écrive sous la forme

m(x) = [X(O)ym()du(t)  pour x e Ly(T, u)
ol y,, e LY(T, u), est que m vérifie la condition suivante
(3) m(ax) = am(x)
pour tout élément a € A et toute fonction xe L(T, u). On a alors

|| = Neo(Yms 1)-

DEMONSTRATION. La proposition 2 montre que la condition (38)
est nécessaire, sans aucune hypothése supplémentaire sur I’algébre
A. Montrons maintenant que la condition (8) est suffisante.
D’apres le théoréme 8, m s’écrit sous la forme

m(x) = [ U (t)x(t)du(t)

ou U, est une application de T dans .#(4) déterminée localement
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u-presque partout telle que P’application ¢ — U,(t)a soit u-me-
surable pour tout aeAd, et N (U,, u) = ||m||. Posons
Vun(t) = Un(t)e. Alors y,, ¢ LY(T, p) et Noy(¥m, p) = |Im]|. Pour
toute fonction ¢ € LY(T, u) posons

(p) = m(pe) = [U(t)ep(t)du(t) = [Ynt)lp()du(t).

On vérifie aisément que m vérifie les conditions (i) et (ii) de la pro-
position 2. En effet, siaeAd et pe A on a

m(ap) = m(aep) = am(ep) = ari(p);
d’autre part, Papplication ¢ — |U,,(t)| est u-mesurable, donc pour
tout x e X4(T, K) on a

m(x)] < [1Un(0)] (K (0)ldp(t) < [1X]| [ [T A(0)ldu(t)

ce qui établit (ii). Il résulte alors de la proposition 2 que pour toute
fonction x e X, on a

m(x) = [X(O)Ym(t)dp(t) = [Uyx(e)dut)

et cette relation a lieu aussi pour tout x e LY(T, p).

Il en résulte que U,(t) = Uy, localement u-presque partout
et ceci achéve la démonstration.

REMARQUE. La condition nécessaire et suffisante pour que m
s’écrive sous la forme

m(x) = [y(t)x(t)du(t)  pour x ¢ LY(T, p)
est que pour tout ae A et x e LY (T, u) 'on ait
m(xa) = m(x)a.
§ 4. Opérations linéaires sur Xy

1. Le cas général

Soit m une application linéaire de /" o dans un espace de Banach
F.

On dit que m est majorée, s’il existe une mesure de Radon positive v
sur T, telle que pour tout X € Xy Von ait

Im(x)| = »(|x]).

Il en résulte que si m est majorée, pour toute partie compacte
K C T, la restriction de m a ’espace X (T, K) est continue.

Si F = C et si m est continue sur I’espace Xy (T, K), quel que
soit ’ensemble compact K C T, alors m est majorée par la mesure
|m| définie par 1’égalité (1) du §2.
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Pour tout élément 3’ € F’ considérons la forme linéaire définie
sur Ay par 1’égalité

m,(X) = {m(x), 2') pour X e K.
On a
Imy(x)| = |2'| Im(x)] = |2|»(]x])

done m, est continue sur J (T, K) quel que soit ’ensemble
compact K C T. A chaque forme linéaire m,, on attache la mesure
Uy = |my| sur T et on a

lmz'(x)l é Iu’z’(lxl)
pour tout champ de vecteurs X e #y.
Pour toute fonction ¢ € £, on a aussi

ty (@) = sup {|<m(x), 2')| | X € Ko, |x| < o}
< sup {Im(x)] |2| | X € Ko, |X| < ¢}
< sup {»(|X|) | | X € Kz, |X| < @} = »(p)I'|
done
sup u.(p) = »(p)

lz']=1
quelle que soit la mesure » majorante de m.

Il en résulte que la famille de mesures (u,), <, est majorée
dans ’espace complétement réticulé 4 (T') des mesures de Radon
sur 7, donc elle a une borne supérieure u.

Pour tout champ X e £ on a

(4) Im(x)] =|s,l|1£1|<7n(X), 9] =Sup. Im,(x) = Ils,}gi pz (%) = p(lx])

donc u est aussi une mesure majorante de m.

I en résulte que u est la plus petite mesure de Radon positive sur T
magjorante de m, et on a ||m|| < ||u|| = co.

Si F = C, on a vu que ||m|| =||g||.

On va noter parfois par |m| la plus petite mesure x4 majorante
de m.

Considérons maintenant lespace L' (T, u) des champs de
vecteurs u-sommables. D’apres l'inégalité (4), m est continue sur
Ay, pour la topologie de la convergence en moyenne, donce on peut
prolonger m uniquement par continuité en une application linéaire
et continue, notée toujours m de Lfd(T, u) dans F, et pour tout
XeL'(T, p) on a

m(x)| < [1x(8)| du(2).
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Si ’on note par ||m||, 1a norme de m sur L' (T, p), on déduit que
|m|l; =1 et on verra plus bas qu’on a ||m]|, = 1.

Si o vérifie ’'axiome (G) et F est de type dénombrable et dual
d’un espace de Banach, on peut appliquer le théoréme 8 et on
obtient le

TrEOREME 5. St la famille fondamentale S/ vérifie Uaxiome (G)
et si F est de type dénombrable et dual d’un espace de Banach, pour
toute application linéaire et majorée m de Xy dans F, il existe une
plus petite mesure de Radon u sur T, majorante de m et un champ
d’opérations U,, e €(¥) simplement u-mesurable, déterminé locale-
ment p-presque partout, tels que |ml| < ||ull, [Unt) =1 et

m(x) = [Un(O)x(t)du(t)  pour x e LL(T, p).

DEMoNnsTRATION. Il reste & prouver seulement que |U,(2)| = 1,
car les autres affirmations résultent des considérations précédentes
et du théoreme 8, en prenant u = |m|. En particulier, comme
d’apres le théoréme 3 on a ||m]|; = N(U,, ¢), il résultera que
||m]l; = 1. On sait que la fonction ¢ — |U,,(¢)| est u-mesurable,
donc localement u-intégrable. On pose alors dv(t) = |U,,(t)|du(t)
et puisque |U, ()] = ||m||; =1, on déduit que ¥ < u. D’autre
coté pour tout X e Xz on a

m(x)] < [IX(@)] [Un@)ldu(t) = [1x(t)ldr(e)

donc » est majorante pour m, et comme u est la plus petite majo-
rante de m, on déduit » = u, done |U,,(¢)] = 1 localement u-pres-
que partout, et si 'on modifie U,, sur un ensemble localement u-
négligeable, on peut obtenir |U,,(t)] = 1, et ceci achéve la démon-
stration.

REMARQUE. S’il existe une famille fondamentale 2 C (%)
vérifiant les conditions a’) et b’) de la remarque 1° suivant le
théoreme 8, alors U,, est mesurable relativement a u et 9, donc
U, € L3(T, p). Si la famille fondamentale 9 vérifie les axiomes
(T) et (G), alors U,, est mesurable pour |m| et & quel que soit m.

On a aussi le théoréme réciproque suivant:

THEOREME 5'. St la famille o vérifie Uaxiome (G) et F est de type
dénombrable et dual d’un espace de Banach, pour tout couple (u, U)
formé d’une mesure de Radon positive u sur T et d'un champ d’opéra-
tions U € €(¥) simplement u-mesurable tel que |\U,(t) =1, la
fonction m définie sur L'y(T, p) par Pégalité

m(x) = [U@x(t)dp(t)  pour x e L2)(T, u)
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est une application linéaire et continue sur L (T, u), dont la re-
striction a Uespace Ky est majorée et |m| = u.

DEMONSTRATION. Il reste & montrer que |m| = pu, car les autres
affirmations sont évidentes. Tout d’abord on a |m(x)| = u(|x|)
pour tout X € Xz, donc m est majorée par u. Alors |m| < u, done
|m| s’écrit d|m|(t) = a(t)du(t), ou a est une fonction numérique
p-mesurable sur T, telle que 0 < «(t) < 1. D’aprés le théoréme 5,
m s’écrit

m(x) = [Un(0)x(@)dim|@t)  pour X e L2)(T, p) C LL(T, |m|)
od U, e €(9) est telle que [U,(t)] = 1. On a alors

m(x) = [Un@)x(@®)a(t)dp(t)  pour x e Liy(T, )

done, d’apres le théoréme 4, U, (t) = «(t)U(t) localement u-pres-
que partout, d’out on déduit que «(t) = 1 localement u-presque
partout, c’est-a-dire |m| = u. Ceci acheve la démonstration.

Des théorémes 5 et 5’ on obtient le

CorOLLAIRE. St la famille sZ vérifie Uaxiome (G) et F est de type
dénombrable et dual d’un espace de Banach, la correspondance
m — (|m|, U,,) établie par le théoréme 5 est une application biuni-
voque de Uensemble M o p(T) des applications majorées de Ay dans
F, sur Uensemble (¥, T) des couples (u, U) formés d’une mesure de
Radon positive p sur T et d'un champ d’opérations U € €(Y), sim-
plement u-mesurable tel que |U,(t)] = 1.

Deux couples (u, U;) et (4, Uy) seront considérés identiques si
U, = U, localement u-presque partout.

REMARQUES. 1°. Supposons que tous les espaces E(¢) sont iden-
tiques & un espace de Banach E de type dénombrable, et suppo-
sons T compact. On peut plonger E isométriquement dans €g(T),
en identifiant un élément a € E avec la fonction constantex ()= a.
Considérons la restriction M de m & E. Alors M ¢ Z(E, F). Pour
tout ae¢ E on a

M(a) = [Un(t)adu(t).

On dit que U, est simplement u-intégrable et que M est 'intégrale
simple de U,, par rapport & u. Si U,, est y-mesurable pour la topo-
logie d’espace normé de Z(E, F) (en particulier si Z(E, F)est de
type dénombrable), alors U,, est u-intégrale et M est I'intégrale
de U,, par rapport & u. En effet, on a alors

[Un®iadu(e) = ([ Un(t)dutt)) a)
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done
M = [U,(&)du(t).

2°. Si E(t) = C quel que soit t e T, ’espace Z(C, F) est iso-
morphe et isométrique & F et U,, et une application g,, u-mesura-
ble de T dans F. Alors pour toute fonction ¢ € #; on a

m(@) = [ p(O)8n(t)dn(t).

8°. Supposons que tous les espaces E () sont identiques & F, ou
F est un espace de Banach quelconque. On peut plonger isométri-
quement l’espace C des nombres complexes dans I’espace Z(F)
des opérateurs linéaires et continus sur F.
Soient » une mesure de Radon (réelle ou complexe) et u son
module. On a, pour toute fonction ¢ e X,
p(p)'=sup {[»(y)|| v e He, Iyl < o}

Soit m D’extension de » aux fonctions de %, définie par
m(x) = [x(t)d»(t)  pour X e Hp.

On a donc pour toute fonction x € Xp
Im(x)| = u(lx])
donc m est majorée par u. D’autre part,
sup {|»(p)| | € Hoolyl < ¢} < sup {{m(x)| | X € Hp, x| = ¢}
d’ou il s’ensuit que u est la plus petite majorante de m et
p(p) = sup {im(x)| | x € #p, |X| = ¢}  pour e X,
On sait (§2 remarque 8) que d»(t) = «(t)du(t), ou « est u-me-
surable et |a(f)] =1, donc
m(x) = [x(t)x(t)du(t)  pour X e H.

Inversement, soient m une application linéaire majorée de A
dans F, u la plus petite mesure majorante de m, et supposons que
m s’écrit sous la forme

m(x) = [X()a(t)dp(t)  pour X e A,

ol « est une application de T dans C, telle que N («, g) < 1.
Alors m est une mesure de base x et |«(¢)] = 1. En effet, on déduit
que « est y-mesurable et étant essentiellement bornée, « est locale-
ment u-intégrable; posons dv(t) = «(t)du(t). On a d’abord
d|y| = |«|du, donc |v| < u. D’autre c6té, pour toute fonction
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XeAp on a
im(x)| = | [x@u(t) du(t) | < [ @) 1Oldp®) = [x@IdbI@),

donc m est majorée par |v| et comme x est la plus petite majorante
de m, on déduit p < |v|; il s’ensuit que |v| = yu, done |a(t)] =1
localement u-presque partout sur le support de u, donc partout
si ’on modifie « sur un ensemble localement u-négligeable.

2. Cas des algébres

Supposons que tous les espaces E(t) et F sont identiques & une
algébre de Banach A, & élément unité, de type dénombrable et
dual d’un espace de Banach. En utilisant les théorémes 4 et 5 on
obtient le

THEOREME 6. Soit A une algébre de Banach, a élément unité, de
type dénombrable et dual d’un espace de Banach, et soit m une appli-
cation linéaire et majorée de A4 dans A. Pour que m s’écrive sous la
forme

m(x) = [x(©)y($)du(t)  pour X e A,
o u=|m| ety e LL(T, p), il faut et il suffit que
m(ax) = am(X) pour ae A et X e Hy(T).

On a alors |y(t)| = 1.
REMARQUE. Pour que m s’écrive sous la forme

m(x) = [yO)x()du(t)  pour x ¢
il faut et il suffit que

m(xa) = m(x)a  pour ae A et X e X,

Université de Bucarest.

BIBLIOGRAPHIE

S. Bocuner and A. E. TAYLOR

[1] Linear functionals on certain spaces of abstractly-valued functions, Annals of
Math., 89 (1938) pp. 913—944.

N. BourBAKI1

[2] Intégration, livre VI, chap. I—1IV, Paris, 1952, Chap. V, 1956.

J. DIEUDONNE

8] Sur le théoréeme des Lebesgue-Nikodym (III), Annales Univ. Grénoble, 23
(1947 —48), pp. 25—583.

[4] Sur le théoréme de Lebesgue-Nikodym (IV), J. Indian Math. Soc. 15 (1951),
pPp. 77—86 (cité d’aprés Math. Rev.).



22 Nicolae Dinculeanu [22]

[5] Sur le théoréme de Lebesgue-Nikodym (V), Canadian J. Math. 8 (1951) pp.
129—140.

N. DINCULEANU

[6] Espaces d’Orlicz de champs de vecteurs I, Rendiconti Accad. Naz. Lincei,
12 (1957) pp. 135—139

[7] Sur la représentation intégrale des certaines opérations linéaires, C. R. Acad. Sci.
Paris, 245 (1957) pp. 1208—1205.

N. Dunrorp and B. J. PETTIS

[8] Linear operations on summable functions, Trans. Amer. Math. Soc. 47 (1940)
PP 323—392.

I. GELFAND
[9] Abstrakte Funktionen und lineare Operatoren, Math. Sbornik, 4 (46) (1938)
pp. 68—124,

R. GODEMENT

[10] Sur la théorie des représentations unitaires, Annals of Math. 53 (1951) pp.
68 —124.

C. T. IonEscu TULCEA

[11] Deux théorémes concernant certains espaces de champs de vecteurs, Bull. Se. Math.
79 (1955) pp. 106—111.

R. S. PHiLLIPS

[12] On linear transformations, Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940) pp. 516—541.

(Oblatum 6-3-58).



